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Vorwort. 


Indem   ich  den   ersten  Band  dieses  Werkes   dem  technischen 

Poblicoiii  abgeschlossen  vorlege,  erscheint  mir  eine  Erläuterong  und 

Moävimng  seines  Planes  mn  so  mehr  geboten,  als  es  der  Maschinen- 

wksenacdiaft  an  einer  allseitig  anerkannten  präcisen  Gliederung  bisher 

^cMdt  hat  und  selbst  ihre  FunddjnentaJbegriffe  und  ihre  Ziele  einer 

Tie}&di  abweichenden  Bestimmung  unterUegen.  Die  Begriffsbestimmung 

der  tlieoretischen  Maschinenlehre  setzt  natürlich  vor  Allem  eine 

l>^nition  der  Haschine  als  ihres  Objectes  vorajos.  Ich  verstehe  dar- 

anta-  ^nen  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  von  Mechanismen  zum 

Zwecke  einer  bestimmten  mechtoisohen  Arbeitsleistung,  unter  einem 

Mechanismus  aber  eine  Verbindung  von  Körpern  von  bestimmter 

gegenseitiger  Beweglichkeit. 

Diese  B^riffsbestimmung  der  Maechine  enthält  zwei  verschieden- 
artige £inzelbestimmung^,  von  denen  nur  die  eine,  welche  sie  als 
Mechanismus  oder  Verbindung  von  Mechanismen  bezeichnet,  eine  sach- 
Ikke  Definition  ist,  während  die  andere  sie  als  ein  Hülfsmittel  zweck- 
mässiger Thätigkeit  oharaJcterisirt,  mit  deren  vervielfachten  und  ver- 
änderten Ziel^i  auch  der  Umfang  und  die  einzelnen  Probleme  des 
Maschinenwesens  variabel  sind.  Nur  in  der  ersteren  Beziehung  ist  die 
Masdunenlehre  eine  sachlich  bestimmt  abgegrenzte  Wissenschaft,  welche, 
insoweit  sie  von  der  Massenhaftigkeit  der  beweglichen  Körper  und  von 
den  wirksamen  Kräften  (ausser  sofern  dieselben  etwa  zur  Sicherung 
bestimmten  relativen  Beweglichkeit  der  Maschinentheile  wesent>- 
b^tragen)  abstrahirt,  vielmehr  nur  die  auf  Sätzen  der  Geometrie 
and  der  Pboronomie  (Lehre  von  der  Bewegung  an  imd  für  sich)  be- 
ruhende Vermittelung  einer  bestimmten  gegenseitigen  Beweglichkeit 
der  zum  Mechanismus  verbundenen  Körper  in  Betracht  zieht,  als  Kine- 
matik einer  selbständigen  wissenschaftlichen  Bearbeitung  unterzogen 
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wurde.  In  Betreff  der  in  ihr  wirksamen  Kräfte,  der  Massen  und  der 
(durch  die  Mechanismen  an  sich  nur  verhältnissmässig  bestimmten) 
Geschwindigkeiten  ist  die  Maschine  ein  Problem  der  angewandten  Me- 
chanik, dem  aber  auch  sowohl  mit  Rücksicht  auf  seine  Gebundenheit 
an  die  als  Mechanismus  bezeichnete  Körperverbindung  von  besonderer 
Art,  als  auch  mit  Rücksicht  auf  die  wirthschaftliche  Bedeutung  der 
mannigfachen  Zwecke  mechanischer  Arbeitsleistung  der  Charakter  einer 
besonderen  Wissenschaft  zugesprochen  werden  kann. 

Wenn  der  Mechanismus  resp.  die  Mechanismenverbindung  er^t 
durch  den  Zweck  der  Arbeitsleistung  zur  Maschine  wird,  so  ist  die  i 
Eintheilung  der  Maschinen  in  erster  Reihe  von  der  Classification  jener  > 
Arbeitszwecke  abhängig  zu  machen.    Vor  Allem  ist  nun  diese  mecha- 
nische Arbeit,  deren  Verrichtung  durch  die  Maschine  bezweckt  wird, 
entweder  nur  quantitativ  durch  ihre  Grösse  in  der  Zeiteinheit,  nämlich 
allgemein  durch  eine  Summe  von  Kräften  nebst  den  Geschwindigkeiten 
ihrer  Angriffspunkte  im  Sinne  der  Kräfte,  oder  sie  ist  zugleich  quali- 
tativ durch  die  zu  bewirkende  Aenderung  des  räumlichen  Zustandes 
eines  Körpers  resp.  eines  Aggregats  von  Körpern  gegeben.  Wenn  zwar 
auch  im  ersten  Falle  die  Arbeitsleistung  durch  die  Bewegung  eine> 
Maschinenbestandtheils,  also  durch  die  Ortsänderung  eines  gewissen 
Körpers  vermittelt  wird,  so  wird  dabei  doch  dieser  eben  nur  als  Hülfv- 
mittel  zur  Uebertragung  einer  gewissen  Kraftgrösse  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  resp.  eines  gewissen  Kraftmomentes   mit  einer  gc- 
wisfion  Winkelgeschwindigkeit  betrachtet  unter  Abstraction  von  der 
Verwendung  der  entsprechenden  Arbeit  zur  Aenderung  des  räumlichen 
Zustandes  eines   bestimmten  Körpers   oder  Aggregats   von  Körpern. 
Mit  nicht  ganz  zutreffenden,  aber  üblich  gewordenen  Benennungen 
unterscheidet  man  hiemach  Kraft-  oder  Betriebsmaschinen  und 
Arbeitsmaschinen,  eine  Unterscheidung,   die  dadurch  nicht  hin- 
fallig wird,  dass  zuweilen  beide  Arten  von  Maschinen  zu  einem  Ganzen 
voreinigt  erscheinen.    Erstere  sollen  ein  gegebenes  Arbeitsvermögen 
unter  solchen  Verhältnissen  in  mechanische  Arbeit  umsetzen,  dass  dies** 
als  Betriebsarbeit  gewisser  Arbeitsmaschinen  geeignet  ist;  sie  zerfallen 
naturgemäss  in  Gruppen  je  nach  den  Formen  des  in  der  Natur  oder 
auch  schon  nach  einer  vorhergegangenen  zweckmässig  geleiteten  Um- 
formung disponiblen  Arbeitsvermögens,  welche  verschiedenen  Formen 
zu   analysiren   hier  noch  nicht  der  Ort   ist    Die  Arbeitsmaschineti 
können  in  Maschinen  zur  Ortsänderung  und  Maschinen   zur 
Formänderung   eingctheilt   werden,   wobei   die   Formänderung  im 
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Allgememen  zugleich  eine  Volumen-  und*  Gestaltsänderung  in  sich  be- 
greift.   Freilich  ist  eine  Formänderung   stets  auch  mit  einer  Orts- 
äodenmg,  diese  häufig  mit  jener  verbunden,  so  dass  zuweilen  dieselbe 
Arbeitsmasdbine  je  nach  der  Betrachtungsweise  als  ortsändemde  oder 
fonnändemde  gelten  kann,  wie  überhaupt  der  Zweck,  da  er  andere 
gleichzeitige  Zwecke,  insbesondere  solche  Aenderungen  nicht  ausschliesst, 
die  als  wesentlidi  zur  Erreichung  jenes  Zweckes  zugleich  mit  bezweckt 
werden  müssen,  natürlich  stets  nur  eine  relativ  zutreffende  Eiutheilung 
bediogen  kann.   Mit  Rücksicht  darauf  indessen,  dass  Flüssigkeiten  einer 
^Ibstäodigen  (von  derjenigen  einer  sie  einschliessenden  Hülle  uiiab- 
hingigeo)  Form  nicht  fähig  sind,  erscheint  es  gerechtfertigt  und  können 
n^eich  die  Zweifel  der  fraglichen  Eintheilung  dadurch  in  der  Haupt- 
sache vermieden  werden,  dass  der  Begriff  der  formändemden  Maschine 
äuf  solche  Arbeitsmaschinen  beschränkt  wird,  die  zur  beabsichtigten 
Foniu»d^*ung  fester  Körper  übrigens  unabhängig  davon  dienen,  ob 
«^aait  zugleich  eine  mehr  oder  weniger  erhebliche  Ortsänderung  ver- 
HondcD  ist,   dass  aber  alle   übrigen  Arbeitsmaschinen,   insbesondere 
wfcke,  die  zu  irgend  einer  Aenderung  des  räumlichen  Zustandes  von 
Fiüsngkeiten  dienen,  zu  den  ortsändeniden  Maschinen  gerechnet  werden. 
Dif  >Ia8chinen  zur  Formänderung  sind  als  Fabrikationsmaschinen 
^  bezeichnen,  wenn  die  dadurch  in  ihrer  Form  geänderten  Körper 
unter  den  Begriff  des  Fabrikates  fallen,  d.  h.  einer  durch  Bearbeitung 
TOD  Körpern  hergestellten  Waare  oder  eines  Zwischenproducts  zur  Her- 
stellung einer  solchen.  — 

Die  Charakterisirung  der  Wissenschaft,  die  in  diesem  Werke  als 
-theoretische  Maschinenlehre"  dargestellt  werden  soll,  wird  verdeutlicht 
^iirch  eine  Uebersicht  der  besonderen  Wissenschaften,  in  welche  ausser- 
'lem  die  Maschinenlehre  zerlegt  zu  werden  pflegt.  Von  denselben  be- 
handelt die  allgemeine  Maschinenlehre  die  Maschine  historisch 
QQd  beschreibend  in  möglichst  vollständiger  und  systematisch  geord- 
neter Uebersicht  ihrer  Glassen,  Gruppen  und  Arten,  wobei  die  Zwecke 
JD  erster,  die  Mechanismen  zu  ihrer  Erreichung  in  zweiter  Reihe  als 
Bntheifaingsprincipien  dienen.  Ihr  stehen  gegenüber  die  speci eilen 
Maschinenlehren,  welche  gewisse  Classen  oder  Gruppen  von  Ma- 
*<^bmOT  specieUer  behandeln,  sei  es  mit  Rücksicht  auf  eine  grössere 
Mannigfidtigkeit  von  Arten  und  auf  die  Berücksichtigung  von  Einzel- 
beiten  der  Anordnung  sowie  der  Anforderungen  praktischer  Ver- 
vc'ndiiiig  unter  verschiedenen  Umständen,  sei  es  insofern,  als  zugleich 
^dere  Gesichtspunkte  (solche  der  theoretischen  Maschinenlehre  und 
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des  Maschineubauee)  mit  dei*  historischoD  und  beschreibenden  Dar- 
stellung verbunden  werden. 

Die  mechanische  Technologie»  indem  sie  die  mechanische 
Verarbeitung  der  Körper  zu  Fabrikaten  lehrt»  hat  die  Besprechung  der 
Fabrikationsmaschinen  mit  der  allgemeinen  Maschinenlehre  resp.  mit 
den  betreffenden  speciellen  Maschinenlehren  gemein.  Indem  sie  aber 
¥on  den  Eigenschaften  der  gegebenen  Rohstoffe  oder  Zwischenproducte 
und  Ton  den  beabsichtigten  Eigenschaften  der  Fabrikate  auszugehen 
hat,  soll  sie  sich  nicht  auf  eine  historische  und  beschreibende  Dar- 
stellung beschränken,  sondern  die  angewendeten  oder  vielmehr  die  der 
Natur  der  Sache  nach  anwendbaren  Mittel  zur  Erreichung  des  Zwecks 
unter  den  gegebenen  Umständen  systematisch  deduciren  und  kritisch 
erörtern.  Sofern  diese  Mittel  nicht  nothwendig  in  der  Benutzung  von 
Maschinen  zu  bestehen  brauchen,  sowie  auch  durch  ihre  Rücksichi- 
nähme  auf  Güte  und  Werth  des  Fabrikates  als  Handelswaare  und  auf 
die  Wirthschaftlichkeit  des  Fabrikationsverfahrens  hat  sie  vielfach  über 
das  Gebiet  der  Maschinenlehre  hinauszugehen,  so  dass  sie  nicht  eigent- 
lich als  ein  Zweig  derselben,  sondern  als  eine  verwandte  Wissenschaft 
bezeichnet  worden  kanu,  für  welche  gewisse  spedelle  Maschinenlehren 
als  IlUlfs-  oder  Ergänzungswisseuschaften  zu  betrachten  sind.  Weil 
übrigens  die  Formänderung  der  Körper  mit  einer  Aenderung  ihrer 
(chemischen  Beschaffenheit  vielfach  Hand  in  Hand  geht,  ist  die  Trennung 
der  mechanischen  von  der  chemischen  Technologie  in  mancher  Hinsicht 
schwankend  und  willkürlich. 

Die  Maschinenbaukunde  lehrt  die  einem  gegebenen  Zweck  der 
Maschine  unter  gegebenen  Umständen  angemessen  entsprechende  oon- 
fttructive  Gestaltung  doi*selben  bezüglich  der  Disposition  der  sie  zu- 
sammensetzenden Mechanismen,  sowie  der  Gestalten  und  Dimensionen 
der  einzelnen  Bestandthcilo  dieser  Mechanismen  mit  Rücksicht  auf  ihr 
Verhalten  unter  dem  Einflüsse  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Vortheilliaftigkeit  ihrer  praktischen  Herstellung. 
Jenes  Vorhalten  l)etrifft  die  Wi(lei*stnndHfähigkeit  gegen  Bruch  und 
Deformation,  sowie  die  Abnutzung  durch  Reibung  und  die  Schädigung 
dun*h  EinfliLsbo,  die  je  nach  dnn  UnisUlnden  verschieden  sein  können. 
Insoweit  (^s  diese  hauptsächlic^hsten  Rücksichten  gestatten,  soll  auch 
der  ästhetisc^hen  Erscboimmg  ihr  Rocht  zu  Thoil  werden.  Der  construo* 
tive  Maschinenbau,  indem  er  das  der  materiellen  Ausführung  (dem 
praktischen  Maschin(>nbau )  uiunittelbiu*  vorhergehende  Endziel  der 
Maschinenwisseuscliaft  ist,  setzt  die  tlieoretische  Maschinenlehre  voraus; 
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ausserdem  sind  seiiie  wesentiichsten  Hül&wissenadiaftea  die  darstelleiEide  # 
Geometrie,  die  Elastidtäts-  und  Fesiigkeitslehrey  Materialienkande  und 
diejenigen  Theile  der  mechanischen  Technologie ,  die  von  der  Bear- 
beitung der  zu  Maschinentheilen  benutzbar^i  Stoffe,  insbesondere  der 
Metalle  handeln. 

Die  theoretische  Maschinenlehre  endlich»  wie  ich  sie  we- 
nigstens hier  yerstehey  hat  die  Aufgabe,  im  Wesentlichen  theoretisch 
auf  Grund  der  Gesetze  der  Mechanik  (nur  nöthigenfalls  ergänzt  durch 
anpirische  Thatsachen)  zu  untersuchen,  wie  der  in  einer  bestimmten 
mechanisdien  Arbeitsverrichtung  bestehende  Zweck  der  Maschine  auf 
prindpiell  Terschiedene  Weisen,  insbesondere  auf  die  einfachste  Weise 
and  mit  möglichst  wenig  Verlust  an  disponiblem  Arbeitsvermögen  er- 
reicht werden  kann;  sie  hat  die  Bewegung  der  Maschine  sowohl  in 
Betreff  ihres  geometrischen  Charakters  und  der  damit  zusammenhän* 
g^en  Geschwindigkeitsverhältnisse,  als  auch  in  Betreff  der  durch  die 
\>ewe|ten  Massen  und  die  bewegenden  Kräfte  bedingten  absoluten 
Gzossen  dieser  Geschwindigkeiten  zu  untersuchen;  sie  hat  diese  Kräfte 
iinich  die  Maschine  hinduroh  zu  verfolgen  und  deren  Abmessungen  zu 
bestimmen,  insoweit  dies  nicht  nach  Obigem  zur  Aufgabe  des  Maschinen** 
faaues  gehört;  endlich  hat  sie  nicht  nur  diese  Bestimmungen  mit  Rüds- 
sicht auf  möglichst  vollständige  Verwerthung  des  disponiblen  Arbeits- 
Tennögens  auszufuhren,  sondern  auch  die  Grösse  des  imter  gegebenen 
Umstanden  erreichbaren  YoUkoonmenheitsgrades  dieser  Verwerthung 
nachzuweisen.  Die  allgemeine  Anordnung  einer  in  Untersuchung  ge-> 
zogenea  Maschinenart  nimmt  sie  zwar  meistens  (aus  der  aUgemeinen 
Masdunenlehre)  als  gegeben  an  und  beschränkt  sich  auf  deren  theore- 
tisdie  Prüfung  und  neuere  zweckmäsnge  Bestimmung;  doch  soll  es 
freilich  ihr  Ziel  sein,  die  zu  bestimmten  Zwecken  verfügbaren  Formen 
des  Arbeitsvermögens  und  machinalen  HüUsmittel  systematisch  zu  er- 
örtern und  mit  Rücksicht  auf  ihre  principielle  Yortheilhaftigkeit  zu 
prüfen.  Mit  dieser  Steigerung  ihrer  Au%abe  darf  sie  indessen  in  mehr- 
bcher  Hinsicht  eine  Beschränkung  verbinden.  Im  Gegensatz  zur  all*- 
gemeinen  und  zu  den  speciellen  Maschinenlehren  beschränkt  sie  sich 
aaf  eine  geringere  Zahl  priucipiell  wichtiger  Unterscheidungen  ver^ 
schiedener  Maschinensysteme;  die  Maschinen  zur  Formänderung  be« 
trachtet  sie  im  Wesentlichen  nur  mit  Rüdosicht  auf  die  Grösse  und 
Oekonomie  der  Arbeitsleistung  imd  überlässt  solche,  bei  d^en  diese 
Rücksichten  in  den  Hintergrund  treten,  vielmehr  fast  nur  die  Art  det 
Arbeit,  die  Beschaffenheit  und  Güte  des  Fabrikates  in  Betracht  k<»iimfiii» 


X 


VORWORT. 


V  ganz  der  mechanischen  Technologie  oder  den  betre£Peuden  speciellen 
Maschinenlehren;  im  Gegensatz  zur  Maschinenbaukunde  endlich  ge- 
nügen ihr  einfache  Skizzen  oder  gar  nur  schematische  Darstellungen 
des  machinalen  Organismus,  indem  die  Rücksichten  der  praktischen 
Ausführung  in  den  Einzelheiten  für  sie  nebensächlich  sind,  und  sie 
vielmehr  der  Maschinenbaukunde  es  überlässt,  die  Resultate  ihrer 
Untersuchungen  in  Betreff  ihrer  constructiyen  Brauchbarkeit  zu  prüfen 
und  zu  sichten. 

Trotz  dieser  Beschränkungen  bleibt  die  Aufgabe  der  theoretischen 
Maschinenlehre  eine  sehr  grosse,  und  es  soll  nicht  behauptet  werden, 
dass  sie  in  dem  vorliegenden  Werke  mit  genügender  Vollkommenheit 
gelöst  werde.  Ueber  die  Art,  wie  es  wenigstens  versucht  und  der  In- 
halt unter  vier  Bände  vertheilt  wurde,  mögen  die  folgenden  Bemer- 
kungen hier  Platz  finden. 

Der  erste  Band  behandelt  Hülfswissenschaften,  deren  Kenntniss 
für  die  theoretische  Maschinenlehre  nöthig  ist,  die  aber  in  den  Lehr- 
büchern der  Physik  und  der  theoretischen  Mechanik  nicht  in  solcher 
Weise  und  Ausdehnung  behandelt  zu  werden  pflegen,  dass  eine  ein- 
fache Verweisung  darauf  genügen  könnte.  Vor  Allem  gehört  dahin  die 
Hydraulik,  die  in  ihrer  für  die  Maschinenlehre  verwendbaren  Form 
allzusehr  mit  empirischen  Elementen  und  nur  angenähert  zutreffenden 
vereinfachenden  Annahmen  versetzt  ist,  als  dass  sie  in  der  theoretischen 
Mechanik  ihre  passende  Stelle  finden  könnte,  während  die  erheblichen 
Fortschritte,  die  freilich   die   hydraulischen  Untersuchungen    in   der 
neueren  theoretischen  Physik  gemacht  haben,  zu  schwierige  analytischo 
Metboden  erfordern  und  gleichwohl  doch  noch  zu  erhebliche  Lücken 
unausgefüllt  lassen,  als  dass  ihre  Verwendung  in  solcher  Form  den 
Studirenden  der  Maschinenlehre  und  den  ausübenden  Maschinentech- 
niken! zuzumuthen  wäre.    Die  Kenntniss  der  Hydraulik  ist  aber  für 
die  theoretische  Maschinenlehre  Bedürfniss  besonders  mit  Rücksicht 
auf  wichtige  Formen,  in  denen  das  für  die  Zwecke  der  Maschine  dis- 
ponible Arbeitsvermögen  an  Flüssigkeiten  gebunden  vorkommt,  ferner 
mit  Rücksicht  auf  wichtige  Arbeitsmaschinen,  die  es  mit  dem  Trans- 
port von  Flüssigkeiten  und  event  (im  Falle  von  luftfürmigen  Flüssig- 
keiten) zugleich  mit  ihrer  Volumenänderung  zu  thun  haben,  ferner  mit 
Rücksicht  auf  die  Verwendung  von  FlÜHsigkeiten  als  Uebertragungs- 
mittel  von  Kräften,  endlich  in  Betreff  des  Widerstandes  fester  Körper 
bei  ihrer  Bewegung  in  Flüssigkeiten.    Eine  sehr  wichtige,  ja  die  wo- 
nigstens  im  gegenwärtigen  Stadium  der  Technik  wichtigste  Form,  in 
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welcher  das  durch  Maschinen  yerwerthbare  Arbeitsvennögen  von  der 
Natur  uns  dargeboten  wird,  diejenige  Form,  auf  welche  streng  ge- 
nommen alle  mit  einziger  Ausnahme  des  Arbeitsvermögens  der  Fluth- 
wellen  zurückgeführt  werden  können,  ist  die  Wärme,  und  es  ist  des- 
halb mit  einer  Darstellung  der  mechanischen  Wärmetheorie  der  An- 
fang gemacht  worden  um  so  mehr,  als  auch  schon  die  allgemeinen 
und  besonders  die  auf  luftfcirmige  Flüssigkeiten  bezüglichen  Gesetze 
der  Hydraulik  wes^itlich  durch  sie  bedingt  werden.    Indem  aber  die 
Wärme  Torwiegend  gebunden  als  Heize£fect  brennbarer  Körper  tms 
nutzbar  gegeben  ist,  handelt  ein  dritter  Abschnitt  des  ersten  Bandes 
TOD  den  Principien,  auf  denen  die  möglichst  ökonomische  Entwicke- 
Iimg  dieser  chemisch  gebundenen  Wärme  durch  Verbrennung  und  ihre 
Verwerthiu^  durch  Mittheilung  an  andere,  insbesondere  an  flüssige 
K(kper  beruht,  während  die  Art,  wie  die  Körperwärme  der  letzteren 
dann  weiter  in   die  Form  mechanischer  Arbeit  yerwandelt  werden 
kson,  principiell  schon  in  dem  yon  der  mechanischen  Wärmetheorie 
handelnden  ersten  Abschhitte  besprochen  werden  musste,  speoieller 
aber  erst    in   der   Theorie   der   calorischen  Kraftmaschinen   zu   be- 
spreehen  blieb. 

Mit  dem  zweiten  Bande  beginnt  erst  die  theoretische  Maschinei\r 
lehre  selbst,  und  zwar  soll  er  die  Maschine  besonders  mit  Rücksicht 
aof  den  sachlichen  Theil  ihrer  Definition  behandeln,  demzufolge  sie 
als  ein  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  v<m  Mechanismen,  der 
Mechanismus  aber  als  eine  Verbindung  von  Körpern  von  bestimmter 
gegenseitiger  Beweglichkeit  definirt  wurde.  Sofern  also  hierbei  einst- 
veflen  der  Zweck  nicht  in  Betracht  kommty  mit  Rücksicht  auf  welchen 
die  Maschinen  in  Kraftr  und  Arbeitsmaschinen  verschiedener  Classen, 
Gnippen  und  Arten  eingetheilt  werden  kpnnen,  hat  diese  Lehre  von 
den  Mechanismen  einen  in  höherem  Grade  sachlich  begrenzten  und 
selbständigen  wissenschaftlichen  Charakter,  namentlich  ihr  erster  und 
hauptsächlichster  Theil,  die  Kinematik,  die  von  Reuleaux  bezeichnet 
and  behandelt  wird  als  „die  Wissenschaft  von  derjenigen  besonderen 
Einrichtung  der  Maschine,  vermöge  deren  die  gegenseitigen  Bewe- 
gungen in  derselben,  soweit  sie  Ortsveränderungen  sind,  zu  bestimmten 
werden.*'  Die  theoretische  Masdunenlehre  hat  aber  femer  die  Mecha- 
nismen auch  in  Beziehung  auf  die  mit  ihrer  Bewegung  unter  Ein« 
Wirkung  von  Kräften  verbundenen  Reibungen  zu  untersuchen,  insofern 
dieselben  Arbeitsverluste  verursachen,  während  die  gleichzeitig  da- 
dnrch  bedingte  Abnutzung  in  den  Bereich  der  dem  Maschinenbau  zu- 
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kommenden  Erwägungen  fällt.  Endlich  sollen  schon  hier  in  Verbin- 
dung mit  der  allgemeinen  Mechanismenlehre  die  Hülfsmittel  (Mecha- 
nismen oder  Bestandtheile  von  solchen)  einer  besonderen  Unter* 
suchung  unterworfen  werden,  welche  den  (rang  der  Maschine  in 
bestimmter  Weise  zu  reguliren,  d.  h.  eine  gesetzmässige  Veränderlich- 
keit der  durch  die  gegenseitigen  Bewegungen  in  der  Maschine  einzig  in 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  bestimmten  Geschwindigkeiten  zu  bewirken, 
besonders  sie  in  gegebene  Grenzen  einzuschliessen  geeignet  sind,  inso- 
weit wenigstens  diese  Hülfsmittel  einen  allgemeineren,  von  dem  beson- 
deren Zweck  der  Maschine  unabhängigen  Charakter  haben. 

Der  zweite  Band  dieses  Werkes  wird  ausserdem  einen  Abschnitt 
enthalten,  der  zwar  gemäss  der  hier  zu  Grunde  liegenden  Auffassung 
nicht  eigentlich  einen  Theil  der  Maschinenlehre  ausmacht,  indessen 
doch  angemessener  Weise  in  Vorbindung  damit  und  zwar  im  Anschluss 
an  die  Lehre  von  den  Mechanismen  abgehandelt  wird;  er  betrifft  das 
Wesen  und  die  Theorie  der  Instrumente  zur  Messung  mechani- 
scher   Grössen   (Zeiten,   Geschwindigkeiten,    Massen,    Kräfte  und 
mechanische  Arbeiten),  sowie  auch  der  Instrumente  zum  Zählen  und 
mechanischen  Rechnen.    Sachlich  können  dieselben  ebenso  wie  Instru* 
mente  zu  mancherlei  anderen  Zwecken  (z.  B.  zu  geodätischen,  optischen 
musikalischen  Zwecken:   Theodolit,  Teleskop,  Klavier  etc.)  ganz  der» 
selben  Definition  wie  eine  Maschine  entsprechen,  ohne  mit  Rücksicht 
auf  den  verschiedenen  Zweck  hier  als  solche  verstanden  zu  werden. 
Indessen  sind  die  oben  l)ezeichnoten,  zum  Zählen  und  zum  Messern 
mechanischer  Grössen  dienenden  Instrumente  als  wesentlichste  Hülf>^- 
mittel  zur  erfolgreichen  Anstellung  von  Beobachtungen  und  Versuchern 
von  so  erheblicher  Wichtigkeit  für  die  Maschinenwissenschaft,  deren 
Vervollkommnung    grossentjieils    nur    durch    zuverlässige    mesNende 
Beobachtungen  eimöglicht  wird,  dass  eine  Uebersicht  und  thooretisrho 
Besprechung  derselben  gerechtfertigt   erscheint,  und  zwar   vor  dein 
Eintritt  in  die  speciellere  Maschinenlehre,  dagegen  im  Anschlüsse  an 
die  Lehre  von  den  Mechanismen,  aus  denen  sie  im  Wesentlichen  ebonso 
wie  eine  Maschine  gebildet  sein  können. 

Für  die  im  dritten  Bande  abzuhandelnde  Theorie  der  Kraft- 
maschinen ist  besondei*s  der  Umstand  charakteristisch,  dass  hier  die 
Zweckmässigkeit  vorwiegend  in  WirÜischaftlichkeit  besteht  Sie  stüllt 
sich  zwar  in  erstc'r  Reihe  die  Aufgalie,  die  z.  Z.  üblichen  und  bo- 
währten  Arten  von  Kraftmaschinen,  indem  sie  Princip  und  allgouieine 
Anordnung  derselben  als  gegeben  voraussetzt,  in  Betreff  ihrer  princi- 
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I»dl  aeweokmassigsteii  CanstractionsverhältniBBe  und  iUres  rcMrtheiUiaf- 
testen  Granges  tilieoretisch  zu  untersacheu  und  die  unter  gegebenen 
Umstanden  erreichbare  Grösse  ihrer  Nutzarbeit  zu  bestimmen;  sie  soll 
aber  auch  präfen,  ob  und  wie  etwa  jene  Anordnungen  zu  modificii^n 
sind,  um  ein  noch  besseres  Resultat  bezüglich  auf  grösstmögliche  Ver- 
werthung  des  disponiblen  ArbeitsvennÖgens  zu  Nutzarbeit  zu  erreichen. 
Ihr  allgemeines  Ziel  besteht  in  einer  wissenschaftlichen  Discussion  der 
principiell  möglichen  imd  mit  den  Anforderungen  des  Maschinenbaues 
wenigstens  voraussichtlich  nicht  unvereinbaren  machinal^  Htilfsinittel 
zu  möglichst  wirthschaftlicher  Verwerthung-  der  natürlich  gegebenen 
ferschiedenen  Formen  von   Arbeitsvermögen    als    Betriebsarbeit   zu 
technischen  Zwecken,  sowie  in  der  Yergleichung  des  wirthschafdichen 
Weftkes  der  entsprechenden  verschiedenen  Gruppen  und  Arten  von 
Kraftmaschinen  mit  Bäcksicht  auf  die  (mit  Ort  und  Zeit  im  Allge- 
meinen variablen)  Umstände.    Die  Entwickelung  der  volkswirthschaft- 
Mien  Zustände  hat  eine  Tetic|enz  zurConcentration  gewisser  Industrie- 
zweige zur  Folge  besonders  in  solchen  Bezirken,  wo   die  nöibigen 
Betnebskräfte   am  ausgiebigsten   und   billigsten  zu  beschaffen  sind. 
Warn  auch  durch  vermehrte  und  verbesserte  Verkehrswege  manche 
bisher  entlegene  kleinere  natürliche  Betriebskräfte  für  die  Industrie 
verwendbar  werden  und  insofern  eine  grössere  Yerdieilung  der  letz- 
tere dadurch  bedingt  wird,  so  wird  doch  andererseits  auch  die  Q^ 
legenheit  dadurch   vermehrt,   dass  Fabriken  und  Werkstatten  sich 
gruppenweise  ooncentrirt  an  Orten  ansiedeln,  wo  ein  grosses  Arbeits- 
vennögen  disponibel,  insbesondere  auch  in  sokher  Form  natiklich  ge- 
geben ist)  dass  es  bisher  kaum  vortheilhaft  nutzbar  war  noch  ausgiebig 
benutzt  wurde,  wie  namentlich  die  lebendige  Kraft  des  in  grösseren 
Flüssen  strömenden  Wassers  und  das  Arbeitsvermögen  der  an  Meeres- 
küsten mit  der  Ebbe  und  Fluth  periodisch  gehobenen  und  gesenkten 
Wassermassen;  das  Bedür&iss  hierzu  wird  wahrscheinlich  einst  ein- 
treten und  um  so  mehr  zunehmen,  je  mehr  die  Vorräthe  an  for  uns 
zugangUohen  fossilen  Brennstoffen  als  der  z.  Z.  noch  wichtigsten  und 
vorzugsweise  transportablen  Form  des  natürlich  gegebeneu  Arbeits- 
vermögens erschöpft  werden.    Ein  solches  auf  grosse  Massen  vertheil- 
tes  Arbeitsvermögen  wird  aber  zu  seiner  vortheilhaften  Benutzung  vor 
Allem  grössere  Kraftmaschinen- Anlagen  erfordern,  für  welche  dasselbe 
nach  seiner  Umsetzung  in  die  Form  von  technisch  nutzbarer  Betriebs- 
arbeit die  Bedeutung  emer  Handelswaare  gewinnt,  die  auf  grössere 
Eotfemungen  zu  transportit^n  und  an  die  einzehien  Abnehmer  d«r 
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gewerblichen  ABsiedelimg  nach  Maass  abzugeben  ist  Indessen  auch 
abgesehen  von  solchen  Zulninftsbildern  arbeiten  schon  die  heutigen 
Eraffanaschinen  bis  zu  weit  liegenden  Grenzen  um  so  vortheilhafter,  je 
grösser  sie  sind»  und  schliesst  sich  deshalb  die  Discussion  der  Mittel 
zur  Fortpflanzung  und  geregelten  Yertheilung  von  Betriebsarbeit  nahe 
an  die  Theorie  der  Kiaftmaschinen  an  als  eine  Untersuchung,  die  im 
Lauf  der  Zeit  wahrscheinlich  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnen 
wird,  so  wenig  auch  (in  Uebereinstimmung  mit  einer  Ausführung 
Reuleaux's)  ans  mancherlei  Gründen  eine  noch  weiter  getriebene 
Concentration  der  industriellen  Anlagen  wünschenswerth  erscheinen 
mag.  Uebrigens  hat  sich  solche  Untersuchung  nicht  auf  die  Fortleitung 
von  Arbeitsyermögen  in  der  Form  entwickelter  Bewegungsarbeit  zu  be- 
schränken, sondern  alle  möglichen  Formen  zu  umfassen,  insbesondere 
z.  B.  die  des  Gebundenseins  als  Heizeffect  eines  brennbaren  Gaaes,  in 
welcher  Form  die  fragliche  Leitung  auf  weit  grössere  Eatfemungen 
vortheilhaft  zu  ermöglichen  ist  und  so  in  Verbindung  mit  entsprechend 
vortheilhaft  arbeitenden  kleineren  Gaskraftmaschinen  einer  wenigstens 
auf  städtische  Entfernungen  getrennten  selbständigen  Hausindustrie  die 
zu  ihrer  Concurrenzfahigkeit  nöthige  Betriebsarbeit  verschafft  werden 
kann. 

Von  den  Arbeitsmaschinen  endlich  sollen  im  vierten  Bande 
hauptsächlich  diejenigen  einer  theoretischen  Untersuchung  unterworfen 
werden,  welche  zur  Ortsveränderung  von  Körpern  entgegen  gewissen 
Widerstandskräften  dienen,  von  formändemden  Maschinen  dagegen  nur 
solche,  bei  denen  die  Grösse  der  zu  verrichtenden  Arbeit  wesentlich 
in  Betracht  kommt  und  einer  theoretischen  Bestimmung  bisher  zu- 
gänglich gemacht  werden  konnte;  ihre  Prüfung  in  Beziehung  auf  Güte 
der  Arbeit  wird  besonders  der  mechanischen  Technologie  überlasson. 
Eine  speciellere  Uebersicht  des  Inhalts  dieses  Bandes  würde,  wenn  sio 
mehr  als  eine  unvermittelte  Aufzählung  von  Einzelheiten  sein  soll,  auf 
eine  begründungsbediuftige  Classification  hinauslaufen,  der  aber,  da  sie 
nicht  ganz  einfach  ist  und  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen 
kann,  hier  nicht  vorgegriffen  werden  soll.  — 

Was  insbesondere  den  hier  zunächst  vorliegenden  ersten  Band 
betrifft,  so  soll  es  weder  als  Verdienst,  noch  als  Maassstab  seines  wissen- 
BchafUiohen  Gohaltes  in  Anspruch  gen(»nmen  werden,  wenn  er  um- 
fangUcfaer  ausfiel,  als  ursprünglich  in  der  Absicht  lag.  Manche  der 
darin  behandelten  Probleme  können  vielleicht  als  in  zu  losem  Zusammen- 
hange mit  den  Aufgaben  der  Maschinenlehre  stehend  erscheinen,  andere 
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mögen  bei  geschickterer  Darstellung  einer  kürzten  und  übersichtlicheren 
Behandlung  fähig  gewesen  sein;  zum  grossen  Theil  aber  ist  die  Um- 
fangUchkeit  dieses  Bandes  eine  Folge  des  mangelhaften  Zustande»  der 
darin  Torzugsweise  behandelten  Hydraulik,  welcher  es  nöthig  machte, 
einen  unYerhältoissmässig  grossen  Raum  zur  Besprechung  und  Ver- 
arbeitung Ton  empirischen  Thatsachen  zu  verwenden.    Insbesondere 
gilt  das  von  den  Bewegungsgesetzen  luftförmiger  Flüssigkeiten,  die  mit 
der  gebührenden  Rücksichtnahme  auf  die  Principien  der  mechauiBchen 
Wännethoorie  am  unvollständigsten  ausgebildet  sind«  so  dass  theUs 
verschiedene  Anschauungen  zugleich  berücksichtigt,  werden  mussten, 
wo  ein  endgültiges  Urtheil  über  die  relative  Vorzüglichkeit  der  einen 
oder  anderen  noch  nicht  thunlich  schien,  theils  namentlich  die  be- 
treffenden Versuche  zur  Werthbestimmung  gewisser  mit  den  Formeln 
za  verbindender  Erfahrungscoefficienten  einer  £ast  vollständigen  Neu- 
berechnung bedurften  nebst  Rechtfertigung  dieses  Rechnungsverfahrens 
ge^aber  dem  seither  befolgten. 

Sddiesslich  seien  mir  nur  noch  einige  Worte  über  die  Methode 
der  Darstellung  gestattet^  die  ich  mit  Rücksicht  darauf  zu  beurtheilen 
bitte,  dass  mit  dem  Buche  weder  ein  Leitfaden  zu  Vorträgen,  noch 
überhaupt  ein  Lehrbuch  zur  ersten  Einführung  in  die  betreffende  Wissen- 
schaft bezweckt  ist.  Wenn  es  mir  freilich  bei  meinen  eigenen  Vor- 
trägen Dienste  leisten  soll,  so  bestehen  dieselben  doch  im  Wesentlichen 
Dor  in  einer  Ergänzung,  sofern  es  gestattet,  unter  Verweisung  der  Zu- 
hörer auf  seine  theils  allgemeineren  Entwickelungen,  theils  specielleren 
Ausführungen  und  Anwendungen,  den  Lihalt  der  Vorträge  im  Ganzen 
auf  eine  Uebersicht,  im  Einzelnen  auf  das  pnncipiell  und  technisch 
Wichtigste  zu  beschränken,  wobei  dann  die  mathematische  Entwickelung 
mehrfach  einer  anderen,  mehr  direct  auf  das  gerade  behandelte  Pro- 
blem abzielenden  Anlage  bedarf,  als  es  im  vorliegenden  Werke  ge- 
schehen ist.  Bei  diesem  bin  ich  in  der  Regel  der  Art  vom  Allgemeinen 
zum  Besonderen  foi*tgeschritten,  dass  ein  zunächst  möglichst  allgemein 
charaktensirtes  Problem  erst  nach  und  nach  durch  die  Einführung 
weiter  beschränkender  Annahmen  specialisirt  und  vereinüeusht  wurde, 
sobald  die  Entwickelung  zu  einem  Punkte  gediehen  war,  an  welchem 
dazu  das  Bedürfniss  sich  herausstellte,  um  sie  überhaupt  oder  wenig- 
stens so  weiter  fuhren  zu  können,  dass  sie  Resultate  lieferte,  die  in 
Betreff  ihrer  Einfachheit  und  Brauchbarkeit  dem  Zuverlässigkeitsgrade 
der  zu  Grunde  liegenden  Anschauungen  und  empirischen  Thatsachen 
sowie  den  Bedürfhissen  technischer  Verwendung  möglichst  entsprechend 
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seien.  Wenn  es  datm  freilioh  vorkommen  kami,  dass  am  Ende  ei» 
solchen  durch  mehrere  Stadien  schrittweise  vereinfechten  Prohl'/fl 
n.  A.  ^n  so  einfeohes  Resultat  erscheint,  welches,  wie  z.  B.  di^  ^* 
kannte  Formel  für  die  Ausilussgesch windigkeit  des  Wassers,  d 
smnmarische  EinfÜhrong  aller  jener  nach  und  nach  erst  gemachten 
nahmen  auf  weit  kürzerem  Wege  hätte  erhalten  werden  konnex:, 
kann  ich  doch  die  betrefltende  Bemängelung  in  einer  Kritik  (Zeitsr.li: 
des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover),  über  die  ich  mi 
im  TJebrigen  zu  beklagen  keine  Veranlassung  habe,  dass  nämli^-it 
solcher  Methode  durch  den  Schein  einer  wissenschaftlichen  Schärf*:' 
doch  so  wesentlich  empirische  Grundlage  des  fraglichen  Resultats  » 
hüllt  werde,  nicht  als  gerechtfertigt  anerkennen.  Sofern  es  nur  ni 
versäumt  wird,  die  nach  und  nach  eingeführten  Annahmen  ausdruckl 
als  solche  zu  kennzeichnen,  kann  durch  diese  nur  schrittvtrei^e  lA 
ffihruiig  derselben  jener  vermeintliche  Sdiein  für  Denjenigen  nicht  ^ 
weckt  werden,  der  die  ganze  Entwickelung  des  verzweigten  Probi^i 
verfolgt  und  nicht  nur  die  Endresultate  ohne  nähere  Prüfung  sich  :j 
eignet.  Ausserdem  aber  können  nur  auf  solche  Weise  die  EinÜtH 
dieser  Beschränkungen  und  Annahmen  auf  die  Grestaltung  des  Pn>br  a 
und  seiner  Entwickelung  einzeln  erkennbar  werden,  und  wird  ^^  i\ 
gleich  dadurch  ermöglicht,  dass  die  Behandlung  irgend  einer  Auf<r 
die  dem  allgemeinen  Problem  als  Specialfall  von  höherer  oder  nitnit 
Ordnung  angehört,  nicht  jedesmal  von  Grund  aus  wiederholt  zu  w»r 
braucht,  sondern  an  passender  Stelle  der  Entwickelung  des  stufen^» 
mehr  specialisirten  Gattungsproblems  angeknüpft  werden  kann.  V  >- 
Rede  stehende  Bemängelung  würde  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  \^-s 
die  bei  der  stufenweisen  Bearbeitung  eines  allgemeineren  Prcibl^'j 
nach  und  nach  erhaltenen  und  einstweilen  unvollständig  ausgeführt  ^ 
bliebenen  Zwischenresultate  weder  an  anderen  Stellen  des  W^ei^t.^  \  • 
Wendung  fanden,  noch  überhaupt  bei  vervollständigten  Methoden  n 
Erfahrungen  und  für  neu  auftauchende  Probleme  irgend  eine  \t! 
Wendung  zu  finden  Aussicht  hätten.  Somit  glaube  ich  auch  in  den  :*i 
genden  Theilen  dieses  Werkes  dieselbe  übrigens  auch  an  und  fiir  - 
den  Anforderungen  einer  mögliclist  wissenschaftlichen  Gliederuiisr  «»r^t 
sprediende  Methode  der  Darstellung  in  der  Regel  beibehalten  zu  m»1, 

Carlsruhe,  im  «Tuli  1875. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


Mechanische  Wärmetheorie. 


Die  folgende  Darstellung  der  mechanischen  Wärmetheorie  beschränkt 
ücb  im  Wesentlichen  auf  diejenigen  hauptsächlichsten  und  als  sicher  be- 
grtiÄet  zu  betrachtenden  Sätze,  welche  für  die  Anwendungen,  besonders 
in  Betreff  des   Verhaltens  von  Gasen  und  Dämpfen,   wichtig  sind.     Zum 
Zwetke  einer  logischen  Entwickelung  ist  es  im  Sinne  dieser  Theorie  vor 
-iliem  Qöthig,  die  Grundbegriffe  der  Wärmelehre  auf  bekannte  Begriffe  der 
Mechanik  und  der  allgemeinen  Physik  durch  eine  gegliederte  Folge  ent- 
sprechender Definitionen  zurückzuführen,  insbesondere  schon  die  ersten 
Grundbegriffe  von  Wärme  selbst  und  von  Temperatur  streng  objectiv  und 
rein  mechanisch  zu  definiren.    Dabei  wird  zunächst  von  allen  Hypothesen 
in  Betreff  des  Wesens  der  Materie  und  der  Constitution  der  Körper  ab- 
sichtlich abstrahirt,  um  nicht  die  zu  entwickelnden  Hauptsätze  als  abhängig 
^'fl  jenen  noch  vielfach  unvollkommenen  und  schwankenden  Vorstellungen 
trrstheinen  zu  lassen. 

Al.   Grundbegriffe  und  allgemeine  Sätze. 

§.  1.   Zustand  eines  KSrpers. 

Wenn  man  von  dem  Räume  spricht,  welchen  ein  physischer,  materieller 
Körper  einnimmt,  um  das  Volumen  und  die  Begrenzungsfläche  jenes  Raumes 
ah  das  Volumen  und  die  Oberfläche  des  materiellen  Körpers  zu 
^♦•fimren,  so  liegt  dabei  die  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
(rfannng  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Bei  den  mathematischen 
Intersuehnngen  über  den  Zustand  und  die  Zustandsänderungen  eines  Körpers 
önter  Anwendung  der  höheren  Analysis,   welche  die  Denkbarkeit  seiner 
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Zerlegung  in  unendlich  kleine,  continuirlich  an  einander  grenzende  Elemente 
von  gleichartiger  Beschaffenheit  erfordert,  muss,  wie  es  im  Folgenden  ge- 
schieht, von  jener  Vorstellung  wenigstens  als  einer  Abstraction  von  der  in 
Wirklichkeit  etwa  als  discontinuirlich  vorausgesetzten  materiellen  Consti- 
tution dos  Körpers  ausgegangen  werden. 

Der  Zustand  eines  Körpers  in  einem  gewissen  Augenblicke  ist 
bestimmt  durch  die  augenblicklichon  Zustände  der  (im  Allgemeinen  nach 
3  Dimensionen)  unendlich  kleinen  Elemente,  aus  welchen  er  bestehend  ge- 
dacht werden  kann;  denn  dem  Begriffe  des  unendlich  Kleinen  gemäss  ist 
unbeschadet  der  im  Allgemeinen  stetigen  Zustaudsverschiedenheit  von  Punkt 
zu  Punkt  eines  Körpers  doch  der  augenblickliche  Zustand  in  allen  Punkten 
eines  unendlich  kleinen  Körperelementes  als  gleich  und  nur  in  verschiedeni'o 
Elementen  als  ungleich  zu  denken.  Wenn  ein  solches  Körperelemeut 
im  Verlaufe  der  Zustandsänderungen  eines  Körpers  beständig  als  der  lu- 
begriff  und  Träger  derselben  bei  der  ursprQnglichen  Zerlegung  darin  en^ 
haltenen  Materie  betrachtet  wird,  so  soll  es  insbesondere  als  ein  Massen- 
element  des  Körpers  bezeichnet  werden;  einem  solchen  muss  mit  Rück- 
sicht auf  die  nicht  starre  Beschaffenheit  irgend  eines  physischen  Körpers 
die  Eigenschaft  der  Veränderlichkeit  nach  Grösse  und  Gestalt  zugeschriebeu 
werden.  Materielle  Punkte  heiss€»n  die  Massenmittelpunkte  oder  auch 
andere  bestimmte  Punkte  der  Massenelemente,  in  welchen  ihre  Massen 
vereinigt  gedacht  werden  können.  Wenn  man  dagegen  die  Zerlegung  eines 
Körpers  in  Elemente  bei  verschiedenen  Zuständen  desselben  wiederholt 
denkt,  so  sollen  diese  Elemente,  welche  jedesmal  andere  Materie  enthalten 
können,  als  Volumenelemente  des  Körpers  bezeichnet  werden. 

Eine  bestimmte  Zustandsänderung  eines  Körpers,  bestimmt  nämlich 
durch  den  Anfangs-  und  den  Endzustand,  kann  auf  unendlich  mannigfache 
Weise  stattfinden;  das  Gesetz  (die  Art)  der  Zustandsänderung  ist  bestimmt 
durch  die  Zustände  des  Körpers  in  Augenblicken,  welche  nach  unendlich 
kleinen  Zeitelementen  auf  einander  folgen.  Mau  betrachtet  solche  Zustands- 
änderungen zunächst  als  die  Wirkungen  von  Ursachen  so  vielfach  verschie- 
dener Art,  als  man  verschiedene  Ersch(»inungsarten  des  Körperzustandes 
unterscheidet  Dabei  können  zwei  solcher  Ursachen  selbst  als  in  der  Be- 
ziehung von  Ursache  und  Wirkung  zu  einander  stehend  oder  beide  als 
Wirkungen  derselben  dritten  Ursache  erkannt  werden.  Auf  die  Erkenntnis^ 
solcher  Beziehungen  ist  das  Streben  der  Naturwisseuschait  vorzugswiMx* 
gerichtet,  um  so  die  mannigfaltigen  Naturerscheinungen  als  die  Wirkungen 
möglichst  weniger  Ursachen  von  bestimmten  Wirkungsgesetzen  erklären  so 
können. 
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§.  2.  Aeusserer  Zustand  eines  KSrpers. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  wie  sie  in  der  Mechanik  untersucht 
wird  and  auch  im  Folgenden  zunächst  nur  verstanden  werden  soll,  besteht 
in  der  ro essbaren  continuirlichen  Ortsänderung  seiner  Massenelemente. 
Die  Richtungen  und  Grössen  der  Geschwindigkeiten  dieser  Elemente  in 
einem  gewissen  Augenblicke  bestimmen  den  augenblicklichen  Bewegungs- 
zustand  des  Körpers;  die  Grössen  jener  Geschwindigkeiten  insbesondere 
bestimmen  die  sogen,  lebendige  Kraft  des  Körpers  =  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  seiner  Massenelemente  =  der  Summe  der  halben  Pro- 
ÜQcte  aus  den  Massen  und  den  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  dieser 
Elemente.  Sind  alle  diese  Geschwindigkeiten  =  Null,  so  ist  die  lebendige 
Kraft  =r  Null,  und  umgekehrt;  der  Körper  befindet  sich  dann  im  Ruhe- 
zustände. Der  Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  eines  Körpers  soll 
in  der  Folge  sein  äusserer  Zustand  genannt  werden. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  kann  im  Allgemeinen,  und  zwar  auf 
oneodlich  mannigfache  Weise,  bestehend  gedacht  werden  aus  der  relativen 
Bewegong,  d.  h.  der  messbaren  continuirlichen  relativen  Ortsänderung  seiner 
Maaseoelement«  gegen  ein  im  Körper  fixirtes  System  von  Coordinatenaxen 
OX^  OY,  OZ^  und  aus  der  Bewegung  dieses  Axensystems;  die  letztere  kann 
fftr  jedes  Zeitelement  bekanntlich  auf  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegang  zurückgeführt  werden,  welche  ihrerseits  auf  unendlich  mannig- 
fiifhe  Weise  in  eine  unendlich  kleine  Translation  und  eine  unendlich  kleine 
Rotation  zerlegbar  ist,  der  Art  jedoch,  dass  alle  verschiedenen  Rötations- 
uen  (Momentanaxen)  parallel,  sowie  die  Elemeutar-Rotationen  um  dieselben 
oder  die  entsprechenden  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeiten)  gleich 
gross  sind  und  in  gleichem  Sinne  stattfinden,  so  dass  nur  die  Lage  der 
Momentanaxe  nebst  Grösse  und  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit 
verschieden  sind.  Ein  Axensystem  wird  im  Körper  fixirt  durch 
Fixirung  seiner  Lage  gegen  3  materielle  Punkte  A^  J5,  C  des  Körpers,  in- 
dem man  etwa  den  Ursprung  0  beständig  mit  dem  Punkte  A  zusammen- 
Men,  die  Axe  OX  beständig  durch  den  Punkte  und  die  Ebene  JTOFoder 
XOZ  beständig  durch  den  Punkt  C  gehen  lässt,  wobei  vorausgesetzt  ist, 
dasB  die  fraglichen  3  Punkte  nicht  in  gerader  Linie  liegen.  Die  relative 
Bewegang  der  Massenelemente  eines  Körpers  gegen  einander  ist  durch  ihre 
relativen  Bewegungen  gegen  irgend  ein  solches  im  Körper  fixirtes  Axen- 
system bestimmt  und  soll  in  der  Folge  schlechtweg  die  relative  Bewe- 
gung des  Körpers  genannt  werden;  sind  die  relativen  Geschwindigkeiten 
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all^r  Mam^nelemente  in  Beziehung  auf  ein  im  Körper  fixirtes  Axensystem 
odpr  ist  die  entsprechende  relative  lebendige  Kraft  des  Körpers  =  Null. 
<w)  hefindt't  sich  derselbe  in  relativer  Ruhe  schlechtweg.  Bei  relativer 
Ruhe  eines  Körpers  ist  seine  Bewegung  vollkommen  bestinunt  durch  di^ 
jenige  eines  Axensystems  von  fixirter  Lage  im  Körper.  In  der  That  freilid 
ist  jede  von  uns  beobachtete  Bewegung  eines  Körpers  eine  relative,  wobei 
dann  aber  (im  Gegensatze  zu  seiner  schlechtweg  so  genannten  relativen 
Bewegung)  die  ausdrückliche  Bezeichnung  des  fremden  Körpers  resp.  des 
in  di(>sem  fixirton  Axensystems  oder  des  sonstigen  unveränderlichen  Gebildt^ 
vorh<*halten  ist,  worauf  die  Bewegung  des  betrachteten  Körpers  bezogen 
wird;  nur  die  relative  Bewegung  eines  irdischen  Körpers  gegen  die  Erde 
v>ll  d^'m  Sprachgebrauche  gemäss  schlechtweg  als  seine  Bewegung  bezeichnet 
werden. 

tyw  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte,  welche  als  die  Ursaches 
der  Aenderungen  s(*ines  äusseren  Zustandes  vorausgesetzt  werden^  sind 
theils  MaH<icnkräfle,  theils  Oberflächenkräfte;  erstere  sind  an  die  Masseu- 
eletnente  gebunden,  so  dass  sie  als  in  ihnen  angreifend  gedacht  werdfu 
können,  letztere  wirken  auf  die  Oberfläche  des  Körpers,  in  deren  Flächen- 
ehMnenten  sie  angreifend  zu  denken  sind,  unabhängig  von  den  Massenele- 
menten, welche  sich  gerade  an  der  Oberfläche  befinden.  Die  Arbeit  der 
erftteren  ist  also  bedingt  durch  die  Bewegung  der  Massenelemente«  die 
Arbeit  der  letzteren  durch  die  Bewegung  der  Oberflächenelemente  de« 
Körpetii.  l*ebrigeus  werden  bekanntlich  alle  Kräfte  hinsichtlich  ihrer  Grov^ 
oder  Intensität  P  auf  dieselbe  Weise  gemessen:  durch  das  Product  eint-r 
Masse  m  und  der  ihr  ertheilten  Beschleunigung  q:.  Dabei  kann  entweder 
die  Masseueinheit  v^ls  die  Masse  eines  bestimmten  Körpers")  oder  die  Kraft- 
einholt  ^aU  die  Krat1gnisst\  welche  einer  beistimmten  Masse  eine  bestimmtr 
Bosohleuni^ung  ort  heilt  ^  willktlrlich  gewählt  werden,  wonach  durch  dn- 
Gleich«  ng 

im  orvton  FäDo  die  KraAeinheit«  im  zweiten  Falle  die  Mas^eneinheit  Iw- 
vhtuTitt  iM«  Mh  der  ni^vohh'nnii^unir^oiuheit  bestimmte  Längen-  und  Znt- 
einlMMt«'«  m  Grmulo  irolocl  wtTdtn.  Mit  Hüoksioht  anf  die  Unverändert 
brbkeit  ^niier  b«'>tininiti»n  M;*,sse  im  Gtv*  ii^it/e  zu  drr  \on  den  Umständm 
ftbhhn^'iK^'n  <^röss4»  irc^nd  einer  auf  dii»M*  Masr^e  «irkenden  Kraft  konnte 
dss  orvtore  \ rriMhren  /var  r^tiomller,  iuslKM»iidiTe  auch  dem  Gebraucli* 
nniN'ivr  ^vn  t»«'iMrhtsviU7<*  i'utsproihinder  srhfinen.  melcbe  elgt*ntlicfa 
Ma^vonM'tire  »ind,  indf*m  ihre  einzelnfu  Ki^rpcr  b(»>timmti*  Massen  n^prä- 
«entiiN^n,  inde<«i»n  Nt  dai>  /woit««  AerfRhren  da«,  übliche,  nach  welchem  in*- 
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besondere  die  im  Folgenden  stets  zu  Gmnde  gelegte  Krafteinheit,  das  Kilo- 
grunm,  streng  genommen  definirt  ist  als  das  Crewicht  (Grösse  der  Schwer- 
knft)  eines  Cnbikdecimeters  reinen  Wassers  im  Zustande  grösster  Dich- 
ti^eit  (oder  einer  anderweitigen  ebenso  grossen  Masse)  an  einem  bestimmten 
Orte  der  Erde.  Bei  dem  praktischen  Gebrauche  eines  Gewichtssatzes  zur 
iumiittelbaren  oder  mittelbaren  Messung  von  Kräften  (z.  B.  zur  Eintheilung 
der  Skala  eines  zur  unmittelbaren  Messung  dienenden  Instrumentes)  pflegt 
jedock  die  Schwere  des  bestimmten  Körpers  des  Gewichtssatzes  unabhängig 
foffl  jedesmaligen  Gebrauchsorte  ein  Kilogramm  genannt  und  als  Krafteinheit 
l^natzt  zu  werden,  so  dass  dann  streng  genommen  diese  Einheit  an  ver- 
Kiiiedenen  Orten  der  Erde  einen  verschiedenen,  dem  betre£fenden  Werthe 
der  Beschleunigung  §f  der  Schwere  proportionalen  Werth  hat.  In  der  Folge 
vird  stets: 

^  =  9,81*  für  Meter  und  Secunde 

»klingen-  und  Zeiteinheit  gesetzt,  somit  als  Krafteinheit  diejenige 
^^nft^räse  vorausgesetzt  und  ein  Kilogramm  genannt,  wodurch  einer 
l^=:der  Masse  von  einem  Cubikdecimetcr  Wasser  im  Zustande  grösster 
l^ic^ikeit  eine  Beschleunigung  y  =  9,81  eilheilt  wird. 

Ue  nach  heutigen  mechanischen  Begriffen  unpassende  Bezeichnung 
Jebendigc  Kraft^  für  eine  Grösse,  welche  nicht  mit  einer  Kraft,  sondern 
mit  der  Arbeit  einer  Kraft  (Einheit:  ein  Kilogramm -Meter)  vergleichbar, 
i  h.  Ton  einerlei  Art  ist,  stammt  aus  einer  früheren  Zeit,  zu  welcher  man 
Büt  Leibnitz  zweierlei  Kräfte,  todte  und  lebendige  Kräfte,  unterscheiden 
z«  sollen  glaubte. 

Die  Massenkräfte  sind  theils  äussere,  theils  innere.  Als  innere 
^sssenkraft  kommt  hier,  nämlich  als  eine  Ursache  der  Aenderung  des 
'ssseren  Körperzustandes,  nur  die  allgemeine  Massenanziehung  in  Be- 
^bt,  welche  je  zwei  Massenelemente  des  Körpers  gegenseitig  auf  einander 
*B3ilben  und  welche  dem  Product  ihrer  Massen  direct,  dem  Quadrat  ihrer 
Eotfernnng  umgekehrt  proportional  ist;  indessen  ist  bei  irdischen,  im  Yer- 
gleid)  mit  der  Eixie  sehr  kleinen  Körpern  die  Gesammtwirkung  dieser 
i^enseitigen  Anziehungen  so  klein,  dass  davon  in  der  Regel  abstrahirt 
*eideadarf.    Als  äussere  Massenkräfte,  welche  von  der  gegenseitigen 


*  Allgemein  kann  für  die  geographische  Breite  tp  und  die  Höhe  h  Meter 
öbtt  dem  Meere  gesetzt  werden: 

^  =  9,8058  (J-0,0026  cos  2\p)  (1—0,000000314  h\ 
wonach  g  =  9,81  nahezu  der  geographischen  Breite  tp  «=  50®  an  der  Meeres- 
^^''^he  entsprechen  würde,  einer  grösseren  Breite  bei  grösserer  Höhe  des 
•^  Aber  dem  Meere. 
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W:rt>ftr  i^r  Mi»«' -s^-lftn^-nte  4^=^  iK-lrachteten  Körp»TS  aof  eiimider  miab- 
sts^vnr  %rLi.  k-.-tiiiKrii  Yorzii2<^«'ise  in  Betracht:  bei  d«*r  Bewefuig  eiofs 
irii*<l*A  KfTj'^n  die  ScL»#-rkraft  bei  «k-r  Bewttrniur  der  Erde  oder 
eiu^  Sft'i'^re«  W*  itkönM-r«  iÜe  Anzit-hans^^kräAe  der  äbn?eii  imd  im  Falle 
«rin^r  rt-Um^B  Be«etiiiif  dif-j^-Digen  zwei  KriA^'.  wtiche  zq  den  auf  ein 
Mjtv^wfU-fs^nt  virk''iid«^D  Kräften  hinzu  gerechnet  werden  mösseii,  mn  die 
r<  utf'*e  iV'w^-jrinir  d^^seUien  g«  rad<'  so,  als  ob  sie  eine  ah^olnte  Bewegune 
«Ire.  ak  die  Wirkan?  aU*'r  Kräfte  erscheinen  zn  lassen.  Diese  beiden 
Kraft«'.  m*'\4'h*'  in  d^'r  Foltfe  di<*  beiden  Ergänz ongskräfte  der  roU- 
tiven  ß^wegang  geuauiit  werden  sollen,  sind  bekanntlich  auf  folgende 
Wevit'  t>*'»tiianit.  Ist  S  das  selbst  in  Bewegung  befindliche  miTeränderlicbe 
SyUeni  'Ax*'n'^yst<'I^  ,  anf  welches  die  relative  Bewegung  eines  Körpers  K 
bezog^'H  »ini.  oiid  ist  für  irgend  ein«'n  Aat:i*nMiok  o>  die  Winkelgeschwin- 
digk^'it  d«T  Botiition  Ton  S  um  die  Momentana xe  ^  ^  die  Beschlennigaoi?, 
welch«*  das  Ma>senelement  dm  von  JT  augenblicklich  besitzen  würde,  wenn 
e«i  mit  S  f(r*st  Terbaud«'n.  d.  h.  in  relativer  Ruhe  gegen  «S  wäre^  ist  endlich 
r  die  Frojection  der  ndativen  Geschwindigkeit  von  dm  anf  eine  ra  A  senk- 
rei'ht«*  Kb<*n«'.  w)  wird  dem  Ma^ssenelemente  durch  die  erste  Ergftnzamr^ 
kraft  die  I^-schleunigung  =  ^  im  entgegengesetzten  Sinne  der  oben  ge- 
nannte- n  Beschb'Quigung  9,  durch  die  zweite  Ergänzungskraft  die  Beschlea- 
nignng=  2o9r'  senkrecht  zu  A  und  v  und  zwar  in  solchem  Sinne  ertheilt, 
dass  eine  Drehung  von  9t>^  um  A  im  Sinne  von  a>  diese  letztere  Beschlea- 
nignng  in  die*  Richtung  von  v  versetzen  würde.  Da  die  zweite  Ergfinzunsv 
kraft  st«*ts  normal  zur  relativen  Bahn  des  Ma^^^enelementes  ist,  so  ist  ihrv 
Arb^'it^r  Null,  nnd  hat  sie  also  auf  die  Aenderung  der  relativen  lebendigen 
Kraft  des  Körpers  bezüglich  auf  das  System  S  keinen  Einfluss.  Bei  dor 
Untersuchung  der  schlechtweg  so  genannten  Bewegung  eines  irdischen 
Körpers,  d.  h.  seiner  relativen  Bewegung  gegen  die  Erde,  kommt  die  erste 
Ergänzuogskraft  der  letzteren  nicht  weiter  in  Betracht,  weil  ihre  Beschleo* 
nigung  in  der  B(*schleunigung  ^,  wie  solche  der  Richtung  und  Grösse  nach 
beobacht4*t  wird,  bereits  als  Componento  enthalten  ist. 

Die  Oberflächenkräfte,  von  angrenzenden  anderen  Körpern  h(T> 
rührend  und  au  den  Berühruugsstellen  angreifend,  können  in  normale  luid 
tangentiale  unterschieden  werden.  Erstere  kommen  hier  nur  als  äussere 
Druckkräfte  (gegen  die  Oberfläche  des  Körpers  hin  gerichtete  Kräflt  . 
letztere  als  Reibungen,  d.  h.  als  Widerstandskräfte  gegen  die  relatit 
ghMtendc»  Bewegung  längs  einem  berührenden  and(Ten  Körper  in  Betracht. 
Unter  dem  äusseren  Drucke  in  einem  gewissen  Punkte  der 
Körper  ober  fläche  wird  der  Quotient  verstanden,  welcher  sich  ergieht. 
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indem  der  äussere  Dmck  auf  ein  jenen  Punkt  enthaltendes  anendlich 
kleines  Element  der  Oberfläche  durch  den  Inhalt  des  letzeren  dividirt  wird; 
ist  dieser  äussere  Druck  in  allen  Punkten  der  Oberfläche  gleich,  so  soll  er 
der  specifische  äussere  Druck  des  Körpers  heissen.  — 

Unter  den  äusseren  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken, 
soOen  übrigens  in  der  Folge  alle  die  genannten  Ursachen  der  Aenderung 
seines  äusseren  Zustandes,  also  ausser  den  Oberflächenkräften  nicht  nur 
die  äusseren  Massenkräfte  im  engeren  Sinne,  sondern  auch,  sofern  es  über- 
Itaapt  ndthig  ist,  darauf  Rflcksicht  zu  nehmen,  die  auf  messbarc  Entfernung 
tin  wirkende  gegenseitige  allgemeine  Massenanziehung  der  Körperelemente 
T^rstanden  werden. 

§.  3.  Innerer  Zustand  eines  KSrpers. 

Der  innere  Znstand  eines  Körpers,  soweit  er  im  Folgenden  (unter 
ibstnetion  von  elektrischen,  magnetischen  und  Lichterscheinungen)  in 
B^tndt  kommt,  ist  bestimmt  durch  die  chemische  Beschaffenheit,  die  Ag- 
i^r^stform,  das  specifische  Volumen  und  den  Spannungszustand  in  den  ver- 
s&denen  Punkten  oder  Elementen  des  Körpers. 

Die  chemische  Beschaffenheit  wird  in  der  Folge  als  Körperart  bc- 
leidmet;  zwei  Körperelemente  sind  also  gleichartig  oder  ungleichartig,  je 
B^dideffl  sie  gleiche  oder  ungleiche  chemische  Beschaffenheit  haben.  Ein 
Körper  ist  von  gleichförmiger  Art,  wenn  alle  seine  Elemente  gleich- 
irtig  sind,  wie  es  im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  wird,  sofern  das  Gegen- 
tbeil  nicht  ansdracklich  bemerkt  ist.  — 

Hinsichtlich  der  Aggregatform*  ist  ein  Körper  fest,  flüssig  oder 
iiflförmig. 

Ein  fester  Körper  ist  charakterisirt  durch  die  beschränkte  Yerän- 
Zierlichkeit  seines  Volumens  und  seiner  Gestalt,  und  durch  die  Unmöglichkeit 
der  Mischimg  seiner  Massenelemente  unter  einander;  diese  Masseuelemente 
»"{bst  sind  also  nur  in  beschränktem  Grade  einer  Volumen-  und  Gestalts- 


*  Die  auch  wohl  gebräuchliche  Bezeichnung  „Aggregatzustand'^  statt 
•Aj^gregatform"  ist  dem  zu  bezeichnenden  Begriffe  weniger  entsprechend.  Nach 
<l«r  Bpat«r  naher  zu  besprechenden  atomistischen  Vorstellung  von  der  Constitu- 
tioQ  der  Materie,  wonach  ein  Körper  als  ein  Aggregat  getrennter  Moleküle  he- 
chtet wird,  kann  der  Aggregatzustand  (die  Gruppirung  der  Moleküle)  auch 
»^i  wiTeriuiderter  Aggregatfonn  sich  stetig  ändern  (einer  sogenannten  Disgre- 
Sttionsanderung  entsprechend);  die  Aenderung  der  Aggregatform  ist  durch  eine 
K  ««entliehe  Aenderung  des  Aggregatzustandes  bedingt,  dass  dadurch  die 
gtoze  Erscheinmigsform  des  Körpers  eine  andere  wird. 
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änderung,  einer  relativen  Bewegung  nur  insofern  fähig,  als  dieselbe  durch 
jene  Aenderungcn  der  Massenelemente  an  sich  bedingt  wird,  während  be- 
nachbarte (an  einander  grenzende)  Massenelemente  beständig  benachbart 
bleiben.  Der  letztere  Umstand  kann  kürzer  dadurch  ausgedrückt  werden, 
dass  benachbarte  Elemente  eines  festen  Körpers  keiner  relativ  gleitenden 
Bewegung  fähig  sind. 

Flüssige  und  luftförmige  Körper,  welche  zusammen  auch  wohl  flüssig 
im  weiteren  Sinne  genannt  werden,  haben  die  Eigenschaft  einer  unbt- 
schränkten  Veränderlichkeit  ihrer  Gestalt  und  einer  unbeschränkten  Misch- 
barkeit ihrer  Massenelemente;  letztere  selbst  sind  also  in  unbeschränktem 
Grade  der  Gestaltsänderung  und  der  relativen  Bewegung,  insbesondere  be- 
nachbarte Elemente  auch  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  fähig.  Dk 
Veränderlichkeit  des  Volumens  der  Massenelemente  und  somit  des  ganzen 
Körpers  ist  bei  einem  flüssigen  Körper  im  engeren  Sinne  (tropfbar 
flüssigen  Körper)  beschränkt,  bei  einem  luft förmigen  Körper  dagegen 
bezüglich  auf  Vergrösserung  unbeschränkt  bei  unbeschränkter  Abnahme 
des  Oberflächendrucks.  Ist  auch  die  Volumenverkleinerung  eines  luftfbr- 
migen  Körpers  (soweit  unsere  Erfahrung  reicht)  unbeschränkt,  so  heisst 
derselbe  ein  Gas  (permanentes  Gas),  widrigenfalls  ein  Dampf. 

In  der  Regel  sind  die  genannten  verschiedenen  Aggregatformen  einer 
gewissen  Körperart  scharf  von  einander  geschieden;  doch  giebt  es  auch 
Substanzen,  bei  welchen  ein  allmähliger  Uebergang  von  der  festen  xur  flap- 
sigen Form  oder  umgekehrt  stattfindet  durch  eine  Reihe  von  Zwischen- 
zuständeu,  in  denen  der  Körper  mehr  oder  weniger  weich,  plastisch  oder 
zähflüssig  erscheint  (z.  B.  Schwefel  und  Phosphor,  häufiger  chemisch  zu> 
sanmiengesetzte,  namentlich  gewisse  organische  Stoffe,  Fette  u.  s.  w.).  Dabti 
scheint,  von  der  festen  Aggregatform  ausgehend,  die  Veränderlichkeit  der 
(restalt  der  Massenelemente  schneller  zuzunehmen,  als  ihre  relative  Bowii;- 
lichkeit,  resp.  der  Widerstand  gegen  jene  Gestaltsänderung  schneller  abza* 
nehmen,  als  der  Widerstand  gegen  die  relativ  gleitende  Bewegung  benach- 
barter Massenelemente,  so  dass  solche  Körper  zwar  in  eine  beliebige  Gestalt 
gebracht,  jedoch  nur  unvollkommen  und  oberflächlich  gemischt  wenl«'ii 
können,  z.  B.  durch  wiederholtes  Zusammenbringen  verschiedener  Stellen 
iler  Ob<»rttäche  (durch  Kneten).  Ein  ähnliches  Verhalten  zeigen  gowi*'-' 
plastische  Körper,  welche  als  innige  Gemische  sehr  fein  zertheiher  fester 
und  flüssiger  B<'standtheile  von  im  Allgemeinen  zugleich  verschiedener  Art 
zu  betrachten  sind. 

Ein  KorpiT  hi'is*»t  in  der  Folge  homogen,  wenn  er  von  gleichf^nnic»  r 
Art  ist  und  alle  seine  Elemente  dieselbe  Aggregatfonn  haben.    Für  deu 
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Fall  des  allmähligen  Ueberganges  aus  der  festen  in  die  flüssige  Aggregat- 
form  mflsste  der  Begriff  der  Homogenität  durch  besondere  Definition  fest- 
gestellt werden  auf  Grund  der  Wahl  eines  Maasses  für  den  Widerstand 
gegen  die  Gestaltsänderuug  und  die  relative  Bewegung  in  den  verschiedenen 
Zwischonzaständen  zwischen  der  vollkommen  festen  und  der  vollkommen 
flössigen  Aggregatform.    Im  Allgemeinen  werden  die  im  Folgenden  zu  be- 
trachtenden Körper  nicht  als  homogen  vorausgesetzt;  insbesondere  können 
üe,  wenn  anch  von  gleichförmiger  Art,  doch  aus  Theilen  von  unmessbar 
kkiner  oder  auch  von  messbarer  Grösse  bestehen,  welche  verschiedene 
iggregatformen  haben.     Es  kann  z.  B.  ein  Gemenge  von  Eisstttcken  und 
Wasser,  oder  der  mit  tropfbar  flüssigen  Wassertheilchen  gemischte,  also 
feuchte  Wasserdamp^  oder  selbst  der  ganze  Inhalt  eines  Dampfkessels,  be- 
stehend aas  getrennten  Quantitäten  von  Wasser  und  Dampf,  als  ein  Körper 
fär  nch  betrachtet  und  in  Betreff  seiner  Zustandsänderungen  unter  gewissen 
Umstfcodfn   untersucht  werden.     Besteht  ein  solcher  Körper  aus  gleich* 
aitk^  Theilen  verschiedener  Aggregatform,    welche  einzeln  unmessbar 
UeiB  od  so  gemischt  sind,  dass  auch  die  Differenz  des  Mischungsverhält- 
nmes  in  je  aswei  benachbarten  unmessbar  kleinen  Volumentheilen  unmess- 
ittr  üdn  ist,  so  soll  er  eine  continuirliche  Mischung  genannt  werden, 
redem  dann  bei  der  Rechnung  die  einzelnen  Bestandthoile  als  unendlich 
klein  von  solcher  Ordnung  vorausgesetzt  werden  können,  dass  das  Mischungs- 
verhiltiiias  selbst  von  einem  zum  anderen  unendlich  kleinen  Yolumenelement 
sich  continairlich,  abo  unendlich  wenig  ändert. 

Unter  dem  specifi sehen  Volumen  v  eines  homogenen  Körpers  oder 
^ner  continuirlichen  Mischung  in  einem  gewissen  Punkte  wird  der  Quotient 
OS  dem  Volumen  durch  das  Gewicht  eines  diesen  Punkt  enthaltenden  un- 
endlich kleinen  Körperelementes  verstanden  (Volumen  pro  Gewichtseinheit 

des  Körperelementes);  der  reciproke  Werth  ==—  des  specifischen  Volumens 

ist  dasspeci  fische  Gewicht  y  in  dem  betreffenden  Punkte  (Gewicht  pro 
Volomeneinheit  eines  den  Punkt  enthaltenden  Körperelementes);  die  spe- 

cifische  Masse  ist  fi  =  -.  Das  mittlere  specifische  Volumen  eines 

9 

Körpers,  welcher  auch  eine  discontinuirliche  Mischung  sein  kann,  ist  der 
Qaotient  aus  dem  ganzen  Volumen  durch  das  ganze  Gewicht  desselben;  das 
oeiHtlere  specifische  Gewicht  und  die  mittlere  specifische  Masse  sind  dadurch 
anrh  in  obiger  Weise  bestimmt.  — 

Bei  der  zu  Grunde  liegenden  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
erfüliung  durch  die  Materie  wird  die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  im 
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Iiincrcu  des  Körpers  dadurch  von  einem  zum  anderen  Körperelemcntc 
fibertragen,  dass  diese  anendlich  kleinen  Elemente,  in  die  man  sich  den 
Körper  auf  beliebige  Weise  zerlegt  denken  kann,  an  ihren  Berührunf!*- 
flächen  mit  gewissen  Kräften,  sogenannten  inneren  Flächenkräften, 
gegenseitig  auf  einander  wirken.  Dieselben  sind  secundäre  Kräfte,  welch«- 
mit  jenen  primären  Kräften*  (den  äusseren  Kräften  des  Körpers)  und  mit 
der  relativen  Bewegung  des  Körpers  auftreten  und  verschwinden,  ausser- 
dem aber  von  der  Beschaffenheit  (der  Art  und  der  Aggregatform)  desselben 
abhängen,  indem  sie  als  der  mechanische  Ausdruck  des  durch  diese  mate- 
rielle Beschaffenheit  bedingten  Widerstandes  zu  betrachten  sind,  dessen 
Ueberwindung  die  Aenderung  des  Volumens  und  der  Gestalt  der  Massen- 
demente,  sowie  die  relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente 
gegen  einander  im  Allgemeinen  erfordert.  Durch  die  bei  verschiedeneo 
Körpern  verschiedenen  Beziehungen,  welche  zwischen  den  inneren  Flächeo- 
kräften  und  denjenigen  Grössen  stattfinden,  wodurch  die  Aenderungen  dt*^ 
Volumens  und  der  Gestalt  der  Massenelemente  sowie  die  relativ  gleitenden 
Bewegungen  benachbarter  Elemente  bestimnit  sind,  wird  die  Körper- 
beschaffenheit, soweit  sie  hierbei  in  Betracht  kommt,  gewissermassen  erst 
definirt,  da  sie  übrigens  bei  der  vorläufigen  Abstraction  von  irgend  eiii^r 
bestimmten  Voraussetzung  in  Betreff  des  Wesens  und  der  Constitution  der 
Materie  an  und  fttr  sich  undefinirbar  wäre. 

Dabei  sind  diejenigen  inneren  Flächenkräfte,  welche  dem  Widerstand" 
gegen  die  Volumen-  und  Gestaltsänderung  der  Massenelemonte  entsprechen 
von  anderer  Art  wie  diejenigen,  welche  als  Widerstandskräfte  gegen  ib» 
relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente  zu  betrachten  siji4. 
Nur  die  ersteren,  die  sogen.  Spannungen,  charakterisiren  den  inneren 
Zustand;  die  letzteren,  welche  allein  bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern 
vorkommen  und  als  innere  Reibungen  bezeichnet  werden  können,  bi'- 
dingen  den  inneren  Zustand  nur  mittelbar,  indem  die  Spannungen  yon 
ihnen  abhängig  sind.  Zwischen  den  inneren  Reibungen  in  irgend  ein^ni 
Körperpunkte  für  verschiedene  durch  diesen  Punkt  gehende  Ebenen  finden 


*  Der  Begriff  von  primären  und  secundären  Kräften  ist  nur  relativ  ni 
verstehen.  Die  äusseren  Kräfte,  welche  in  Beziehung  auf  die  davon  abhiiieicfo 
inneren  Fhirhenkräfte  hier  alle  primäre  Kräfte  genannt  werden,  können  in  An- 
derer Beziehung  zum  Theil  selbst  secundäre  Kräfte  sein,  insbesondere  die  Bei* 
bnng  an  der  Oberfläche,  welche  mit  der  relativ  gleitenden  Bewegung  des  K6rpei> 
längs  einem  anderen  auftritt  und  verschwindet  und  in  Betreff  ihrer  Grösse  ent- 
weder von  der  Geschwindigkeit  dieser  gleitenden  Bewegimg  (flüssige  Korper 
oder  von  dem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche  als  primärer  Kraft  (fe^te 
Körper)  oder  von  beiden  Umständen  zugleich  abhängen  kann. 


§.  3.  INNBRER  ZUSTAND  BIKB8  KÖBPEB8.  11 

dbrigens  aoaloge  Beziehungen  statt  wie  zwischen  den  betreffenden  Span- 
DuigeB;  die  letzteren  Beziehungen,  welche  aus  der  Elasticitfttstheorie  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  lassen  sich  nämlich  auf  innere  Flächenkräfte 
öbcrhaapt  aasdehnen  und  sind  in  dieser  Verallgemeinerung  im  Wesent- 
liciien  folgende.* 

A  sei  ein  Punkt  der  in  einem  Körper  angenommenen  Fläche  F,  AB 
die  in  beatimmtem  Sinne  genommene  Normale  derselben  im  Punkte  A^  dF 
ein  diesen  Punkt  enthaltendes,  nach  jeder  Richtung  unendlich  kleines  Ele- 
ment von  F,  Unter  der  inneren  Flächenkraft  =  ^  im  Punkte  A  der 
Fläche  F  werde  dann  der  Quotient  verstanden,  welcher  durch  Division 
Bit  dF  in  die  innere  Kraft  erhalten  wird,  die  auf  das  Flächenelement  dF 
roa  dem  nach  AB  hin  angrenzenden  Körperthoile  ausgeflbt  wird;  diese 
innere  Kraft  kann  eine  Spannung  oder  zugleich  eine  innere  Reibung  sein. 
Zerlegt  man  diese  specifische,  d.  h.  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Flächen- 
knft  Q^  deren  Richtung  mit  der  Richtung  AB  irgend  einen  Winkel  (o 
nischen  O  und  x  bilden  kann,  in  zwei  Componenten  nach  der  Normalen  und 
Bftdi  di*r  Tangentialebene  von  F^  so  sei  die  Normalcomponente  (» «o»  a>  =  d, 
die  Taagentialcomponente  q  $in  co  =  r.  Erstere  ist  positiv  oder  negativ,  je 
imchAem.  sie  nach  AB  oder  nach  BA  gerichtet  ist,  einem  Zug  oder  Druck 
Inf  ^Z*  entsprechend;  die  Tangentialcomponcute  ist  eine  absolute  Grösse, 
fciiin  aber  in  der  Tangentialebene  wieder  in  Componenten  nach  gewissen 
Richtungen  zerlegt  werden,  die  dann  positiv  oder  negativ  sind,  je  nachdem 
diese  Richtungen  mit  der  Richtung  von  l  spitze  oder  stumpfe  Winkel  bilden. 
Es  seien  nun  insbesondere  AX^  A  F,  AZ  drei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  parallel  den  Coordinateuaxen,  auf  welche  der  Körper  bezogen 
vinl  und  für  welche  r^  y,  z  die  Coordinaten  dos  Punktes  A  sind;  es  seien 
femer  die  Componenten  der  inneren  Flächenkräfte 

nach  den  Richtungen  AX  AT  AZ 

1)  im  Punkte  A  der  Ebene  YAZ=  6^     l^y     ht 

2)  im  Punkte  A  der  Ebene  ZAX=^^    ö^      l^^ 

3)  im  Punkte  A  der  Ebene  XAY^=lgx  hy  ö, 
verstanden  im  Sinne  derjenigen  Kräfte,  welche  die  auf  den  Seiten  der  po- 
sitiven Axrichtungen  AX^  A  Y,  AZ  gelegenen  Körpertheile  auf  die  genannten 
Ebenen  pro  Flächeneinheit  im  Punkte  A  ausüben.  Betrachtet  man  A  als 
Eckpunkt  eines  rechtwinkeligen  parallelepipedischen  Körperelementes, 
desen  gegenflber  liegender  Eckpunkt  A^  die  Coordinaten  x-^-dx^  y  -f-  rfy, 
X  -h  A  hat,  so  erhält  man  die  Flächenkräfte,  welche  auf  die  drei  um  den 


•  ^che  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  209  u.  ff. 
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Eckpunkt  A  henunliegondeu  Seiteuebciien  dieses  Körperelementes  tou  der 
ftusserlich  angrenzenden  Körpermasse  ausgettbt  werden,  indem  man  dir 
obigen  drei  Gruppen  von  specifischen  Kräften  unter  1),  2)  und  3)  bezielh 
ungsweiso  mit  —  dyd%^  —  dzdx  und  —  dxdy  multiplicirt,  desgleicbon 
die  Krftfte,  welcbe  auf  die  drei  um  den  Eckpunkt  Ä^  herumliegenden  Seiten- 
ebenen  von  der  äusserlich  angrenzenden  Körpermasse  ausgeübt  werdoiu 
indem  man  dieselben  Gruppen  specifischer  Kräfte  mit  dyd%^  dz  ix  und 
dxdff  multiplicirt,  nachdem  sie  zuvor  um  ihre  partiellen  Differentiale,  be- 
ziehungsweise nach  Xj  y  und  %  genommen,  vergrössert  worden  sind. 

Die  so  erhaltenen  18  Oberflächenkräfte  des  Körperelementes  sind  im 
Gleichgewichte  mit  den  auf  seine  Masse  wirkenden  äusseren  Kräften  und 
mit  den  Reactionskräften  dieser  Masse  gegen  ihre  Beschleunigung.    Ist 
li  die  specif.  Masse  des  Körpers  (Masse  der  Yoiumeneinheit)  im  Punkte  Ju 

und  sind  im  Sinne  der  Coordinatenaxen 
X,  F,  Z  die  Componenien  der  äusseren  Kraft  pro  Masseneinheit, 
^X9  9>yi  9>j  <ii<^  Componenten  der  Translationsbeschleunigung  des  Köqter* 

elementes, 
so  sind  die  Componenten  seiner  äusseren  Kraft 

=  fiXdxdydz^     (lYdxdy  d%,     (i  Zdx  dy  d% 

und  die  Componenten  der  Reactionskraft  gegen  seine  Translationsbeschloa- 
niguug 

=  —  (I  q>j^  dx  dy  dz^     —  (iq>^  dx  dy  rf«,     —  ^  ^,  dxdydz^ 

während  die  Reactionskräftepaare  bezüglich  auf  die  Winkelbeschleunigunc^'f' 
des  Körperelementos  um  drei  durch  seinen  Mittelpunkt  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen gelegte  Axen  mit  den  betreffenden  Trägheitsmomenten  unend- 
lieh  klein  5ter  Ordnung  sind.  Die  6  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichtes aller  auf  das  Körperelement  wirkenden  Kräfte  ergeben  die  ful- 
genden  Beziehungen:* 


hr      ■'"öy 

,    bl.s 
"•"  bt 

4-  11  (Z— qPx)  —  0 

bx     ^  by 

"■"  b* 

+  li  {Y-<p,)        0 

bf„        big, 
bx'   "*■  öy 

bo. 

+  n  {Z—ip.)  —  0 

"^Jfi 


^iX 


'Jfjr 


=  L 


=  l 


XI 


=  l 


»* 


*  Die  runden  h  dienen  hier,  wie  in  der  Folge  immer,  zur  Beieichnuu! 
partieller  Differe ntialquotienten,  im  Gegensatze  zu  den  geraden  cf,  durch  welrhf 
Differentiale  und  vollständige  Differentialquotienten  bezeichnet  werden. 
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Setzt  man  hiernach  kürzer: 

Tps  =  «ly  =^  ?r?       '««  ^=  'x*  ^^^  *jf»       ^«y  ^^  *|f«  =  *fi 

SO  ist: 

Die  6  Grössen  öx^  (^^,  <ff,  T^,  r^y,  f^  bestimmen  die  innere 
FUehettwirkang  im  Punkte  A  vollständig,  denn  sie  bestimmen  nach 
GriifiBe  und  Richtnng  (Winkel  mit  den  Axen  =  a,  h^  e)  die  innere  Flächen- 
knft  Q  im  Punkte  A  einer  beliebigen  Ebene,  deren  Normale  AB  die  Winkel 
^9*Y  mit  den  Aien  bildet,  und  zwar  durch  die  Gleichungen: 

Q  eos  a  =  Ox  cos  a  -|-  T^  co*  y  -|-  lg  cos  ß 

Q  cos  h  =  0^  cos  ß  -\-  Tt  cos  a  -]-  Ix  cos  y     J. (3), 

Q  cos  c  =  Og  cos  Y  -^  Ix  cos  ß  -\-  Ty  cos  a 

«'otq^reehend  dem  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  unendlich  kleinen 
Tetraeder,  welches  von  der  körperlichen  Ecke,  deren  Kanten  AX^  AY^  AZ 
siod,  Ton  einer  zu  AB  senkrechten  Ebene  abgeschnitten  wird. 

Die  Normalcomponente  a  dieser  inneren  Flächenkraft  (>  ergiebt  sich 
mit  Hälfe  der  Gleichungen  (3): 

C  =  Q  (cos  a  COS  a  -^  cos  h  cos  ß  -\-  cos  c  cos  y) 

=  6,  cos*  a  -{-  öy  cos*  ß  -^  Og  cos*  y  -^  2  tx  cos  ß  cos  y  -\-  21^  cos  y  cos  a 

-\~  2  lg  cos  a  cos  ß  .  .  .  (4), 

voraus  dann  weiter  zu  schliessen  ist,  dass  die  Summe  dieser  Normal- 
kräfte c  fflr  je  drei  in  einem  Punkte  Ä  sich  rechtwinkelig 
schneidende  Ebenen  gleich  gross  ist.  Auch  kann  daraus  gefolgert 
Verden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  eines  Körpers  immer  drei  zu  einander 
H^nkrecht«  Ebenen  legen  lassen,  für  welche  die  Tangentialcomponenten  der 
inneren  Flächenkräfte  in  diesem  Punkte  =  Null,  letztere  selbst  also  nor- 
mal sind. 

Den  Gleichungen  (2)  zufolge  bedingen  sich  die  Bewegung  eines 
Körpers  and  sein  innerer  Zustand  (bestimmt  durch  den  Spanuungszustand 
uid  durch  (i  bei  gegebener  Art  und  Aggregatform  des  Körpers^  gegenseitig, 
so  dass  im  Allgemeinen  beide  gleichzeitig  in  Untersuchung  gezogen  werden 
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mttssen.  Dabei  sind  die  beiden  Fälle  eines  festen  Körpers  nnd  einer 
Flüssigkeit  (im  weiteren  Sinne  dos  Wortes)  za  unterscheiden,  nicht  nor  weil 
im  letzteren  Falle  die  Grössen  ö  und  t  ausser  den  SpannnngscomponenteD 
zugleich  die  ('omponenten  der  inneren  Reibung  in  sich  schliessen,  sondern 
auch  weil  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bei  einer  Flussi;- 
keit  überhaupt  eine  andere  Auffassung  zu  Grunde  liegt  wie  bei  einem  festen 
Körper.  Indem  nämlich  die  Massenelemente  der  Flüssigkeit  einer  beliebig  n 
relatiY(*n  B(^wegung  föhig  sind,  wobei  sie  zugleich  rotiren  und  eine  unbt^ 
schränkte  Gestaltsveränderung  erfahren  können,  lässt  sich  die  Aendening 
ihres  äusseren  und  inneren  Zustandes  nur  mittelbar  dadurch  verfolgen,  cbs^ 
diese  Zustände  für  dasselbe  Volumenelement  zu  verschiedeneu  Zeiten  und  ^ 
verschiedene  Volumenelemente  zu  derselben  Zeit  bestimmt  werden  abgest'hen 
zunächst  von  der  individuellen  Materie,  welche  in  den  betreffenden  Volumeih 
elementon  enthalten  ist.  Während  also  das  Körperelement,  welches  den  obiirev 
Betrachtungen  hinsichtlich  der  inneren  Flächenkräfte  zu  Grunde  lag^  bei  der 
Anwendung  auf  einen  festen  Körper  als  ein  Massenelement  (im  Sinne  der 
Definition  in  §.  1)  zu  betrachten  ist,  hat  man  es  bei  der  Anwendung  auf 
eine  Flüssigkeit  nur  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitelementes  als  den 
Inbegriff  und  Träger  einer  individuell  bestimmten  Masse  zu  betrachten. 
Dabei  können  relativ  gleitende  Bewegungen  auch  im  Inneren  dieses  Körper- 
elementes  und  von  solcher  Art  stattfinden,  dass  sie  schräg  gegen  die  Ober- 
ftäolie  desselben  gerichtet  sind,  somit  auch  die  Reibung  ebenso  wie  die 
Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der  Oberfläche  des  Elementes  im  Allt^^ 
meinen  aus  einer  normalen  und  einer  tangentialen  Componente  besteht. 
Die  Differentialgleichungen  (2)  enthalten  10  unbekannte  Functionen 

^jr.  Oft,  öl,  Tjr,  Tff,  T,\  ipjc,  9?y,  g),;  (i 
der  unabhängig  Veränderlichen  r,  y,  2  und  der  Zeit  t.  Um  sie  zur  II«- 
Stimmung  der  Zustandsänderungen  (^der  Aendemngen  des  äusseren  uiul 
inneren  Zustantlesl  eines  Körpers  unter  gegebenen  Umständen  geschickt  zn 
machen,  müssen  sie  so  umgeformt  und  ergänzt  werden,  dass  die  Zahl  der 
fur  Verfolgung  befindlichen  Gleichungen  gleich  der  Zalil  der  darin  u»r- 
ktMumenden  (? rossen  ist,  welche  als  Functionen  von  x,  y,  x,  /  zu  bt^stimnieu 
Himl.  Vor  Allem  dienen  djizu  die  allgemeinen  Beziehungea,  welche  zwiscbtn 
den  S|mnnungrn  und  den  Deformationen  der  Massouelemente.  sowie  zwiM-hen 
den  inueivn  Heibungon  und  den  relativen  Bewegungen  benachbarter  Ele- 
mente des  Körpers  stattfinden. 
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§.  1    DUrerentialirleieliaBgreii   zur  Untersnehungr   der  Zustandsinderan; 
eines  festen  K9rpen  unter  der  Einwirkan;  gegrebener  ftusserer  Krttite« 

Die  inneren  Flächonkräfbe  sind  in  diesem. Falle  lediglich  Spannungen, 
(Üe  Grössen  0  Normalspannungen,  die  Grössen  t  Tangentialspann- 
angen.     Die   rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  werden  im  Körper  fixirt 
iff dacht  (siehe  §.  2),  und  es  bezeichnen  x,  y^  z  diejenigen  Coordinaten 
♦^mes  materiellen  Punktes  -4,  welche  dem  Falle  entsprechen,  dass  die  in 
Betracht  gezogenen  äusseren  Kräfte  =  Null  sind  und  der  Körper  sich  in 
nrktiver  Rohe  befindet,   somit  auch  alle  Spannungen  =  Null  sind,*  für 
welchen  Fall  der  Zustand  des  Körpers  sein  ursprünglicher  Zustand 
beissen  mag;  durch  diese  Coordinaten  sind  der  materielle  Punkt  A^  desgl. 
der  materielle  Punkt  A^  (x-^  dx^  y-\-  rfy,  z  -|~  dz)  sowie  das  parallelepipe- 
tliache  Massenelement,  dessen  Diagonale  AA^    ist,   individuell  bestimmt. 
Oiei»>sind  X,  F,  Z  die  Componenten  der  relativen  beschleunigenden 
Krift  bezüglich  au£  das  im  Körper  fixirte  Axensystem,  dessen  etwaige 
ekeoe  Bewegung  im  Folgenden  ausser  Betracht  bleibt,  indem  der  Zustand 
des  Körpers  nur  als  innerer  und  als  relativer  Bewegungszustand  aufgefasst 
virl    Sind  nun  g,  fj,  g  die  Aenderungen  der  Coordinaten  x^  y,  z  des  ma- 
teriellen Punktes  A^  so  sind  sie  als  Functionen  von  x,  y,  s  und  der  Zeit 
/  za  bestimmen,  um  dadurch  den  Zustand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke 
ZQ  kennen. 

Zunächst  ist  nämlich  durch  diese  Grössen  §,  f),  g  die  verhältnissmässig 
kleine  Deformation  des  parallelepipedischen  Massenelementos  AA^  bestimmt, 
sofern  dieselbe  bei  Yemachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  in 
eaer  L&ngenänderung  der  Kanten  und  einer  Aenderung  der  von  ihnen 
i^bikieten  ursprünglich  rechten  Winkel  besteht.  Sind  im  geänderten  Zn- 
>Uade 

die  Kantenlängen  =  rfjr  ( 1  -}-  c^  ),     dy  (1  -}-  ^y  )?     «'^  (1  +  ^z  ), 

die  Kantenwinkel  =  y  —  7,  ,    j  —y^-^    J  —7'^ 
«o  ist:** 


*  Wenn  man  gewisse  äussere  Kräfte,  z.  B.  den  Atmosphärendruck  auf 
die  Oberfläche  oder  die  Schwere  des  Körpers,  bei  einer  Untersuchung  unbe- 
nt^ksiclitigt  lässt,  so  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden  Spannungen  in  die 
OröiBen  o  und  l  nicht  einbegriffen. 

*^In  Betreff  dieser  und  der  folgenden  Relationen  siehe  n.  A.  des  Verfassers 
J^'cstigkcitslehre",  Nr.  221  u.  ff. 
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§.4 


hx 
hl] 


r*  = 


r»  = 


/!  = 


65  bs 

ö«  "•■  öy 

bx  bz 

öy  bx 


(1 


Durch  diese  Ausdehnungen  f^,  Sy,  £,1  im  Punkte  u^  nach  den 
Richtungen  der  Axen  und  durch  die  Verschiebungen  y^,  y»,  /i  der 
beziehungsweise  diesen  Richtungen  parallelen  Seiteuebenen  des  panüH 
epipedischen  Elementes  nach  den  anderen  Axrichtungen  ist  die  Ausdeh- 
nung e  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  {a,  ß,  7)  bestimmt  durch  dif 
Gleichung: 

e  =  f jp  eos^a  -\-  f^  eoa^ß  -\-  Sg  eo9^  y  -\-  ff^  cos  ß  coty  -\-  y^  eosy  cmti 

-\-  yg  eo9  a  eos  ß  .  .  .  ^t. 

aus  welcher,  der  Gl.  (4)  in  §.  3  analogen,  Gleichung  sich  ergiebt,  das^ 
fttr  jeden  Punkt  die  Summe  der  Ausdehnungen  nach  je  drei  sich 
rechtwinkelig  schneidenden  Richtungen  constant  ist;  dit^ 
Summe: 

hat  die  Bedeutung  der  Yolumenausdehnung  im  Punkte  A  (^VergrüSM^ 
rung  der  Yolumeneinheit  eines  den  Punkt  A  enthaltenden  unendlich  klriofi 
Massenelementes  beim  Uebergange  aus  dem  ursprünglichen  in  den  wwr 
derten  Zustand). 

Auch  kann  aus  Gl.  (2)  gefolgert  werden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt 
A  eines  Körpers  immer  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  legen  las^fiu 
ftlr  welche  die  Verschiebungen  y  in  jenem  Punkte  =  Null  sind,  so  das*  «b 
parallelepipedisches  Massenelement,  von  welchem  im  ursprflnglichen  Zu- 
stande drei  Seitenebenen  mit  jenen  Ebenen  zusammenfallen,  auch  im  i^ 
Änderten  Zustande  rechtwinkelig  bleibt  Diese  Ebenen  sind  dieselben  «i* 
diejenigen,  filr  welche  nach  §.  3  die  Tangentialspannungen  ^^  NnU,  ai»* 
die  Spannungen  Xormalspannungen  sind.  lA'tztere  =  0, ,  0^,  O5  beisst^n  dh- 
Hauptspannungen,  die  entsprechenden  Ausdehnungen  nach  den  Rich- 
tungen derselben  =  ^t*  ^a«  ^s  ^^^  Hauptausdehnuugen  im  Ponkto  J 
unter  ihnen  bi'tindeu  sieh  ^algebraisch  verstanden^  die  grösste  und  dir 
kleinste  Normahpanuung  0  resp.  Ausdehnung  f,  welche  im  Paukte  A  uji-'u 
irgtMid  welchen  Richtungen  stattfinden. 


M. 


zdstanbsInbbbüko  eineb  fbbtek  körpkrs. 
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Die  Beziehiingen  zwiflchen  den  Grössen  <K,  t  und  ^,7,  bezogen  anf 
deiBfibea  Pankt  nnd  dieselben  Axrichtangen,  enthalten  versdiiedene  Con» 
süoite,  welche  von  der  Besehaffenheit  des  Körpers  abhängen  nnd  sich  für 
den  Fall  eines  isotropen  Körpers,  d.  h.  eines  Körpers,  welcher  nach 
allen  Rkfatiingen  gleich  beschaffen  ist,  auf  nur  zwei  reduciren;  es  ist  dann 

DifflÜdl: 

— G^ -f  .-i) = -  (i-f  ;^)  k- ^- K'-:+l)l 


r,^GY,^6 


(ÖS     ögN 


n—2. 


hz  '   n— 2 


'--'-«(ä+s; 


.  (3)- 


Die  beiden  Constanten  O  und  n  stehen  zu  einer  anderen  Constanteu, 
dem  sogenannten  Elasticitätsmodul  E,  in  der  Beziehung: 

-«       ^  «4-1  ^ 
n 

fBit  deren  Hülfe  der  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  6  und  0  auch 
ifl  der  Form  dargestellt  werden  kann: 

o.  +  o. 


Ee, 


0.— 


n 


n 


Eh,  =6,~ 


Ojc  -\-  Oj, 


n 


(4). 


Aus  diesen  Gleichungen  geht  die  Bedeutung  der  Constanten  E  und  n 
'm  deutlichsten  hervor,  wenn  man  zwei  der  drei  Normalspannungen  =  Null 


^tit;  z.  B.  a 


9 


Os 


m 

I>ie  Bedeatung  der  Constanten  O  ist  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen: 


0  (riebt:  B  =    -  und  «  =  —  —  == 


e  =  '•  =  '»-  = 


7» 


}, 
7i 


♦- 


rachllich.  Die  Constanten  E  und  O  sind  ftlr  verschiedenartige  Körper 
^br  verschieden;  n  dagegen  hat  nur  wenig  verschiedene  Werthe  für  alle 
^Iche  Körper,  welche  nftherungsweise  als  isotrop  gelten  können,  und  hat 
M^b  insbesondere  für  Kupfer,  Messing,  Eisen  und  Glas  nach  Versuchen  von 

Grashof.  Uftoret.  Maaekinenlehre.     I.  2 
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ZDSTANDSlHDERnNO  EINES  FESTEN  KÖBPER8. 


§■4. 


Wertheim  und  von  Regnault  =  3  bis  4  ergeben*  Theoretische  Unter- 
suchungen auf  Orund  der  atomistischen  Ansicht  in  Betreff  der  Constitntioa 
der  Materie  lassen  vermathen,  dass  n  sich  nm  so  mehr  der  Grexue  4 
nähert,  je  vollkommener  die  Isotropie  des  Körpers  ist.** 

Wenn  man  die  Ausdrücke  von  c^^  Oif^  Oty  Ixi  ^^y  U  als  Fonctioiieii 
von  I,  rj,  £  nach  Ol.  (3)  zusammen  mit  den  Ausdrücken  der  Beschleunigiugd- 
componenten: 


9. 


in  den  Gleichungen  (2)  von  §.  3  substituirt,  so  erhält  man  mit  ROcksicbt 
darauf^  dass 

bx    "^  ÖS    "^  öy'  ~ 

~         \hx^  "^  n-2  hx)  ^      \bxbz  '^bzV^      \by^  "*"  bxhy' 


~       [hi  \bx  ■*"  öy  ^  htj  "^  n—2  bx  "^ 


2^*1  .  J^*§  .  ö*r 


+  x.:t  + 


bx*        öy 


bz 


'J 


ist  und  dass  die  zweite  and  dritte  jener  Gleichungen  in  Beziehung  auf  di<- 
y-Axe  resp.  i-Axe  ebenso  gebildet  sind  wie  die  erste  in  Beziehung  auf  du 
*-Axe: 


\«-2  by^  hx*^  by»  ^  bzV  +  Z*  V  btV 

''  («-2  ö.  +  bx*  +  öy»  +  ö.« .)  +  ''  r  -  6<«i  =  '\ 


;> 


Durch  diese  Gleichungen,  in  welchen 

bx        b^         bz 


*  In  Betreff  der  Versuchsniethoile  siehe  des  Verfassers  „Festigkeiulehn 
Nr   HÄ* 

••  Siehe  u.  A.  „Studien  zur  mathematischen  Theorie  der  elastisch»* 
Ki^r|ier'  von  J.  Dienger  In  Qrunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Fhi^ik 
AI   Theil. 
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ist  und  /i  (imprfiiigliche  speeif.  Masse  im  Punkte  Xy  y,  %)  sowie  die  Com* 
ponenteD  X,  Y,  Z  der  beschleunigenden  Massenkrafb  im  Allgemeinen  als 
Fonrtioaen  Ton  o;,  y,  s  gegeben  vorausgesetzt  werden,  sind  mit  Rücksicht 
auf  die  gegebenen  Oberfiächenbedingungen  (Oberflächenkräfte,  Unterstützung 
oder  Befestigung  des  Körpers  an  gewissen  Stellen  der  Oberfläche)  und  den 
gegebenen  Anfangszustand  (äusseren  und  inneren  Zustand  für  ^  ==  0)  die 
Grössen  ^  tj,  g  als  Functionen  von  x,  y,  z  und  t  bestimmt.  Somit  ist  dann 
auch  für  jeden  Augenblick  durch  die  Geschwindigkeitscomponenten 

ög    öiy     ö£ 

<ier  relaÜTe  Bewegungszustand,  durch  die  Grössen  ö  und  t  nach  Gl.  (3) 
•^  Spannungsznstand  und  mit  e  auch  die  speeif.  Masse  =  /i  {1 — e)  in 
iUen  Punkten  des  Körpers  bestimmt.  — 

Bei  den  späteren  Untersuchungen  wird  in  der  Regel  vorausgesetzt, 
<lm  der  innere  Zustand  für  jeden  Punkt  eines  Körpers  durch 
nur  zvei  Grössen  bestimmt  sei.  Soll  das  für  einen  festen  Körper 
^t-iten,  so  mfissen  alle  Tangentialspanhungen  für  beliebige  Ehe- 
Qeo^Xull  sein,  was  u.  A.  jedenfalls  voraussetzt,  dass  auf  die  Oberfläche 

des  Körpers  nur  normale  äussere  Kräfte  wirken.     In  den  Gleichungen  (3) 

in  vorigem  §.  ist  dann: 

r^  =  fy  =  r,  =  0 

and  &T  jede  Richtung  a^  ßj  y: 

Q  =  Ojc  =  ö^  =  Öjr, 

«iL  die  Normalspannung  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebe- 
•vn  gleich  gross.  Wird  dieselbe,  welche  dann  schlechtweg  die  Spann- 
ung im  betreffenden  Pulikte  genannt  werden  kann,  mit  a  bezeichnet, 
-•j  L<?t  durch  fi  und  ö  bei  gegebener  Art  und  Aggregatform  des  Körpers 
^An  innerer  Zustand  im  fraglichen  Punkte  bestimmt.  Nach  den  Gleichungen 
-* .  |.  3  ist  dann: 

^  +  ^  (X-y,)  =  0;  ^  +  ^  iY-ip,)  =  0;  ^^"^4-  // (^-9),)  =  0  .  (6), 

Zorans  im  Falle  relativer  Ruhe,  für  welchen  (i  und  a  nur  von  iF,  y,  s 
abhängig  sind, 

do  =  —fi  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz) (7) 

t'dot.    Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  •  vollständige  Differential 

2* 
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einer  Function  von  :r,  y,  s  ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  rechten  Seite. 
d.  h.  es  giebt  eine  gewisse  Function  F(x,  y,  z)  der  Art,  dass 

hF(x,y,t)  hF(x^y,z)  hF{x,if.t^ 

ist.    Aus  Gl.  (7)  folgt  damit: 

0  =  —  F(x,  y,  z)  -j-  ConsL, 

wobei  die  Constante  durch  den  äusseren  Druck  =  p^  in  irgend  eiBrni 
Punkte  Xq^  j/q^  Zq  der  Oberfläche  bestimmt  ist;  nämlich: 

Const  =  —Pq-\-  F{xq,  yo,  «o)- 
Der  Körper  kann  in  diesem  Falle  durch  Flächen  gleicher  Spaon- 
ung,  deren  Gleichungen 

F(x,y,z)  =  C 

sind,  unter  C  verschiedene  Constante  verstanden,  in  unendlich  ddu" 
Schichten  zerlegt  werden  so,  dass  nur  von  einer  zur  anderen  Schicht  <1k 
Spannung  sich  ändert. 

Ist  schon  Xdx  -{-  Ydy  -}-  Zdz  =  df{x,  y,  z)  das  vollstandiee 
Differential  einer  Function  von  x^  y,  z,  also 

dö=-'(d  df(x,y,z)—  —  dF(x,y,z\ 
so  ist  n  eine  Function  der  Function  f\  die  Gleichung: 

unter  c  verschiedene  Constante  verstanden,  gehört  dann  einer  Schaar  t*« 
Flächen  an,  in  deren  sämmtlichen  Punkten  y.  und  c  gleich  gn** 
sind. 

Wären  die  äusseren  Massenkräfte  =  Null  (X  =  F^=  Z  —^^ 
so  hätte  die  Function  /  für  alle  Punkte  des  Körpers  denselben  Werth,  nB'i 
es  mUssten  also  auch  (i  und  o  in  allen  Punkten  gleich  sein,  m^ 
besondere  —  o  :^z  p^  ^=  dem  äussiTen  Druck,  welcher  für  alle  Punkte  •'••  r 
Oberfläche  gleich  sein  müsste. 

Wäre  umgekehrt  p^^  -•=:  Canst.  gegeben,  so  würde  daraas  nur  fobi 
dass  die  Oberfläche  eine  Fläche  gleicher  Spannung  ist,  also  <ler  Flächi»- 
schaar: 

F  (T,  y,  «)  =  C 
augehört.  — 

Diese  letzteren  Bemerkungen  über  die  Flächen  gleicher  Spannung  in^l^  '■ 
ebenso  wie  die  Gleichung  (7)  allgemein  für  alle  Körper,  in  welchen  Vv\h' 
Tangentialspanuuugen  vorkommen.  Bei  Flüssigkeiten  werden  sie  »i^tcr  lo 
der  Hydrostatik  als  sogenannte  Niveauflächen  in  Betracht  kommen. 
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.%  ö  DWereitial^leiehiingreii  zur  Untersuehungr  der  Zastandsttnderungr 
riier  ninlirkelt  (in  weitorea  Sinne)  mnter  der  Einwirknng  regrebener 

ftasBerer  ILrillle. 

Die  Coordinatonaxcn  werden  im  allgemeinen  Falle,  dass  die  Flüssig- 
k(it  in  relativer  Bewegung  ist,  ausserhalb  derselben  fixirt  gtMlacht  au  das 
rrcßss,  die  Röhre,  den  Canal,  überhaupt  das  System  fester  Wände,  worauf 
'Im-  B«»wegung  der  Flüssigkeit  bezogen  wird.  Die  Coordinaten  ar,  y,  z  eines 
nomJichen  Punktes  A  können  dann  auch  als  die  Coordinaten  des  materiellen 
Piniktes  der  Flüssigkeit  betrachtet  werden,  welcher  sich  zur  Zeit  t  im 
Punkte  A  des  Raumes  befindet;  x,  y,  %  sind  im  ersteren  Falle  unabhängig 
uriabeL  im  letzteren  Falle  Functionen  von  t.    Ebenso  können 

die  specifische  Masse  =  ^, 

die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkrafb  ^  X,  F,  Z^ 

<&  Componenten  der  Beschleunigung  =  gPx,  Kp^  g>,  und 

äe  Componenten  der  Geschwindigkeit  =  «,  r,  ir 

iffl  Punkte  A  des  Baumes  zur  Zeit  ^,  welche  Grössen  Functionen  der  (bei 
«Üeser  Aoffassang  unabhängigen)  Variablen  x^  y,  2,  t  sind,  auch  auf  den  ma- 
tmeöen  Punkt  bezogen  werden,  welcher  sich  zur  Zeit  t  im  Punkte  A  des 
BuflK9  befindet,  wobei  dann  ^,  y,  %  Functionen  von  i  sind  und 

dx  äff  dt 

-=<«'  *"=*'  *"=*' 

^iu      hu       hu  dx       hu  dff       bu  dz 
'^'^ dt^iü^hxdi^hydt^hi  dt 

hu   ,       b«    ,      hu  bu 

ht~     hx^     hy   ^      bz 

dv       hv  hv  hv  hv    ^ 

dw      bw   ,      bw    ,      bw    ,        bw 
^        dt       bt~    bx^    by    ^      bz 

i!^t.  Die  inneren  lilächenkräfte  (p,  ö  und  l)  der  Formeln  in  §.  3  sind 
jf'tzt  ans  Spannungen  und  inneren  Reibungen  zusammengesetzt.  Wenn  man 
Ab^  den  Begrif  einer  Flüssigkeit  dahin  ergänzt,  dass  ihre  Massenelemente 
nicht  nur  einer  unbeschränkten  Gestaltsänderung  fähig  sind,  sondern  dass 
f-ifler  solchen  an  und  für  sich,  d.  h.  abgesehen  von  einer  gleichzeitig  statt- 
Mendeq  Yolam^nUnclerung  und  relativ  gleitenden  Bewegung,  sich  auch 
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kein  Widerstand    entgegensetzt,    wenn   man    wenigstens,    was   tropfbare 
Flüssigkeiten  betrifft,  die  mathematische  Untersuchung  auf  solche  ideale 
oder  vollkommene  Flüssigkeiten  beschränkt,  welche  (wie  lafüurmige 
Flüssigkeiten  unbedingt)  jener  Voraussetzung  vollkommen  widerstandsloser 
Gestaltsänderung  der  Massenelemente  entsprochen,  so  sind  die  Tangential- 
Spannungen  =  Null,  die  Grössen  l  also  lediglich  innere  Reibungen.    Be- 
zeichnet man  dann  mit  pj^^  p^^  p^  und  p  die  Pressungen  der  Flüssigkeit 
im  Punkte  A  (x,  y,  z)  für  Fbenen,  die  zu  den  Richtungen  AX^  AY^  AZ 
und  AB  («,  ^,  7)  senkrecht  sind,  welche  Pressungen  hier  statt  der  ent- 
gegengesetzten Normalspannungen  eingeführt  werden,  da  letztere  uegati\ 
sind,  wenigstens  nur  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  kleine  positive  Wertbe 
haben  können,  die  dann  ausnahmsweise  negativen  Werthen  der  Pressuugeu 
p  entsprechen  würden,  bezeichnet  man  ferner  mit  Ox,  Oy,  d  die  Normal- 
componenten  der  inneren  Reibungen  im  Punkte  A  für  die  zu  AX,  AY^  äZ 
senkrechten  Ebenen,  mit  q  die  innere  Reibung  im  Punkte  A  der  zur  Rich- 
tung AB  senkrechten  Ebene,  und  mit  a,  &,  c  die  Richtungswinkel  von  q 
mit  den  Coordinatenaxen,  so  gehen  die  Gleichungen  (3),  §.  3  über  in: 

—  pco9a-\-  Q  CO»  a  -=  (^ —  px  +  ö^)  cos  u  -f-  /^  cos  y  -\-  It  ^o*  fi 

—  pcos(i  -{-  Q  cos  b  ^^  \^ —  p^  -\-  öy)  cos  (i  -j-  l^  cos  a-\-  Iji  cos  y 

—  pcosy  -\-  Q  cos  c  ^^  (^ —  pg  -\-  öz)  cos  y  -{-  l^  cos  (i  -\-  I^  cos  n . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Pressung  und  die  innere 
Reibung  sich  unmittelbar  nicht  gegenseitig  bedingen,*  müs^seu 
diese  Gleichungen  von  den  Pressungen  unabhängig  von  den  Werthen  der 
inneren  Reibungen,  und  von  letzteren  unabhängig  von  den  Werthen  der 
ersteren  erfüllt  werden;  daraus  folgt: 

und  Q  cos  a  =  6x  eos  a -\-  tjf  cos  y  -\-  ft  cos  ß 

Qcosh^=  Ög  cos  ß  -\-  Ig  cos  «  -f-  Tx  cos  y 

Qcosc  —=  Ol  cos  y  -\-  /x  cos  (i  +  lg  cos  a 

für  alle  Richtungen  a,  ß^  y. 

Die  hiemach  im  Punkte  A  ftlr  alle  Ebenen  gleiche  Pressung  p  kann 
schlechtweg  die  Pressung  der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkte  genannt 

^  Diese  Annahme  ist  den  theoretischen  Untersuchungen  über  die  Fliishi^- 
keitsreibuug  fast  allgemein  zu  Gnmde  gelegt  worden,  mit  Ausnahme  von  Eni  er. 
welcher  die  Reibung  auch  in  Flüäsigkoiteu  (wie  zwischen  festen  Körpern)  der 
Pressung  proportional  setzte;  die  aus  der  üblichen  Annahme  gezogenen  Folge- 
rungen sind  indessen  mit  der  Erfahrung  in  Einklang. 
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werden;  sie  bestimmt  mit  der  specif.  Masse  (i  (oder  dem  specif.  Volumen 
resp.  dem  specif.  Gewicht)  den  inneren  Zustand  in  diesem  Punkte. 

Da  nan  die  in  §.  3  fUr  die  resultirenden  inneren  Flächenkräfte  auf- 
gestellten Gleichungen  (3)  auch  fttr  die  inneren  Reibungen  aUein  gelten, 
so  lassen  sich  auch  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  ohne  Weiteres  auf 
die  inneren  Reibungen  übertragen.  Insbesondere  gilt  auch  fttr  sie  die  dor- 
tige GL  (4),  und  es  ist  in  jedem  Punkte  A  die  Summe  der  Normal- 
eomponenten  der  inneren  Reibungen  für  je  drei  sich  rechtwin- 
kelig schneidende  Ebenen  gleich  gross. 

Ausdrücke  für  diö  tangentialen  Reibungskräfte  r^,  T^,  h  ergeben 
ncfa  ans  der  schon  von  Newton  gemachten,  seitdem  von  den  meisten  Au- 
toren zu  Grunde  gelegten  und  durch  gewisse  Erfahrungen,  von  denen  in 
der  Hydraulik  später  die  Rede  sein  wird,  genügend  bestätigten  Annahme, 
daas  die  Reibung  zwischen  zwei  ebenen  Flüssigkeitsschichten  von  der  Dicke 
fo,  welche  sich  nach  einer  gewissen  Richtung  AC  (Fig.  1)  längs  ihrer  Be- 
rlhivogscbene  F  mit  den  Geschwindigkeiten  c  und  c-\-  de  bewegen,  der 

de 
Grosse  —  proportional  sei,  also  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  sich  die 
an 

Geschwindigkeit  von  einer  zur  anderen  Schicht  ändert.    Indem  de  die  re- 

^»»-  ^'  lative  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  iVgegen 

den  materiellen  Punkt  A  im  Sinne  AC  ist  {AN=  dn 

'^         normal  zur  Berührungsebene  F  der  beiden  Schichten), 

de 
so  ist  auch  —  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 

sich  AN  gegen  AC  hin  dreht,  oder  die  Winkelge- 
schwindigkeit, mit  welcher  sich  der  rechte  Winkel  NAC  verkleinert.  6e- 
leichnet  man  die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A  der  zu  AN 
senkrechten  Ebene  F  nach  der  Richtung  AC  mit  iuc  und  betrachtet  sie  als 
die  Kraft,  welche  die  im  Sinne  AN  an  die  Ebene  F  grenzende  Flüssigkeits- 
schicht auf  die  Flächeneinheit  von  F  ausübt,  so  ist  nach  dem  Newton'- 
schen  Princip: 

de 
dn 

Dabei  ist  E  eine  erfalirungsmässig  zu  bestimmende  Constante,  welche  für 
Terschiedene  Flüssigkeiten  und  vielleicht  auch  für  verschiedene  Zustände 
derselben  Flüssigkeit  verschieden  sein  mag,  indem  sie  nur  als  unabhängig 
fon  4er  Pressung  vorausgesetzt  wird. 


r-f ^ 
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Fig.  8. 

Es  sei  nuu  A  ein  matoriciler  Punkt  der  Flüssigkeit, 
dessen  Coordinatcn  zur  Zeit  t  =  x^  y^  z  sind, 

jf ,  y  +  ^y»  2  ^^^  entsprechenden  Coordinaten  des 

materiellen  Punkt4?s  3,. 
a?,  y,  «  4"  ^*  ^^^  entsprechenden  Coordinaten  di^ 
materiellen  Punktes  e. 

Ifn  Zeitelemente  dt  ist  dann  die  partielle  relative  Verrftckung  von  b 
gegen  A  in  Folge  der  Verschiedenheit  der  Geschwindigkeitscompoiient4'n 
dieser  beiden  Punkte  im  Sinne  AZ: 

hw 
W.  =  ^—  dy  dt 
*        öy  ^ 

und  dieselbe  von  c  gegen  J[  in  Folge  der  Vorschiedenkeit  der  Geschwin- 
digkeitscomponenten  im  Sinne  AY: 

cc^  =  .    a%  dt. 
o% 

also  die  Verkleinerung  des  rechten  Winkels  bAc 


und  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Verkleinerung  zur  Zeit 
t  stattfindet, 

Dieselbe  kann  auch  entweder  als  Folge  der  resultirendeu  rolativon 
Beweguug  von  b  gegen  A  im  Sinne  Ac^^  oder  als  Folge  der  resultirendoD 
relativen  Bewegung  von  c  gegen  A  im  Sinne  Ab^  betrachtet,  und  dem* 
gemäss  die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A 

fttr  die  zu  AY  senkrechte  Ebene  mit  r^j, 


für  die  zu  AZ  senkrechte  Ebene  mit  l 


'Ih 


bezeichnet  werden.    Beide  sind  einander  gleich 


ebenso  «t  f,  =  Ä  [^^  +  J 
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Die  Nonnalcomponenten  öx^  (T^,  ög  der  inneren  Reibungen  im  Punkte 
J  for  die  Ebenen  YAZ^  ZAX^  XAY  sind  dem  Newtou'scfaon  Principe 
m^si  auch  als  lineare  Functionen  der  partiellen  Differentialquotienten 
m  «,  9,  19  nach  x,  y,  s  anzunehmen,  wonach  sie  im  Allgemeinen  aus  je 
1^  Gliedern  bestehen  könnten;  indessen  ergiebt  sich  zunächst  eine  Be- 
H'hrankang  dieser  Zahl  durch  die  folgende  Erwägung. 

Es  sei  AS  irgend  eine  von  A  aus  gezogene  Richtungslinie,  deren 
Winkel  mit  den  Axen  =  a^  ß,  y  sind,  AA^  =  ds  ein  unendlich  kleines 
Längenelement  von  AS^  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  =  dx^  dy^  dz 
M.  Bann  ist  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  ^^  nach  der 
Uoiig  ASi 

e  =  ucoBa-\-  vcosß  -\-  wcosy 
ud  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A^  nach  derselben  Richtung: 

c-{-  d€  =  {u  -\-  r-  dx-\-  ^-  dy  -^^  x.d&)^f^9a 

.  dx  dy  d% 

*I«)  wegen    --"  =co8a.     -r=  cos  ß.     --  =  coay: 
^'  as  dB 


-\-[- L.       }  0Qg  Y cos  a-4-  [  ^-  A-  ^  ]co8  acos  ß (3). 

\ox       02/  \oy      ox/ 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  der  Gl.  (2)  in  §.  4  analog  ist,  folgt 
^^  die  Geschwindigkeiten  fj,  r,,  e^  im  Punkte  A  nach  irgend  drei  zu 
«inander  senkrechten  Richtungen  AS^,  AS^,  AS^  die  Relation: 

dc^        dc2    .   dc^       hu       hv       bw 
ds^        rf*2        ^h       ^^       hy       hz  ' 

Die  Bedeutung  dieser  far  je  drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen 
in  demselben  Punkte  und  Augenblicke  gleich  grossen  Summe,  welche  in  der 
Folge  mit  d  bezeichnet  werde,  also: 

>^  letcht  etkennbar.  Denkt  man  sich  das  reditwinkelig  parallelepipedische 
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Ranmeleineiit  AA^^  dessen  diametral  gegenüber  liegende  Eckpunkte  A  und 
A^  die  Coordinaten  x^  y,  «  und  x-\-dx^  y  H~  ^y?  *  "h  ^*  haben,  so  ist 

hu  hv  hw 

dy  dz . ^-  dx dt -\-  dz dx , ^-  dy  dt  -\-  dxdy  .r—  dz dt  =  dxdydz,A. dt 

* 
die  Sonime  der  Flüssigkeitsvolumina,  welche  im  Zcitelcmente  dt  durch  die  oin 

A^  herumliegenden  Seitenebenen  aus  diesem  Raumelemente  mehr  herau»- 
fliessen,  als  durch  die  um  A  herumliegenden  Seitenebenen  hineinfliessen,  und 
es  ist  also  A  die  Yergrösserung,  welche  dieses  Raumelement  pro  Volumen- 
einheit in  der  Zeiteinheit  erfahren  würde,  wenn  es  um  das  Volumen  der  aas- 
fliessenden  Flüssigkeit  vergrössert  und  um  das  der  hiueinfliessenden  Flüssift- 
keit  verkleinert  würde,  und  wenn  der  augenblickliche  Bewegungszustand 
w&hrend  der  Zeiteinheit  unverändert  bliebe.  Mit  Rücksicht  darauf,  das> 
diese  Grösse  d  für  jedes  solche  Raumelement  bei  A  gleich  gross  ist,  ist 
sie  ein  Maass  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Volumen* 
ftnderung  der  Flüssigkeit  im  Punkte  A  stattfindet 
Indem  nun  auch  die  Summe: 

öx  +  öy  +  ö« 

für  den  betreffenden  Punkt  A  denselben  Werth  behalten  muss,  wie  immer 
das  System  der  Coordinatenaxen  gedreht  werden  mag,  so  können  mit  Rück- 
sicht zugleich  auf  die  isotrope  Beschaffenheit  eines  flüssigen  Körpers  die 
Normalcomponenten  der  inneren  Reibung  im  Allgemeinen  folgende  Aq>- 
drücke  haben: 

ö^  ^  »S'        -h  TA 
ojr 


0^  =  S  ^   +  TA 


hw 
ö,  =  N.     +  TA. 

OS 

Darin  sind  ^*  und  T  Constante.  Wenn  aber  bei  A  die  Bewegung  nur  hna:^ 

hu 
der  Ebene  TAZ  stattfindet,  wenn  also  m  und  .    =  Null  sind,  so  muss  auch 

öx 

offenbar  Oj  ^=  Null,  also  T=  Null  sein,  so  dass  sich  die  obigen  Ausdrüvk« 

rednciren  auf: 

iiH  br  hw 

Ebenso  ist  dann  die  Normalcomponeute  o  der  inneren  Reibung   tor 
eine  Ebene,  deren  Normale  AS^  lüjigs  welcher  die  Geschwiudi^eit  ^=^  e  \>{. 
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mit  den  Coordinaieiiaxen  die  Winkel  a,  j3,  /  bildet,  mit  Rficksicht  auf  die 
GleichuBgen  (2)  and  (3): 

ö  =  S -y  =r S[^   cos* a  -\-  .    cos*ß  +  .-cos*y)4~ 
ds  \öx  Off  Ol  / 

-f-  -(IjtCM  ßcosy  -^-l^eoMYcosa-^  IgCasacos  ß) 

Am 

9 

=  Ox  cos*  «  +  öy  eos*  ß  -\-  0gCos*Y  -\- 

~\~  n  ih  COS  ßcosy  -\-  lg  cos  yeosa-}-  lg  cos  a  cos  ß). 

Damit  diese  Gleichung,  wie  nöthig,  mit  der  61.  (4)  in  §.  3  für  alle 
Werthe  von  a,  ßj  y  ttbereinstimme,  muss  8  ==  2R^  also  schliesslich 

btf  öf'  bw 

m  Die  Analogie  dieser  Ausdrücke  unter  (2)  und  (5)  £Ür  die  Compo- 
nmtei  der  inneren  Flüssigkeitsreibung  mit  den  Ausdrücken  unter  (3)  in 
i  4  Ar  die  Spannungscomponenten  eines  festen  Körpers  ftUt  in  die 
Ab^d;  sie  ergeben  sich  aus  jenen  Ausdrücken  für  die  Spannungscompo- 
nvnien  mit  n  =  oo  und  durch  Substitution  von  «,  r,  w  für  §,  tj,  g  sowie 
^on  £  für  &. 

Wenn  man  nun  in  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  (2),  §.  3 

— /l  +  öxfürö^,  —p  +  Ogi^TO^  —p  +  OgfiXTÖM 

setzt,  dann  für  a^,  0^  ög  die  Ausdrücke  (5), 
fürf^    l^   ig    „  „         (2), 

^  9>X7  9>in  9>M  »  w         (1), 

«  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  J  für  die  Summe  Gl.  (4): 


. .  (6). 


7_lä^ bw         ^^   i^    bw         bw     R/b/1     b*w     b*w     b*w\ 

Damit  durch  diese  Gleichungen  die  5  Grössen  u,  «,  «7,  ^,  /i  als  Func- 
Honen  von  jr,  y,  «,  t  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Oberflächenbeding- 
ongen  tuid  den  gegebenen  Anfangszustand  bestimmt  seien,  sind  noch  zwei 
weitere  Relationen  zwischen  ihnen  erforderlich.    Eine  derselben  ergiebt 


'  I 
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sich  durch  die  Erwägung  (analog  der  obigen,  welche  zur  Erkennung  der 
Bedeutung  von  J  gedient  hatte),  dass  im  Zeitelemente  dl  aus  dem  recht- 
winkelig parallelepipedischen  Raumelemente  dx  dy  dz  mit  der  Diagonal^ 
AA^  durch  die  um  A^  herumliegenden  Seiteuebeneu  eine  gewisse  FlQssig- 
keitsmasse  mehr  herausiliesst,  als  durch  die  um  A  herumliegenden  Seiton- 
ebenen  hineinfliesst,  welche  sich  ausdrtlcken  lässt  durch: 

dy  dz  .^""^  dx  dt  +  dz  dx .    ^^^^dydlA   dxdy,-^*^^  dzdt, 

welche  aber  mit  Rtlcksicht  auf  die  continuirliche  RaumerfQllung  durch  die 
Flüssigkeit  auch 

=  —  dxdy  dz .     dt 

^    he 

ist^  woraus  sich  die  Continuitätsgleichung: 

ht~^    hx    '^    hy    ^     bz    ~       ' 

ergiebt.    Statt  der  specifischen  Masse  fi  wird  in  der  Folge  gewöhnlich  das 

specifische  Volumen  =  —  zur  Charakterisirung  des  inneren  Zustandes  be- 

nut^t,  d.  h.  das  Volumen  der  Gewichtseinheit. 


§.  6.  Defonsationsarbeit  und  Glelehnng  der  lebendigen  Kraft  elBes  K9rpen. 

Bei  einem  in  continuirlicher  Zustandsänderung  begriffenen  Körper 
seien  zur  Zeit  t  im  Punkte  A  (x,  y,  s):  «,  r,  w  die  Componenteu  der  tit- 
sch windigkeit  nach  den  Richtungen  der  rechtwinkeligen  Coonlinatenaxonu 

X,  F,  Z  die  Componenten  der  beschlcuuigenden  Massenkraft, 

fi  die  specifische  Masse. 

Ein  unendlich  kleines  Massenelemeut  des  Körpers  habe  zur  Zeit  i  die 
Form  eines  rechtwinkeligen  Parallelepipeds  mit  den  gegenüber  liegendto 
Eckpunkten  A  (x,  y,  z)  und  A^  [x  ~\-  dx^  y  |-  dy,  z  \~  dz),  so  dass  sein«- 
Masse 

/i  A  r^^TT  fi.  dxdy  dz 

ist.     Für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  des  Körpers  im  Zi*it- 
elemeute  di  ist  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  dieses  Massenelcinente>. 

dL-^fi6V(udu  -f-f  <^  -|~  wdw) 
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and  die  Arbeit  der  auf  dasselbe  wirkenden  Massenkraft: 

dM^  (idV(Xu  +Yv+  Zw)  dt. 
Setzt  man  also  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (2),  §.  3 

du  dv  dw 

=  de^  ^*=Ä'  "^'^dt 


9^ 


\ixA  moltiplicirt  dann  die  Gleichungen  beziehungsweise  mit 

ör.udt,  ör.vdt,  ör.wdt, 

«0  ergiebt  sich  durch  ihre  Addition: 

dL^dM^  dO^ 


(1) 


mit  dO^^öV 


ho^   .   hlff  ,   htg\ 


dt 


(2). 


Dieses  dO^  ist  die  Arbeit  der  Flächenkräfte,  mit  welchen  die  das 
Massenelement  umgebende  Eörpermasse  auf  seine  Oberfläche  wirkt,  insoweit 
dk^  Arbeit  von  der  Deformation  (Volumen-  und  Gestaltsänderung)  des 
Maasenelementes  während  des  Zeitelementes  dt  unabhängig  ist,  indem  dann 
GL  ^1)  dem  bekannten  Satze  entspricht,  dass  für  einen  materiellen  Punkt 
'>der  fir  ein  starres  Massensystem  der  Zuwachs  an  lebendiger  Kraft  =  der 
""Qfflme  der  Arbeiten  aller  äusseren  Kräfte  (Massen-  und  Oberflächenkräfte) 
i^t  Die  ganze  Arbeit  dO  jener  Oberflächenkräfte  des  Massenelementes, 
oKoweit  dieselben  Spannungen  sind,  enthält  ausser  dO^  noch  einen  anderen 
Bestandtheil  dO^^  welcher  von  der  Deformation  des  Massenelementes  ab- 
fängt Es  ist  nämlich  zunächst  die  Summe  der  Arbeiten  derjenigen  Kräfte, 
»eiche  auf  die  beiden  zur  jr-Axe  senkrechten  Seitenebenen  wirken, 


=^dyik 


—  6x  u  dt  -\- 


l^vdt'\- 


—  l^giffdt-\- 


öjc «  H V-  —  dx\  dt 

ox  J 
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I   I 


=  rfr 


bx  bx  bx     ^ 


dt 


mit  den  kürzeren  Bezeichnangen: 

l^  für  Txi    und  r,  für  1^^ 

Analoge  Ausdrücke  gelten  für  die  Arbeiten  der  auf  die   anderen 
Seitenebenen  wirkenden  Kräfte,  so  dass  im  Ganzen 


b{c,  u)      bijj^      b{hv)   \ 


dO  =  6r^ 


bx 


bx 


b(ö,^      b{Uu)_      b(r^ 
^      by    ^     by     ^     by 

biß.w)      bjhv)       b{t,ul 

"^         bz       "^         bz        "^"        02 

ist.    Ans  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

bu 


dt 


8 


dO^=d0^dO^=6r 


ox 
bw    , 


fbv       bw\ 
\bz  +  by) 

/bw  _.bu\ 
\bx       bz  ) 

(bu      bv\ 
'Xhy^bxl 


dt 


Diese  Arbeit  dO^  ist  der  Theil  von  dO^  welcher  zur  Deformatiot 

des  Massenelementes  verbraucht  wird;  er  ist  entgegengesetzt  gleich  der 

Arbeit 

dE='-dO^, 

welche  das  Massenelement  selbst  durch  seine  Deformation  verrichtet  und 
welche  die  Deformationsarbeit  desselben  bei  der  fraglichen  nneuiUkh 
kleineu  Zustandsänderung  genannt  werden  soll.  Indem  diese  Deformation^ 
arbeit  nur  von  den  Spaünungen,  nicht  von  den  etwaigen  Reibungen  au  diT 
Oberfläche  des  Massenelementes  verrichtet  wird,  sind  unter  den  Grussu'U 
c  und  r,  welche  in  Gl.  (2)  zugleich  Spannungen  und  innere  Reibungen  sein 
können,  in  Gl.  (4)  nur  Spannungen  zu  verstehen;  in  der  That  beziehiMi 
sich  die  in  diesen  letzteren  Gleichungen  vorkommenden  Differentialquoti* 
enten  von  «,  f,  to  nach  x^  y^  z  nur  auf  solche  Geschwindigkeitsändeniui^cn. 
welche  innerhalb  des  betrachteten  Massenelementes  stattfinden,  während 
die  inneren  Reibungen  durch  die  relativen  Geschwindigkeiten  benachbartor 
Massenelemente  bedingt  sind. 
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Wenn  man  mit  §,  9/,  g  die  Wege  bezeichnet,  welche  der  materielle 
Ponkt,  der  sich  znr  Zeit  t  im  Raompunkte  A  befindet,  während  dieser  Zeit 
i  nach  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  dnrchlanfen  hat,  so  sind  g,  tjy 
C  Functionen  von  t,  y,  s,  t,  nnd  es  ist: 

H  ^v         K 

Sind  femer  £«,  e^,  6«,  7^,  7y,  7«  die  Ausdehnungen  und  Yerschie- 
bongen,  welche  den  Deformationszustand  des  Körpers  im  Punkte  A  zur 
Zeit  t  bestimmen  nnd  welche  mit  §,  17,  g  durch  die  Gleichungen  (1),  §.  4 
zusammenhängen,  so  ist: 

hu ö'g b  /ig\ b«x         ,  J^ be^      bw hsg 

hx~bibx~bi\^)~W'        ^^      by~bf'     S"~¥' 


&7x 
6/' 


des«!   ^   .  ^_^      ^  .   ^_^' 
desgl.  ^^  -t^  —  ^^  ,     ^-\-^^—  j^^   . 

SotDt  ist  nach  Gl.  (4): 

«=-.r(«,^  +  ..^+..'J-.+  ,.|=+^|.+  ,te)*.(5, 

Bod  mit  Hülfe  dieser  Deformationsarbeit  des  Massenelementes  lässt  sich 
die  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  desselben,  nämlich 
GL  (1)  auch  schreiben: 

dZ  =  dM-\-dO'i^dE (6). 

Durch  Addition  der  entsprechenden  Gleichungen  fQr  alle  Massen- 
eiemente  des  Körpers  erhält  man  dieselbe  Gleichung  (6),  worin  aber  nun 

dL  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Körpers, 

dM  die  Arbeitssumme  aller  Massenkräfte, 

dO  die  Arbeitssumme  aller  Oberflächenkräfte  und  inneren  Flächen- 
krifte, 

dE  die  Deformationsarbeit  des  ganzen  Körpers  fQr  die  unendlich 
kleine  ZusUmdsänderung  im  Zeitelemente  dt  bedeutet.  Dabei  kann  dO  in 
verschiedene  Theile  zerlegt  worden.  Zunächst  besteht  die  Arbeit  der  Ober- 
äfiehenkräfte  ans  der  Arbeit  dP  des  äusseren  Drucks  (Normaldrucks),  welche 
posttiT  oder  negativ  sein  kann  wie  dM^  und  ans  der  Arbeit  der  Reibung 
tti  der  Oberfläche  oder  der  äusseren  Reibung,  welche  stets  negativ  ist  und 
sbsolat  genommen  mit  dR  bezeichnet  sei.    Was  die  inneren  Flächenkrälte 


I 
I 

tt 

ll' 


•  t 


32  £XPAK8I0KSABB£IT.  §.  Ü. 

betrifft,  80  sind  sie  zu  je  zwei  entgegengesetzt  gleich,  und  es  ist  deähaib 
ihre  Arbeitssumme  =  Null,  falls  die  Geschwindigkeitsänderuagen  im  Körper 
überall  continuirlioh  stattfinden;  in  Folge  der  entgegengesetzten  innert-D 
Flächenkräfte,  womit  zwei  benachbarte  Körperelemente  auf  einander  wirk(iu 
wird  dann  das  eine  beschleunigt,  das  andere  verzögert,  indem  die  lebendigf 
Kraft  des  einen  um  ebenso  viel  zunimmt  wie  die  des  anderen  abnimmt. 
Wenn  aber  discontinuirliche,  plötzliche  Geschwindigkeitsänderungen  vor- 
kommen —  sei  es,  dass  zwei  benachbarte  Massenelemente  im  Sinne  der 
Normalen  zu  ihrer  Berührungsfläche  eine  relative  Geschwindigkeit  von  end- 
licher Grösse  besitzen  und  somit  einen  Stoss  auf  einander  ausüben  ein 
Fall,  der  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  vorkommen  kann),  sei  es.  lU«? 
(bei  Flüssigkeiten)  ihre  relative  Geschwindigkeit  längs  der  Berfihrnngsfl^cbt 
von  endlicher  Grösse  ist  —  so  ist  damit  ein  Verlust  an  lebendiger  Krtft. 
eine  negative  Arbeitssumme  der  inneren  Flächenkräfte  verbunden.  '^J^irJ 
letztere  absolut  genommen  für  die  unendlich  kleine  Zustandsändorung  ü«^ 
Körpers  mit  dS  bezeichnet,  so  ist  also  nun 

dO  =  dP—dR  —  dS 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers: 

dZ  =  dM'\-dP-'dJi''dS+dE 7. 

Darin  ist  die  Deformationsarbeit  des  Körpers  allgemein: 

Sind  alle  Tangentialspannungen  ==  Null  und  somit  alle  Nonui- 
spannungen  im  betreffenden  Punkte  gleich  gross  =  <>,  so  x;\Td: 


dE^ 
oder,  wenn  mit 


-A''-"-+.r"-'*— /''■■%* 


he 
da  r=  ö  V.  ^  dt 
öt 


die    unendlich    kleine    Yolumenänderung    des    Körperelementes    und   mit 
p—  — ö  die  Pressung  bezeichnet  wird: 

dE=Jp.d6V i* 

Die  Deformationsarbeit  soll  in  diesem  Falle  die  fixpansionsarbeii 
genannt  werden,  indem  sie  nur  von  den  Volumeuänderungen  der  KorptT- 
elemente  abhängt;  der  Absolutwerth  einer  negativen  Kxpan^ionsarbeit  bei-«' 
eine  Compressionsarbeit 
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Ist  die  Pressang  in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich,  also 
=  dem  specifischen  äusseren  Druck  p^  so  wird,  unter  V  das  ganze  Körper- 
Tolttfflen  Terstanden, 

dE=p.  dj6r=p,dV, 

Die  Geschwindigkeitscomponenten  nach  den  Richtungen  der  Coordina- 
teBaxen,  welche  bisher  mit  ft,  r,  w  bezeichnet  wurden,  sollen  in  der  Folge 
mit  tt,,  «y,  Ug  bezeichnet  werden,  die  resultirende  Geschwindigkeit  mit  t^ 
io  daas  insbesondere  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  den  Ausdruck  hat: 


=y;.r«;=y;.r; 


2 

«ikend  der  Buchstabe  r  stets  zur  Bezeichnung  des  specifischen  Volumens 

etbnocht  werden  soll,  welches  in  der  Regel  statt  des  specifischen  Gewichtes 

1  y        1 

7  =    oder  der  specifischen  Masse  u  =  —=       zur  Charakterisirung  des 

*  9       9^ 

isaerefi  Zustandes  benutzt  wird. 


§.  7.    Wftrme  und  Temperatur. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  findet  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige 
.Uifaäiigigkeit  statt  zwischen  den  Aenderungen  des  inneren  und  des 
Äusseren  Zustandes  eines  Körpers,  indem  die  letztere  im  Allgemeinen  mit 
^aer  Deformation  des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  Aenderungen  des 
^)mf.  Volumens  und  des  Spannungszustandes  in  den  verschiedenen  Punkten 
fesselben  bedingt  werden,  möglicherweise  selbst  die  Aggregatform  sich 
^ert,  sofern  die  Möglichkeit  des  Bestehens  einer  gewissen  Aggregat- 
tonn  bei  gegebenem  Spannungszustande  au  einen  gewissen  Grenzwerth 
^  specif.  Volumens,  bei  gegebenem  specif.  Volumen  an  gewisse  Grenz- 
^frthe  der  Spannungen  gebunden  sein  kann.  Es  können  indessen  Aende- 
niagen  des  inneren  Zustandes  mit  oder  ohne  gleichzeitige  Deformations- 
Arbeit  des  Körpers  auch  ohne  Aenderun^  des  äusseren  Zustandes  (ohne 
Arbeit  äusserer  Kräfte)  stattfinden,  so  dass  sie  als  Wirkungen  einer  anderen 
(rsache  erscheinen,  als  die  Aenderungen  des  äusseren  oder  Bewegungs- 
osUades. 

Es  kann  z.  B.  die  Pressung  eines  luftförmigen  Körpers  bei  constantem 
^olamen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein;  eine  Mischung  von  Eis  und 
^dsser  kann  ganz  in  die  Form  von  Wasser  übergehen  so,  dass  das  Volumen, 
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während  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  and  später  zunehme^ 
schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist.  Bei  Voraossetniul 
einer  in  allen  Punkten  gleichen  Pressung  ist  in  beiden  Fällen  die  Deft»iH 
mationsarbeit  =  Null,  desgl.  kann  jede  der  übrigen  auf  der  rechten  Sti^1 
von  GL  (7),  §.  6  vorkommenden  Arbeiten  =  Null  sein;  gleichwohl  faij 
sich  der  innere  Zustand  geändert.  In  der  Regel  ist  mit  solcher  Aendenifii{ 
eine  Deformationsarbeit  verbunden;  wenn  aber  letztere,  wie  es  hierbei  d^l 
Fall  sein  kann,  positiv  ist,  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ohne  Aendeninj 
der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  dagegen  negativ  (z.  B.  bei  der  Aasdel^ 
nung  eines  ruhenden  Körpers,  auf  dessen  Oberfläche  der  Atmosphärendrac^ 
wirkt),  so  kann  man  um  so  mehr  nach  der  Ursache  fragen,  welche  hitj 
zugleich  die  Aenderung  des  inneren  Zustandes  und  die  Deformationsaiitil 
zur  Folge  hat.  I 

Diese  Ursache  heisst  Wärme.  Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solfH 
Aenderungen  des  inneren  Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  Aendeniiir'^ 
der  Aggregatform,  des  specifischen  Volumens  oder  des  Spannungszustaa-H 
bestehen.  Insoweit  der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  .Aeiff-l 
gatform,  specif.  Volumen  und  Spannungszustand)  in  den  vorschitHlt'i.«-] 
Punkten  eines  Körpers  charakterisirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  i<| 
soll  er  der  Wärmezustand  heissen.  Ein  Körper  von  gleichförmig'^ 
Wärme  zu  Stande  ist  ein  homogener  Körper  (§.  3),  dessen  specif.  Volui«»! 
und  Spannungszustand  in  allen  Punkton  gleich  sind. 

Als  Grösse  wird  die  Wärme  der  Messung  und  Rechnung  zngänglii 
gemacht  durch  die  Definition:  Zwei  Wärmen  oder  Wärmegrössen  verhahcj 
sich  =  1:«,  wenn  die  Massen  gleichartiger  Körper  von  gleichförmien 
und  gleichen  Wärmezuständen  sich  =  Im  verhalten,  in  denen  sie  gl*'w*fcl 
Aenderungen  der  Wärmezustände  verursachen.  In  Folge  der  ftrühero n  Aw 
fassung  vom  Wesen  der  Wärme  als  einer  mit  gewissen  Eigenschafton  ip 
gestatteten  Materie  ist  statt  Wärmegrösse  die  Bezeichnung:  Wärmenieni^ 
gebräuchlich  geworden  und  geblieben.  Die  Wahl  der  Wärmeeinheit  boru 
auf  dem  Begriffe  der  Temperatur. 

Man  sagt:  zwei  Körper  von  gleichförmigen  Wärmezuständen  habel 
gleiche  Temperatur,  wenn  Jediglich  in  Folge  ihrer  gegenseitiKon  ^ 
rührung  ihre  Wärmezustände  sich  nicht  ändern.  Indem  hierbei  das  F>hM 
äusserer  Wärmeeinwirkung  vorausgesetzt  ist,  mfisste  eine  Aendening  J«^ 
W^ärmezustandes  des  einen  Körpers  mit  einer  entgegengesetzten  des  andon* 
verbunden  sein,  so  dass  aus  der  Unveränderlichkeit  des  Wännezust;iii<iH 
des  einen  Körpers  auch  auf  die  des  anderen,  somit  auf  die  Gleichheit  A^i 
Temperaturen  beider  geschlossen  werden  kann.    So  sagt  man.  ein  Kör)"^ 
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ittbe  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  oder  des  gefrierenden  Wassers, 
Teno  in  Berflhrang  mit  einem  Gemisch  von  Eis  nnd  Wasser  sein  Wärme- 
zQftasd  sieh  nicht  ändert 

Wenn  zwei  Körper  sich  nicht  unmittelbar  berühren,  sondern  durch 
♦ine  Scheidewand  getrennt  sind,  so  kann  die  Gleichheit  ihrer  Temperaturen 
fflit  Holfe  des  Grundsatzes  beurtheilt  werden,  dass  zwei  Grössen,  welche 
^iner  dritten  gleich  sind,  auch  einander  gleich  sein  müssen.  Wenn  z.  B. 
•i(T  Wlnnezustand  des  Quecksilbers  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten 
^Q^^ksilbertfaermometers  unter  Ausschluss  fremder  Wärmewirkung  sich 
yf^  ändert,  d.  h.  wenn  das  Volumen  des  Quecksilbers  bei  constanter 
i^ong  constant  bleibt,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Glase  und  somit  auch 
^••B  der  Fhtesigkeit,  welche  durch  das  Glas  vom  Quecksilber  getrennt  ist; 
■5  kaben  also  Quecksilber  und  Glas,  Glas  und  Flüssigkeit,  folglich  auch 
'^ksilber  und  Flüssigkeit  gleiche  Temperaturen. 

Ist  non  bei  gleichförmigem  Wärmezustande  und  bei  normalem  At- 
Bio^pUreudruck  (gemessen  durch  eine  0,76  Meter  hohe  Quecksilber- 
^fllevooder  Temperatur  des  schmelzenden  Eises): 

r,  das  Volumen  einer  gewissen  Menge  reiner,  d.  h.  von  ihren  neben- 
>^^iclien  und  zufälligen  Bestandtheilen  befreiter  atmosphärischer  Luft  bei 
'icr  Temperatur  des  (unter  atmosphärischem  Druck)  schmelzenden  Eises, 

r,  ihr  Volumen  bei  der  Temperatur  des  unter  normalem  Atmosphären-  • 
•Imck  kochenden  Wassers, 

r  ihr  Volumen  in  irgend  einem  anderen  Wärmezustande, 
'*'  lird  als  Maasszahl  der  Temperatur  oder  kurzweg  als  Temperatur  der 
^  in  diesem  letzteren  Zustande  diejenige  Zahl  t  definirt,  welche  der 
(rkichnng  entspricht: 


n 


V    V 


•  .  (1), 


»ywch  r=  r^  für  t—to  =  0, 

r  =  V^  für  t — tg  =:  n    ist. 

Dabei  sind  ^^  und  n  willkürlich  zu  wählende  Zahlen,  welche  auch  je 
^ch  der  angenommenen  Temperaturskale  verschieden  gewählt  werden, 

nach  Celsius:  <<>  =  0  und  n  =  100, 

nach  R^aumur:  ^j,  =  0  und  n  =  80, 

nach  Fahrenheit:  <<,  =  32  und  n  =  180. 

hn  Folgenden  wird  stets  die  Celsius'sche  gkale  zu  Grunde  gelegt, 
">  dass  die  Temperatur  des  unter  atmosphärischem  Druck  schmelzenden 
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Eises  =r  0,  die  des  unter  normalem  Atmosph&rendruck  kochenden  Vaseis 
—  100,  oder  ^  0  Grad  (0®)  resp.  =  100  Grad  (100®)  ist,  indem  ea 
Temperaturunterschied  At  =  1  ein  Temperaturgrad  genannt  und  mt 
1®  bezeichnet  wird. 

Aus  dem  somit  festgestellten  Begriffe  der  Lufttemperatur  für  «ifin 
gewissen  gleichförmigen  Wärmezustand  der  Luft  und  dem  Gleichbeitsbir 
griffe  der  Temperaturen  zweier  Körper  von  gleichförmigen  Wärmexostindei 
ergiebt  sich  sofort  auch  die  Definition  der  Temperatur  eines  beliebigri 
Körpers  von  gleichförmigem,  demnächst  der  Temperatur  in  eiaem  gewüsei 
Punkte  eines  Körpers  von  im  Allgemeinen  ungleichförmigem  Wärmezosundf 

i  Die   praktische  Messung,  der  Temperatur   vermittels   eines   sogenasmi*! 

Thermometer^  beruht  ferner  auf  dem  Grundsatze  von  der  GleicUiA: 
zweier  Temperaturen,  welche  beide  einer  dritten  gleich  sind;  die  Bm't- 
barkeit  irgend  eines  Thermometers  aber  beruht  auf  der  Bekanntsdaft  Oi' 
der  Beziehung,  welche  zwischen  seinen  Angaben  und  denen  eines  i^f^ 
d.  h.  ganz  reine  atmosphärische  Luft  von  stets  normalem  Atmosph&reiidnd 
enthaltenden  Luftthermometers  stattfindet*  Mit  dem  Begriffe  der  T«i 
peratur  pflegt  man  den  der  Wärmehöhe  als  gleichbedeutend  zu  verbindf 
und  demgemäss  von  hoher  und  niedriger  anstatt  von  grosser  und  klviü» 

I  Temperatur  zu  sprechen. 

Als  Wärmeeinheit  (Calorie)  wird  jetzt  diejenige  Wännemeogv*  a. 
genommen,  wodurch  die  Temperatur  der  Gewichtseinheit  (1  KilogruLt 
roineu  Wassers  unter  einem  constanten,  dem  normalen  AtmosphäremlraH 
gleichen  äusseren  Druck  von  0*^  auf  1*  erhöht  wird.  Die  Voraussetzung  tiv 


l)  *  Zur  DefinitioD   der  Temperatureinheit  musste  das  Verhalten  eion-  ^ 

|i  stimmten  Körperart  unter  bestimmten  Umständen  ^z-  B.  reiner  atmosphiu'i>f'/ 

Luft  unter  normalem  atmosphärischen  Druckt  benutzt  werden,  um  nicht  »ok'f 
1^  Krfahningen  vonugreifen,  deren  Ausspruch  auf  dem  eben  erst  in  defiDÜv'^^ 

Begriffe  beruht  und  welche  zudem  nur  eine  augenäherte  Gültigkeit  habeo.  ^ 
1 '  ila.<s  die  Strenge  der  Definition  dadurch  beeinträchtigt  worden  wäre.    S>  i«^  * 

bekanntlich  nur  angenähert  wahr,  dass  der  Ausdehnungscoefficient  tax  1 
1  Temperatorzunahme.  d.  i.  die  Grösse 


der  oiMci'n  (tleichung  (1^  fQr  andere  Gase  ebenso  gross  wie  filr  reine  ttx^ 
sphAriM'he  Luft  und  dass  er  von  der  Grösse  der  ^übrigens  constanten'  Pres«« 
nuAMiAn^rif  ist:  ebenso  bt  die  verbaltuissmässige  Ausilehnung  eine»  a&iirn 
Korf^erv,  als  eines  Gases,  z.  B.  des  Quecksilbers«  nur  nähemogsweise  defTeou'j 
der  Luft  innerhalb  gewisser  Temperaturgrenzen  proportional. 
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^  stimmten  äusseren  Druckes  ist  hierbei  aswar  anwesentlich  (wenn  auch 

i^«!ht  überflttesig)  wegen   der   sehr  geringen  Znsamm^ndrückbarkeit  des 

V'^^'rs;  dagegen  ist  es  wesentlich,  nicht  nur  eine  bestimmte  Temperatur- 

isiDalime,  sondern  auch  eine  bestimmte  Anfangstemperatur  bei  dieser  De- 

Inition  der  Wärmeeinheit  vorauszusetzen,  weil  die  zur  Erhöhung  der  Tem- 

^pentur  eines  Kilogramms  Wasser  von  ^®bis(<  +  1)^  erforderliche  Wärme- 

»eoge  merklich  von  i  abhängt 


i  8.  TonussetiuigeB  ub4  Bezelelinungen;  Zustandsgleiehung. 

hn  Folgenden  soll  immer,  sofern  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich 

jkoMTkt  ist,  stillschweigend  vorausgesetzt  sein,  dass  keine  Tangential- 

l^annongen  in  dem  betrachteten  Körper  vorkommen,  dass  also 

^  ^omalspannungcn  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebenen  gleich  sind. 

I^viik  tec  Voraussetzung  wird  die  Allgemeingültigkeit  der  zu  entwickeln- 

>  te  Sit»  in  Betreff  der  flüssigen  und  luftförmigen  Körper  nicht  berührt, 

iÄ»Ae»  nar  in  Betreff  fester  Körper  beschränkt,  die  Untersuchung  aber 

^^Dtljch  vereinfacht,  indem  dann  der  Spannungszustand  in  einem  gewissen 

f^ito  durch  eine  einzige  statt  durch  im  Allgemeinen  6  Grössen,  nämlich 

A^fA  die  kurzweg  so  genannte  Spannung  6  (§.  4)  bestimmt  ist.      Statt 

f^ letzteren  soll  jedoch  ihr  Entgegengesetztes,  die  Pressung:^  —  <j,  in 

P^  Rechnung  eingeführt  werden,  weil  diese  Pressung  in  der  Regel  (bei 

•^förmigen  Körpern  immer)  positiv  ist.     Der  Wärmezustand  in  einem 

'^Bkte  eines  Körpers  ist  hiemach  bestimmt  durch  die  Aggregatform,  das 

Volumen  und  die  Pressung.    In  der  Folge  soll  stets  mit 


V  das  specifische  Volumen, 

p  die  Pressung, 

/  (erent  f,  wenn  t  zur  Bezeichnung  der  Zeit  dient)  die  Temperatur 

t\«»e«  Körpers  von  gleichförmigem  Wärmezustande  resp.  in  einem  Punkte 

v\«ie«  Körpers  von  ungleichförmigem  Wärmezustande  bezeichnet  werden. 

A>*hei  loUen,  sofern  nicht  ausdrücklich  eine  anderweitige  Verfügung  ge- 

^iffmwird,  bei  der  Messung  dieser  Grössen  sowohl,  wie  auch  überhaupt 

^  to  MoBsung  von  Längen,  Flächen,  körperlichen  Räumen,  Zeiten,  Ge- 

"^•Wigkeiten,  Beschleunigungen,  Kräften,  Arbeiten,  Temperaturen  und 

'•^tmemeugen,  die  folgenden  Einheiten  zu  Grunde  gelegt  und  in  der  an- 

W^taaea  Weise  abgekürzt  bezeichnet  werden; 


1 

I 


I 


I 
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1  Meter  =  1  Mtr. 
I  1  Quadratmeter  =  1  Quadratm. 

1  Cubikmeter  =  1  Cubikm. 

1  Secunde  =  1  See  =  1" 
1  Kilogramm  =  1  Kgr. 
1  Kilogramm-Meter  =  1  Kgmtr. 
1  Grad  Celsius  =  1« 
1  Wärmeeinheit  =  1  Cal., 
letztere  den  Einheiten:  1  Kgr.  und  1®  entsprechend.  — 

Wenn  zwei  Körper  von  gleicher  Art  sich  in  gleichförmigen  oni 
gleichen  Wärmezuständen  befinden,  also  gleiche  Aggregatform,  gkiclj«« 
speoif.  Volumen  und  gleiche  Pressung  haben,  so  haben  sie  erfahrangsraiss: 
auch  dieselbe  Temperatur,  wenigstens  mit  nur  wenigen  Ausnahmen,  v>*U' 
(^insbesondere  z.  B.  bei  Wasser)  in  dem  Falle  beobachtet  werden,  dt&d'-r 
Wärmezustand  sich  nahe  der  Grenze  befindet,  welche  die  Za8tandsf<tt^i't^ 
der  festen  und  flüssigen  Aggregatform  trennt.  Die  Temperatur  /  tw* 
Körpers  von  bestimmter  Art  ist  also  durch  seineu  Wärmezustand,  d.  k 
durch  die  Aggregatform,  das  specifl  Volumen  v  und  die  Pressung  p  ü 
Allgemeinen  bestimmt,  oder  es  ist  t  eine  Function  von  v  und  p,  derr 
F'orm  und  Coefficieuten  von  der  Aggregatform  und  von  der  Körperan  a) 
häugig  sind,  welche  also  fUr  alle  Elemente  eines  homogenen  Körpen  dk 
selbe  ist,  auch  wenn  dieselben  sich  übrigens  in  verschiedenen  Wunv 
zuständen  befinden. 

Diese  Gleichung  zwischen  r,  p  und  t  heisse  (nach  Bauschinger  if 
Znstandsglcichung  des  homogenen  Körpers  der  betroffendeo  St 
für  die  betreffende  Aggregatform.  Unserer  bisherigen  Kenntniss  znfuiv*^ 
hat  man  Grund  anzunehmen,  dass  (abgesehen  von  den  Besonderheit' r 
woKhe  gewisse  Körper  in  der  Nähe  der  Grenze  zwischen  zwei  Aggrf?-«' 
formen  zeigen"^  die  Form  der  Zustandsgieichung  nur  durch  die  Aggn-r«' 
form,  nicht  dun^h  die  Körperart  bedingt  wird,  dass  also  die  Zu^tji^ 
gloiohungen  verschiedenartiger  homogener  Körper  bei  gleicher  AggrecatfiT 
auch  einerlei  Form  und  nur  verschiedene  Coefficieuten  haben,  so  dass  iu*i 
wenn  letztere  als  allgemeine  Buchstabengrössen  eingeführt  werden,  m«'' 
kur/^w'g  von  der  Zustandsgleichung  einer  Aggregätform  n''^«' 
kann.  IHosoUh'  kann,  abgesehen  von  s|>eculativen  Voraussotzmu?« d  ' 
lU  troff  der  Molekularooustitution  der  Materie,  nur  durch  Induction  i« 
einer  i^ro^Mui  Zahl  quantitativ -experimenteller  Bestimmungen  der  Grui^^i 
r,  y,  t  abstrahirt  wenien,  wob<^i  es  femer  der  Fall  sein  kann,  dÄS>  o* 
sich  \orluun^  mit  solchen  Gleichungen  U^^belfen  muss,  welche  bot  fhrcui*- 
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scwiäseu  Theil  des  Umfangsgebietes  einer  Aggregatform  mit  geuttgcnder 
Aim^enmg  gelten,  z.  B.  für  laftf5rmige  Körper  in  der  Nähe  desjenigen 
(irenzzastandes,  welcher  dem  Uebergange  zur  tropfbar  flüssigen  oder  festen 
Ageregatform  entspricht  (Dämpfe),  oder  in  der  Nähe  des  entgegengesetzten 
Grenzznstandes  (Tollkommene  Gase). 

Dorch  die  Zustandsgleichnng  wird  t  im  Allgemeinen  nur  eindeutig 
4ls  Fnoction  von  v  and  p  bestimmt,  in  den  erwähnten  Ausnahmefällen  da- 
fffgen  zweideutig.  Wenn  z.  B.  bei  gewissen  Werthen  von  v  und  p  die 
Tt-mperatur  des  Wassers  <<  4®  ist,  so  kann  sie  bei  denselben  Werthen 
^on  f  nnd  p  noch  einen  anderen  Werth  >>  4^  haben,  indem  für  f  =  4® 
iscpfiüir  das  specif.  Yolamen  bei  gegebener  Pressung  ein  Minimum  ist. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Zustandsgieichung  von  solcher  Art,  dass, 

wenn  r  coustant  ist,  p  und  t  in  gleichem  Sinne, 

^     i        „  ^^  V     -,1    P  n  entgegengesetztem  Sinne 

"ith  gleichzeitig  ändern. 

Vennöge  der  Zustandsgieichung  kann  jede  der  drei  Grössen  r,  p^  t 
«i^FoBction  der  beiden  anderen  betrachtet  und  somit  der  Wärmezustand 
"iüf^  homogenen  Körpers  von  gewisser  Art  und  für  eine  gewisse  Aggregat- 
^»riü  nicht  nur  (der  ursprünglichen  Definition  gemäss)  durch  v  und  p^ 
»"wieru  auch  durch  v  und  t  oder  durch  p  und  t  bestimmt  werden.  Die 
Kr^tünmang  durch  p  und  t  ist  in  der  Praxis  besonders  bei  Flüssigkeiten 
ua  weiteren  Sinne  gebräuchlich,  weil  Pressung  und  Temperatur  derselben 
ionh  die  betreffenden  Instrumente  (Manometer  und  Thermometer)  am 
i'i'btesten  messbar  sind. 

Nicht  homogene  Körper  kommen  im  Folgenden  nur  als  continuir- 
^k-  Gemische  oder  als  Nebeneinanderlagerungen  (discöntinuirliche  Ge- 
aii^che;  zweier  Körper  von  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregatform 
i^  Betracht,  z.  B.  von  Wasser  und  Wasserdampf^  Eis  und  Wasser,  und 
^ar  im  Falle  eines  discontinuirlichen  Gemisches  nur  unter  der  Voraus- 
^t^uog,  dass  p  und  t  in  allen  Punkten  dieselben  Werthe  haben,  widrigen- 
^IL^  die  Zustandsänderungen  der  beiden  Bestandtheile  verschiedener 
"^pregatform  gesondert  untersucht  werden  müssten.    Ist  in  diesem  Falle 

r  das  specif.  Volumen  in  einem  gewissen  Punkte  des  continuirlichen 
resp.  das  mittlere  specif.  Volumen  des  discontinuirlichen  Gemisches, 
«c  das  specif.  Volumen  des  einen, 
^-^  A  dasselbe  des  anderen  Bestandtheils, 
I— jf  die  Gewichtsmenge  des  ersten, 
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y  dieselbe  des  zweiten  Bestandtheils  pro  1  Kgr.  eines  VoluneD- 
elementes  resp.  des  ganzen  Körpers,  so  ist 

v  =  {\  — y)to  -\-y{w  -^A)  =  w-\-y  A. 

Während  nun  im  Allgemeinen  w  und  A  Functionen  von  p  und  i  fi»i 
gemäss  den  besonderen  Zustandsgleichungeu,  welche  den  AggregatforiBoa 
der  beiden  Bestandtheile  entsprechen,  sind  hier  p  und  t  nicht  unabhäiuns 
von  einander,  sondern  durch  eine  gewisse  Gleichung /(p,/)  ^=  0  nr- 
bunden,  weil  die  Wärmezustände  der  beiden  Bestandtheile  nicht  beliebige 
I  Zustände  für   die   betreffenden  Aggregatfonnen,   sondern  GrenzznsUudt' 

bezüglich  auf  den  Uebergang  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregatfom 
sind*.  In  der  obigen  Gleichung  für  v  können  somit  w  und  A  entvedtr 
als  Functionen  von  j>  oder  als  Functionen  von  t  betrachtet  werden;  y^* 
Gleichung,  welche  dann  eine  Beziehung  zwischen  p,  /?,  y  oder  r,  /,  y  i»*' 
drückt,  soll  in  diesem  Falle  die  Zustandsgieichung  des  aus  gleifb- 
artigon  Bestandtheilen  verschiedener  Aggregatform  bestch«'n- 
den  Körpers  genannt  werden.  Sind  irgend  zwei  der  4  Grössen  r,  />,  t,y 
gegeben,  ausgenommen  p  und  ^,  so  sind  durch  die  Zustandsgleichuns  uD'i 
die  Gleichung  /(/i,  t)::=0  auch  die  beiden  anderen  bestimmt. 

Sollen  also  im  Falle  eines  homogenen  Körpers  sowohl  wie  im  Fall- 

eines    solchen    Gemisches    gleichartiger   Bestandtheile    von  verschiedon'T 

i !{  Aggregatform  dieselben  zwei  Grössen  als  unabhängig  Variable  zur  Br<itim- 


I 


»i 


•<t|l 


I'  mung  des  Wärmezustandes  benutzt  werden,  so  können  dies  entweder  r  ur.r. 

p  oder  V  und  t  sein.  Die  Wahl  von  v  und  t  hat  zwar  den  Vorzug,  dav 
die  oben  erwähnte  Zweideutigkeit  der  als  Function  von  v  und  p  betraib- 
teten  Temperatur  dabei  vermieden  wird;  gleichwohl  wird  es  vorgezocn. 
den  folgenden  allgemeinen  Entwickelungen  gewöhnlich  die  Wahl  vod  ' 
ji ;  und  p  als  unabhängig  Veränderlicher  zu  Grunde  zu  legen,  weil  dadurri 

die  Expansionsarbeit  (§.  6)  sich  unmittelbar  ausdrücken  lässt. 


'  > 

■1 


% 

»l'' 


v  *•■ 


if 


^„  *  Dass  bei  gesättigten  Dämpfen,  d.  h.  bei  solchen  Dämpfen,  welche  w" 

;ir  im  Grenzzustande  bezüglich  auf  den  Uebergang  zur  tropfbar  flüssigen  Ag^rreev- 

{{.  form  befinden,   eine   bestimmte  Beziehung    zwischen  p  und  t  stattfindet,  i«* 

allgemein  bekannt.  Aus  der  von  W.  Thomson  experimentell  nachgewie^enrn 
ThatMache,  das»  die  Schmelztemperatur  des  Eises  oder  die  Gefrienuigstt*in- 
perhtur  des  Wassers  mit  der  Pressung  sich  ändert,  nämlich  mit  zunehmen»^«" 
Pressung  etwas  abnimmt,  lässt  sich  indessen  »chliessen,  dass  eine  entsprecher«!* 
Beziehung  zwischen  p  und  t  auch  für  die  Grenze  zwischen  der  flüssigen  ori 
festen  Aggregatform  im  Allgemeinen  stattfindet. 
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§.  9.  WirmemltlkeUuiff  diireli  BerUiraBg. 

Wenn  zwei  Körper  von  verschiedenen  Temperaturen  mit  einander  in 
Berühning  gebracht  werden,  so  nimmt  erfahmngsmässig  ihr  Temperatur- 
uterschied  alhnählig  bis  Null  ab,  und  man  sagt  dann,  es  gehe  Wärme 
^on  dem  wärmeren  zum  kälteren  oder  weniger  warmen,  d.  h. 
Ton  dem  Körper  höherer  zu  dem  Körper  niederer  Temperatur 
iber,  oder  auch  es  gehe  diese  Wärme  selbst  von  höherer  zu  niederer 
Temperatur  übei*. 

Mit  dem  Wärmeübergänge  von  einem  Körper  K  zu  einem  ihn  beruh- 

rendpn  Körper  JTj  durch  die  Berührungsfläche  F  hindurch  ist  in  beiden 

Körpern  eine  Bewegung  der  Wärme,  eine  sogenannte  Wärmeleitung 

\erbunden  zu  denken,  welche  im  Körper  iT  gegen  die  Berührungsfläche 

fern,  im  Körper  JT,  von  der  Berührungsfläche  weg  gerichtet  ist,  entsprechend 

•^m  Temperaturabnahme  im  ersten  Körper  gegen  F  hin,  im  zweiten  von 

^^"f  Denkt  man  sich  einen  Körper,  iu  welchem  Wärmeleitung  statt- 

öB'ift,.in  irgend  einem  Augenblicke  durch  Flächen  der  Art  geschnitten, 

^^  die  augenblickliche  Temperatur  in  allen  Punkten  einer  solchen  Fläche 

^Hch  gross  und  in  je  zwei  benachbarten  Flächen  um  einen  bestimmten, 

:Hch  grossen  Betrag  verschieden  ist,  so  liegen  diese  Flächen  unter  übri- 

(^08  gleichen  Umständen  um  sa  weiter  auseinander,  je  grösser  die  Wärme- 

l'itongsfihigkeit  des  Körpers  ist.  Letztere,  welche  übrigens  im  AUgemeincu 

^'«^ohl  in  verschiedenen  Punkten  des  Körpers,  als  auch  nach  verschiedeneu 

Rkhtongen  verschieden  sein  kann,  wird  durch  den  sogen.  Wärmeleitungs- 

Kfßcienten  gemessen,  der  durch  die  folgende  Definition  bestimmt  ist. 

Es  sei  ^  ein  Punkt  des  Körpers,  in  welchem  zur  Zeit  t  die  Tempe- 
ritnr  =  f  ist,  u^i  ein  anderer  Punkt,  welcher  nach  der  Richtung  AK  um 
^i  von  A  entfernt  und   in  welchem   somit  zur  Zeit  i  die  Temperatur 

i^  ^  ix  ist:  es  sei  femer  dF  ein  nach  zwei  Dimensionen  unendlich 

Kl'ines  ebenes  Fläche&element,  welches  den  Punkt  Ä  enthält  und  zu  AX 
^nkrecht  ist,  d,Q  die  Wärmemenge,  welche  im  Zeitelemente  dt  durch  dF 
im  Sinne  .4X  hindurch  geleitet  wird,  so  versteht  man  unter  dem  Wärme- 
'•itangscoefficienten  im  Punkte  A  des  Körpers  nach  der  Rich- 
^QDg  AI.  den  Coefficienten  A,  welcher  der  Gleichung  entspricht: 
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§.a 


Die  pro  Flächen-  und  Zeiteinheit  hiudurchgeleitete  Wärmeroenge,  welch»' 
die  Geschwindigkeit  der  Wärmcleitung  im  Punkte  A  nach  der 
Richtung  AX  genannt  werden  kann,  ist  danach: 

^^-  =  —  1^^                                      1 
dFdi~         dx 

Ist  der  Körper  homogen,  so  kann  in  der  Regel  X  in  allen  Punkten  gleich 
vorausgesetzt  werden,  ist  er  isotrop,  so  ist  X  auch  nach  allen  Richtanccn 
gleich  gross.  Die  Unabhängigkeit  des  Coefticientcn  X  von  der  Riehton: 
soll  in  der  Folge  stets  angenommen  werden,  wodurch  insbesondere  kry* 
stallisirte  feste  Körper  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  sind;  dag<c>D 
ist  er  im  Allgemeinen  als  abhängig  vom  Wärmezustande  zu  betrachten, 
so  dass  er  streng  genommen  auch  bei  homogenen  Körpern  im  AllgemeineD 
von  Punkt  zu  Punkt  veränderlich  sein  kann.  Sind  nun  A  uud  A^  z««'i 
Punkte  eines  Körpers  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  t,  y,  i^ 
x-\-  dx^  y  -\-  dy^  %-\-  dz^  ist  ferner  6V=  dx dy  dz  das  Volumen  des  mit- 
winkelig-parallelepipedischen  Körperelementes  mit  der  Diagonale  Xl^. 
und  zur  Zeit  t: 

l  die  Temperatur  im  Punkte  A^  folglich 

,  br  ^     ,   bf  ,     ,   öf  ^    ,.      ,^     .     ^     , 

f  +  ^   rf^  -4-  s~  »y  +  V    dz  dieselbe  im  Punkte  -4., 
ox  oy  03 

so  ist  die  resultirendo  Wärmemenge  rfQ,  welche  diesem  Körperelonient/» 

im  Zeitelemente  dt  durch  Leituug  mitgetheilt  wird: 


dQ  =  Xdy  dz 


+  Xdzdx 


-\-  Xdxdy 


hx       \hx       dx^ 


hH 


dt 


dt 


dt 


] 


bz"/ 


dt 


Im  Inneren  eines  homogenen  Körpers  oder  auch  eines  continuirlicht  d 
Gemisches  von  zwei  Körpern  gleicher  Art  und  verschiedener  Aggregatform 
ist  die  Temperatur  eine  continuirliche  Function  der  Coordinaten  ebenv' 
wie  das  specif.  Volumen  und  die  Pressung  im  Falle  des  homogenen  Kor- 
pers resp.  das  specif.  Volumen  und  das  Misch ungsverhältniss  y  im  Kall« 
des  continuirlichen  Gemisches,  mit  welchen  jene  durch  die  Zustandsgleichunf 
verbunden  ist;  dasselbe  gilt  auch  fQr  den  Fall  eines  discontinairlichen  Cn^ 
misches  von  Bestandtheilen  gleicher  Art,  sofern  dieselben  einzefai  homogen 
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änd  ujid  an  ihren  Berflhrangsflftchen  sich  im  Grenzzustande  zwischen  zwei 
Aggregatformen  befinden.  In  je  zwei  Punkten  eines  gleichartigen  Körpers, 
welche  einander  unendlich  nahe  liegen,  sind  also  die  Werthe  von  l  stets  nur 
aoendlich  wenig  verschieden.  Anders  verhält  es  sich  in  Betreff  der  Ober- 
flächentemperatnren  zweier  sich  berOhrender  ungleichartiger  Körper  JT 
ond  iTi,  d.  h.  in  Betreff  der  Temperaturen  der  in  der  Berühmngsfiftche  F 
der  Körper  an  einander  grenzenden  unendlich  dünnen  Oberflächenschichten 
derselben,  welche  während  des  Wärmeüberganges  von  K  zu  JTi  um  eine 
eDdüche  Grösse  verschieden  sein  können;  dabei  ist  der  Fall  ausgeschlossen, 
das8  beide  Körper  luftförmig  sind,  indem  solche  sich  unbeschränkt  gegen- 
seitig durchdringen,  ohne  feste  oder  flüssige  Scheidewand  sich  also  über- 
'aiapt  nicht  in  einer  bestimmbaren  Fläche  berühren.  Ist  dF  ein  Element 
der  Berührungsfläche,  durch  welches  im  Zeitelemente  dt  die  Wärmemenge 
iQ  von  IC  zu  K^  übergeht,«  ist  ferner  Al  der  Ueberschuss  der  Ober- 
äicheotemperatur  von  X  über  dieselbe  von  IT^  beiderseits  von  dF^  und 
^«iztman  dann  die  Geschwindigkeit  des  Wärmeüberganges: 

«oheisse  2^  der  Wärmeübergangscoefficient  an  der  Stelle  des  £le- 
nentes  iF  der  Berührungsfläche.  Ebenso  wie  an  der  Berührungsfläche 
/«eier  verschiedener  Körper  kann  auch  im  Inneren  eines  nicht  homogenen 
Körpers,  nämlich  an  der  Grenze  zwischen  Bestandtheilen  von  verschiedener 
^  die  Temperatur  sich  discontinuirlich  von  einem  zum  anderen  Punkte 
andern.  Sie  verhält  sich  in  dieser  Hinsicht  anders  wie  die  Pressung,  welche 
ttch  beiderseits  von  der  Berührungsfläche  zweier  Körper  immer  nur 
loendhch  wenig  verschieden  ist.  Nur  wenn  es  absolut  starre  Körper  gäbe, 
väre  es  möglich,  dass,  indem  ein  solcher  Körper  auf  einen  anderen  bei 
'Jomittelbarer  Berührung  durch  Druck  beschleunigend  wirkte,  eine  endliche 
t^angsdifferenz  beider  Körper  an  der  Berührungsstelle  stattfände,  dem 
Trtjeheitswiderstande  des  ganzen  getriebenen  Körpers  entsprechend,  wo- 
K^gen  in  Wirklichkeit  der  treibende  Körper  zunächst  nur  die  der  Berüh- 
futgsstelle  nächste  Schicht,  dann  diese  die  folgende  u.  s.  f.  beschleunigt. 
Bei  der  Wärmemittheilnng  durch  Berührung  findet  zwar  auch  ein  analoger 
cootiamrlicher  Uebergang  der  Wärme  von  Schicht  zu  Schicht  statt;  wäh- 
^nd  sber  die  Pressungsdifferenz  zweier  benachbarter  Schichten  nur  von 
^u  Maasen  abhängt,  von  den  Arten  und  Aggregatformen  ihrer  Materien 
BDd  von  der  Innigkeit  der  Berührung  dagegen  unabhängig  ist,  wird  die 
^^pefttnrdifferenz  durch  diese  letzteren  Umstände  wesentlich  bedingt 
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;i 

■'  '•! 
I  j  der  Art,  dass  sie  nur  dann  immer  unendlich  klein  ist,  wenn  die  Schichtee 

li  !  !  demselben  homogenen  Körper   oder   demselben  Gemisch   von   theilweiso 

;ii|(;  flttssigen  gleichartigen  Körpern  angehören. 

■  • '  i" 

I'  Wenn  durch  Mittheilung  von  Wärme  ein  fester  Körper  flflssig,  ein 

flüssiger  luftförmig,  oder  durch  Entziehung  von  Wärme  ein  loftförmiRcr 
Körper  flttssig,  ein  flüssiger  fest  wird,  so  ist  während  einer  solchen  aU- 

j'*,  mähligen  Aenderung  der  Aggregatform  die  Temperatur  des  Körpers  nor 

•    I  von  der  Pressung  abhängig,    also  constant,    wenn  letztere  constant  ist. 

'  Wenn    also    die   Pressung   eines  continuirlichen  Gemisches  gleichartiger 

Bestandtheile  von  verschiedenen  Aggregatformen  in  demselben  Augenblicke 

in  allen  Punkten  gleich   resp.  in  je  zwei  Punkten  nur  unendlich  wenis 

verschieden  ist,  was  nicht  ausschliesst,  dass  sie  im  Verlauf  der  Zeit  stetig 

veränderlich  sein  kann,  so  ist  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  j^ 

zwei  Punkten  nur  unendlich  wenig  verschieden,  während  gleichwohl  dif 

dQ 
Wärmeleitung  mit  endlicher  Geschwindigkeit  :=    .wy.    stattfinden    kam. 

dr  dt 

der  Wärmeleitungscoefficicnt  X  ist  in  solchem  Falle  unendlich  gross.   \\  enn 

ferner  einer  homogenen  Flüssigkeit  im  weiteren  Sinne  Wärme  von  uuteu 

her  mitgetheilt  oder  von  oben  her  entzogen  wird,  so  kann  durch  die  Aou- 

dernng  des  specif.  Gewichtos  eine  so  lebhafte  Mischungsbewegung  in  dtT 

i'  Flüssigkeit  veranlasst  werden,  dass  die  Temperatur  in  demselben  Aageih 

blicke  in  je  zwei  Punkten  nur  unmessbar  wenig  vorschieden,  der  Wärmt^ 

I  leitungscoefficient  2  also  unmessbar  gross  ist,  falls  der  Wärmettbergaiu 

an  der  Oberfläche  mit  endlicher  Geschwindigkeit  stattfindet  Ebenso  kann 
X  bei  einem  discontinuirlichen  Gemische  von  zwei  gleichartigen  Bestand- 
theileu  verschiedener  Aggregatform  an  der  Grenze  dieser  Bostandtheil«' 
unendlich  gross,  im  Inneren  der  (im  weiteren  Sinne)  flüssigen  Theile  in 
Folge  von  Mischungsbewegungen  wenigstens  unmessbar  gross  sein.  Nor 
bei  homogenen  festen  Körpern  hat  X  unter  allen  Umständen  einen  end- 
lichen Worth. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  der  Wärmeleitungscoefficient  X  unendhch 
oder  wenigstens  unmessbar  gross  ist,  so  dass  er  in  der  Rechnung  bei  Ah- 
straction  von  unmessbar  kleinen  Differenzen  als  unendlich  gross  zu  betrachteD 
ist,  kann  die  Temperatur  des  Körpers,  obschon  sie  in  je  zwei  Punkten  dts- 
selben  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  doch  von  der  Temperatur  m 
der  unmittelbaren  Umgebung  des  Körpers  um  Endliches  verschieden  sein. 
sofern  der  Wärmeübergangscoefficient  X^  nicht  etwa  selbst  unendlich  gn^«^^ 
ist  Im  Gegensatze  dazu  schliesst  die  Voraussetzung  einer  in  je  zwei 
Punkten  eines  Körpers  von  endlicher  Grösse  unendlich  wenig  verschiedenes 
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Pressimg  aach  ohne  Weiteres  die  Yoraasseizung  ein;  dass  diese  Pressung 
von  dem  Äusseren  Druck  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  nur  unendlich 
wenig  yerschieden  sei. 

Schliesslich  mag  in  Betreff  der  Anwendung  auf  eine  Flflssigkeit  aus- 
drtfklieh  herrorgehoben  werden,  dass  dFin  der  obigen  Gleichung  (2)  das 
Volumen  eines  Körperelementes  bedeutet,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
dass  es  keinerlei  Mischung  mit  Flttssigkeit  von  anderer  Temperatur  während 
des  Zeitelementes  dt  erfährt;  anderenfalls  würde  es  an  genügenden  Anhalts- 
ponkten  zur  Wahl  des  entsprechenden  Werthes  von  X  fehlen  und  das  Aen- 
\)enmg8gesetz  der  Temperatur  im  Inneren  der  Flüssigkeit  sich  nur  empi- 
risch bestimmen  lassen. 


§.  10.    Wirmemittheilung  tereh  StnUdnng. 

&£BLhruBgsmässig  können  sich  zwei  Körper  JST  und  ^^,  wenn  sie  sich 
ii  einem  geeigneten  Mittel  befinden,  auch  dann  Wärme  mittheilen,  wenn 
ae  sich  nicht  berühren,  und  zwar;  ohne  dass  die  Temperatur  dieses  Mittels, 
velches  auch  durch  einen  leeren  Raum  ersetzt  werden  kann,  dadurch  ge- 
ändert wird.  Solche  Wärmemittheilung  heisst  Wärmestrahlung;  sie  ist 
ganz  analogen  Gesetzen  unterworfen  wie  die  Lichtstrahlung.  Bezüglich  auf 
die  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines  Körpers  steht  sie  zu  der  Wärme- 
mittheilung durch  Berührung  in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  bezüglich 
äof  die  Aenderung  des  äusseren  Zustandes  eine  aus  beliebiger  Ferne  wir- 
krnde  äussere  Massenkraft  zu  einem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche; 
ii<'  im  Inneren  des  Körpers  geleitete  Wärme  entspricht  den  inneren 
(lächenkräften,  und  endlich  kann  den  inneren  Massenkräften  entsprechend 
auch  Wärmestrahlung  im  Inneren  des  Körpers  selbst  stattfinden. 

Ist  A  ein  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  iT,  welcher  dem  Körper 
A'i  Wärme  zustrahlt,  und  erstreckt  sich  die  von  A  ausgehende  Wärme- 
strahlung in  einem  Zeitelemente  dt  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  1^,  so 
t^^ion  man  ebenso  wie  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  alle  Punkte  A' 
von  y  als  neue  Wärmecentra  betrachten,  von  denen  sich  im  folgenden 
Zeitelemente  di  die  Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  /'  erstreckt, 
dann  alle  Punkte  A"  der  Umhüllungsfläche  F"  dieser  Flächen  /'  abermals 
^  neue  Centra,  von  denen  aus  sich  im  folgenden  Zeitelemente  dt  die 
Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  /"  mit  der  gemeinschaftlichen 
rmhallungsfläche  F"'  erstreckt  u.  s.  f.  Die  so  erhaltenen  Umhüllungsfläqhen 
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/^,  /^',  i^"  ...  heissen  die  von  A  ausgehenden  Wärmewellenfl&chen, 
und  jede  Linie  A  Ä  A"  Ä"  .  .  . ,  welche  alle  diese  WeUenftftchen  nomol 
durchschneidet,  heisst  ein  von  A  ausgehender  Wärm  est  rahL  Diese 
Wärmestrahlen  können  im  Allgemeinen  krumme  und  selbst  stellenweise  l\>- 
brochene  Linien  sein,  indem  das  Medium  sich  längs  denselben  stetig  oder 
plötzlich  ändern  und  dadurch  zu  Brechungen  und  Reflexionen  Veranlasson^ 
geben  kann.  Dabei  sind  zunächst  Wärmestrahlen  von  einerlei  GattBue. 
also  von  gleicher  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  demselben  Mittel  vur* 
ausgesetzt. 

Ist  A^  irgend  ein  Punkt  des  Wärmestrahls  A  Ä  Ä'  A'" . . . ,  z.  B.  eia 
Punkt  der  von  demselben  getroffenen  Oberfläche  des  Köpers  K^^  so  ist  der 
Strahl  AA^  auch  dadurch  charakterisirt,  dass  er  der  Weg  ist,  auf  welchrio 
die  von  A  aus  gestrahlte  Wärme  den  Punkt  A^  in  der  kürzesten  Zeit  er- 
reicht. Ist  nämlich  A d a" d" ,.,  A^  irgend  ein  anderer  beliebig  nahe  b^ 
nachbarter  Weg  zwischen  A  und  -4^,  unter  »',  d\  d"  . . .  Punkte  der  Fläciiei 
F\  F'\  F"' . . .  verstanden,  welche  den  Punkten  A\  A'\  A'" . . .  des  Stnhk 
AA^  beliebig  nahe  liegen,  so  können  nicht  alle  Elemente -4fl',  «V ...  d^ 
Weges  Add'  ...A^  normal  zu  den  Flächen  F',  F" . . .  sein.  Ist  aber  z-  B. 
d  d'  nicht  normal  zu  F"^  so  liegt  der  Punkt  d'  ausserhalb  der  Fläch»- 
/",  bis  zu  welcher  sich  von  d  aus  die  Wärmestrahlung  im  Zeitelemente  A 
erstreckt,  und  es  braucht  also   die  Wärmestrahlung  von  d  bis  d'  ein»* 
grössere  Zeit,  als  von  d  bis  zum  Berührungspunkte  der  Flächen/"  and 
1^%  welch'  letztere  der  zur  Strahlung  von  A'  bis  A"  erforderHchen  Zeit 
gleich  ist. 

Die  Wärmestrahlung  zwischen  zwei  Körpern  X'  und  JTj  ist  gegenseitig?, 
und  es  hängen  die  Wärmemengen,  welche*  sie  einander  in  einer  gewis!^**ii 
Zeit  zustrahlen,  von  den  Beschaffenheiten  der  Oberflächenschichten  beidtr 
Körper,  von  den  Temperaturen  derselben  und  von  der  Beschaffenheit  dt-* 
von  der  Wärme  durchstrahlten  Mittels  ab.  Dass  im  Falle  der  Gleichheit 
jener  Oberflächentemperaturen  der  Körper  IC  dem  Körper  JT,  unter  alleo 
Umständen  ebenso  viel  Wärme  zustrahle,  wie  er  von  ihm  in  derselbt^n  Z«'it 
durch  Strahlung  empfängt,  lässt  sich  nicht  ohne  Weiteres  behaupten:  denn 
die  Definition  der  Gleichheit  zweier  Temperaturen  (§.  7)  setzt  Iwiiirhch 
Wärmemittheilung  durch  Berührung  voraus  und  lässt  sich  als  Definition 
auch  nicht  ohne  Vorurtheil  erweitem.  Bei  der  Mannigfaltigkeit  von  mot- 
liehen  Fällen  und  den  mancherlei  Fehlerquellen,  mit  denen  die  VersuHie 
über  die  Wärmestrahlung  zu  kämpfen  haben,  lässt  sich  auch  auf  dem  We^f 
des  Versuchs  allein  eine  vollkommene  Feststellung  der  Bedingungen,  anter 
denen  das  Wärmegleichgewicht  durch  Strahlung  statttindet,  kaum  erwarten. 
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durch  eine  mathematische  Untersuchung   ergeben  sie  sich  in  folgender 
Weise.* 

Es  seien  A,  B^  C  drei  Ebenen;  in  jeder  derselben  seien  zwei  recht- 
winkelige Coordinatenaxen  angenommen,  in  Beziehung  auf  welche 

/« und  y^  die  Coordinaten  eines  Punktes  a  in  der  Ebene  JL, 

n  und  yt     „  „  „  „        h  „     „         „      B, 

Xe  und  y^     „  ,,  ,,  „        c  ,,     „         „      C 

MBU-  Es  seien  femer 

t^  =  einer  Function  von  x^,  y^,  «c,  ffo 


'«- 

?9 

n 

11 

^ai    yai   ^ci   yc7 

u 

n 

11 

»1 

^aj    tfaj    ^b,    Vb 

die  Minimalzeiten  der  Wärmestrahlung  beziehungsweise  von  h  bis  r,  von 
<  bis  t  and  von  a  bis  ^,  also  die  Zeiten,  welche  die  Fortpflanzung  der 
^ime  durch  Strahlung  längs  den  Wärmestrahlen  he^  ac  und  ab  oder  um- 
wkßtat  erfordert. 

£s  handelt  sich  zunächst  um  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
^t^o  6  Coordinaten  der  drei  Punkte  a,  5,  c  stattfinden  müssen, 
V'Qii  diese  in  demselben  Strahle  liegen  sollen,  und  zwar  so, 
da>s  c  zwischen  a  und  h  liegt,  der  Strahl  also  ach  x)der  hca  ist.  Jeden- 
tiUs  ist  dann 

^ac  -h   ^bc  =  ^ab'i 

lüein  diese  Bedingung  genügt  nicht,  weil  durch  zwei  der  drei  Punkte  im 
Allgemeinen  der  dritte  bestimmt  ist,  durch  4  jener  6  Coordinaten  folglich 
Üe  beiden  anderen  bestimmt  sein  müssen.  Ist  aber  a  ein  Punkt  der  Ebene 
-1  in  der  Nähe  von  a,  welcher  also  nicht  in  der  Yerlängerung  des  Strahls 
^  Hegt,  90  ist  die  Zeit  („i,  des  directen  Strahls  ab  die  kleinste  Zeit  der 
^^trahlang  von  a  bis  ft,  also  kleiner  als  die  Summe  der  Zeiten  längs  den 
Strahlen  ae  und  «J,  d.  h. 

^ah  <C  ^ac  +  hc  oder  t^b  —  tac  <C  hc 

w  dass  der  Punkt  a  als  in  der  Verlängerung  des  Strahls  bc  gelegen  durch 
•Ke  Bedingung 

bestimmt  ist,  woraus  folgt: 


•  Vergl.   Clausius:  „Ueber  die  Concentration  von  Wärme-  und  Licht- 
»taUen  und  die  Grenzen  ihrer  Wirkung/*   Poggendorff's  Annalen,  Bd.  121. 
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Ist  ebenso  ß  ein  Punkt  der  Ebene  B  nahe  bei  i,  so  ist 
'«jf  <  '«  +  f^t  oder  („  ,  —  i  ^r  <  <„„ 
so  d&BS  der  pQDkt  h  als  in  der  Verlängerung  des  Stnthls  ae  gelegen  drr 
Bedingung 

(„1  —  (jc  ^=  «w. 


enUprecheo  mnss, 

woraus  folgt: 

=  0 

Ist  endlich  y 

ein  Pnnkt  der  Ebene  C  nahe  bei 

(,  so  ist 

^  <*.,  +  <»„  also  („  +  <..  =  -. 

^1 

--^V'—-    ^0;     A«"^_."-'^o :i. 

Jedes  der  Systeme  (1),  (2)  und  (ß)  von  je  zwei  Gleicbungen  druckt  dir 
gegenseitige  Beziehung  der  drei  Punkte  aus,  in  welchen  ein  Strahl  die 
drei  Ebenen  so  schucidel,  dass  der  Punkt  e  zwiscben  a  und  i  liegt;  jedi> 
dieser  3  Paare  von  Gleichungen  hat  die  beiden  anderen  Paare  und  aiiii 
die  Gleichung  t^c  +  '^  ^  '••»  zur  uothwendigen  Folge,  falls  es  nur  t^im-s 
Strahl  zwischeu  den  Punkten  a  and  b  giebt. 

Es  sei  unn  in  der  Ebene  A  der  Punkt  a  gegeben,  iu  der  Ebern'  H 
ein  unendlich  kleines  Flftcbenelement  JB;  die  Strahlen,  welche  vom  Paukt-' 
a  nach  allen  Punkten  des  Umfanges  von  dB  gehen,  schneiden  <lann  dir 
Ebene  C  im  Umfange  eines  Ftächenelementes  dC,  dessen  VerfaAltiiis>  ci 
dB  bestimmt  werden  soll.  Wird  das  Element  dB,  dessen  Gestalt  hierUt 
gleichgültig  ist,  ab  ein  Rechteck  =  dx^  dy^  aogenonuneD,  so  dass  <h' 
Coordinaten  der  Endpunkte  b,  i,,  b^  and  4,  boziebnngsweise 

^''  '-  sind,  so  kann  das  eutsprechoude  Element  dC  ak  nb 

1  i^''     Parallelograumi  c  c,  c,  c,  (Fig.  3)  betrachtet  werdn. 

nktc  r,  und  «j,  welche  aaf  den  Strahl-  c. 
if'gen,  beztiglich  auf  den  Eckpookt  . 
dem  Strahle  ah  liegt,  die  folgeint'  l 
rdiuateu  haben: 
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''''«  =  by/y» 


Ist  nun  q^   der  Schnittpunkt  von  p^c^  mit  c^e^^  q^  der  Schnittpunkt  von 
*f^  mit  ^2^37  ui^<i  ^»9$  parallel  r/?^,  so  ist 

^^'=^i<3<^»  ^^^^ifi'iya  =^l'iy3ft 

=  ^1  (<?P»— /'gft)  =  <^i  [cp%  — ^^  *  i'i^i )  =  ePi '  cp^—Pt(i%  'Pxh 


\hxt  Öy5      hyb  ^^J 


. —  -— 


dC _hxc  hyc _ ^e  ^yc 

dB      hxb  hyt,      öyt  hxi, 

Um  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  partiellen  Differential- 
•^aütienten  als  Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  a,  d,  c  auszudrücken, 
k^n  ifgend  eines  der  Gleichungenpaare  (1),  (2),  (3)  benutzt  werden;  hier 
^'fgfn  die  Gleichungen  (1)  gewählt  werden,  welche,  sofern  hier  Xa  und  y^ 
('^ostante  sind,  sich  dadurch  auszeichnen,  dass 

c     und  ^-    nur  die  Variablen  xi,  und  Vft, 

OXa  Oya 

^—und^— "^  nur  die  Variablen  Xg  und  yc 

OXa  Oya  , 

''ithalten.    Setzt  man  zur  Abkürzung  vorübergehend 
'tud  bezeichnet  eine  Differentiation 

nach  Xa  ya    si^b  y»    «c  yc 
durch  den  Zeiger  a    a     h    ß     c    T^ 

^>  lassen  jene  Gleichungen  (1)  sich  so  schreiben: 

Ca— jBa  =  0;       Ca—Ba  =  0. 

Wenn  man  sie  nach  x^  differenzirt  und  berücksichtigt,  dass  Xc  und  ye  Func- 
tiunen  von  x^  sind,  so  folgt: 

OXb  ÖXb 


^^v_  ^   ^y 

Grftskvf.  Uh*oni.  Mwcliuieiilehre.     l 


C«6 Bac  ST ^ay  ^"  ^=  ^  ? 


[TTBKniOMO  DUSCH  STBAHLDNa. 

n  nach  y^; 

-'"ST."  ■'»».- 

ser  4  Gleichnngcn  folgt: 


l: 

Doppclproportionen : 

Boc  —  -Bac  C«,i)  —  (fi»r  ^•,«  —  ''■i'  -Ö- 


äre  gofunden  worden,  wenn  du  Element  dV  n- 
sehende  Element  dB  dazu  bestimmt  worden  «jr 

rsiclillidi,  dass  sich  mit  Halft-  der  GleichuD.'  : 
ädnick  filr  das  Verhaltuiss  der  FlächenHi-m^;!'' 

und  C  ergiebt,  welche  einem  von  einem  Pnnli- 
?n  StrahlenbDschel  entsprechen,  desgl.  mit  Hutf> 
as  Verhältniss  der  FlOchenelemenle  dA  dixI  <^ 
:he  einem  von  einem  Punkte  c  der  Ebene  t'  js- 
entsprechcn.  Jedes  dieser  Verhältnisse  i-' 
verhüitnisse  zu  entnehmen: 


fjO. 
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dA:dB:dC  =  a:h:e 

worin  0^  &,  e  die  Absolutwerthe  der  folgenden  Ausdrücke 

bedeoten : 


«  —  i^C  A^fy  Al^y  A^c    =^ 


bxb  hxc  öyt  hye       i^^b  ö^c  ^6  i^^e 


'ae 


'ae 


<ae 


.(5). 


ay  ay      ac         ^^^  ^^  ^^^  ^^^         ^^^  ^^^   ^^  ^  j^^ 

c=C    C     —C     C     =^   ^^'-  -  *^-  —  -— ''^-  -~^ 

Zur  Bestiinmung  der  Wärmemenge,  welche  irgend  zwei  Ele- 
^^atedJünddB  der  Ebenen^  und^  sich  gegenseitig  zustrahlen, 
vi^rde nun zonächst  angenommen,  dass  eine  Concentration  der  Strahlen 
Aicii^  stattfindet,  dass  also  jeder  Punkt  des  einen  Elementes  von  jedem 
h»kte  des  anderen  einen  und  zwar  nur  einen  Strahl  (derselben  Gattung) 

1^1  insbesondere  die  Wärmemenge  =  dQ^^  zu  bestimmen,  welche  das 
ß^^meiit  iA  dem  Elemente  dB  in  der  Zeiteinheit  zustrahlt,  werde  die 
^nttkhene  C  parallel  der  Ebene  A  in  einem  so  kleinen  Abstände  q  an- 
P^iommen,  dass  das  durchstrahlte  Mittel  zwischen  dA  und  der  Ebene  C 
^  eidchfönnig,  jeder  der  betreffenden  Strahlentheile  ae  folglich  als  gerad- 
faiis  voranszosetzen  ist.  Ist  nun  dC  das  Flächenelcment,  in  welchem  der 
v^9D  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Elementes  dA  nach  dem  Elemente  dB 
f^ode  StraUenbflachel  die  Ebene  C  schneidet,  so  ist  den  Gleichungen 
•i,  fflfolge 

dC  =  ^dB, 
b 

»rin  die  Grösse  h  sich  unter  den  gemachten  Yoraussetzungen  auf  eine 
■Ar  einfache  Form  bringen  lässt.  Werden  nämlich  die  Coordinatenaxen  in 
^  Ebenen  A  und  C  einander  parallel  und  so  angenommen,  dass  die  Yer- 
"O^langslinie  ihrer  Anfangspunkte  auf  diesen  Ebenen  senkrecht  ist,  so  ist 
^^r  Aljstand  r  des  Punktes  a  mit  den  Coordinaten  ^r«,  y^  von  dem  beliebigen 
^"«iikte  f  (x^  y^)  des  Elementes  dC: 


r  =  yQ^  +  (^c  —  ^a)^  +  (^e  —  Va)^ 

ciid  Tenn  w^  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  strahlenden  Wärme  in 
'^"31  Mittel  zunächst  dem  Elemente  dA  bedeutet,  so  ist 


<«=- 


also  h 


^ 


4* 
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idrucke  von  r  zufolge 

Ör  ^_       Xc — x^        6r «c — *o 

hxa  r      '     ftj-c  >* 

r*  L  r       \      oxaOyt       r 

IL      (yc-y.)'1.    .»»ü^x  ., 


dC^w*  -(.dB. 
()» 

len  des  vom  Punkte  a  nach  dem  Elemente  dB  gehtsU 

cu  unendlicü  kk-iueu  Winket  mit  einander,  so  dt.«  ^ 

lolchen  Strahls  im  Punkte  a  als  die  Richtung  des  giiu>' 

Punkte  bezcichuet  werden  kann.   Bildet  dicsi-  Rjchiun 

Ebene  C  bin  gerichteten  Normalen  der  Ebenen  J  oivl ' 


t^  =  "  ,      also  auch  rfC  =     "         c.  rf5 . 

ch  ferner  um  a  aU  Mittelpunkt  mit  den  Halbmesstrn  \ 
beschrieben,  su  wird  letztere  Kugelfläche  vom  Siralil  li 
lächenelemente  =^  dC.  eo»^  geschnitten,  also  die  t-rsl'T'l 
Ifiche  mit  dem  Halbmesser  (f  im  FIAcbenelemGule        . 

:ht  auf  den  Ausdruck  voD  dC  sich  enpoht: 

''5="-;,.iÄ -i 


=  dem  Flficlieueleniente,  in  welchem  der  Strtlil' < 
einen  Ursprung  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halhmi^-i 
golfläche  schnitte,  wenn  er  bis  dahin  diest'lb«'  Rii-lii-^n 

kann  die  OoffnungsgrOsae  des  von  m  nacli  'i 
enbUschels  genannt  werden.  Sieist  filrdiv  Sinüil-i 
I  den  verschiedenen  Punkten  a  des  Elemeptes  dJ  >u< 


^  10.  w1bmxjcjtthsii<cvo  dubch  sTSAHLUira.  53 

iB  gehen,  nar  unendlich  wenig  verschieden,  und  es  ist  somit  die  Wärme- 
iBcBge  iQ^  einerseits  dieser  OeffnungSjg^rösse  und  anderseits  der  Projection 
von  iÄ  auf  eine  zu  den  gleichen  Richtungen  aller  Strahlenbttschel  senk- 
rechte Ebene  proportional  zu  setzen: 

dK 
dQab  =  €.dAeosd-.~^  =  fWa^ e,  dA  dB. 

Q 

W'MTB  f  einen  Coefficienten  bedeutet,  welcher  durch  die  specifische 
Wärmeemission  =  e^  des  Flächenelementes  dA^  d.  i.  durch  die  Wärme- 
i&enge  bestimmt  ist,  welche  von  demselben  pro  Flächeneinheit  in  l"  im 
^i«uen  gegen  die  (unendliche)  Ebene  C  hin  ausgestrahlt  wird.  Aus  der 
titiprpchenden  Gleichung 

r  dK    e     r 

I  e  dA  CM  9"   —z-=    «  dA  1  dKoos  9'  =  ea  dA. 

J  ?     p*   j 

«im  das  Integral  sich  über  die  ganze  Halbkugel  zum  Halbmesser  q  er- 

^ntktalso 


iylfdki 


jdKcosd'=^JtQ' 


£= -,  also  dQaö  =  eaWa^-dAdB (8) 


-  d(^r  Wärmemenge,  welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB 
"J 1  durch  Strahlung  zusendet,  worin  die  Grösse  c  durch  die  be- 
rrvffpflde  GL  (5)  bestimmt  ist.  Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge, 
»•^lehe  dA  von  dB  in  l"  empfängt,  wenn  ^^  und  »6  die  entsprechenden 
Neotangen  fUr  dB  Wie  ea  und  Wa  für  dA  haben, 

rfQj^  =  tfft  «?^«  -  dA  dB 

jc  ■ 

dQ„b'dQta=  eaU)J:ebWb^ \ (9). 

Es  werde  jetzt  angenommen,  die  Wärmestrahlung  zwischen  den  Ele- 
a^DtenrfJ  und  dB  sei  mit  einer  Concentration  der  Strahlen  (durch 
Bnrhun^  oder  Reflexion)  verbunden,  und  zwar  soll  zunächst  der  extreme 
Fall  Toraosgesetzt  werden,  dass  alle  Strahlen,  welche,  von  irgend  einem 
^'«iikte  n  des  Elementes  dA  ausgehend «  durch  ein  gewisses  endliches 
nachenstöck  JC  der  Ebene  C  hindurchgehen,  in  einem  Punkte  b  von  dB^ 
•^m  conjngirten  Bronnpunkte  von  a,  zusammentreffen.  Das  Element 
^B  8fi  dag  optische  Bild  von  dA^  d.  h.  der  Ort  der  conjugirten  Brenn- 
r'Qnkte  h  aller  Punkte  a  von  dA]  umgekehrt  ist  dann  auch  dA  das  optische 
^üd  Ton  dB. 


■  I 


I 


■         I 
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Die  Grösse  c,  Gl.  (5)  Ist  in  diesem  Falle  unendlich.    Denn  dnroh  ^f-i 
Punkt  (4?a,  yo)  des  Elementes  rf-4  i^t  sein  conjugirter  Brennpunkt  >6.yii 
im  Elemente  dB  zugleich  mitgegeben  und  umgekehrt,  so  dass  die  im  An«- 
:!  drucke  von  c  vorkommenden  Differentialquotienten  von  tob   nach  irgHudj 

.■\  welchen  der  Coordinaten  Xa^  ya,  xt^  y^  hier  keine  endlichen  Wertho  hab^^i 

können.  In  der  That  sind  auch  die  Verhältnisse  dAidC  und  dBidC^  wdchti 
nach  Gl.  (5)  beziehungsweise  ^=  aic  und  =  h.o  wären,  im  vorließCBdfQ 
Falle  unendlich  klein,  weil  ein  von  a  nach  dB  oder  von  h  nach  dA  p^v^ 
der  Strahlenbüschel  die  Ebene  C  in  einer  Fläche  AC  von  endlicher  GruH 
schneidet. 

Ein  Strahlenbüschel  dagegen,  welcher  von  irgend  einem  Punkte  t  di^^ 
Fläche  AC  nach  dA  oder  dB  geht,  schneidet  die  Ebene  B  in  dB  resp.  »li«| 
Ebene  A  in  dA^  so  dass  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dB  nach«!'' 
vor  die  Beziehung  stattfindet: 

dA:dB=^a:h     1», 

welche  auch  in  optischer  Beziehung  von  Interesse  ist,  indem  sie  mit  RAtki 
sieht  auf  die  Bedeutungen  von  a  und  b  nach  Gl.  (5)  die  allgemeinst^ 
Gleichung  zur  Bestimmung  des  Grösseuverhältnisses  zwischen  einem  (vep'i^ 
Stande  und  seinem  optischen  Bilde  ist.  | 

Ist  nun  dC  ein  Element  der  Fläche  AC^  so  ist  die  Wärmemenge  dQ,\ 
welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB  durch  dieses  Element  dC  hn 
durch  zusendet,  gleich  der  Wärmemenge,  welche  überhaupt  von  dA  na«! 
dC  gestrahlt  wird,  indem  letztere  vollständig  in  dB  concentrirt  wird,  un 
da  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dC  dieselbe  Beziehung  statttiml- 
wie  zwischen  dA  und  dB  in  Gl.  (8),  dass  nämlich  von  jedem  Punkte  •!' 
einen  nach  jedem  Punkte  des  anderen  Elementes  ein  und  nur  ein  Stndi 
geht,  so  ist  hier  ; 

dQab  ■■=-  ^n  ^a^  '  dA  dC, 

erhalten  aus  Gl.  (8)  durch  Vertauschung  von  dB  mit  dC  und  von  c  mit  ^ 
welche  letztere  Grösse  nach  Gl.  (5)  ebenso  von  t^c  abhängt  wie  c  veii  '  i 
Dieselbe  Gleichung  gilt  für  alle  Elemente  von  AC^  und  es  ist  also  die  uan  ^ 
Wärmemenge,  welche  in  l"  von  dA  nach  dB  gestrahlt  wird. 


AQ„,  -- e„  w,*^  dAJb dC -=  -i'^i  Ib 


Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge,  welche  dA  von  dB  ia  1 
empf&ngt, 
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wftbei  die  Integration  ebenso  wie  in  Gl.  (11)  sich  über  die  Fläche  AC 
streckt. 

Diese  Wärmemengen,  welche  die  Flächenelemente  dA  und  dB  mit 
^'iModer  austauschen,  sind  in  Folge  der  Concentration  der  Strahlen  we- 
^entlich  andere  wie  im  vorigen  Falle  ohne  solche  Concentration,  ihr  Ver- 
iüte  aber  ist  dasselbe  wie  früher,  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (10): 

Es  aeion  nan  allgemein  A  und  B  irgend  zwei  begrenzte  Flächen, 
Hebe  sich  gegenseitig  Wärme  zustrahlen,  C  eine  zwischen  ^und 
hegende  Fläche,  AC  das  Stück  derselben,  welches  der  Ort  aller  Punkte 
k  in  welchen  die  von  A  nach  B  oder  umgekehrt  gehenden  Strahlen  die 
^^  C  schneiden.  Mag  diese  Strahlung  mit  oder  ohne  Concentration 
<^fStnhl6n  in  ^  und  B  stattfinden,  so  kann  doch  die  beliebige  Fläche  C 
"^rw  gewählt  werden,  dass  in  ihr  keine  Concentration  der  Strahlen 
^^Wbdet,  dass  also  von  jedem  Punkte  der  Flächen  A  und  B  nach  irgend 
«^  Punkte  von  AC  nur  ein  Strahl  geht.  Es  ist  dann  die  Wärmemenge, 
'^Iche  das  Element  dA  der  Fläche  A  durch  das  Element  dC  von  AC  hin- 
kith  der  Fläche  B  in  l"  zustrahlt,  nach  Gl.  (8)  bei  Vertauschung  von  dB 
witrfCnnd  e  mit  b: 

dQab  =  «a  ^a^        dA  dC , 

**'U>\  die  in  der  Grösse  h  nach  Gl.  (5)  vorkommenden  Coordinaten  a?«,  y« 
^^^  ^r,  jfc  sich  auf  Axen  in  den  Bertthrungsebenen  der  Flächen  A  und  C 
-ziehen,  mit  welchen  die  Elemente  dA  und  dC  derselben  zusammenfallen. 
Ke  Berechnung  der  ganzen  Wärmemenge,  welche  in  l"  von  A  nach  B 
iwtrahlt  wird,  erfordert  eine  zweimal  zweifache  Integration  über  die  ganze 
i^läche  i  und  das  ganze  Flächenstück  AC,  ist  also 

Q.,4^--  I eaWa^dAI  bdC=  -  ll eawJhdAdC  .  .  .  (12), 

*fA»i  sofern  dA  und  dC  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  sind,  jede  der 
^'iden  Integrationen  zwei  einzelne  Integrationen  in  sich  begreift  und  die 
''rdizen  der  Integration  in  Beziehung  auf  dC  durch  die  Grenzen  der  Fläche 
^  Wstinufit  und  übrigens  Functionen  des  Ortes  sind,  wo  das  Element  dA 
io  der  FUche  A  liegt.  Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge,  welche 
Flicke  A  in  l"  von  der  Fläche  B  empfängt, 
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wobei  dio  Grenzen  der  Intej^ration  in  Beziehung  auf  dC  duröb  die  Gri'uz«  u 
der  Fläche  A  bestimmt  und  übrigens  Functionen  des  Ort<»8  sind,  wo  dJ^ 
Element  dB  in  der  Fläche  B  liegt.  Nun  können  die  Flächen  A  und  /.* 
insbesondere  so  in  Elemente  zerlegt  werden,  dass  je  zwei  derselben  dA 
und  dB  demselben  Strahlenbüschel  entsprechen,  dessen  Ursprung  e  in  <i»  r 
Fläche  C  liegt;  dann  ist-nach  Gl.  (5) 

hdA==:adB 

und  es  entspricht  jedem  Elemontargliede  h  dA  dC  im  Ausdrucke  von  Q^  v\\\ 
gleiches  Elementargliod  a  dB  dC  im  Ausdrucke  von  Q»«?  so  dass,  die  \nU^ 
grale  zwischen  den  vorerwähnten  Grenzen  genommen,  auch 

JJ  hdAdC=  JJadBdC 

ist  und  somit,  wenn  fa  und  w^^  in  allen  Punkten  von  A,  ej,  und  v^  ir 
allen  Punkten  von  B  gleich  sind,  sich  wieder  verhält: 

Qab  :  Qba  =  ^a  «^a*  :  <?6  «^6* '  ^^  b 

Bei  diesen  Betrachtungen  sind  Strahlen  von  einerlei  Gattung  \«>u 
gleicher  sogen.  Wärmefarbe)  vorausgesetzt  worden;  sind  aber  dieselben  xo 
ungleicher  Gattung,  so  dass  sie  mit  etwas  verschiedenen  Geschwindigkeitru 
in  demselben  Mittel  fortgepflanzt  werden,  so  sind  unter  w^  und  ir*  die  bt- 
treffenden  Mittelwerthe  zu  verstehen.  Wenn  ferner  die  Wärmestralilun;: 
zwischen  A  und  B  mit  Wärmeverlusten  unterwegs  verbunden  ist  idurrh 
Brechung,  Reflexion  oder  durch  Absorption  von  Seiton  des  Mittels  ,  mi 
werden  dadurch  die  Absolutwerthe  von  Qai,  und  Q^a  2war  vermindert,  iWl 
bleibt  ihr  Verhältniss  dasselbe,  weil  jene  Verluste  auf  demselbeu  Wtc» 
oder  Strahle  stets  dieselben  sind,  mag  derselbe  im  einen  oder  im  ump- 
kehrten  Sinne  durchlaufen  werden. 

Schliesslich  ist  zu  h(»merken,  dass,  wenn  A  und  B  die  Oberflächen  \i'a 
Körpern  sind,  von  der  Wärme  Qab  im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  =^  <r»  </. 
von  der  hinter  B  liegenden  Körperschicht  absorbirt  wird,  also  eine  Toiü- 
peraturerhöhung  derselben  bewirkt,  während  ein  zweiter  Thoil  von  «I«t 
Fläche  B  refl(«ctirt  und  ein  dritter  durch  die  Körperschicht  himlan^ti 
gestrahlt  werden  kann.  Ebenso  sei  «„  Q^,,  derjenige  Theil  der  vim  fi 
nach  A  in  l"  gestrahlten  Wärme,  welcher  von  der  Körper8chi<4it  hint^f 
A  absorbirt  wird.  Die  sogen.  Absorptionscoefficienten  a„  nnd  n* 
sind  von  den  Beschaffenheiten  der  betreffenden  Körperschichten  abfaäoin£. 
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flir  vollkommen  schwarze  Köq>er  =  1.  Sollen  nan  die  beiden  Körper- 
<iiiditeii  sich  im  Temperaturgleichgewichte,  d.  h.  im  Beharrangszn- 
Stande  der  gegenseitigen  Wärmemittheilung  durch  Strahlung 
befinden,  so  mnss 

ff*  Öo*  =  ö«  Qöa  1       also     "    W^a*'  =  -    tTft* 

"^.'in,  Für  den  Fall,  dass  die  Körper  sich  in  einem  gleichförmigen  Mittel 
I.  B.  beide  in  der  atmosphärischen  Luft)  befinden  und  dass  eine  Concen- 
tratiun  der  Strahlen  nicht  stattfindet^  kann  es  als  erfahrungsmässig  con- 
<itirt  betrachtet  werden,  dass  der  Beharrungszustand  dann  stattfindet, 
»•nn  die  Temperaturen  der  übrigens  beliebig  verschieden  beschaffenen 
iitv'iiläcbenschichten  der  beiden  Körper  einander  gleich  sind.  Setzt  man 
ilv»  die  specifischen  Wärmeemissionen  <?«  und  ef,^  welche  im  Allgemeinen 
vin  den  materiellen  Beschaffenheiten  und  Temperaturen  der  Oborflächen- 
•*bi»hton  und  von  den  Beschaffenheiten  der  angrenzenden  Mittel  abhängen 
kMunfB,  beziehungsweise 

mer  #/  nnd  ei,'  die  nur  von  den  Temperaturen  der  Oberflächenschichten 
Bü'l  von  den  angrenzenden  Mitteln  abhängigen  specif.  Wärmeemissionen 
wllkommen  schwarzer  Körper,  unter  £«  und  e^  also  Emissionscoeffi- 
•it^oteu  verstanden,  welche  für  vollkommen  schwarze  Körper  =  1  sind, 
^i  dass  das  Temperaturgleichgewicht  durch  Strahlung  nun  allgemein  an  die 
^  dingung 

"  ^a     ^a    —        ^b     ^b 
«a  ffft         / 

.banden  ist,  so  ist  im  erwähnten  Falle  eines  zwischen  A  und  B  glcich- 
t'miipen  Mittels  (wa  =  w^  für  den  Beharrungszustand  auch  ea  =  eb\ 
'^^" f .1 : ff«  =  ffc : «6-  DieEmissions- und  Absorptionscoefficienten 
•  ind  a  verschiedener  Körper  haben  also  bei  gleicher  Neigung 
''^r  aas-  und  einfallenden  Strahlen  (wie  solche  hier  überall  statt- 
^M^i.  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander.  Die  Bedingung  des 
T»mperaturgleichgcwichtes  durch  Strahlung  reducirt  sich  dadurch  auf: 

ea  Wa^  =  et  ifft^ (13). 

Wenn  es  also  allgemein  wahr  sein  soll,  dass  das  Temperaturgleichge- 
^cbt  zweier  sich  Wärme  mittheilender  Körper  durch  die  Gleichheit  ihrer 
'^■rflidientemperatiiren  charakterisirt  ist,  nämlich  nicht  nur  im  Falle  der 
^Värmemittheihing  durch  Berührung,  wofür  diese  Gleichheit  durch  Definition 


AXQDIVALSNZ  TON  WlBHB  DND  ABBKTT.  §.  11. 

deru  aach  im  Falle  der  WärnMStrahlaiv,  so  dam  also  loch 
Itrat  ein  OberschfUstger  Wftmieübergaug  von  eiaem  kallerrD 
irea  Körper  stattfinden  kaim,  so  mass  man  anDehmen.  da^' 
hen  Wärmeemissionen  vollkommen  schnarzer  Kör- 
chen  Oberflächeiitemperaturen  den  Quadraten  d^t 
igsgescbwindigkeiteu  der  Strahlen  in  den  angnc- 
ein  umgekehrt  proportional  sind,  wobei  es  keinfu 
macht,  ob  die  Strahlen  durch  Brechungen  oii-r 
in  beliebiger  Weise  conceutrirt  werden  oder  nicht. 


■iTBlenz  foa  Wime  nnd  Arbelt;    WlrmeKleiekMBf  ail 
Gleiehu«  des  ArbeitsTermB^ens. 

n  Erfahrungen  zufolge  kann  durch  Aufwcudung  von  Ar^"- 
len,  also  der  Wärmezustaud  eines  Körpers  verändert  ^eri-: 
,  durch  Aufwendung  von  Wärme  Arbeit  verrichtot  oder  i'&- 
leudigo  Kraft  gewonnen,  also  der  Äussere  Zustand  lin- 
iert werden.  R'ispiole  der  ersten  Art  von  Wirkungen  ■Jr>' 
Innung  durch  Reibung  nnd  durch  die  Conipression  oin-^ 
erbrauch  von  Arbeit  oder  entspreebentler  lebendiger  Krstl 
weiten  Art  gewähren  alle  sogenannten  calorischen  Masrliiii'i 
;her  Arbeit  unter  Verbrauch  von  Wärme  gewannen  »in! 
Ifle  als  die  Ursachen  der  Aeudornngen  des  Äusseren  /c- 
(örpers  definirt  wurden,  so  dass  insbesondere  die  Arb-ü'» 
ie  Ursachen  von  Aenderunge.n  der  lebendigen  Kraft  ^Jn' 
jenen  Erfahrungen  auch  Wärme  dieselb<'  Wirkung  hiKi 
•ner  die  Wärme  als  llrsache  der  Aonderungen  des  iuui-r.: 
nirt  wurde,  insoweit  derselbe  durch  Aggregatform,  -^i"!!' 
Spanunngsznstand  als  sogen.  Würmezustand  charaktiTi~ii! 
ich  obigen  Erfahrungen  auch  Arbeiten  die  gleiche  Wirlua: 
80  muss  man  nothwendig  schliesson.  dasa  Wlrmeni'V ° 
nit  einander  vergleichbare  Grössen  sind,  welclie  sich  W-' 
ständen  gegenseitig  vertreten  können,  und  zwar  ranss  irui 
sren  Dolinitioneu  nicht  hiufSlIig  werden  sollen,  dicsf  V. r- 
ne  Umwandlung  betrachten  der  Art,  dass  Arbeit  pifb  " 
idclt,  indem  sie  eine  Aenilerung  des  Wänneznstaade«  tm" 
Ige  hat,  und  dass  Wftnne  sich  in  Arbeit  verwandelt.  !■*• 
go  Kraft  eines  Körpers  ftndvrt  oder  eine  ftmaeni  Kr»«  »1> 
orwindou 
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'Der  Begriff  einer  solchen  gegenseitigen  Yerwaadlang  hat  das  Prin- 
zip der  AeqniTalenz  von  Arbeit  und  Wärme  zur  nothwendigon 
Folge,  iL  h.  er  setzt  ein  bestimmtes  Ma&ssverhältniss  der  sich  in  einander 
Ttfvaodefaiden  Grössen  Yorans,  dessen  Zahlenwerth  nar  von  den  Einheiten 
abldogt,  durch  welche  die  Grössen  gemessen  werden.  In  der  That  lehrt 
auch  die  Erfiiihning,  dass,  wenn  durch  Aufwendung  von  Arbeit  der  Wärme- 
zistiiid  eines  Körpers  verändert  und  die  aufgewendete  oder  verbrauchte 
Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem  Körper  zur 
Bewirknng  derselben  Aenderung  des  Wärmezustandes  hätte  mitgetheilt 
werden  mflssen,  oder  wenn  umgekehrt  durch  Veränderung  des  Wärme* 
zastuides  eines  Körpers  Arbeit  verrichtet  und  die  verrichtete  oder 
ffvoimene  Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem 
Körper  zur  Bewirkung  derselben  Aenderung  des  Wärmezustandos  hätte 
(irtzogen  werden  müssen,  alsdann  jene  Arbeit  dieser  Wärme  stets  so  nahe 
n  doBselben  Verhältnisse  =  1:A  proportional  ist,  dass  die  Unterschiede 
<^  Beobachtungsfehlem  zugeschrieben  werden  können. 

Die  Wärmemenge  A^  welche  der  Arbeit  =  1  entspricht,  heisst  der 
^iniewerth  der  Arbeitseinheit  (das  calorische  Arbeitsäquivalent), 

dif  Arbeit  —  =  JF,  welche  der  Wärmemenge  =  1  entspricht,  heisst  der 

Arheitswcrth  der  Wärmeeinheit  (das  mechanische  Wärmeäquivalent). 
^  Mittel  aus  vielen  experimentellen  Bestimmungen  (besonders  ausgeführt 
^'»D  Jonle  durch  Vergleichung  der  zur  Unterhaltung  einer  Reibung  auf- 
ewendeten  Arbeit  mit  der  dadurch  gewonnenen  Wärmemenge)  hat  sich 

\=^  »^=424Kgmtr. 
A. 

Nach  den  Phncipien  der  Mechanik  (§.  6,  Gl.  7)  sind  Arbeiten  und 
i<^bendige  Kräfte  im  Zahlenverhältnisse  =  1  einander  gleichwerthig,  so 
<1^  darch  Verbrauch  einer  gewissen.  Arbeit  eine  ebenso  grosse  lebendige 
^^nft  gewonnen  wird  und  umgekehrt;  zwischen  lebendiger  Kraft  und 
^ime  besteht  deshalb  dieselbe  Aequivalenz  im  Zahlenverhältnisse  1:A 
-=  ^:  1  wie  zwischen  Arbeit  und  Wärme. 

* 

Dem  Vorstehenden  zufolge  hat  ein  Körper  in  Folge  seines  äugen- 
ttddiehen  Znstandes  aus  einem  doppelten  Grunde  das  Vermögen,  Arbeit 
20  Tcrnchten:  in  Folge  seines  äusseren  oder  Bewegungszustaiides  und  in 
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I 


Folgt)  seiucs  WänuczustaudoH.  Das  Arbeite  vermögen,  welches  dem  Be*i- 
gungazustandc  des  Körpers  eutspriclit,  ist  ^  seiner  lebeudigeu  Knft  L 
und  heieso  sein  äussores  Arboitavermögeu;  das  dem  WärmeniaUiH]« 
entsprechende  Arbeitsvermögen  taeisse  das  innere  Arbeitsvermö^n 
nnd  sei  mit  1/  bezeichnet.  Dos  gesammte  oder  Arboitsvermögen  knrntt 
ist  danii  =  Z+  f.  Der  Wärmoworth  dos  inneren  Arbcitsvermögeiu^^jr 
hoisao  die  Körporwärme;  dieselbe  kann  ebenso  wie  U  nicht  «baulnL 
sondern  nur  relativ,  nämlich  als  Differenz  der  Körperwärmen  resp.  dit 
inneren  ArboitsTormftgen  für  den  augenblicklichen  und  einen  gewisses 
anderen  anfänglichen  Wärmezustand  des  Körpers  bestimmt  werden.  Im 
ein  Gemisch  von  Wasser  nnd  gesättigtem  Wasserdampf  lüast  sich  z.  B. 
bestimmen,  um  weichen  Betrag  dir  Körperwärme  oder  ilas  innere  Arbiilf- 
vennögen  desselben  in  einem  gewissen  Zustande  grösser  ist,  als  wenn  «et 
die  ganze  Masse  im  Zustande  von  Wasser  bei  0°  Temperatnr  nnd  <iirf 
bestimmten  Pressung  befände;  es  lässt  sich  aber  kein  WärmezusUml  irt 
Masse  (als  Eis)  angeben,  welcher  einer  weiteren  Aenderung  durch  Winw- 
cntziehang  nicht  mehr  fähig,  und  fUr  welchen  also  die  Körperwärme  n-if. 
das  innere  Arbeitsvermögen  =  Null  wäre. 

Nach  dem  Princip  der  Aoquivaleuz  von  Arbeit,  lebendiger  Kraft  aml 
Wärme  ist  für  irgend  eine  unendtieb  kleine  ZustandBändernu:' 
eines  Körpers  der  Zuwachs  an  Arbeitsvermögen  desselbti 
.=  der  Arboitssumme  der  anf  ihn  wirkenden  äusseren  Krifi'- 
-|-  dem  Arbeitswerth  der  ihm  von  aussen  mitgetli eilten  Winrn 
Eine  besondere  Rollo  spielt  hierbei  die  Reibung  au  der  Oberiläfhc;  ilir 
Erfolg  besteht  in  der  Verwandlung  einer  gewissen  Arbeit  =  dJi  i-Iit 
äquivalenten  lebendigen  Kraft)  in  Wärme,  weiche  in  einem  gewisseu  Ver- 
hnltnisse  « :  1  —  n  theils  dem  Körper  selbst,  theils  seiner  Umgebung  .'im 
Berilhmngskörper,  längs  welchem  er  mit  Reibung  in  gleitender  BeBOfinus 
begriffen  ist)  niitgetheilt  wird.  Die  Ärbeitssiimme  der  äusseren  Krfifli'  ('« 
die  unendlich  kleine  Znstandsänderung  des  Körpers  enthielte  also  ia<^' 
der  Arbeit Mumme  ^^  i/M  +  dP  der  Massenkräfte  nnd  des  äusseren  Drnrl.- 
(S.  6)  noch  die  negative  Arl«'it  ^  —  rfÄ  der  äiissereo  Reibung,  omt  'l-f 
Arbeitswerth  der  dem  Körper  an  seiner  Oberfläche  mitgetheilten  Wan* 
enthielte  den  Ik'standtheil  ^adR,  so  dass  in  dem  Ajisdnick  fUr  die  Sn- 
demng  des  Arbeitsvermögens  mit  Rocksicht  auf  die  äussere  Reibnn;  lii- 
Glied  vorkäme: 

—  rfÄ  +  o  rfÄ  ^  —  (1  —  «)  dR 
--  dem  Entgegengesetzten  des  Arbeitswertbes  der  an  die  limgebani!  »''■ 
getheilten   Reihnngswärme.     Wenn   man  aber  diese  letitere  M'ünr  i!- 
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nefHtiTett  Bestandtheil  in  die  Wärmemenge  =  dQ  einrechnet,  welche  dem 
Körper  bei  seiner  unendlich  kleinen  Znstandsändemng  von  ansäen  mit- 
^etäeüt,  nämlieh  mehr  mitgetheilt,  als  entzogen  wird,  indem  man  sich 
vonteiJen  kann,  dass  zunächst  die  ganze  äussere  Reibungswärme  an  den 
betraditeteD  Körper  übergeht  und  erst  nachträglich  ein  Theil  derselben 
üma  wieder  entzogen  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

d(L+  U)  =  dM+dF+  WdQ    (1), 

veidie  in  der  Folge  die  Gleichung  des  Arbeitsyermögens  genannt 
werden  soll.  Durch  Verbindung  derselben  mit  der  Gleichung  der  leben* 
igen  Kraft —  §. 6,  Gl.(7)  — 

dL  =  dM-^dP—dR  —  d8+dE 
ff^6bt  sich: 

dU=  WdQ  +  dR  +  dS—  dJE (2). 

In  (üaer  Gleichung  bedeutet  dS  die  Arbeit  der  inneren  Widerstände, 
^ofn  Wirkung  erfkhmngsmässig  ebenso  wie  die  der  äusseren  Reibung  in 
«iier  Ferwandlung  von  Arbeit  (lebendiger  Kraft)  in  Wärme  besteht.    Es 

i5t  ilso 

JTdQ  +  dB  +  dS 

^  irbeitswerth  der  dem  Körper  im  Ganzen  mitgetheilten,  nämlich  theils 
voD  wassen  mitgetheilten  (der  Umgebung  entzogenen),  theils  durch  die 
iflser«  Reibung,  theils  durch  die  inneren  Widerstände  erzeugten  Wärme, 
«kI  die  GL (2),  welche  in  der  Folge  die.  Wärmegleichung  heissen  mag, 
«irtekt  aus,  dass  jene  Wärme  =  dU  -f-  dE  theils  zur  Vermehrung 
<les  ioneren  Arbeitsvermögei\s  des  Körpers  (resp.  der  Körper* 
virme  AV)^  theils  zur  Verrichtung  von  Deformationsarbeit  des- 
selben verwendet  wird. 

Hiernach  findet  überhaupt  die  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  in 
lieber  Weise  statt,  dass  sie  zunächst  in  Deformationsarbeit  sich  umsetzt, 
weiche  dann  gemäss  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  theils  zur  Ver- 
mehrnng  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers,  theils  zur  Ueberwindung  von 
Widerstandskräften  dienen  kann.  Die  Wärme,  welche  sich  in  Deformations- 
arbeit verwandelt,  kann  dabei  theils  solche  Wärme  sein,  welche  dem  Körper 
^r%t  mitgetheilt  wird,  sei  es  von  äusseren  Körpern  durch  Berührung  oder 
Strahlung,  sei  es  an  der  Oberfläche  durch  die  Verwandlung  von  Reibungs- 
^it  (dR)  oder  im  Inneren  durch  die  Verwandlung  innerer  Widerstands- 
ärbeit  (dH)  in  Wärme,  theils  kann  sie  der  Körperwärme  selbst  entnommen 
''^in,  entsprechend  dem  Falle,  dass  in  Gl.  (2)  dU  negativ  und  dE  positiv 
i^t  Umgekehrt  kann  auch,  einem  negativen  Werthe  von  dE  entsprechend, 
iMorma^nsarbeit  sich  in  Wärme  verwandeln ;  aber  es  kann  die  Verwand- 
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lang  von  Arbeit  aberhaupt  in  Wärme,  —  «nd  dadurch  unterscheidet  sie  skh 
wesentlich  tou  der  umgekehrten  Verwandlung,  —  auch  unabhängig  tod  De- 
formationsarbeit, nämlich  durch  Ycrmittelung  der  secundären  Bewognng^ 
widerstände  (der  äusseren  Reibung  und  der  inneren  Widerstände)  statt- 
finden. Während  also  die  gegenseitige  Verwandlung  von  Defonnatitm»- 
arbeit  und  Wärme  in  einander  eine  umkehrbare  Verwandlung  ist.  ist 
die  Umsetzung  der  Arbeit  secundärer  Bewegungswiderstände  in  Wännt- 
eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung;  es  liegt  im  Wesen  der  secuii* 
dären  Bewegungswiderstände,  dass  sie  immer  eine  negative  Arbeit  ver- 
richten, d.  h.  Arbeit  oder  entsprechende  lebendige  Kraft  verbrauciit'iL 
welche,  indem  sie  als  solche  verschwindet,  als  Wärme  erhalten  winl. 
Wenn  gemäss  der  Voraussetzung  in  §.  8  keine  Tangentialspannungen  in 
dem  betrachteten  Körper  vorkommen,  so  ist  die  hier  im  Allgemeioen 
sogenannte  Deformationsarbeit  dJS  die  in  §.  6  näher  charaktorisirte,  nämlich 
durch  Gl.  (9)  daselbst  allgemein  bestimmte  Expansionsarbeit,  welche  ve 
von  den  Pressungen  und  den  Volumenänderungen  der  Körperelemeot»* 
abhängt. 

Ihren  Begriffen  zufolge  sind  die  Körperwärme  und  das  innere  Arbeits- 
vermögen eines  Körpers  durch  den  Wärmezustand  desselben  besUmmt 
Das  innere  Arbeitsvermögen  pro  1  Kgr.  =  U  oder  das  specifisch«" 
innere  A/beitsvermögen  eines  Körpers  von  gleichförmigem  Wanne 
zustande,  resp.  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  in  einem  gewi»eo 
Punkte  eines  homogenen  Körpers  von  ungleichförmigem  WärmezusUiidf 
oder  eines  continuirlichen  Gemische^  von  ungleidiförmigem  MischiuK^ 
Verhältnisse,  oder  auch  das  mittlere  specif.  innere  Arbeitsvermögen 
eines  discontinuirlichen  Gemisches  ist  also  durch  dieselben  Grössen  be- 
stimmt, wie  der  Wärmezustand,  insbesondere  z.  B.  durch  v  und  p  bei  einem 
Körper,  in  weichem  keine  Tangentialspannungen  vorkommen;  oder  es  hän^t 
(formell,  wenn  auch  nicht  thatsächlich,  noch  etwas  allgemeiner)  U  mit 
jenen  den  Wärmezustand  charaktcrisirenden  Grössen  und  mit  einer  andiTfu. 
die  aber  mit  Hülfe  der  Zustandsgleichnng  (§.  8)  eliminirt  werden  kann 
durch  eine  Gleichung  zusammen,  welche  in  der  Folge  die  Gleichung  df< 
inneren  Arbeitsvermögens  genannt  werden  soll.  — 

Das  Princip  der  Aequivalenz  und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  ron 
Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiger  Kraft  ist  mit  der  Anschauung  von  di*r 
Wärme  als  einer  Materie,  somit  einer  unveränderlichen  Grösse,  nicht  vt-r 
einbar,  hat  dagegen  zu  der  Annahme  geführt  resp.  dieselbe  weiter  begrün- 
det, dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dem  Molekularzustande  der  atomistisrli 
constituirten  Materie  zu  suchen  sei,  nämlich  in  der  Gruppirung,  den  gegfo- 
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seiti^n  iimeren  Kräften  und  einer  nnaichtbaren  inneren  Bewegung  der 

die  Körper  in  discreter  Weise  mit  leeren  Zwischenränmen  constitnirenden 

kleiasten  Massentheilchen,  wobei  die  Gmppinmg  auf  gewisse  mittlere  Lagen 

dieser  kleinsten  Massentheilchen  sich  bezieht,  welche  sie  bei  der  inneren 

Bfwe^oog  höchstens  periodisch  vorübergehend,   wenn  überhaupt  wirklich 

eifloehmen,  und  wobei  die  innere  Bewegung  oder  deren  Aenderung  an  nnd 

for  sich  nicht  mit  einer  wahrnehmbaren  Aenderung  der  Massenvertheilung 

erbondea  ist,  während  eine  Aenderung  jener  Gruppirung  sich  entweder 

^arch  eine  Aenderung  der  Aggregatform  oder  durch  eine  messbar  verän- 

'  t-rte  Mass^Tertheilnng  (Aenderung  des  specifischen  Volumens)  oder  durch 

^es  zogleich  zu   erkennen  giebt     Von  der  ausdrücklichen  Zugrunde- 

i^Qg  dieser  Annahme  und  ihrer  näheren  Bestimmung  hinsichtlich  der 

irt  der  constitnirenden   kleinsten   materiellen  Theilchen  (Aetheratome, 

Körper-Atome  nnd  Moleküle)  nnd  der  besonderen  Art  ihrer  Gruppirung 

iiid  inneren  Bewegung  sowie  der  Wirkungsgesetze  der  ihnen  immanenten 

Kt^  welche  zur  vollständigen  Erklärung  der  Wärmeerscheinungen  und 

^oit  mr  Rechtfertigung   der  Annahme   an    sich  vorausgesetzt  werden 

siästen,  soll  jedoch  hier,  wie  schon  einleitungsweise  zu  diesem  Abschnitte 

'«iüerkt  wurde,  umsomehr  vorläufig  abgesehen  werden,  als  eine  solche 

Niction  der  Wärmeerscheinungen  aus  bestimmten  atomistischen  Annahmen 

t>i^b^  nor  sehr  unvoUkonunen  gelungen  ist.    Das  Princip  der  Aequivalenz 

fOD  Wärme  und  Arbeit  wird  hier  also  ebenso  wie  die  folgende  weitere 

Aosfahrong  nnd  Ergänzung   desselben   zunächst  als    lediglich  empirisch 

ia^ocirt  betrachtet 


Ui  illfemetne  Olelelrangen   zur  Bestüomiui^   der  Znstandsliideruir 
einer  Fliralgkelt  (iai  weiteren  Sine)  nnter  gegebenen  Umstinden« 

Die  in  $.  5  entwickelten  Differentialgleichnngen  gewähren  noch  keine 
^'ilistindige  und  allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe-,  denn  abgesehen  davon, 
'^  noch  eine  fünfte  Beziehung  zwischen  den  in  den  Gleichungen  (6) 
^  7;  daselbst  vorkommenden  abhängig  variablen  Grössen  «,  r,  w^  /u,  j9, 
*^khe  als  Functionen  der  Coordinaten  o?,  y,  s  und  der  Zeit  t  zu  bestimmen 
'ar«»,  feUCe,  war  dort  von  Aenderungen  der  Temperatur  gar  nicht  die 
^^  nnd  es  wurde  die  Znstandsänderung  lediglich  als  Wirkung  äusserer 
drifte  betrachte  während  die  hier  als  gegeben  vorausgesetzten  Umstände 
iid  .Ulgemeinen  zugleich  eine  Mittbeilnng  oder  Entziehung  von  Wärme 
*^i&>'<ehlie9aen  können« 
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zustandsInbbbuno  EnnsB  Flüssigkeit. 


§.  12 


Wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten  zur  Zeit  t  im  Punkte  ix.  p.  z 
nach  der  Richtung  der  Coordinatenaxen^  welche  in  §.  5  mit «,  t^,  «^  bezeichnei 
wurden,  jetzt  mit  Ug,  «y,  Ug  bezeichnet  werden,  und  die  specil  Maa^ 

gi  =  —  gesetzt  wird,  unter  v  das  specif.  Volumen  verstanden,  so  ist  nai '•! 
den  Gleichungen  (6)  a.  a.  0. 


hp      bux 


6«, 


du. 


ÖKx 


^—3«ir.=i^  +  «'x^  +  «»x:.  +  «x<- 


hx      in 


bt, 


ds 


/ÖJ      b««       6««,      Ö»«A 


y—!f*>7: = ^-7^ + «x :-? + «» ^"' + «. 


H 

iy 


6». 


ÖJ 


-^^^^6y+8.«'  + 


6/»  J>M, 


hu. 


+  «'  ^J*  -I-  «.*  j^y"  +  «» s-r 


hu. 


öy- 


öz*  / 


ftllx  ÖM^  Ott, 

mit  J-=^^     -|-^       j- 


by        bz 

unter  JT,  F,  Z  die  Coraponenten  der  beschleunigenden  Massenkraft  uini 
unter  R  eine  (konstante  verstanden,  welche  sich  auf  die  innere  RtMlMiiw 
bezieht;  femer  nach  Gl.  (7)  daselbst: 

öl      ö**'      5*?^      ö**' 

r  r  p  I? 

woftlr  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  J  auch  geschrieben  wenlto 
kann: 

,   b'      b'      b'      b' 

4J  V  r  r  V 

r+bl      ^"'b.    +"'0^    +"'ö.     -<• - 

Bezeichnet  ferner  i  die  Temperatur  ijü  Punkte  (,Ay,">  zur  Zeit  A  i  t)tM 
Wärmeleitungscoeflicienten  daselbst,  su  ist  nach  §.9,  Gl.v^>  die  Wari»* 
menge,  welche  einem  diesen  Punkt  entlialt4*ndeu  Masst'uelemeute  ii<*i^ 
Flüssigkeit,  dessen  Volumen  zur  Zeit  i=r  6  V  i^i^  im  Zeitelemente  ^t  luit- 
getheilt  wird. 
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fföbei  roraosgesctzt  ist,  dass  im  Inneren  der  Flüssigkeit  -die  Wärme  nur 
ilorch  Leitung  and  ohne  Mischungsbewegung  übertragen  wird.  Dieselbe 
Wännemrage  ist  nach  der  Wannegleichung  —  §.11,  01.(2)  —  auch 

dQ  = ^~  =AidU+  dE), 

imlem  hier  dE  =  0  ist,  sofern  das  betrachtete  Massenelement  im  Inneren 
i^r  FlQasigkeit  liegt,  und  auch  dS^^O  gesetzt,  d.  h.  ebenso  wie  in  den 
(flfirfanngen  (1)  von  discontinuirlichen  Geschwindigkeitsänderungen  ab- 
^traliirt  werden  muss,  weil  die  betreffenden  inneren  Bewegungswiderstä^ide 
lid  nicht  in  Elemente  zerlegen  lassen,  ihre  Wirkungen  vielmehr  nur  im 
ifOüiü  benrtheilt  und  (nach  Ausführung  der  Integration  der  hier  aufzu- 
itdWiiden  DifTcrentialgleichungen  über  einen  gewissen  Theil  der  Flüssigkeit) 
ffiEttbong  gebracht  werden  können.  In  dem  letzteren  Ausdrucke  von 
^U  ist  nach  §.  6,  Gl.  (9)  die  Expansionsarbeit 

dE=p.ddV 

fsd  :»oniit  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  dQ: 

iHirin  bedeutet  U  das  innere  Arbeitsvermögen  des  Flüssigkeitselementes 
^•'in  Volumen  öFzar  Zeit  t.  Bezeichnet  man  aber  mit  27  das  specif.  innere 
Arbeitsvermögen  im  Punkte  (^,y,«)  zur  Zeit  t  (§.  11),  so  ist 

6V 
statt  </ 27  zu  setzen:        dU. 

V 

H&d  indem  femer  gesetzt  werden  kann: 

rfr 

döV-^      dv, 

V 

'  rbalt  die  letzte  Gleichung  nach  Multiplication  mit  ,.  und  Division  mit  dt 
'li»'  Form: 

dV        dv 
lü  ilieser  letzten  Gleichung  sind        und       vollständige  Differeutialquotien- 

dt  dt 

^'-u.  indem  U  und  v  auf  ein  Massenelement  bezogen  wurden ,  welches  zur 

*>r»«k{»f,  tbeorot.  ÜMcliineiüehre.     I.  5 
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1K>, 

)  entliält;  e 

>  ist  also  ( 

analog 

5.5) 

+"4"+ 

'    "'ir 

<  + 

I  auch   die  Oleiclmngen  (1)  uod  1,2)  mit  Hülfe  ' 
luotienteii  etwas  einfacher  geschrieben  werden: 


-B,r 

<" 

4-: 

^) 

-ÄJl- 

^ 

^^ 

-^ 

+^: 

') 

-Äjr 

'it 

■   ilr> 

^t 

■) 

f+;- - 

ch: 

--S  - 

ichui^eu  (1, — (.3)  in  Verhindong  mit  der  ZostAmtii 

/.r.p.t.^0    4; 

s  inneren  Arheilsvernnlgens  (§.  III 

F,r.p.l,L\=0 ■■•\ 

^u^v^r.p.t.  ET  als  Fnnctionen  von  r,y.t,t  besiitDii>:| 

den  Gleichungen  rorkoni inenden  Grössen  Ibeil?  ^ 
'unrtiouen  von  j,  y,  1.  (  gegeben  sind  und  wenn  tVnitf 
willkQrlirhen  Coustajiten  nnd  Functionen,  die  dam 
vartiellen  Differentialgleichungen  eingefllhrt  «t-rdis 
nd  die  OlKTtlächcuhedingnngen  gegeben  sind,  uinlk'^ 
r  and  Wü^mezuslitud^  zu  einer  bestimmten  Zeit,  uh- 
t  die  l'i]i!-(ande.  von  welchen  der  Wanneausiaa^l' 
icit  und  ihrer  Inigebung  abhängt.  Wie  dab<>i  Ai' 
lg    nnd    wie   die    inneren   Bewegungswidersiindf  ic 

sind,  wird  s)kfiter  in  der  Hydraolik  naher  duv^lt't^ 
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i 

werdeiL  Während  die  Gleichangen  (1)  —  (3)  allgemein  für  jede  Art  von 
FlQ^gkeit  gelten,  sind  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  y erschieden,  weshalb  auch,  abgesehen  von  den  analytischen 
>  Si  bwiei^keüen,  welche  die  Integration  der  erstereiT  Gleichungen  darbietet, 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  auf  specielle  Fälle  beschränkt  ist. 
In  dem  besonderen  Falle  eines  continuirlichen  Gemisches  von  Flüssigkeit 
and  gesättigtem  Dampf  derselben  Art  kommt  zu  den  genannten  sieben 
Qocb  eine  achte  als  Function  von  x^y^z^t  zu  bestimmende  Grösse,  das 
Miscbongsverhältniss,  wogegen  aber  auch  eine  achte  Gleichung  q>{f^l)z=0 
XXX  Verfügung  ist 

Wenn  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  u  in  jedem  Punkte 
i.jf.z.  den  Umständen  gemäss  gegeben  ist  oder  angenommen 
vird,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Bewegung  der  Flüs- 
mVni  durch  eine  von  festen  Wänden  gebildete  Leitung  beschränkt  wird, 
üBd  wie  es  Oberhaupt  meist  geboten  ist^  um  die  mathematische  Unter- 
MidoBg  zu  erleichtern  oder  gar  zu  ermöjjlichen,  so  sind  durch  u  auch  die 
< <jiB]M&euten  u^Ug^Ug  bestimmt,  und  es  reducirt  sich  die  Zahl  der  zu  be- 
»tijiBieiden  Functionen  auf  5,  nämlich 

fi,  r,  p,  f,  ir. 

Die  drei  Gleichungen  (1)   können    dann  in  eine  zusammengezogen 
^»^rdeiL    Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (l,a)  beziehungsweise  mit 

dx  =r  «x  dt^     dy  =  Uy  dt^     dz  =  Ug  dt^ 

«0  also  Äp,  </y,  dz  die  Projectionen  des  Weges  ds  =  udt  auf  die  Coordi- 
'-iteoaxen  sind,  welchen  ein  materieller  Punkt  im  Zeitelemente  dt  durch- 
-cfi.  und  dividirt  man  die  Gleichungen  durch  y,  so  ergiebt  sich  durch 
^  Addition  mit 

^  (Xdx  -f  Ydy  +  Zdz)  =  dM 

Ol  öy  oz  o» 

^  -  dx  4-  ^- dy -\-  ^   dz  =r  ^    ds 
bx      ~iiy  ^^h%  b« 


1  udu         u^ 

-^(Uj,  duj^  +  Uy  duy  -f  M,  dug)=  -    =  <^  ^ 
9  9  ^9 

lit  folgende  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  pro  1  Kgr.  eines  beliebigen 
^assenelementes  der  Flüssigkeit: 


RIXEB  PLDsaiBKBIT.  §.  1 

/&V     <**«»     ^*«»i 

sr  rechten  Seite  siad  pro  1  Kgr.  des  FlfcH 

Wege  ds^udt: 

nkrait, 

le  Oberfläche  von  der  umgebeuden  FlQs.<i)rl> 

;,  insoweit  sie  von  der  Acnderung  des  «!■" 

ig  ist,  also  nicht  m  Deformationsarbeil  »n 

lieber  vernichtet  wird, 

m  Reibung. 

8  der  Richtungswinkel  von  «  mit  den  t'imri 
nen  von  x,  y,  s  sind,  so  ist  mit  deu  üvint 


»,  =  ■■• 

9« 

gen  hinsichtlich  *  uud 

■s.+-^"'') 


''t+vtM,t)  +  (.."-^V-. 


il2. 
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+  Of,"  +  «/' 


Die  Sabstitution  dieser  Ansdrücke  ergicbt  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

ist.  worin  der  Index  x  Mch  mit  y  oder  s  vertauscht  werden  kann,  die 
■ilrichnnf  der  lebendigen  Kraft  in  folgender  Form: 


=  dM 


M 


-Rt 


d«     '   öx»   '   by» 


d>' 


^  tt 


rf«.  .  (6). 


I^  JT  die  beschleanigende  Massenkraft  im  Sinne  von  «,  so  ist  auch 

dM=-Ä'ds 
9 

U'l  nun  erhält  durch  Division  von  Gl.  (6)  mit  udt  =  ds: 

\bA       h*u      b««      b««      I      "%*  +  *','•  + '''/,  \ 

ifi  dieser  und  in  den  beiden  Gleichungen  (2,  b)  und  (3): 

fdU   .      df>\       ,   fhH   ,   ö*f   .  hH\ 


f  ä 


-Rt 


(7). 


dv 
rd=  ^  und 


JdU  dv\  6H       ö^t       ÖH\ 


»»^^urch  in  Verbindung  mit  der  Zustandsgicichung  (4),  der  Gleichung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  (5),  den  Oberflächenbedingungen  und  dorn  An- 
ÜDzszosUuide  die  Grössen  «,  r,  |?,  l^  Uim  vorliegenden  Falle  als  Functionen 
*  ni  r,  y,  i,  ^  bestimmt  sind,  ist 


b» 


T  PMKKHUBAB»  VBSW&XDLDNOKK. 


<- 

'S" 

'^ 

-t)' 

-^^ 

+'l!) 

üt  Ä=^0  auch  für  einen  festen  Körprr. 
Innungen  vorkommen  nnd  X  als  onabtüüvic 
itung  vorausgesetzt  werden  kann, 
tand  der  Bewegung  einer  FlüssigktJt. 
sscre  und  innere  Zustand  in  jedem  Pütt 
hat  man  zu  setzen: 
bv  hu 

.1.(1  sünimtliclie  Grossen  u,  r,  p,  L,    U  Foni- 


imkekrbar«  VerwandlnnRtB  «ad  ZuUiif 
Kndemn^n. 

h.  das  tiem  Wflrniezustandc  entspreih' nJ"- 
:  lediglich  als  Wanne  betrachtet,  nur  mii 
gewöhnlichen  Wärmeeinheit  oder  ("alon- 
Tth  der  Kürperwürmc,  so  wird  Arbeit  urf-'f 
Iciie  aus  Wärme  cutsteht,  nach  den  Biui'-i- 
Värmeglcichung  (2)  daselbst  zunfichsl  si<t' 
(als  Expausionsarbcit  im  Falle  einer  Flii-'- 
Tosten  Körpers,  in  welchem  keine  Tun;''i 
^(■gen  kann  umgekehrt  Wärme  nicht  uar  ■>>■ 
:h  uuniiltt'Ibar  aus  dcu  ArlM'iteu  sernodirf 
'n,  nämlich  äusserer  Koibung  nml  sollet 
durch  (liscontiuuirliche  (i esch windig; kr ii- 
gegeuseitige  Umsetzung  von  Deformalii'n;- 
wurde  deshalb  eiuo  umkehrbare  Vir- 
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fäDdInng,  die  Umsetzung  der  Arbeit  secundärer  Bewegungswiderstände 
in  W&mie  dagegen  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung  genannt. 

Den  Uebergang  der  Wärme  aus  einem  Körper  oder  Körpertheile  von 
der  Temperatur  t^  in  einen  Körper  oder  Körpertheil  von  der  Temperatur 
^  kann  man  auch  als  eine  Verwandlung  betrachten,  nämlich  als  eine  Ver- 
wandlang  oder  einen  Uebergang  der  betreffenden  Wärme  von  der  Tempe- 
ratur #1   in  solche  von  der  Temperatur  t^.     Abgesehen  von  elektrischen, 
aberhaapt  von  anderen  inneren  Zuständen,  als  dem  Wärmezustande,  kann 
m  sokber  Uebergang  theils  unmittelbar  durch  Leitung  oder  Strahlung, 
tkdls  durch  Vermittelong  eines  dritten  Körpers  oder  Körpertheils  statt- 
nden,  mit  dessen  entsprechender  Znstandsänderung  dann  im  Allgemeinen 
xadeieh  eine  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  oder  umgekehrt  verbunden 
vsL  Eine  nnmittelbare  Wärmemittheilung  durch  Berührung  (Wärmeleitung) 
kuiB  der  Definition  (f.  7)  zufolge  nur  von  einem  Körper  höherer  zu  einem 
«)ktoi  niederer  Temperatur  stattfinden;  dasselbe  gilt  für  den  Fall  der 
^^tnU&Qg  unter  der  in  §.  10  gefundenen  Bedingung.     Wird  letztere  als 
erfolU  Torausgesetzt  (wie  es  auch  ohne  erschöpfende  directc  Bestätigung 
tisftb  den  Versuch  mit  Rücksicht  auf  die  Ueberoinstimmung  der  aus  dieser 
Foraasielznng  gezogenen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung  gerechtfertigt 
erscheint),  so  kann  also  ein  unmittelbarer  Uebergang  der  Wärme 
immoT  nur   von  höherer  zu  niederer  Temperatur  stattfinden; 
derselbe  ist  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung. 

Damit  die  Zustandsänderung  eines  Körpers  mit  nur  umkehr- 
baren Verwandlungen  verbunden  sei,  ist  hiernach  zunächst  erforderlich, 
<iass  Arbeitsverinste,  d.  h.  Verwandlungen  von  Arbeit  in  Wärme  durch  Be- 
v^fongswiderstände  nicht  vorkommen.  Ein  unmittelbarer  Uebergang  von 
Wirme  ist  freilich  streng  genommen  unvermeidlich,  sofern  überhaupt 
Wirmemittheilungon  nicht  ausgeschlossen  werden  sollen,  allein  dem  Begriffe 
dn  Unendlichkleinen  als  einem  Grenzbegriffe  gemäss  genügt  zur  Realisirung 
^er  Zostandsändemng  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  in  dieser 
Hinsickt  die  Bedingung,  dass  bei  einer  Zustandsänderung  von  endlicher 
Grösse  eine  endliche  Wärmemenge  eine  nur  unendlich  kleine  Temperatur- 
aidenmg  erfkhre.  Dazu  ist  mit  Rücksicht  zunächst  auf  den  Wärmeaustausch 
as  der  Körperoberfläche  nöthig,  dass  die  Differenzen  zwischen  den  Tempe- 
rstnren  ^  der  verschiedenen  Elemente  der  Oberflächenschicht  des  Körpers 
vad  den  betreffenden  äusseren  Temperaturen  ^q,  d.  h.  den  Tempera- 
tvrea  der  unmittelbar  angrenzenden  Elemente  anderer  Körper,  mit  welchen 
^iae  Wirmemittheilnng  durch  Berührung,  sowie  der  Oberflächenelemente 
«atleniter  Körper,  mit  denen  ein  Wärmeaustausch  durch  Strahlung  statt- 
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findet,  überall  unendlich  klein  seien.    Dabei  könnten  diese  cntsprecheudfb 
Temperaturen  t^  und  t^  jede  fttr  sich  au  verschiedenen  Stellen  um  EikI- 
liches  verschieden  sein.    Wenn  man  dann  aber  durch  Flächen  consUuttr 
Temperatur  den  Körper  in  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt  denkt.  ^> 
würde  zwar  die  bei  der  endlichen  Zustaudsänderung  des  Körpers  von  mci 
solchen  Schicht  zur  benachbarten  geleitete  endliche  Wärmemenge  nur  im 
unendlich  kleine  Temperaturänderung  erfahren,  ebenso  wie  die  durch  ilic 
Oberfläche  gehende  Wärme;  sofern  aber  der  Körper  aus  unendlich  weiun 
solchen  Schichten  besteht,  würde  im  Ganzen  eine  unendlich  grosse  Wimuv 
menge    eine    unendlich    kleine  Temperaturänderung    oder   eine   endlicb«- 
Wärmemenge  eine  endliche  Temperaturänderung  erfahren  können.    Damit 
also  auch  mit  Rücksicht  auf  Wärmeleitung  im  Inneren  des  Körpers  $(  iof 
Zustandsäudernug  nur  mit  umkehrbaren  Verwandlungen    verbunden  ^l 
müssen  noch,  wenn  der  Körper  homogen  ist,  die  TemperaturdiffeiviKt 
zwischen  je  zwei  unendlich  nahen  Körperpunkten  als  unendlich  klein  höIn'n-T 
Ordnung  oder  zwischen  je  zwei  beliebigen  Punkten  des  Körpers  als  qikjM- 
lieh  klein  vorausgesetzt  werden,  so  dass  dann  auch  die  äusseren  Teiu|H'r^ 
turen  Iq  an  verschiedenen  Stelleu  nur  unendlich  wenig  unter  sich  ur- 
schieden  sein  dürfen.     Ist  aber  der  Körper  niclit  homogen,  souderu  fio; 
Gemisch   von   Hestandtheilen  gleicher  Art  und    vcrschietlfutri 
Aggregat  form,  welche  sich  in  Grenzzustäuden  bezüglich  auf  den  TcUr-j 
gang  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregatform  befinden,  so  ist  das  Tcnhl 
peraturgleichge wicht  hinsichtlich  der  Wärmemittheilung  im   Inneren  «i**^ 
Körpers  nicht  au  eine  gleichförmige,  sondern  an  eine  solche  Vertheilaiuii 
der  Temperatur  gebunden,  dass  dieselbe  Überall  zur  betroflfenden  Presksour! 
in  einer  bestinmiteu  Beziehung  steht;  zur  Ermöglichuug  nur  omkehrlKirtr 
Verwandlungen  muss  also  iu  diesem  Falle  die  Körpertemperatur  in  jeilrnl 
Punkte  der  Pressung  entsprechend  (von  der  ihr  entaprechenden  GkuH 
temperatur  höchstens  um  ein  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  verschioiicii  i 
sein,  wobei  die  Oborflächenteniperaturen  i^  an  verschiedenen  Stelle«  omi 
Endliches  verschieden  sein  können  unbeschadet  der  unendlich  kleinen  Uitf«*-; 
reuzen  zwischen  den  sich  entsprechenden  Temperaturen  ^  und  /q.  —      i 
Die  Zustamlsiinderung  eines  Körpers  heisst  im  Ganzen  umkehrh«&r. 
wenn   die   Umkehrung  des  Aeuderungsgesetzes  ihrer   Ursachen  ^äussiTi'üi 
Kräfte  und  mitgetheilteu  resp.  entzogenen  WJürmemengen)  genügt,  um  "i* 
iu  umgekehrtem  Sinne  d.  h.  so  stattfinden  zu  lasseu,  dass  dabei  der  Kön'*^ 
mit  allen  seinen  Elementen  durch  dieselben  äusseren  und  W&mie/usUD«it 
wie  zuvor  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge  huidurchgeht,  die  äussiTen  Zu- 
stände betreflfond  zugleich  mit  cntgegengosotzteu  GeschwindigkeitarichtoiMr«  a 
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h  ist  daza  erforderlich  und  geuttgend,  dass  mit  der  Znstandsänderuug  uur 
unkehrbtte  Verwaudlimgeu  verkmuden  sind  und  dass  zu  Endo  derselben, 
also  in  dem  Augenblicke,  in  >¥elcbem  die  Umkebrung  stattfinden  soll,  die 
DüTereoz  t^  —t^  zwischen  der  äusseren  und  der  Oborflächentemperatur  dos 
KürptTs  au  jeder  Stolle  seiner  Oberfläche,  wo  ein  Wärmeaustausch  mit  der 
Toi^'bQiig  Oberhaupt  stattfinden  kann,  =^  Null,  sowie  dass  der  Körper  selbst 
in  Rohe,  somit  auch  die  Differenz  Po—Pi  zwischen  dem  äusseren  Druck 
f»  Qod  der  Körperpressung  p^  an  jeder  in  normaler  Richtung  beweglichen 
>uDc  der  Oberfläche  =^  Null  ist.  Während  der  Zustandsänderung  kann 
luD  der  Körper  nicht  streng  genommen  beständig  in  Ruhe  und  können 
;fli('  Differenzen  ^q — t^  und  p^ — p^  nicht  streng  genommen  beständig  = 
Nail  sein;  sie  sind  viehnehr  unendlich  klein  und  von  entgegengesetzten 
Ztioben,  jenachdem  der  Durchgang  durch  den  betreffenden  Zustand  in  dem 
^nten  oder  im  umgekehrten  Sinne  stattfindet.  Gleichwohl  kann  der  Begriff 
•iaer  nicht  nur  im  Ganzen,  sondern  im  Einzelnen,  d.  h.  in  jedem  Augen- 
Mirkiomkehrbaren,  einer  kurzweg  sogenannten  umkehrbaren  Zustands- 
JGflcning  als  der  eines  Grenzfalles  aufgestellt  werden,  dessen  Betrachtung 
^'•3  ^««onderem  Interesse  ist.  Es  ist  darunter  eine  Zustandsänderung  zu 
'•Neben,  welche  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden 
J*f  nnd  mit  verschwindend  kleiner  Geschwindigkeit  stattfindet, 
*"M  dann  freilich  noch  die  Voraussetzung  einer  vorgängigen  unendlich 
w»in<'n  Acnderung  der  äusseren  Temperaturen  <q,  der  äusseren  Drucke  ^o 
^nl  «ItT  Geschwindigkeiten  gemacht  werden  muss,  wenn  von  irgend  einem 
Aj;'<'nl>]icke  an  die  Umkebrung  der  Zustandsänderung  durch  die  Umkehrung 
"•  Aenderungsgesetzes  ihrer  Ursachen  bewirkt  werden  soll. 

ßoi  verschwindend  kleinen  Geschwindigkeiten  hängt  das  Gesetz,  nach 
" liliira  sich  die  augenblickliche  Pressung  von  Punkt  zu  Punkt  des  Körpers 
*Biirt,  unr  von  den  Masseukräften  ab  (siehe  die  Gleichungen  (1)  in  §.  12, 
"'Iche  mit  JB  =r  0  auch  für  feste  Körper  ohne  Tangentialspanuuugen 
''•Itt-u* ;  wird  von  ihnen  abgesehen,  insbesondere  also  von  der  Schwere,  was 
UQnntlich  bei  Gasen  und  Dämpfen  meistens  zulässig  ist,  so  ist  (bei  Ver- 
■wihiättifnmg  unendlich  kleiner  Differenzen)  die  augenblickliche  Pressung 
'ft  allen  Punkten  des  Körpers  gleich  und  gleich  dem  äusseren  Druck.  Bei 
'"•uiischen  gleichartiger  Theilc  von  verschiedenen  Aggregatfonnen  ist  dann 
' "ttso  wie  bei  homogenen  Körpern  (bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
I^jff«^renzen)  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  allen  Punkten  des 
KorjMrs  idcich  und  gleich  der  äusseren  Temperatur,  so  dass  in  beiden 
^^^^n  knrzwe«  von  der  aagenblicklichen  Pressung  und  Temperatur  des 
^"fpere  geredet  werden  kann^  beide  Fälle  unterscheiden  sich  aber  dadurch, 
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dass  die  gleichförniigo  Pressung  und  Temperatur  nur  bei  dem  homognen 
Körper  auch  ein  gleichförmiges  specif.  Volumen,  überhaupt  einen  gleicli- 
förmigen  Wärmezustand  bedingt. 

In  der  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  (§.  6,  GL  7): 

dL  =  dM-\-dP—dR  —  dS  +  dE 

ist  im  Falle  einer  Zustandsänderung  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlnng.n 

dR  =  0  und  dS  =  0, 

im  Falle  einer  umkehrbaren  ZustandsUnderung  zugleich  dL  =^  0  zn  setzro, 
wodurch  die  Expansionsarbeit 

dE=Jp.  d  6  F=  —  {dM+  dP) 

wird  und  bei  Abstraction  von  Massenkräften,  also  bei  gleichförmiger  Körp^^r- 
prcssung 

dE=pdV=  —  dP. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Expansionsarbeit  gleich  dem  Entgegengesotitiii 
der  Arbeit  dos  äusseren  Drucks,  also  gleich  der  Arbeit  des  Drucks,  welchen 
der  Körper  vermöge  seines  Pressungszustandes  auf  seine  unmittelbare  Um- 
gebung ausübt,  welche  Arbeit  im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  der  £sp«u}- 
sionsarbeit  ist  und  die  oberflächliche  Expansionsarbeit  oder  di« 
Oberflächenarbeit  des  Körpers  genannt  werden  kann. 

Bei  umkehrbaren  Zustandsänderungcn  eines  Körpers  kauu  «* 
sich  immer  nur  um  die  Aendcrungcn  seines  Wärmezustandes  handeln«  an«! 
zwar  reduciren  sich  alle  dahin  gehörigen  Aufgaben  auf  die  Bestimmung  d«  r 
Wärmemenge,  welche  dem  Körper  mitgetheilt  oder  entzo^m 
werden  muss  behufs  einer  gegebenen  und  nach  einem  gegebourc 
Gesetze  stattfindenden  Aenderung  seines  Zustandes,  d.  h.  soim*<N 
Wärmezustandes.  Dazu  dient  die  Wärmegleichung  (2),  §.11,  nach  wolob«T 
mit  dB  =  0  und  dS  ^  0  i 

}FdQ-=dU+dE^dU-\-fp,ddF l 

ist,  wobei  das  Integral  sich  auf  6  V  bezieht  und  über  den  ganzen  Kör|MT 
auszudehnen  ist.  Bezieht  man  diese  Gleichung  auf  1  Kgr.  eines  KOrp«r> 
elemeutes,  welches  nöthigenfalls  unendlich  klein  3ter  Ordnung  angenoniin«L  i 
wird,  um  seineu  Zustand  als  gleichförmig  voraussetzen  zu  dürfen,  und  h*  - 
zeichnet  mit  v  sein  specif.  Volumen,  mit  p  seine  Pressung,  mit  U  -^  f^ioi  r 
Function  von  v  und  p  sein  specif.  inneres  Arbeitsvermögen,  so  ist 

JFdQ-^dU+pdv :: 

der  Arbeitfiwerth  der  Wärme,  welche  dem  Körperelement  pro  1  Kgr.   b»-- 
hufs  einer  unendlich  kleinen  Zustandsändemng  mitzutheilen  ist,  bei  welc^r 
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n^  9  um  th  und  U  um  <^ Rändert;  ist  dQ  negativ,  so  bedentct  der  Ab- 
solitwerth  eine  zu  entziehende  Wärmemenge.  Hat  der  Körper  wegen  Ab- 
stnction  von  Massenkrftften  eine  gleichförmige  augenblickliche  Pressung, 
so  kann  GL  (2)  auch  auf  1  Kgr.  des  ganzen  Körpers  bezogen  werden^  wenn, 
f&lk  er  nicht  homogen  ist,  unter  tf  das  mittlere  specif.  Volumen  und  unter 
Tdas  mittlere  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben  verstanden  wird. 

Hiemach  ist  der  Arbeitswerth  der  Wärme  Q,  welche  dem  Körper- 
element  resp.  dem  ganzen  Körper  pro  1  Kgr.  behufs  einer  endlichen  Zu- 
^taadsändemng  mitgetheOt  werden  muss,  wenn  das  specif.  Volumen,  die 
Pressung  und  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen 

im  An£aingszustande  =  fj,  ^^,  C^^, 

im  Endzustande  =  v^^  p^^  U^  sind, 

JFQ=  U^—TIy^  +fpdv (3), 

vobei  das  Integral  =x  der  Expansionsarboit  zwischen  den  Grenzen  v^^  p^ 
uitd  r,^  p^  zu  nehmen  ist.  Seine  Berechnung  erfordert  die  Kenntniss  dos 
GaetEes,  nach  welchem  die  Zustandsänderung  erfolgt,  nämlich  der  Bezieh- 
BSf.  welche  dabei  zwischen  v  und  p  beständig  stattfindet,  welche  also  ge- 
|e6ea  sein  muss,  wenn  die  Aufgabe  nicht  unbestimmt  sein  soll.  Die 
Gieicbung 

/  (V.  P)  =  0, 

wodurch  diese  Beziehung  allgemein  ausgedrückt  werden  kann,  lässt  sich  als 
die  auf  rechtwinkelige  Ceyrdinatenaxen  der  v  (als  Abscissenaxe)  und  der  p 
als  Ordinatenaxe)  bezogene  Gleichung  einer  ebenen  Gurve  betrachten, 
welche  die  Zustandscurve  genannt  werden  soll.  Das  fragliche  Integral 
="  der  Expansionsarbeit  ist  dann  ^=  dem  Inhalte  der  Fläche,  welche  von 
^r  r-Axe,  der  Zustandscurve  und  den  Ordinaten  p^  und  p2  begrenzt  wird, 
weiche  dem  Anfangs-  und  Endzustande  entsprechen;  bei  den  folgenden 
Untersuchungen  wird  diese  geometrische  Darstellung  oft  nützliche  Ver- 
«endong  finden. 

Indem  die  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (3)  aus  der  allgemeinen  Wärme- 
ffletefaung  unter  der  Voraussetzung  dR  =  dS  =  0  abgeleitet  wurden,  ohne 
dass  dabei  die  für  eine  umkehrbare  Zustandsänderung  aussei*dem  charak- 
teristische Voraussetzung  dL  ==:  0  in  Betracht  gekommen  wäre,  so  gelten 
jene  Gleichungen  überhaupt  für  umkehrbare  Aenderungen  des  Wär- 
me zustand  es,  d.  h.  für  die  Aenderungen  des  Wännezustandes  bei  solchen 
ZiHtandsänderungen,  welche  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  verbun- 
den and,  übrigens  aber  mit  beliebigen  Geschwindigkeiten  stattfinden  können. 

folgt  in  solchen  Fällen  aus  der  Abstraction  von  Massenkräften  nicht 
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auch  eiuc  gleichförmige  Körperpressang,  so  dass -selbst  bei  dieser  Abstnu> 
tion  zur  Untersuchung  der  Aenderung  des  Wärmczastandes  eines  Körpers 
im  Allgemeinen  eine  Zerlegung  desselben  in  Elemente  nöthig  ist,  und  die 
Gleichungen  (2)  und  (3)  nur  auf  1  Kgr.  eines  solchen  Elementes  zu  be- 
ziehen sind.  Mit  dieser  Einschränkung  gelten  alle  Gesetze,  welche  im  Fol- 
genden der  Einfachheit  wegen  für  umkehrbare  Zustands&nderungen  noi*b 
aufgestellt  werden,  allgemein  fttr  die  Aenderungen  des  Wärmezustandes 
bei  Zustandsänderungen  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen,  d.  h.  für 
umkehrbare  Aenderungen  des  Wärmezustandes.  Bei  der  Herleituug  frag- 
lieber  Gesetze  kann  übrigens  immer  ein  Körper  von  gleidifdrmiger  Tem- 
peratur und  Pressung  vorausgesetzt  werden  von  1  Kgr«  Gewicht,  dessen 
Volumen  also  -^  v  ist;  nur  ihre  Anwendung  ist  an  Einschränkungen  ge- 
bunden, nämlich  im  Allgemeinen  auf  unendlich  kleine  Körperelemente  be- 
schränkt, wenn  nicht  die  Geschwindigkeiten  und  Massenkräfte  verschwindend 
klein  sind,  wobei  zudem  im  Falle  nicht  homogener  Körper  von  endlicher 
Grösse  v  und  U  als  Mittelwerthe  zu  verstehen  sind. 

Besondere  Arten  umkehrbarer  Zustandsänderungen  von  Interesse  für 
die  Anwendungen  sind  folgende: 

1)  Zustandsänderuug  bei  constautem  Volumen:  dv  ^^  0.  Die  Zustands- 
curve  ist  eine  zur  p-Axe  parallele  Gerade.    . 

2)  Zustandsänderuug  bei  coustanter  Pressung:  dp  -^  0.  Die  Zustande- 
curve  ist  eine  zur  r-Axo  parallele  Gerade. 

3)  Zustandsänderuug  bei  coustanter  Temp^^ratur:  dl  =  0.  Die  Zu- 
standscurve  heisst  die  iso thermische  Curve. 

4)  Zustandsäuderung  bei  constautem  innerem  Arbeitsvermögen  (con- 
stanter  Körperwänne):  dU  =  0.    Die  Zustandscurve  heisso  (nach  Caz^u 
die  isodyuamische  Curve. 

5)  Zustandsäuderung  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme: 
dQ  ^1^  0.  Die  Zustandscurve  heisse  (nach  Rank  ine)  die  adiabat  ische 
("urve  (Undurchlässigkeitscurve,  nämlich  der  Zustandsäuderung  eines  Kör- 
pers in  einer  fUr  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  entsprechend).  >- 

Solche  Zustandsänderungen,  welche  nicht  nur  mit  wesentlichen  Aen- 
derungen des  äusseren  Zustandes  (,B<'^'<>gungszustandes),  sondern  auch  mit 
nicht  umkehrbaren  Verwandlungen  verbundeu  sind,  lassen  sich  liiuti:: 
s(*lbst  durch  Zerlegung  des  Körpers  in  Elemente  nicht  in  ihren  einzelmn 
Theilen  bezüglich  auf  Raum  und  Z(*it  verfolgen,  besonders  wenn  solch«* 
(liscoutinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen  (Mischungen,  Stösso,  WirN*!- 
bewegungen  etc.)  im  Inneren  vorkommen,  deren  Gesetzmässigkeit  nicht 
mathematisch  ausdrückbar  oder  ganz  unbekannt  ist    Unter  den  speci<'lien 
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Fragen,  welche  indessen  auch  in  solchen  FäUou  auf  Grund  der  allgemeinen 
Gleichungen  in  §.  11  leicht  zu  beantworten  sind,  ist  die  folgende  Aufgabe 
bemeiicenswerth:  Bestimmung  der  Aenderung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens  fflr  den  Fall,  dass  nur  im  Anfangs-  und  Endzustande 
der  Körper  sich  in  Ruhe  befindet,  falls  gegeben  sind  die  mitgetheilto 
Wärme  =  Q,  die  Yolumenänderung  des  Körpers  und  der  äussere  Druck 
p^  in  den  normal  zur  Oberfläche  bewegten  Punkten  der  letzteren  während 
der  Daner  dieser  Bewegung.  Ein  specieller  solcher  Fall  findet  z.  B.  statt, 
wenn  ein  loftförmiger  Körper,  der  sich  in  einem  Gelasse  in  Ruhe  befindet, 
oach  der  Oeffnnng  eines  Verschlusses  zum  Theil  in  ein  anderes,  zuvor  luft- 
leer gemachtes  Gewiss  überströmt,  bis  in  den  commuuicirenden  Gelassen 
fin  neuer  Ruhezustand  eintritt. 

Durch  Integration  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens 

fv  die  ganze  Dauer  der  Zustandsäudcrung,  für  welche  j  dL  —-  0  ist,  er- 
giefat  sich  hier 

dabei  ist,  unter  p^  den  specif.  äusseren  Druck  für  ein  Oberflächcuelement 
iF  verstanden,  während  dasselbe  sich  um  ds  im  Sinne  der  Normalen  aus- 
wärts bewegt, 

-P^JfpodFds 

=  der  Oberflächenarbeit  des  Körpers.  Insbesondere  bei  der  Abstraction 
ton  Massenkräften  ist  also 

U^-U^^WQ-fJp^dFd, (4); 

in  dem  Doppelintegral  hat  sich  die  eine  Integration  über  den  in  normaler 
Richtung  bewegten  Theil  F  der  Körperoberfläche,  die  andere  über  den 
ganzen  Betrag  dieser  Bewegung  zu  erstrecken.    Der  Vorgang  besteht  hier- 
bei darin,  dass  sich  Körperwärme  in  Expansionsarbeit  verwandelt,  von 
wekher  ein  Theil  den  äusseren  Druck  überwindet,  der  Rest  sich  in  leben- 
dige Kraft  umsetzt,  die  aber  demnächst,  indem  sie  durch  die  Arbeit  von 
Bew^gongswiderständen  verbraucht  wird,  in  Körperwärme  sich  zurückver- 
waadeH;  der  Arbeitswerth  der  letzteren,  das  innere  Arbeitsvermögen,  würde 
^  schliesslich  um  den  Betrag  der  Oberflächenarbeit  abgenommen  haben, 
wenn  nicht  von  aussen  Wärme  =  Q  mitgetheilt  würde,  welche  die  Körper- 
wärme um  einen  ihr  selbst  gleichen  Betrag  oder  das  innere  Arbeitsvermögen 
wo  ihren  Arbeitswerth  =  WQ  vergrössert. 
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t  der  äussere  Druck  auf  F  in  jod«m  Angenblicke  der  Nonnalb«>- 

di^sor  Fläche  F  gleichförmig  verthcilt,  so  ist 

ir^  —  U^^  V'Q~JpafdFdK=  Jf'Q—Jp^dr ■.V, 

f  dos  veränderliche  Kürpervoluiueii   in   irgeud  einem  Augeabi  icke 
[I  seiner  Acnderuag  von   T,  liia  f\  versanden.   Bleibt  dabei  p^  bt- 

gleich,  so  ist 

u^-u,  ^  jrQ^p„ir,—  r,) ^6\ 

B.  in  dem  oben  erwähnten  Specialen  der  in  ein  Inftleeres  (iefass 
ise  überströmenden  InftfSrmigen  Flüssigkeit,  wobei  zugleiHi  ^^  =r  u. 

U^^U,  =  WQ 
lesondere  V^  ^^  Cj,  wenn  von  der  Wflrmeleilong  der  Gcfässwämh' 
rkaicht  auf  deren  Bes«'haffenheit  und  wegen  nnbedentender  Difftrcu 
leren  und  äusseren  Temperaturt'U  sowie  der  massigen  Dauer  der 
Isäudemng  abgeselieu  worden  kann.  Das  Aenderungsf^esetz  i]<.-t 
n  Ursachen,  welches  hier  eiu  unverändertes  inneres  Arbeitsvermögen 
rpers  (der  luftföTmigen  Flüssigkeit)  trotz  der  Zunahme  di'S  Volamt-u'^ 
bis  r,  zur  Folge  hatte,  bestand  darin,  dass  die  Ansseren  Krane 
tkräfle  und  äusserer  Druck  auf  den  normal  bewegten  Tbeil  dt-r 
che)  b«-ständig  ^  Null  waren  und  dass  Wärme  von  Aussen  wt-di-r 
eilt  noch  entzogen  wurde.  Die  llnikehrnug  dieses  Aenderun^^i;''- 
vflrde  dasselbe  hier  unverändert  hissen,  wobei  <-s  offenbar  unmiif!li<-h 
en  Kürper  in  dun  ursprünglichen  Zastand  zurück zaversetüen,  indem 
ir  die  Arbeit  eines  äusseren  Drucks,  also  eiu  von  Nnll  verschied  ent>r 
von  p^.  und  die  Entziehung  vou  Wärme  =:=  dem  Wärmewerth  jeuer 
,'udeten  Arbeit  dazu  erforderlich  wäre. 


g.  14.    K^et«p^o^rs^e  aid  Aequitalfii  der  TerwkudluBfeK. 

es  einfacheren  Ausdnicks  wegen  soll  in  der  Folge  eine  gegenseilitrf 
idlung  von  Wärme  and  Arbeil  in  einander  eine  Verwandloiig  der 
Art.  eine  Verhandlung  von  Wämu-  in  eben  solclie  von  «nden*r 
:«lor  eine  Verwandlung  der  zweiten  .\rt  genannt  werden.  Jede 
en  kann  In  zweierlei  Sinn  stattfinden,  und  üwar  soll  die  Verwandtaw 
Inite  in  ArWit  eine  positive,  die  nnigekehrte  von  Arbi-it  in  Wirm«- 
>gali\e  Verwandlung  der  ersten  Art.  der  Wärmeübergang  vun 
r  zu  hohe rtr  Temperatur  eine  positive,  der  umgekehrte  von  höh eri?r 
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EO  niedrer  Temperatar  eine  negative  Verwandlang  der  zweiten  Art 
keiflsen.  Dem  FrOheren  zufolge  kann  eine  positive  Verwandlung  der  ersten 
Art  nur  so  stattfinden,  dass  die  in  Arbeit  sich  umsetzende  W&nne  zunächst 
als  Deformationsarbeit  eines  diese  Verwandlung  vermittelnden  Körpers  er- 
halten wird;  ebenso  kann  eine  positive  Verwandlung  der  zweiten  Art  nicht 
durch  nmnittelbare  Leitung  oder  Strahlung  der  Wärme  von  einem  Körper 
niederer  zu  einem  solchen  höherer  Temperatur,  sondern  stets  nur  durch 
Verraittelung  eines  dritten  Körpers  erfolgen.  Jede  positive  Verwandlung 
erfordert  also  die  Zustandsänderung  eines  vermittelnden  Körpers.  Dabei 
ist  der  Fall  bemerkenswerth,  dass  die  letztere  ein  sogenannter  Kreispro- 
fess,  d.  h.  eine  solche  Zustandsänderung  ist,  welche  den  vermittelnden 
Körper  in  seinen  Anfangszustand  zurückführt.  Darauf  bezieht  sich  nämlich 
das  von  Clausius  aufgestellte  Princip  der  Aequivalenz  der  Verwand- 
langen,  welches  behauptet,  dass,  wenn  ein  solcher  Kreisprocess  mit  einer 
^kiötiven  Verwandlung  verbunden  ist,  dann  nothwendig  zugleich  eine  ne- 
pä^t  Verwandlung  erfolgt  sein  muss,  welche  zu  jener  in  einer  gewissen 
Beacknng  steht  der  Art,  dass,  wenn  jede  Verwandlung  bezüglich  auf  ihre 
Art.  ihre  Grösse  und  ihren  Sinn  durch  einen  gewissen  algebraischen  Aus- 
druck,  ihren  sogenannten  Verwandlungswerth,  dargestellt  wird,  alsdann 
l>ei  jedem  Kreisprocesse  die  Summe  aller  Verwandlungswerthe 
=  Null  oder  negativ  ist,  nämlich  =  Null  für  den  Grenzfall 
fines  umkehrbaren  Kreisprocesses,  d.  h.  eines  solchen,  welcher  in 
illen  seinen  Theilen  aus  umkehrbaren  Zustandsänderungen  besteht.  Die 
H^rleitung  dieses  Princips  nach  Clausius*  beruht  auf  einer  Erweiterung 
Jff  in  §.13  bezüglich  der  Unmöglichkeit  eines  unmittelbaren  Wärmeüber- 
nnges  von  niederer  zu  höherer  Temperatur  gemachten  Voraussetzung, 
ümlich  auf  der  Annahme,  dass  auch  mittelbar  niemals  Wärme  von 
«"inera  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  übergehen  könne 
ohne  irgend  eine  diesen  Vorgang  begleitende  sonstige  Verän- 
derung, sei  es  die  Zustandsänderung  eines  vermittelnden  Körpers  oder 
Mne  andere  gleichzeitig  stattfindende  Verwandlung.  Ebenso  wie  jene  Vor- 
ainwtnnig  in  ^13  bezüglich  der  Wärmestrahlung,  findet  auch  diese  er^* 
weiterte  Annahme  ihre  Rechtfertigung  in  der  Uebereinstimmung  der  dar- 
aas gezogenen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung. 

Zur  Herleituttg  des  fraglichen  Princips  kann  man  sich  nach  Clausius 
einea  Körper  /T  unter  Abstraction  von  Massenkräften  einem  umkehrbaren 

von  besonderer  Art,  nämlich  von  solcher  Art  unterworfen 


*  Poggendorifs  Annalen,  Dec.  1854. 
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dass  die  Zastaudscnne  (g.  13),  wudurvb  d>e  Gvseti  der  ZistUKb- 
;  (Aenderung  düs  WärmczustAudes)  geometrisch  d&Tge8t«Ut  verin 
[t  welche  bei  oiiiPm  Krctsprocossc  eine  geschlossene,  in  uch  mriti- 
?  Linie  ist,  abwechselungsweise  ans  isothemiischen  und  adiabatisciwi 
im  Ganzen  aus  je  drei  Curvengtücken  dieser  beiden  Arten  tos» 
tzt  ist.  Die  ZnstandsSnderung  nach  einer  adiabatischen  Curri'  kui 
I  dadnrch  vermittelt  denken,  dass  der  Körper  K"  in  eiuc  Helle  i  ii- 
len  wird,  welche  für  Wärme  nndurchdrin glich  ist  ohne  die  VoluM't 
l  des  Körpen  zn  hindern,  die  ZQstands&nderang  nach  einer  isothri- 
Curve  dadurch,  dass  der  Körper  hüchstens  an  einem  ThcUe  »uk: 
he  von  einer  die  Wärme  nicht  durchlassenden  Wand  begreniU  w 
Thi'ile  dagegen  mit  einem  anderen  Körper  von  constanter  Titbv*" 
IterOhrung  gebracht  wird,  welchf:  Bomit  auch  im  Körper  K  idi-M« 
ländernng  beliebig  langsam  stattfindend  gedacht  werden  kann  <-r- 
leibt,  so  lange  diese  Berührung  dauert.  Die  Art  des  KArperl 
id  Holl  zunächst  nur  vorausgesetzt  werden,  dass  bei  gliirbra 
•n  die  Pressung  um  so  grösser  sei,  je  höher  dioTemporitor 
[1  dass  bei  constanter  Temperatur  die  Voinmeniunilin» 
ittheiinng  von  Wärme,  also  die  Volumenabnahme  cror 
liung  von  Wärme  erfordere. 

r  Körper  K  habe  1  Kgr.  Gewicht.  Sein  Volumen  und  ^''.^ 
!  seien  im  Anfangszustande  ^  v  und  p,  dargestellt  in  Pig.  4  Atm 
twinkeligen  (.'oordinaten  des  Punktes  a: 

''''■  *  dio  entsprechende  Anfongstempenur 

sei  =  t.  Die  umkehrbare  Zustuib- 
äuderung  dieses  Körpers  S  ertuiw 
1)  nach  der  adiabatischen  Cun^  ' 
bis  im  Zustande  l  seine  Tempt-nu: 
=^  t^  geworden  ist,  2)  in  Berrii  r»" 
mit  einem  Körper  K^  von  «iKSUtUf 
Temperatur  t,  nach  dar  i,->(birxr 
scheu  Curve  ht  unter  Vulu 
also  unter  .\ufiiahme  einer  gewissen  Wärmemenge  Q^,  w<-kb 
A',  entnommen  wird,  .'))  nach  der  adinhatischen  Cur\e  (^  im  s 
lusa  die  Temperatur  abnimmt,  etwa  bis  t,,  A)  iu  Bfr«kr«i>^  ^ 
[iirpcr  A',  von  constanter  Temperatur  t^  nach  der  iM>tliTn 
r  unter  Voliinienubnahme,  also  Alig^Uie  einer  gewisM-n  War»-  ' 
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a  den  Körper  JT^,  nnd  zwar  so  lange  bis  im  Zustande  0  eine  ebenso  grosse 
\^inna&enge  Q^  an  diesen  Körper  JT^  abgegeben  ist  wie  zuvor  bei  der 
Zostandsändening  nach  be  dem  Körper  K^  entnommen  worden  war,  5)  nach 
der  adjabatiachen  Curve  ef  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  die  Tempe- 
ratur wieder  =  der  Anfangstemperatur  t  geworden  ist,  6)  nach  Qiner  iso- 
tbermischen  Curve  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  auch  das  Volumen 
wieder  =  dem  Anfangsyolumen  v  geworden  ist;  dann  ist  die  resultirende 
Zostandsändening  ein  umkehrbarer  Kreisprocess,  die  Pressung  also  auch 
wieder  =  p  geworden,  die  resultirende  Zustandscurve  durch  die  isother- 
jabcbe  Curve /ä  im  Punkte  a  geschlossen,  wenn  der  augenblickliche 
Wirmezustand  als  durch   v  und  t  vollkommen  bestimmt  voraus- 
zesetzt  wird,  was  nach  §.  8  bei  einem  homogenen  Körper  sowohl  wie  bei 
>rmem  Gemische  gleichartiger  Bestandtheile  von  verschiedener  Aggregatform 
^Ibst  mit  Rflcksicht  auf  die  daselbst  erwähnten  Ausnahmezustände  (z.  B. 
d^  Wassers  in  der  Nähe  des  Gefrierpunktes)  der  Fall  ist.     Es  ist  nun 
>idi  einzusehen,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  das  Volumen 
Of  des  Körpers  im  Zustande  /  kleiner  sein  muss,  als  das  Volumen  Oa  im 
Ao&flgszustande  n,  dass  also  die  unter  6)  genannte  letzte  Zustandsänderung 
fi^  der  isothermischen  Curve  /a,  nämlich  bei  constanter  Temperatur  =  t, 
•iie  Mittheilung  einer  gewissen  Wärmemenge  Q  an  den  Körper  K  erfordert, 
lat  n&miich  9  (Fig.  4)  der  Durchschnittspunkt  der  isothermischen  Curve  de 
ml  der  adiabatischen  Curve  ab  (die  eine  oder  die  andere  oder  beide  nöthigen- 
lillä  bis  zum  Durchschnitt  verlängert  gedacht),  so  werde  zunächst  ange- 
a^^mmen,  der  Kreisprocess  erfolge  gemäss  der  Zustandscurve  abedsa^  und 
^  sei  <2t  die  Wärmemenge,  welche  bei  der  Compression  nach  dt  an  den 
Körper  X^^  abgegeben  wird.   Da  nun  nach  der  Voraussetzung  bei  gleichem 
^olomen  der  höheren  Temperatur  auch  die  grössere  Pressung  des  Körpers 
1^  entspricht,  also  die  Curve  ds  auf  derselben  Seite  von  be  wie  die  Ab- 
<iääenaxe  liegt,  so  wird  bei  dem  Kreisprocesse  abcdsa  eine  ttberwiegende 
Kipansionsarbeit  verrichtet,  nämlich  die  Arbeit 

dabcdia  —  idiaai  =  bedsb. 
I'iese  Arbeit  kann  nur  aus  Wärme  entstanden  sein,  und  da  der  Körper  K 
ui  seinen  Anfangszustand  zurückgekehrt  ist,  somit  nach  wie  vor  dieselbe 
Körperwärme  besitzt,  so  muss  jene  gewonnene  Arbeit  das  Aequivalent  einer 
^lA  Körper  mehr  mitgetheilten,  als  entzogenen  Wärme  sein.  Dem  Körper 
i-rf  aber  im  vorliegenden  Falle  nur  die  Wärme  Q^  mitgetheilt,  die  Wärme 
Vj  entzogen  worden;  letztere  ist  also  <1  Qi,  und  es  muss  folglich  der 
J^^rper  bei  der  Temperatur  t^  weiter,  als  von  d  bis  «  comprimirt  werden, 
^mit  er  die  Wärmemenge  Q^  an  den  Körper  K^  abgebe.    Daraus  folgt 


rechtlXupioek  und  bOcxläufiobr 


die  Behauptung  mit  Rücksicht  darauf  dass  die  adiabatischen  Curren  u  nid 
ef  (wie  aberhaupt  zwei  Terschiedene  Znstandscurven  derselben  \i\)  siii 
nicht  schneiden  kOnneo. 

Bei  dem  ursprOnglich  voranagesetiten  Kreiaprocesse  aiedefa  wird  »1» 
in  der  TJiat  eine  QberschDsaige  Wärmemenge 

Q,--Q,  +  Ö=Q 
dem  Körper  JT  mitgetheitt,   welche  als  solche  verschwindet,   also  in  Jit 
Arbeit  E^  der  von  der  Zu^tandscurve  umschlossenen  Fläche  abedt/a  iiA 
verwandelt  gem&ss  der  Gleichung 

Q  ^  AE; 
zugleich  wird  die  Wärmemenge  Q^  von  dem  Körper  X,  an  den  Kürpei  i', 
Obertragen,  oder  es  geht  diese  Wilrnie  von  der  Temperatur  (,  zu  der  tl^f 
neren  Temperatur  t^  Ober.  Mit  diesem  Kreisprocesse  ist  also  eine  postiir 
Verwandlung  der  ersten  Art  und  zugleich  eine  negative  VerwandlnnK  i>^ 
zweit*>n  Art  verbunden;  er  heisse  rccbtlSufig,  sofern  ein  beweglkh« 
Punkt,  welcher  seine  Zuataudscnrve  im  Sinne  abedtfa  durchläuft,  daki 
eine  resultirende  Drehung  im  Sinne  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  aufiAibit 
Bei  dicsi-r  Betrachtung  ist  die  Hühe  der  Anfangstemperalnr  1.  ^-i 
welcher  auch  die  Wärme  Q  dem  Krtri'<'r  ^  raitgetheilt  wird,  an  keine  ein- 
schränkeude  Bedingung  geknüpft.'  Die  Fig.  4  bezieht  sich  anf  den  Kill 
(  ^  ',  1  in  anderen  Fällen  ändert  sich  nur  die  Figur  ohne  dass  die  Si-hln*- 
folgernng  dadurch  berührt  würde.  Wäre  insbesondere  '  <  'j,  so  li-— ' 
sich  {Fig.  5)  der  Kreisprocess  in  einen  rechtlänfigen  ihed*  und  einen  rtii- 
Ifiutigen  atefa  zerlegen;  bei  ersterem  wird  Arbeit  gewonnen,  bei  letilcndi] 
"»■  *  verbraucht.    Weil  aber  auch  hier  derotii:''! 

Schluss  unverändert  gilt,  dass  nuter  den  ir-j 
machten  Vorausset/ungen  dem  Körpi-r  l>n| 
der  Zustandsänderung  nach /«  eine  piwL'«r| 
Wärmemenge  <i  mitgetheilt  werden  mö--^- 
so  muss  auch  im  Ganzen  Arbeit 


'k^ 

\ 

<^ 

rf^ 

i 

"^ 

f^- 

^ 

•V 

~ 

E  ^  »hcd* 


,.fa 


WQ 


=^  d«n  Arbeitswertb  der  mitgetheilteu  Wanne  gewonnen  werden,  oml  •■ 
ist  also  auch  in  diesem  Falle  eine  positive  Verwandlung  der  er>i<  o 
und  eine  negative  Verwandlung  der  zweiten  Art  rait  dem  Krei-- 
prucesse  verbunden.  J(h1c  dieser  beiden  Verwandlungen  hat  die  and>t> 
zur  Folge  und  mag  als  Merkmal  eines  rechtläufigea  umkebrhartB 
Kreisprucesses  im  weiteren  Sinne  betrachtet  werden,  welcher  also  »ni 
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reehtünfigen  and  rückläufigen  Ereisprocessen  im  engeren  Sinne  zusammen- 
it^etzt  sein  kann. 

Wag  aber  die  femer  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  be- 
trüt,  daas  bei  gleichem  Volumen  der  höheren  Temperatur  die  grössere 
Pressung  entspreche,  und  dass  bei  constanter  Temperatur  die  Volumenzu- 
Dahme  eine  Mittheilung,  die  Volumenabnahme  eine  Entziehung  von  Wärme 
•erfordere,  welche  Voraussetzungen  der  Erfahrung  zufolge  im  AUgemeinen 
zutreffen^  insbesondere  z.  B.  bei  Gasen,  Dämpfen  und  Gemischen  von  Dampf 
Bsd' gleichartiger  Flüssigkeit,  so  kann  man  bemerken,  dass  das  obige  Re- 
^zlut  betreffend  die  nothwendige  Verbindung  einer  positiven  Verwandlung 
<\tT  eisten  Art  mit  einer  negativen  Verwandlung  der  zweiten  Art,  bei  irgend 
•  fflem  (durch  eine  dieser  beiden  Verwandlungen  als  rechtläufig  Charakter!- 
^iIten)  umkehrbaren  Kreisprocesse  selbst  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  zu- 
gleich  in  beiden  fraglichen  Beziehungen  das  entgegengesetzte  Verhalten 
^ftattiiidet,  wenn  also,  falls  ausnahmsweise  Volumenverkleinerung 
4^ä  Körpers  JT  mit  Wärmemittheilung  an  denselben  bei  con- 
stiBter  Temperatur  verbunden  ist,  dann  auch  bei  gleichem  Vo- 
loafsder  höhereuTemperatur  die  kleinerePressung  entspricht. 
^auBÜiche  Curvenstücke,  aus  denen  die  Zustandscurve  abcde/a  des  Kreis- 
proeesses  besteht,  haben  dann  entgegengesetzte  Bichtnngen  wie  im  ursprttng- 
H<fa  vorausgesetzten  Falle,  so  dass  die  Rechtläufigkeit  bestehen  bleibt,  wie 
*''8^-  «•  z.  B.  Fig.  6  für  den  Fall  ^^  >  ^  >  ^2  er- 

kennen lässt,  wobei  wie  in  den  vorigen  Fi- 
guren die  Pfeile  bei  Q  und  Q^  mitgetheilte 
oder  entzogene  Wärmemengen  andeuten,  je- 
nachdem  sie  gegen  die  von  der  Zustands- 
curve umschlossene  Fläche  hin-  oder  von 
derselben  weggerichtet  sind.  Dieses  entge- 
'/'  geugesetzte  Verhalten  zeigt  z.  B.  ein  Ge- 
misch von  Eis  und  Wasser;  wenn  durch  Wärmemittheilung  bei  constanter 
Tpfflperatnr  Eis  geschmolzen  wird,  nimmt  das  Volumen  nicht  zu,  sondern 
ib,  dagegen  aber  nimmt  auch  die  Schmelztemperatur  des  Eises  (wie  schon 
(roher  in  der  Anmerkung  zu  §.  8  hervorgehoben  wurde),  also  die  Tempe- 
ratur des  Gemisches  mit  zunehmender  Pressung  nicht  zu,  sondern  ab.* 

*  Nach  James  und  William  ThomBon  um  0,0075  Grad  für  eineDruck- 
zmiahme  von  1  Atmosphäre.  Wenn  man  umgekehrt  das  Princip,  um  dessen 
ijitwiekelaag  es  sich  hier  handelt,  als  allgemein  gültig  voraussetzt,  nachdem 
^  auf  Gmnd  der  Annahme  eines  den  Gasen  analogen  Verhaltens  des  vermit- 
t^lndeo  Körpers  K  hergeleitet  worden  ist,  so  kann  man  daraus  resp.  aus  an- 

6* 
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1  Dan  den  Kreisprocess  mit  demselben  Kflrper  £  Dod 
BerOhmngskörper  JT,  nnd  JT,  im  amgekehrten  Sinop 
so  sind  auch  die  begleitenden  Vorgänge  die  ent^eeen- 
der  Zustandsandening  nach  i/  bei  constanter  Tein[>^ 
Tne  Q  dem  Körper  K  entzogen,  w&brend  der  Znstands- 
i  constanter  Temperatur  ^  wird  die  Wärme  Q,  dfin 
ir  f,  mitgetheilt.  nnd  während  derselben  nach  eh  bei 
ir  i,  giebt  K  die  Wärme  Qj  an  JT,  ab.  Diese  Wärme 
b  von  JTj  an  f  ,  übertragen,  sie  ist  als  Wärme  tun 
a  solche  von  der  höheren  Temperatur  ^  verwandrli 
■ra  Körper  JT  eine  aberschQssigc  Wanne  Q  von  dtr 
!n  worden,  welche,  da  dieser  Körper  K  in  seineu  An- 
•kehrt  ist,  einen  schliesstichen  Vertust  an  Körpentirw 
L,  nur  durch  Verwandlung  ans  Arbeit  entataDden  sein 
ijenigen  Arbeit,  welche  zur  Compressiou  des  Körpen 
werden  ronsste,  als  bei  seiner  Expansion  von  ihm  ver- 
eiche  Arbeit  E  ^^  H'Q  wieder  durch  die  von  der  Zn- 
umschlossene  Fläche  geometrisch  dargestellt  wird, 
kehrten  oder  rflckläufigen  Kreisprocesse  i»l 
^  Verwandlung  der  ersten  Art  und  eine  po^i" 
der  zweiten  Art  verbunden, 
iebenen  recht-  oder  mckUnfigeu  umkehrbaren  Kreb- 
nn  auch  die  Temperaturen  t,  t^  nnd  t^  nnveränden 
Q  und  0,  bezeichneten  Wärmemengen  sehr  verschii-- 
KOrper  E  im  .inTangsznstande  trotz  der  gegebenen 
frschiedeue  Werlhe  von  r  nnd  p  entsprecbea  kAunrn. 
Irei  Z US tiiuilsande rangen  bei  constanter  Temperatnr ' 
big  weit  ausKedehnt  werden  kann,  endlich  anrh  dir 
thermische  und  adiabatische  Cnrven),  aus  denen  di-- 
des  Ereisprocesses  besteht,  von  verschiedenem  geoin<~ 
in  können,  wenn  statt  des  Körpers  JT  ein  Körper  A' 


en  Formeln  jene  Betiehuag  iwiscben  der  Prrssung  mJ 
Hat  de?  Wassers  mit  Claosins  iPcgs-  .\nn..  Sepienbri 
DK  des  allgemeinen  Prinrip«  atileiten.  Ich  habe  hier  di* 
r^focen.  ■  priori  die  BedinjtQngen  allg«flMia  n  beieuD 
fncliehe  Prlnrip  gültig  ist.  wonach  dann  die  GQltitk"- 
isrh  aus  Wasser  und  Eis  erst  aus  dem  Cmstaade  ^folcrrt 
le  Rei1in^ini;en  sieh  n.  A.  auch  bei  ebwm  tolchea  (■• 
Lintelnen  abnonnen  Vertialiens  erfüllt  findea 
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roo  anderer  Art  gewählt  wird.  Sind  bei  einem  solchen  Kreisprocesse  von 
der  dnrch  Fig.  4—6  dargestellten  Art,  ausgeführt  mit  dem  Körper  JT', 
otwa  ö'  and  Q\  die  Werthe  der  Wärmemengen,  welche  bei  einem  den- 
selben Temperaturen  t^  t^  und  t^  entsprechenden  solchen  Kreisprocesse 
des  Körpers  K  mit  Q  nnd  Qj  bezeichnet  wurden,  so  ist  es  nun  wesentlich 
m  bemerken,  dass,  wie  auch  Q  und  Q',  Qi  und  Q\'  verschieden  sein  mögen, 
doch  das  Terhältniss  dieser  Wärmemengen  stets  dasselbe,  also 

—,  =  -5-    oder  -  =  ->- (1) 

Ö        Öl     ,        öl      Öl  ^  ^ 

ist.   Denn  wäre  etwa 

Q        m  öl    ^»* 

ö        n  öl        » 

aater  m  und  »  ganze  Zahlen  verstanden,  so  dass,  wenn  dieselben  nur  hin- 

tn 
^ii^ieh  gross  genommen  werden,  —  jedes  beliebige  rationale  und  in  der 

n 

Grea»  selbst  ein  irrationales  Verhältniss  darstellen  kann,  so  werde  der 
Kreiq^rocess  n  mal  rechtläufig  mit  dem  Körper  JT,  dann  m  mal  rückläufig 
fflit  dem  Körper  K'  ausgeführt  gedacht.  Dadurch  wird  zuerst  die  Wärme 
»<?  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  verwandelt  und  die  Wärme  »Öi  vom 
Körper  K^  zum  Körper  JT,  übergeführt  (von  der  Temperatur  t^  in  die 
Temperatur  t^  versetzt),  dann  dieselbe  Arbeit  in  Wärme  wo'  -=  nQ  von 
der  Temperatur  t  zurückverwandelt  und  die  Wärme  mQ\  >-  »Öi  von  K^ 
ni  JTj  übergeführt.  Schliesslich  befänden  sich  beide  vermittelnde  Körper 
iTund  K'  in  ihren  anfänglichen  Zuständen,  und  es  bestände  das  Endre- 
sultat darin,  dass  eine  gewisse  Wärmemenge  =  wö'i — «Öi  von  dem  Körper 
K^  m  dem  wärmeren  Körper  K^  ohne  Compensation,  d.  h.  ohne  irgend 
^me  andere  gleichzeitige  Veränderung  übergeführt  worden  wäre,  was  nach 
dem  oben  erwähnten  C lau sius' sehen  Grundsätze  unmöglich  ist.  Denselben 
Widerspruch  hat  die  Annahme 

ö  »»  j  öl  ^  »» 
->=r-  und  -^>- 
Q        n  Qx       n 

mr  Fo^e,  wenn  man  dann  nur  den  »-maligen  Kreisprocess  des  Körpers  K 
räckHaüg  nnd  den  m-maligen  Kreisprocess  von  K'  rechtläufig  stattfinden 
btest 

Tennittels  eines  umkehrbaren  Kreisprocesses  von  der  hier  vorausge- 
atzten  Art  kann  jede  der  zweierlei  in  Rede  stehenden  Verwandlungen  auf 
uendlieh  mannigfache  Weise  durch  eine  andere  Verwandlung  derselben 
Art  oder  durch  eine  Verwandlung  der  anderen  Art  ersetzt  werden.     Ist 
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ler  gewisspü  Wärmemenge  ö  von  der  Tcmpfratiir 
aiin  ein  rückläufiger  solclier  Kreisprocess  auf  na- 
se  HO  eingericlitet  werden,  dass  dabei  Arbcii  io 
vou  derselben  Temperatur  t  verwandelt,  alsii  lii' 
Ickgftnqig  gemacht  oder  aufgehoben  wird;  thh- 
risse  Wärnicmcnge  Q,  von  der  Temperatur  t,  in 
,  versetzt,  wo  Q,  so  unendlich  maimigfacli  ver- 
,  und  t,  verschieden  gewählt  werden,  iudem  -bi 
^rhältnbs  zwischen  Q  und  Q,  wesentlich  auf  <I<t 
18  t,  (,  und  (3  in  verschiedenen  Fällen  dii^lf-L 
Uiiglich  gegebene  positive  Vcrwaudtung  der  ('r-t''u 
Tch  eine  positive  Verwandlung  der  zweiten  An 
:  Veränderung  ersetzt.  Nun  kann  ferner  der  rwb- 
ingorichtet  werden,  dass  die  so  eben  erhall* 
gehoben,  uäuilich  die  Wärmemenge  Q^  vuu  ilrr 
mperatur  t^  zurückversetzt,  dafür  aber  eiui'  ^'i~ 
>u  der  Temperatur  t'  in  Arbeit  verwandelt  «inl, 
iic  vou  ^  unendlich  mannigfach  vorschiolca  i^io 
fegebene  Verwandlung  der  erst<?n  Art  findet  <iiii 
■re  solche  derselben  Art  ersetzt  u,  3,  f.  | 

it  ClausiUB  zwei  Verwandlungen  ftquivalini. 
^rweitigc  rcsultireude  Aeuderung  gegcnseilit;  't- 
man  sich  die  Aufgabe  stellen,  jede  Verband  In  n; 
u  Ausdruck  so  zu  reprilaentircn  und  zu  nus-u. 
ilungeii  durch  gleiche  Werthe  dieser  Au.vIrUi'"-, 
■  Verwandlungswerthe  charakterisirt  «i-nlii! 
der  negativen  Verwandlungen  auch  lKlsi(i^<-  ri^i'- 
rthe  eutsprechen.  I 

I  /  («,  0  den  Werlh  der  Verwandlung  der  Wjnw 
in  Arbeit,  und  J-'  {Q,  (,,  l^)  deu  Wcrtb  der  V.r- 
von  der  Temperatur  (,  in  eben  solche  um  il'i 
die  Werthe  der  umgekehrten  Vrrwandlnu.' ■> 
'  {fi,  t,,  t,)  ^  -F  (Q,  t^,  t^\  Nun  ist  ».m  .i.-a' 
!  und  ß.  welche  mit  einem  umkehrbarea  Krti- 
Rede  stehenden  Art  (Fig.  4  —  Fig.  61  vcrl'uo.l- 1 
-ten  anderen  Äquivalent.  Denn  wenn  man  '1" 
tem  Sinne  wiederholt,  womit  die  VcrwaniUnwTi" 
n  sind,  so  wird  die  frühere  Verwandliing  -(  Jun'i 
j  Bie  durch  die  Verwandlung  —  B  ohne  sonstiL'' 
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rejttltirende  Aendenii^  ersetzt  erscheint;  ebenso  wird  B  durch  —  B  auf- 
seboben,  also  durch  —  A  ersetzt.  Die  Summe  der  Verwandlungswerthe  Ä 
ODd  B  muss  also  =  Null  sein.  Findet  etwa  der  Kreisprocess  rechtläufig 
statt,  ond  ist  Q  die  Wärmemenge  von  der  Temperatur  t^  welche  dabei  in 
Arbeit  verwandelt  wird,  Q^  die  Wärmemenge,  welche  von  der  Temperatur 
ii  mt  kleineren  Temperatur  t^  übergeht,  so  hat  man 

Die  Functionen  /  und  F  müssen  aber  von  solcher  Art  sein,  dass  dieser 
Gleichaug  fttr  gegebene  Werthe  von  ^,  t^  und  t^  dem  obigen  Gesetze  unter 
1  zufolge  immer  dasselbe  Yerhältniss  Q :  Qi  entspricht,  zu  welchem  Ende 
a  setzen  ist: 

/(e,  t)  =  Q/(t)  und  FdQ,  t,,  t^)  =  QF(t,,  t,). 
Hiernach  entspricht  dem  obigen  rechtläufigen  Kreisprocessc  die  Gleichung: 

BBd  f enn  man  dann  einen  rückläufigen  Kreisprocess  derselben  Art  so  statt- 
l^B  läs8t>,  dass  dabei  die  Wänue  Q^  von  der  Temperatur  t^  zur  höheren 
^apratur  t^  übergeht  und  eine  gewisse  Wärmemenge  Q'  von  der  Tem- 

fratnr  f  durch  Verwandlung  aus  Arbeit  erhalten  wird,  so  ist  für  diesen 

Ji'?  Summe  der  Verwandlungswerthe: 

-  Q'/CO  +  öl  F(t^,  t,)  =  -Q'fit')  -  Q,  F(t,,  t^)  ^  0, 
^^ 

«/(0-«'/(0  =  0 (2). 

Dieser  rückläufige  Kreisprocess  ist  unbeschadet  der  gegebenen  Werthe 
^^'^  Q.  <|  und  ^  auf  unendlich  mannigfache  Weise  möglich  (entsprechend 
verschiedenen  Lagen  des  Punktes  a  auf  den  adiabatischen  Curven  ab  der 
'bigen  Figuren,  während  die  Figur  entheile  bcde  fttr  einen  bestimmten  ver- 
mittehden  Körper  K  gegeben  sind);  insbesondere  kann  er  so  eingerichtet 
»♦rden,  dass  Q'  <C  Q  ist.  Dann  ist  aber  das  Resultat  der  beiden  entgegenge- 
^izten  Verwandlungen  der  ersten  Art,  welche  durch  die  beiden  Kreis- 
[»rocese  zusammengenommen  bewirkt  wurden,  nämlich  der  Verwandlung 
•i^T  Wärme  Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  und  der  Verwandlung  von 
Arbeit  in  die  Wärme  Q'  von  der  Temperatur  t\  ganz  dasselbe,  als  ob  die 
^ärme  (Q — Q')  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  und  die  Wärme  Q'  von 
'i^r  Temperatur  t  in  ebensolche  von  der  Temperatur  t'  verwandelt  worden 
'^re.  Diese  beiden  Verwandlungen  verschiedener  Art  sind  also  zusammen 
^^  beiden  vorgenannten  Verwandlungen  erster  Art,  deren  Verwandlungs- 
werthe nach  Gl.  (2)  die  Sunune  Null  haben,  äquivalent,  so  dass  auch  die 


klUJÜtTAI.BlIZ  DXB  TKBWAHSLCKGEK.  §-14. 

ddlangswerthe  =  Null  sein,  somit  die  Gleicbang  siatt- 

Lt  anf  Gl.  ('2    folgt: 

FiLf^^/l  -fit-, :; 

ierdnrch  auf  die  Fnnctioii  /  zorbckgefBhrt ;  fUr  letzterp. 
estimnit  bleibt,  mag  eine  einfachere  Bezeichnnne  ein- 
h  die  Gleichung 

^'  =  'r 

eine  Tempera tarfan et ion  bedealet.  welche  nnabhinirii: 
dem  Zustande  des  in  Betracht  gezogenen  Körpers.  S'" 

dnreh  die  Temperainr  allein  nicht  bestimmt  ist  In- 
7",  etc.  diejenigen  Werthe  dieser  Fnnction  T,  welcb* 

[.  ff  etc.  t'ntsprechen.    Somit  ist 

Q  Q 

-  re>n.  —   - 

T     '       r 

s«erlh.  welcher  der  rm$eiznng  der  Wtrme  Q 
nr  t  in  iiinivalt'nte  Arbeit  resp.  der  l'msetiDDi; 
Wirme  U  \on  d<T  Temperatur  (  entspricht,  unij 

*«erih  der  Wirme  <J  beim  lebercanee  »on  der 
nr  Teniperaior  t^.  Eine  TerwanJinng  der  zweiten 
tit-ht,  inmier  als  Co'.iiHnation  einer  p>>sinven  and  ein^r 
ine  dir  er^lfa  An  fi.r  dit^lhe  Tännemenee  betrachwt 
-kn-  — 

irtviTt'n  KT>-ispriv*'?se  vr-n  der  dcrch  Fie.  4  danre*i''iit''ii 
.-im:V^'  n-ih-.lÄnrx  siinf.ndft.  »ie  durch  die  bei,ce<eiii'"n 
ani^'.it  ni'--t  i*t.  lite  >ninn>f  dfr  Ter»ai»illangswerihei 
<^  _  tf ,  _  *?.  ^  ^^ 

7"     7,      r,~  ' 

r  d:n  Fill  <  ^  (, ; 

-  (/,   nJT  wi,  bb3  V,  n--"  »i*!  WKidi»e«  wird. 
^"  —  1^*  -^  i>    Dil  w,  — Vj  ^  JT t 
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-  dem  Wärmewerth  der  gewonnenen  Arbeit.    Die  Zustandscurve  a^a^aa^af^ 
des  Kreisprocesses  (Fig.  7),  welcher  in  diesem  Falle  ein  einfacher  um- 

kehrbarer  Kreisprocess  heissen  soll,  besteht  aus 
zwei  isothermischen  Curven  a^a^^  aa^  und  zwei  adia- 
batischen Curven  a^a^  <*a<»oi   7^  ^^t  der  Verwand- 

lungswerth,    welcher    der  Zustandsänderung  a^a^a 

entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur  ^^  dem 

^  Körper  mitgetheilte  Wärme  Q^  als  in  Arbeit  ver- 

T&ndelt  betrachtet  werden  kann,  —  ^-  ist  der  Verwandlungswerth,  welcher 

\^r  Zastandsänderung  aa^a^  entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur 
^<<i  dem  Körper  entzogene  Wärme  Q^  <C  3i  ^^  ^us  Arbeit  entstanden 
ni  betrachten  ist  Findet  dieser  einfache  Kreisprocess  rtlckläufig  statt,  so 
^^tet  Q^  eine  dem  betreffenden  Körper  entzogene,  Q^  eine  mitgetheilte 
^inemeuge,  E  eine  aufigewendete  Arbeit,  und  die  betreffenden  Yerwand- 

iBBpterthe  bei  den  Zustandsänderungcn  a^a^a  und  aa^a^  sind  ^  und  —  ^. 

Wenn  ein  Körper  in  beliebiger  umkehrbarer  Zustandsände- 

roDg  begriffen  ist,  wobei  seine  Temperatur  t  sich  im  AUgemeinen  stetig 

ändert,  und  wenn  dann  f&r  ein  unendlich  kleines  Element  dieser  Zustands- 

äfldenmg,  entsprechend  dem  Bogenelement  a^a  der  (in  Fig.  7  punktirten) 

Zostandscurve,  wobei  sich  t  um  dt  ändert,  dQ  die  dem  Körper  mitgetheilte 

Wärme  bezeichnet  und  zwar  wie  dt  algebraisch  verstanden,  so  dass  der  Ab- 

5«ilatwerth  eines  negativen  dQ  eine  entzogene  Wärme  bedeutet,  so  kann 

loan  sich  fär  jedes  Element  der  Zustandsänderung  die  Wärmemittheilung 

Qod  die  Temperaturänderung  nach  einander  statt  gleichzeitig  stattfindend 

denken,  entsprechend  dem  Ersatz  des  Bogenelementes  a^a  der  Zustands- 

t*iine  durch  die  Bogenclemente  einer  isothermischen  und  einer  adiabatischen 

Cwe:  a^a^  und  a^a  oder  aa^  und  a^a^^  jenachdem  die  Zustandsänderung 

im  Sinne  a^a  oder  im  Sinne  aa^  stattfindet.  Dem  Vorigen  zufolge  ist  dann 

fier  Verwandlungswerth  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  allge- 

dQ 
mein  =:  — -,  also  für  eine  Zustandsänderung  von  endlicher  Grösse: 


^=/ 


'■§ (5). 

£inen  beliebigen  umkehrbaren  Kreisprocess  kann  man  in  ein- 
übe Kreisprocesse  zerlegt  denken,  entsprechend  der  Zerlegung  der  von 
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chlossoDcn  FlJlcbe  durch  eine  Scfaaar  nn^mUii-h 
Lsdior  CancD  nebat  Ersatz  der  dazwischen  lio^rtn- 
iBtandscurvo  durch  iso thermische  CurvenclemcDii' 
duQg  der  auf  diese  elementaren  einfachen  Krei^ 
uugon  (4)  crgiebt  sich  also 

fm  =  M!;   X^-Pr-'O ■■ 

Icu  ganzen  Kreisproccss  attszudebucn  nnd  Q  uod 
nitgotheilte  Warme  und  gewonnene  Arbeit,  näio- 
Is  entzogene  Wärme,  mehr  gewonnene  als  mt- 
tig  positiv  und  negativ  siud.  Bei  jedem  um- 
ise  cinea  Körpers  ist  somit  die  demaelbrn 

iltooderoQtzogenc  Wärme  =  dcm  Wftri 

g;  gewonnenen  oder  verbrauchten  Arboii. 
Verth  aller  damit  verbundenen  Vorwaoil- 


liehe  Temperatur  des  Körpers  nicht,  wie  bish<-r 
idcten  gleich  wäre,  vfio  es  unbeschadet  der  Im- 
Inderung  bei  einem  Gemische  gleichart  ig>-r  V»- 
Aggregatform  unter  Berücksichtigung  de«  Kin- 
der Fall  sein  kann,  so  würde  die  Berechnone 
emcinen  ciue  zweifache  Zerlegung  in  Elomcni» 


^i/^^' 


standen,  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  '/.a- 
or  durch  ein  Element  seiner  Oberfläche  mit?>'- 
ieine  augoublicklicbo  Temperatur  =^  l  ist.  I''ur 
aber  die  Gleichungen  (K)  allgemein,  ist  in-l"'- 
•'alle  der  resultircnde  VcrwandlungswiTth  .V  - 
tiv,  so  könnte  die  rcsultireude  Verwaudluug  al- 
II  höherer  Temperatur  betrachtet  werden,  i'hii' 
Veränderung  als  Conipeiisation  verbunden  «an-. 
ien  Annahme  gemäss  numöglich  ist;  wän'  .V  i>-- 
irung  des  Kroisproeesses  y  positiv  wenli'ii  uci 
ih  sich  ergeben. 

Dou  Bemerkung  in  S-  rt  geltnn  schticnlicb  <li''- 
neu  Kreisprucess,  welcher,  ohne  in  jedem  Aafn'n- 
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blicke  Qinkehrbar  zu  sein,  ohne  nämlich  mit  verschwindend  kleiner  Gc- 
»chwindigkeit  stattzufinden,  mit  nur  umkehrbaren  Zustandsänderungen  ver- 
banden ist.  Dagegen  ist  der  resultirondeVerwandlungswerth  N<^0 
bei  einem  Kreisprocesso,  welcher  mit  nicht  umkehrbaren  Ver- 
waDdlnngeu  verbunden  ist,  indem  dergleichen  stets  negativ  sind,  also 
eine  negative  Gesammtsumme  aller  Verwandlungswerthe  ergeben,  sofern 
die  Werthe  der  umkehrbaren  Verwandlungen  für  sich  nach  wie  vor  zu- 
sammen den  Werth  Null  haben. 


i  15.  Tenehledene  Formen  der  Wftrmeirleiehiing;  erste  und  zweite  Haapt- 

irleiehiing. 

Das  in  §.12  erörterte  allgemeine  Verfahren,  die  Zustandsänderungen 
vmr  Flüssigkeit  (oder  auch  eines  festen  Körpers,  in  welchem  keine  Tan- 
^itiaJspanuaugen  vorkommen)  unter  beliebig  gegebenen  Umständen  zu  be- 
^iimen,  setzt  ausser  der  Zustandsgloichung  (§.  8)  auch  die  Gleichung  des 
innren  Arbeitsvermögens  (§.11)  für  den  betreffenden  Körper  als  bekannt 
Portos;  ebenso  erfordert  die  Wärmeglcichung  (2)  in  §.  13: 

WdQ  ==  dU  +  pdv 

rar  Bestimmung  der  Wärme  Q,  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers 
c«ier  Körpcrelementes  behufs  einer  gegebenen  und  nach  gegebenem  Gesetze 
stattfindenden  umkehrbaren  Aenderung  seines  Wärmezustandes  mitzutheilen 
ist,  die  Kenntniss  des  spccifischen  inneren  Arbeitsvermögens  17  als  Function 
^'>n  r  und  /i,  welche  letzteren  Grössen  hier  im  Allgemeinen  als  die  den 
Wännezustand  charakterisirenden  Veränderlichen  angenommen  werden.  In- 
i 'IQ  aber  diese  Kenntniss  a  priori  nicht  vorauszusetzen,  auch  empirisch  die 
flösse  U  kaum  direct  als  Function  von  v  und  p  bestimmbar  ist,  so  ist  es 
aatzlicb,  durch  die  Einführung  anderer  Grössen  von  leichter  bestimmbaren 
Abhängigkeitsgesetzen  statt  der  unbekannten  Function  U  die  Wärmeglei- 
•Aang  auf  entsprechende  andere  P^ormen  zu  bringen,  sei  es  zu  unmittelbarem 
(jpbranch  bei  den  oben  erwähnten  Problemen,  sei  es  zur  indirecten  Ab- 
l»?itiing  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  und  selbst  unter  Um- 
ständen der  Zustandsgieichung. 
Durch  die  Substitution  von 

.^      ^U  ^     ,   hu  ^ 

dU=  ,r —  df)  -\-  ^-  dp 
ov  op 

*ini  die  obige  Wärmegleichung,  welche  sich  auf  eine  umkehrbare  Zustands* 
äDdemng  bezieht. 


>EirB  FOBHEK  DES  WÄHMEOI^ICUUSa.  §'l3- 

ITdQ  =   Yde  -f  Xdp 1 1. 

buDg,   von  Zeuner  die  erste  Uauptgleicbnog 

emeine  Beziehung  zwischen  den  Fnnctioneo  X  aM 

liehe  in  der  neuen  Form  (1)  der  W&rmegloichuDg 

irkommen;  sie  l&ast  es  auch  analjüsch  unmittelW 

-mcgieichang  nicht  ohne  Weiteres  (nicht  ohne  iIl«<i 

en  wäre)  integrabel,  nämlich  dass  ihre  rechte  fsit' 

cntial  ist,  weil  dazu 

br     bX 

.- .r—  —  0  statt  —  1 

dp         OP 

n  indessen  den  Ausdruck 

Tär  +  Xdp 

iction  von  t>  und  p  mnltiplicirt.  so  lässt  sich  dl'' 

ts  so   wählen,   dass  das  Product  ein  vollstantiic" 

i  ist  heuierkensworth,  dass  der  reciproke  Werth  Jt 

en  Temperaturfunction  T  hier  eine  solche  Functico, 

ronder  Factor  der  rechten  Seite  von  Gl,   (1,  1*1. 

'oDstante  nnd  für  einen  umkehrbaren  Krcisproi--^ 

f'dü 
össe  fF  (  wie  sie  auch  im  Verlaufe    der  nm- 


-/ 


rnng  eines  Körpers  sich  ändern  mag,  doch  immer ; 
rieder  annimmt,  so  oft  der  Kdrper  in  seinen  An-i 
%  so  mnss 

WdQ       Y  ,        X 


itial  einer  Fnuctiun  der  den  Wnrmezust&nd  chaMl> 
md  F  sein,  woraus  dann  folgt: 

bv    T 
bp  dp  bv  bv 


hp'  tJ- 
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oder  mit  RQcksicht  auf  die  erste  Hauptgleichung: 

öp  Oü 

Diese  Gleichung,  welche  mit  Zeuner  die  zweite  Hauptgleichung 
genannt  werden  mag,  ist  als  eine  besondere  Ausdrucksform  des  Princips 
derAeqolTalenz  der  Verwandlungen  zu  betrachten,  während  die  erste  Haupt- 
gleichung eine  unmittelbare  Folge  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit 
ist  Wenn  man  in  der  Wärmegleichung  (1)  mit  Hülfe  der  zweiten  Haupt- 
deichnng  erstlich  Y  durch  X  und  7*,  dann  X  durch  Y  und  T  ausdrückt, 
ffgiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

bT  hT 

dT=.       rfi^-i-  ^     dp 
Ov  dp 

bt 

X^-^-A-T 

bv   ~  XdT4-  Tdv 

WdQ=^       --       dv -\- X dp  =r-.^  \!" 
bT  ^  bT 

bp  bp 

hp  YdT—  Tip 

und    WdQ=-Ydv+  -^^j,       dp    ---■■:    -  -  ^j,—^  : 

bv  bv 

Somit  haben  sich  drei  neue  Formen  der  Wärmegleichung  ergeben: 

WdQ=Ydv']-Xdp (1) 

XdT+  Tdv  ,„x 

bT 
bp 

_    YdT^  Tdp ^3) 

bT 

In  der  ersten  sind  X  und  Y  Functionen  von  v  und  p ,  welche  in  der 
darch  die  erste  Hauptgleichung 

1=..^''-^^ (4) 

Op         öv 

gegebenen  Beziehung  zu  einander  stehen  und  übrigens  von  der  Art  und 
Aggregatform  des  Körpers  abhängen.  Die  in  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  ausserdem  vorkommende  Grösse  T  ist  unmittelbar  eine  unter 
lülen  Umständen  gleiche  Temperaturf unction  und  dadurch  mittelbar  auch 
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§15. 


eine  von  der  Eörperart  und  Aggregatform  abhängige  Function  von  v  und  p; 
ihre  Beziehung  zu  X  und  Y  ist  durch  die  zweite  Hauptgleichung 

T=Yf--X^^ :. 

gegeben.  Wäre  T  als  Function  der  Temperatur  t  bekannt,  desgl.  t  ak 
Function  von  v  und  p  (durch  die  Zustandsgieichung  im  Falle  eines  homo- 
genen Körpers),  so  könnten  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  zur  Bestimmung 
von  X  und  F,  demnächst  auch  zur  Bestimmung  der  Gleichung  des  innereD 
Arbeitsvermögens  dienen  vermittels  der  Differentialgleichungen: 

Indessen  mögen  die  Gleichungen  (1)  —  (5)  schon  jetzt  in  noch  andenr 
Weise  umgeformt  werden  durch  Einführung  zweier  anderer  Grössen  ^'B 
einfacher  physikalischer  Bedeutung  statt  X  und  F,  wenn  auch  diese  Be- 
deutung erst  später  nach  Bestimmung  der  Temperaturfunction  T  vollständk 
hervortreten  wird.    Setzt  man  nämlich 

Cf  =■        im  Falle  v  =  Cond,^ 
Cp=        im  Falle  p  =  ConsL, 


so  ist  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3): 

X 


W 


hT 

hp 

_         Y 


also  X^  W  c. 


also  Y^  Wc, 


hT 
bp 


hT 
hv 


Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  X  und  Y  in  den  Gleichani:«*n 
(1)  —(3)  ergiebt  für  die  Wärmcgieichung   (mit  A  --  «.jdie  Formen 

d(i-c,^^^   di-\c.^^   dp    ... 

AT 
-   c.dT-\-    -^^  dv 


hp 
=--<'pdT—    ^^    dp 
hv 


!n 


A7  =  {ep—e,)^^- (12). 
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oQd  f&r  die  beiden  Hauptgleichimgen,  welche  die  Beziehungen  der  Func- 
tionen e^  Cp  und  T  zu  einander  ausdrücken: 

--hi'.thU'-'i) <») 

hrhT 

Die  hier  eingeführten  Grössen  e^  und  Cp  stehen  in  einfacher  Beziehung 
m  der  sogenannten  specifischcn  Wärme.  Unter  der  specifischen  Wärme 
eines  Körpers  für  einen  gewissen  gleichförmigen  Wärmezustand  und  ein 
^wisses  Aenderungsgesetz  desselben  versteht  man  nämlich  das  Yerhältniss 
der  Wärme,  welche  einer  Gewichtseinheit  des  Körpers  behufs  einer  unend- 
lieh  kleinen  jenem  Gesetze  folgenden  Aenderung  des  fraglichen  Wärme- 
zusUndes  mitzutheilen  ist,  zu  der  entsprechenden  Temperaturzunahme,  also 
den  Differentialquotienten 

dQ  _dQdT 
dr~~''dfdt"' 

bi^mach  ist,  wenn  insbesondere  c  die  spe«if.  Wärme  für  constantes 
Volumen  und  e^  die  specif.  Wärme  für  constante  Pressung  bedeutet, 

dT                       dT 
c  ^  c,  ^   und  (Jj  =  Cp  ^  -    (13). 

Dabei  sind  c  und  e^  im  Allgemeinen  als  Functionen  von  v  und  f  zu  be- 
trachten, deren  Formen  von  der  Aggregatform  und  deren  Coefficienten  von 
der  Art  des  Körpers  abhängen. 

Wenn  mau  statt  r  und  p  andere  Grössen  als  unabhängig  Yeränder- 
iiche  zur  Charakterisirung  des  Wärmezustandes  wählt,  so  können  die  obigen 
Gleichungen  leicht  entsprechend  umgeformt  werden.  Unter  den  verschie- 
denen in  dieser  Hinsicht  möglichen  Fällen  sind  diejenigen  bemerkenswert h, 
wo  ausser  einer  der  Grössen  r  und  p  noch  die  Temperatur  oder,  was  auf 
dasselbe  hinaus  kommt,  die  Temperaturfunction  T  als  unabhängig  Verän- 
d^^rliche  angenommen  wird.    Es  sind  dann  statt  der  Differentialquotienten 

^      und  r — 

OV  Qf 

bei  der  Wahl  von  v  und  T:   tt-  und  c-— , 

bei  der  Wahl  von  p  und  T:  -r—  und  r- 

in  die  Gleichungen  einzuführen,  zu  welchem  Zwecke  es  nützlich  ist,  die 
zwischen  diesen  6  partiellen  Differentialquotienten  stattfindenden  Bezieh- 
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ungen  allgemein  festzustellen.  Wenn  man  aber  eine  der  drei  Grössen 
r,  p,  T  als  constant  voraussetzt,  so  ist  von  den  übrigen  jede  dorch  die  an- 
dere allein  bestimmt;  von  jenen  6  Dififerentialquotienten  sind  also  je  zwei 
welche  dieselbe  der  Grössen  v,  p,  T  als  constant  voraussetzen,  einander  re- 
ciprok,  d.  h.  es  ist 

hp  hT hThv  _hvbp_ 

hrbp  ~hv  hf~  bphv~        ^ 

Um  durch  je  zwei  solche  jener  6  Differentialquotienten,  welche  sich  auf 
die  nämlichen  unabhängig  Veränderlichen  v  und  p,  v  und  T  oder  p  und  T 
beziehen,  die  übrigen  4  ausdrücken  zu  können,  bedarf  es  also  ausser  den 
drei  Beziehungen  (14)  nur  noch  einer  zwischen  den  Differentialquotienteu 

hp      hT     hv  hT     hv       hp 

hT'  hv  '  hp  hp  '  hT'  hv' 

Wenn  man  aber  zunächst  T  als  Function  von  v  und  p  betrachtet  and  in 
der  entsprechenden  Differentialgleichung 

•  hT  hT 

dT  —  ^-dvA-^-    dp 
öv  op 

dann  T  -^  Consl.^  also  dT  ■-=  0  setzt,  so  wird  r  eine  Function  von  p^  als<» 

dv  =r      dp 
hp 


und  man  erhält: 


5r  ör      br 

ör    dp       hp 


A  hphT       ^ 

oder  wegen  v  «,  v     =^  1 


hp  hThp  _ 

hThv  hp~    ~^ ^'' 

Werden  z.  B.  p  und  T  als  unabhängig  Veränderliche  angenonimen,  ^i« 
ist  nach  Gl.  (12)  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  i,  14^: 

hr  hp 


'"    ''•       "^^bTbT 


br 


oder  mit .  „  ^    -     .       nach  Gl.  U5 
ö7  br  ^ 
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{%)' 


e,—e,  =  AT-'^    (16),* 

ov 

hp 

woraus  a.  A.  folgt,  dass  immer 

ist,  weil  bei  constanter  Temperatur  stets  v  mit  wachsender  Pressung  p  ab- 

nimmt,  d.  h.  ;^  negativ  ist. 

dp 

Die  Wärme  dQ^  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  behu& 

einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustandsänderung  mitzutheileu  ist, 

wird,  jenachdem  die  letztere  durch  die  unendlich  kleinen  Aenderungen  von 

r  and  p,  r  und  t  resp.  T,  p  und  i  resp.  T- gegeben  ist,  unmittelbar  durch 

die  Gleichungen  (1)  oder  (8),  (2)  oder  (9)  resp.  (3)  oder  (10)  ausgedrückt. 

Dabei  sind,  sofern  diese  Veränderliche,  durch  deren  Differentiale  die  Zu* 

^tandsänderung  gegeben  ist,  als  unabhängig  Veränderliche  vorausgesetzt 

werden,  gemäss  den  Beziehungen  (14)  die   Gleichungen  (2)  und  (9)  zu 

schreiben: 

jrdQ  =  ^  {XdT^  Tdv)    (2) 

dQ  =  e,dT+AT^-dv (9) 

and  die  Gleichungen  (3)  und  (10): 

>^rfÖ  =  ^  {YdT-Tdp) (3) 

dQ  =  CfdT-AT^^dp (10), 

wobei  es,  da  hier  überhaupt  nur  die  drei  Grössen  V,  p^  T  als  event.  unab- 
hängig Veränderliche  in  Betracht  gezogen  sind,  auch  ohne  besondere  Be- 
zeichnung durch  Indices  (wie  solche  z.B.  von  Clausius  angewendet  werden) 

hp  hv 

^Ibstverständlich  ist,  dass   j-—  der  Voraussetzung  v^=C<m9t.  und  c-—  der 

Voraussetzung  p  =  Const  entspricht. 


*  Siehe  Clausius:  ,,Ueber  verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme 
Formen  der  Haoptgleichangen  der  mechanischen  Wärmetheorie,  Gl.  (31)"  in 
P<«gg.  Ann^  Juli  1865. 

Grashof,  theoret.  ÜMehiBeiüelire.    I.  7 
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§.  16.   Geometrische  Barstellunir  der  Yorgringre  bei  umkehrbaren  Z«bI«i4s- 

ftndemngreii« 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  sogenannte  Zustandscnne  wieder- 
holt dazu  benutzt  wurde,  das  Gesetz  der  gleichzeitigen  Aenderungen  von 
V  und  py  sowie  die  gewonnene  oder  aufgewendete  Arbeit  bei  irgend  einer 
umkehrbaren  Zustandsänderung  geometrisch  darzustellen,  mag  schliesslich 
darauf  hingewiesen  werden,  wie  mit  Hülfe  der  in  §.13  erwähnten  bt^äun- 
deren  Zustandscurven,  nämlich  der  isothermischen,  der  isodj'nami- 
sehen  und  adiabatischen  Curve,  auch  andere  mit  irgend  einer  umkehr* 
baren  Zustandsänderung  verbundene  Vorgänge,  insbesondere  die  AendenuM? 
des  inneren  Arbeitsvermögens^ CT,  die  mitgetheilte  Wärme  Q  und  den-o 
Verwandlungswerth  N  durch  geometrische  Darstellung  zur  Anschauung  ge- 
bracht werden  können.* 

£s  werde  ein  Körper  von  1  Kgr.  Gewicht  vorausgesetzt,  und  es  Seiten 
die  Werthe  von  v,  p^  t,  T^  U 

im  Anfkngszustande  =  Vy  p^   t^   Ty    U^ 


im  Endzustande 

Fig.  8. 


=  v^  p^  t^   Tg    U^ 


2 


^\ 

\' 

•/ 

fC   \'' 

k 

— ^ 

1 

^^--^ 

* 

Jenem  entspricht  (Fig.  8)  der  Punkt  «, 
mit  den  Coordinaten 

Oby  =-*',,    *iffi  =Px. 

diesem  der  Punkt  a^  mit  den  Coordinaten 

Oh^-^v^^    h^a^=^p^'^ 

a^aa^  sei  die  Zustandscurve,  welche  d<L< 
^        i^  h„      d  Abhängigkeitsgesetz  von  r  und  p^  also  i1a< 

Gesetz  darstellt,   nach   welchem  die  umkehrbare  Zustandsänderung  statt- 
findet.   Ist  dann 

E  die  hierbei  vom  Körper  verrichtete  Expansionsarbeit,   Q,  die  ihm  mit- 
getheilte Wärme,  so  ist 

WQ^U^  —  Uy^E 1 

und  E  -^  der  Fläche  h^  <i,  aa^b^.    Zur  Darstellung  von  L\ — 1\  werde 
durch  .den  Punkt  <f,  die  isodynamische  Cur>e  U^^  Coftjtt.^^  rj, 
durch  den  Punkt  a^  die  adiabatische  Curve  A^  gelegt 
und  durch  ihren  Schnittpunkt  c  die  Ordinate  cd. 


•  Vergl.  Zeuuer:  Gniudzüge  der  mechaniHchen  Wärmetheorie,  2.  AuÄ. 
Seit«  m  und  ff. 
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Dann  ist  för  die  Zustandsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve  J^  von 
tf,  bis  e  entsprechend  Gl.  (1) 

0=  ^i—Ui  +  Fläche  h^a^ed, 

also  JT^ — U^  ^der  Fläche  h^a^ed  nnd  somit 

WQ  =  h^a^  aa^  h^  -|-  h^  a^  cd  =  h^  a^  aa^  ed. 

Der  Arbeitswerth  der  mitgeth  eilten  Wärme  Q  ist  also  =  dem  In- 
halte der  Fläche,  welche  begrenzt  wird  1)  von  der  i?-Axe,  2)  von  der  Zu- 
standscurve  a^a^  nnd  der  durch  den  Endpunkt  ä^  derselben  gehenden  adia- 
l>atischen  Carve  A^^  3)  von  der  Ordinate  des  Anfangspunktes  a^  und  4)  von 
der  Ordinate  des  Punktes,  in  welchem  die  adiabatische  Curve  J^  von  der 
<]orch  den  Anfangspunkt  a^  gehenden  isodynamischen  Curve  U^  geschnitten 
wird.  Diese  Fläche  wird  durch  die  Ordinate  des  Endpunktes  a^  der  Zu- 
standscunre  in  zwei  TheDe  getheilt,  von  welchen  der  eine,  begrenzt  von 
der  Zustandscurve  a^a^^  =  der  Expansionsarbeit  E,  der  andere,  be- 
grenzt von  der  adiabatischen  Curve  Jfgi  ^=  ^i — ^i  =^der  Zunahme  des 
inneren  Arbeitsvermögens  in  Folge  der  Zustandsänderung  ist.  Dabei 
^ind  die  Inhalte  dieser  Flächen  positiv  oder  negativ  zu  setzen  der  Art,  dass, 
wenn  sie  von  einer  beweglichen  Ordinate  beschrieben  gedacht  werden, 
welche  zur  Erzeugung  der  Flächen  =  E  und  =  WQ  von  der  Ordinate 
dfs  Anfangspunktes  a^  und  zur  Erzeugung  der  Fläche  =  U^ — U^  von  der 
Ordinate  des  Endpunktes  a^  der  Zustandscurve  ausgeht,  diese  Ordinate  po- 
sitive oder  negative  Flächenelemente  beschreibt,  jenachdem  sie  sich  im 
Sinne  der  positiven  oder  der  negativen  t^Axe  bewegt. 

Um  auch  den  der  Zustandsänderung  nach  a^aa^  entsprechenden  Yer- 


-/ 


dQ 
wandlungswerth  N=\  -—  auf  eine  geometrische  Darstellung  zurück- 


zuföhren,  werde  durch  den  Punkt  a^  noch  die  isothermische  Curve  T  = 
C<mH.z=:  T^  gelegt;  e  sei  ihr  Schnittpunkt  mit  der  adiabatischen  Curve  A^, 
Denkt  man  sich  dann  den  Körper  aus  dem  Zustande  a^  {v^^  p^)  in  den  An- 
fiangsznstand  a^  (r^,  p^)  nach  der  Zustandscure  a^et^  in  umkehrbarer  Weise 

öl 

zurückgeführt,  so  ist  der  entsprechende  Verwandlungswerth  =  —  —  ,  wenn 

Q^  die  Wärme  bedeutet,  welche  dem  Körper  behufs  der  Zustandsänderung 
nach  tfjf  mitgetheilt  werden  mttsste,  so  dass  ihm  dieselbe  Wärme  Qi  bei 
der  umgekehrten  Zustandsänderung  nach  ea^^  entzogen  werden  muss.  In- 
dem nun  fOr  den  umkehrbaren  Kreisprocess  a^aa^e a^  der  resultirende  Ver- 
wandlungswerth =  Null  ist,  hat  man 

7* 
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N  —  ^-  =  0,  also  N=-^ 2. 

Der  Arbeitswerth  der  Wärme  Qj  kann  dem  Obigen  zafolge  durch  eine 
Fläche  mit  Hülfe  der  Cunen  U^  und  A^  dargestellt  werden;  somit  ist  aucb 

WNT^=  WQ^  =  Fläche  h^a^ecd 

=  einer  Fläche,  deren  Bildungsgesetz  sich  von  demjenigen  der  zur  Dar- 
stellung von  WQ  dienenden  Fläche  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die 
durch  den  Anfangspunkt  a^  gehende  isothermische  Curve  T,  an  die  Stelle 
der  Zustandscurve  a^aa^  tritt. 

Der  Gl.  (2)  zufolge  ist  die  Grösse  N  für  einen  gegebenen  Körper  voll- 
kommen bestimmt  durch  das  Curvcnstück  a^e^  also  durch  den  Punkt  «, 
und  die  Curve  ^,  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  a^  auf  der  Cune 
A^  und  von  der  Form  der  Zustandscurve  a^aa^.  So  oft  letztere  dieselbe 
adiabatische  Curve  A^  irgendwo  schneidet,  hat  der  Verwandlungsworth  3' 
eine  dieser  Curve  A^  eigenthümliche  Grösse;  er  entspricht  in  dieser  Hin- 
sicht der  sogenannten  Kraftfunction  der  Mechanik,  während  die  adiabati- 
schen Curven  den  Niveauflächen  analog  sind. 


B.  Verhalten  der  Gase,  insbesondere  der  atmospha- 

risohen  Luft. 

§.  17.  Beflnitlonen,  Erfahmngrsstttze  und   Annahmen;    Zustands^leiekaBC 

der  Oase. 

Unter  einem  permanenten  Gase  oder  auch  kurzweg  einem  GaM> 
pflegt  ein  luftförmiger  Körper  verstanden  zu  werden,  welcher  uns  nur  aJ^ 
solcher  bekannt  ist,,  indem  er  durch  die  uns  zu  Gebote  stehenden  Mitttl 
der  Druckerhöhung  und  der  Wärmeentziehung  bisher  nicht  in  die  llü<sic* 
oder  feste  Aggregatform  hat  gebracht  werden  können.  Da/u  gehören  u.  A. 
Sauerstoff  und  Stickstoff  sowie  beliebige  Gemische  dieser  einfiichen  Ga>«'. 
z.  ß.  reine  (von  ihren  nebensächlichen  Bestandtheilen,  insbesondere  WasM>r- 
dampf  und  Kohlensäure  befreite)  atmosphärische  Luft.  Das  Vorhalt»'!! 
dieser  permanenten  Gase  ist  mit  grosser  Annäherung  an  zwei  einfachi*  (ie- 
setze  gebunden,  welche  unter  den  Namen  des  Mariotte'schen  und  des  Ga\- 
Lnssac'schen  Gesetzes  bekannt  sind  und  wodurch  ihr  physikalischer  Cha- 
rakter wesentlich  bestimmt  wird.  Weih  aber  jener  Begriff  eines  p<»rma- 
nenteu  Gases  nicht  an  sich  bestimmt,  sondern  abhängig  von  unseren  auüfn« 
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biicklichen  Kenntnissen  und  H&lfsmittcln  ist,  mit  deren  YervQllkommnung 
ein  bisher  als  permanent  erschienenes  Gas  diesen  Charakter  verlieren  kann, 
weil  femer  aach  andere  loftförmige  Körper,  die  nns  zugleich  in  flüssiger 
nnd  fester  Aggregatform  bekannt  sind,  in  gewissen  Wärmezuständen  (bei 
>chr  grossem  specif.  Volumen)  den  fh^lichen  zwei  Gesetzen  ebenso  gut 
entsprechen  können  wie  permanente  Gase,  so  wird  es  vorgezogen,  unter 
einem  Gase  hier  jeden  luftförmigen  Körper  von  solcher  Art 
oder  von  solchem  Wärmezustande  zu  verstehen,  dass  seine  je- 
weils in  Betracht  gezogenen  Zustandsänderungen  als  dem  Ma- 
riotte'schen  und  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  unterworfen 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  vorausgesetzt  werden 
därfen.  Der  Zustand  eines  vollkommenen  Gases  ist  ein  Grenzzustand, 
für  welchen  jene  Gesetze  genau  gelten  und  welchem  bei  gleicher  Pressung 
and  Temperatur  die  permanenten  Gase  nur  näher  kommen,  als  andere  luft- 
förmige  Körper  (Dämpfe). 

Kach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  sind  das  specif.  Volumen  v  und 
die  Pressung  p  eines  Gases  bei  constanter  Temperatur  t  einander  umge- 
kehrt proportional;  ihre  Zustandsgieichung  hat  also  die  Form 

pv=f(t\ 
woraus  fftr  p=  Const.  sich  ergiebt: 

Wäre  das  Gas  reine  atmosphärische  Luft  und  p  =  dem  normalen  Atmo- 
sphärendruck, so  wäre  der  Temperatur -Definition  zufolge  der  in  dieser 

dv 
Gleichung  vorkommende  Differentialquotient  —  constant  (siehe  §.  7,  Gl.  1), 

UV 

also  auch  /'(t)  =  Const.  Nach  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  sind 
aber  für  alle  Gase  und  beliebige  Werthe  der  constanten  Pressung  die  gleich- 
zeitigen Aenderungen  von  v  und  t  einander  stets  in  demselben  Verhältnisse 
proportional,  ist  also  /(t)  =  einer  Constanten.  Wird  dieselbe  mit  B  be- 
zeichnet, so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 

pv  =  S-{-Et, 

unter  Seine  andere  Constante  verstanden.  Dies  ist  die  Zustandsgleich- 
QBg  der  Gase,  welche  auch  geschrieben  werden  kann: 

pv  =  S(l-\-at)  mit«=- (1) 

Mer  pv  =  B(a']-t)    mit  a  =  -  =  — (2). 
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Die  Constantc  a  ist  der  sogenannte  Aasdehnnngscoefficient  des 
Gases  =  dem  Verhältnisse  der  Volumenzunahme  J»,  welche  einer  Tempe- 
raturzunahme  am  J^  =  1^  hei  constanter  Pressung  p  entspricht,  za  dem 
Volumen  =  Vq  bei  ^  =  0  und  derselben  Pressung  p\  aas  Gl.  (1)  folgt 
nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen  und  mit  diesen  Bezeichnungeu: 

p  Av  =  Sa  und  pvq  =  S  ,  also  «  =  —  . 

Zur  Bestimmung  des  Ausdehnungscoefficienten  eines  Gases  kann  man 
übrigens  auf  Grund  der  Zustandsgieichung  (1)  ebensowohl  die  Werthc  von 
V  messen,  welche  fVir  p  ^=  Const,^  als  die  Werthe  von  ji,  welche  filr  r  = 
CotiBt,^  als  auch  die  Werthc  von  v  und  /?,  welche  zugleich  verschiedenen 
Temperaturen  entsprechen;  als  letztere  empfehlen  sich  die  (durch  schmel- 
zendes Eis  und  kochendes  Wasser)  leicht  längere  Zeit  constant  zu  erhal- 
tenden Temperaturen  ^  =  0  und  =  100.    Sind  dann 

f^o  und  pQ  die  Werthc  von  v  und  p  für  ^  =  0, 
v^  und  p^  die  Werthe  von  v  und  p  für  t  =  100, 

so  ist  nach  Gl.(l) 


Po^Q  lOOi^o^'o 


«'i— «^0 


insbesondere  a  =  ^\^        für  p,  =  »u 3 , 

100  »0 

a  =  ^-^"^^    für  e^i  =ro 4  . 

lOOjio  '         *" 

Für  ein  vollkommenes  Gas  müsste  nach  diesen  beiden  Specialformeln  imm<T 
derselbe  Werth  von  a  gefunden  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werthe 
von  r^  und  p^.  Die  Regnault 'sehen  Versuche  mit  wirklichen  Gasen  er- 
gaben dagegen  den  Coefficienten  a  etwas  verschieden,  jenachdem  er  nach 
GL  ^3;  oder  nach  Gl.  (4)  bestimmt  wurde,  femer  nach  jeder  von  beiden 
Formeln  etwas  verschieden  je  nach  dem  Werthe  von  Vq  oder  p^,  nkrolioh 
am  so  kleiner,  je  kleiner  p^^  je  grösser  also  Vq  gewählt  wurde.  Für  Wass«  r- 
stoffgas  sind  diese  Verschiedenheiten  am  kleinsten.  Für  verschiedene  (ia^f 
ist  a  unter  gleichen  Umständen  nicht  mehr  verschieden,  als  für  dasselb»* 
Gas  anter  verschiedenen  Umständen. 

Hiemach  ist  der  Ausdehnungscoefticient  für  den  Gronzzastand  eine*- 
vollkommenen  Gases  als  eine  von  der  Gasart  unabhängige  Constante  za  b*^ 
trachten  and  dem  kleinsten  Werthe  von  a  höchstens  gleich  zu  setzen,  mol- 
cher für  irgend  ein  Gas  unter  irgend  welchen  Umständen  bisher  gefbndfn 
wurde,  weil  jedes  Gas  jenem  Grenzzustande  um  so  näher  kommt,  je  grus«  r 
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bei  gegebener  Temperatur  sein  specif.  Volnmen  v  ist,  mit  wachsendem  v 
aber  a  abnimmt.  Dieser  kleinste  Werth  ist  a  =  0,Q03661,  gefunden  für 
Wssserstoifgas  nach  Gl.  (3)  für  atmosphärischen  Diruck.  Indem  aber  eine 
Steigemng  dieses  Druckes  bis  3  Atm.  noch  kaum  einen  Einfluss  auf  die 
letzte  Decimalstelle  ausübte,  lässt  sich  erwarten,  dass  auch  durch  Yermin- 
dening  der  Pressung,  also  durch  Yergrösserung  des  specifischen  Volumens 
eine  merkliche  Abnahme  von  a  nicht  herbeigeführt  werden  würde,  d.  h.  es 
lässt  sich  annehmen,  dass  das  Wasserstoffgas  schon  bei  atmosphärischem 
Drucke  und  t  =  0^  von  dem  Grenzzustande  eines  vollkommenen  Gases  un- 
fflerklich  abweicht.  Indem  es  aber  für  die  Folge  bequemer  ist,  statt  des 
Ausdehnangscoefficienten  a  seinen  reciproken  Werth  a  in  die  Rechnung 
einzuführen  gemäss  der  obigen  zweiten  Form  der  Zustandsgieichung: 

pv  =  R(a  +  t) (2), 

solL  wie  es  üblich  geworden  ist^  in  runder  Zahl  gesetzt  werden: 

a—273,  entsprechend  a=     =  0,003663. 

Der  Unterschied  zwischen  diesem  Grenzwerthe  von  a  und  demjenigen, 
welcher  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  als  das  für  die  technischen 
Anwendungen  wichtigste  Gasgemenge  gefunden  wurde,  ist  so  klein,  dass 
diTon  bei  diesen  Anwendungen  abgesehen  werden  darf.  Es  fand  z.  B. 
Regnanlt  für  reine  atmosphärische  Luft 

nach  Gl.  (4):  a  =  0,003665  bei  Po  =  l  Atm., 
nach  Gl.  (3):  «  =  0,003670  bei  pQZ=p^  =  l  Atm., 

a  =  0,003694  bei  p^=p^=  3,3  Atm. 

Wenn  nun  auch  a  in  der  Zustandsgieichung  (2)  als  eine  für  alle  Gase 
gleiche  Constante  zu  betrachten  ist,  so  ist  doch  R  von  der  Gasart  wesent- 
lich abb&ngig  und  durch  irgend  ein  System  zusammengehöriger  Werthe  von 
p.  r  und  t  bestimmt,  insbesondere  z.  B.  für  reine  atmosphärische  Luft 

durch  ihr  specif.  Gewicht  y  =  —  =  1,2932  Kgr.  für  ^  =  0  und  normalen 

atmosphärischen  Druck.  Letzterer  ist  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt 
=  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule  von  1  Quadratm.  Grundfläche  und 
oJ6  Mtr.  Höhe  bei  0^  Temperatur  des  Quecksilbers.  Bei  dieser  Tempe- 
ratur ist  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  =  13,596,  die  grösste  Dichtig- 
keit des  Wassers  (bei  ^  =  4^)=  1  gesetzt,  also  das  specif.  Gewicht  des 
Quecksilbers  von  0®=  13596  Kgr.  pro  Cubikm.,  und  der  normale  Atmo- 
sphärendmck 

^=  13596.0,76=10333  Kgr.  pro  Quadratm. 
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Hiemach  ergiebt  sich  aus  61.  (2)  mit  a  =  273  für  reine  atmosphärische 
Luft:  • 

10333        _ 
^-T;2932T273-^^'^^- 

Ist  6  die  Dichtigkeit  eines  anderen  Gases  oder  Gasgemenges  in  Beziehouc 
auf  atmosph.  Luft  von  gleicher  Pressung  und  Temperatur,  so  ist  f&r  das- 
selbe nach  Gl.  (2) 

^_  29,27 

Die  natürlich  vorkommende  und  zu  technischen  Zwecken  benutzte  atmo- 
sphärische Luft  enthält  verschiedene  Beimischungen,  namentlich  von  Wai^^  r- 
dampf  und  Kohlensäure,  jedoch  in  so  kleinen  Mengen,  dass  dadurch  der 
Gas-Charakter  des  Gemisches  nicht  wesentlich  beeinträchtigt  wird,  den  bt- 
treffenden  Rechnungen  also  nach  wie  vor  eine  Zustandsgieichung  von  d^r 
Form  der  Gl.  (2)  zu  Grunde  gelegt  werden  darf,  besonders  wenn  gleich- 
zeitig der  Constanten  E  ein  Werth  beigelegt  wird;  welcher  nach  Gl. '  5  der 
durch  die  nebensächlichen  Bestandtheile  bedingten  Dichtigkeit  6  entspricht. 
Uebrigens  ist  es  nur  der  Wassergehalt  der  Luft,  welcher  diese  Werthe  v»fi 
6  und  E  einigermassen  merklich  beeinflussen  kann.  Ist  dann  p  die  Gv- 
sammtpressung  der  feuchten  Luft,  p'  die  Pressung  des  darin  enthaltenio 
Wasserdampfes,  also  p — p'  die  Pressung  der  trockenen  Luft  für  sich  allein, 
so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  specif.  Gewicht  des  Wasserdampf*  > 
etwa  */g  so  gross  ist  wie  das  der  trockenen  Luft  bei  gleicher  Pressung  und 
Temperatur,  die  Dichtigkeit  6  der  feuchten  Luft: 

d  =  ^~^-  -4-  ^  ?-  ^  1  _  ^ 

p  S  p  S  p 

und  die  Constante  R  ihrer  Zusaudsgleichung: 

B^     --'ö",  z.  B.  =  29,38  für  -    =  0,01. 

~Sp 

Was  die  speci fische  Wärme  der  Gase  =  «  für  constantes  Volumt-n. 
resp.  =  Cj  für  constante  Pressung  r§.  15)  betriflFt,  so  ist  nur  letztere  dj- 
mentlich  von  Regnaul t)  für  verschiedene  Gase  direct  bestimmt  und  diNM 
nur  abhängig  von  der  Gasart,  dagegen  unabhängig  von  dem  augenblicklieben 
Zustande  des  Gases  gefunden  worden  wenigstens  mit  einer  ebenso  gross<^n 
Annäherung,  als  mit  welcher  das  Gas  dem  Mariotte'schen  und  dem  Gay- 
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Lofisac'schen   Gesetze  folgt.     Insbesondere   für   atmosphärische  Luft   er- 
gab sich* 

«?,  =0,2375. 

In  Betreff  der  specif.  Wärme  <?  ist  man  einstweilen  auf  das  aus  ver- 
schiedenartigen Versuchen  (siehe  §.21)  zu  abstrahirende  Verhältniss 

n  =   - 

c 

angewiesen,  welches,  freilich  nicht  so  zuverlässig  bestimmt  wie  e^^  für  at- 
mosphärische Luft  =  1,41  gesetzt  werden  kann,  woraus  dann  folgt: 

0,2375         ^,^^, 

Für  irgend  ein  anderes  Gas  kann  die  specif.  Wärme  c  theoretisch  abgeleitet 
werden  ans  seiner  specif.  Wärme  c^^  seiner  Dichtigkeit  6  in  Beziehung  auf 
atmosphärische  Luft  und  aus  den  Werthen  von  c  und  c^  für  atm.  Luft 
siehe  §.  19),  so  dass  die  Frage,  ob  auch  e  ebenso  wie  c^  für  jedes  Gas  von 
dem  augenblicklichen  Zustande  desselben  unabhängig  sei,  sich  auf  die  Frage 
reducirt,  ob  für  atmosphärische  Luft  die  specif.  Wärme  c  =  0,1684  oder 
das  Verhältniss  n  =  1,41  ebenso  constant  sei  wie  die  specif.  Wärme 
f,  =0,2375.  Die  bisherigen  experimentellen  Bestimmungen,  aus  welchen 
»=1,41  als  angenäherter  und  bis  auf  höchstens  die  zweite  Decimalstelle 
voraussichtlich  zuverlässiger  Werth  des  Verhältnisses  n  für  atm.  Luft  ab- 
geleitet wurde,  sind  nun  zwar  nicht  umfassend  und  genau  genug,  um  jene 
Frage  sicher  zu  entscheiden,  indessen  spricht  die  innere  Wahrscheinlichkeit 
fdr  ihre  Bejahung.  Während  die  bei  constantem  Volumen  einem  Gase  mit- 
getheilte  Wärme  nur  eine  Veränderung  seines  Zustandes  bewirkt,  hat  die 
bei  constanter  Pressung  mitgetheilte  zugleich  eine  Expansionsarbeit  =  pdv 
pro  1  Kgr.  des  Gases  zu  verrichten;  die  specif.  Wärme  c  erscheint  somit 
von  einfacherer  Bedeutung,  als  e^^  und  wenn  schon  letztere  sich  als  eine 
CoDstante  für  jedes  Gas  herausstellt,  so  lässt  sich  dasselbe  um  so  eher  von 
{ vermuthen. 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  beide  specif.  Wärmen  c 
und  tfj  für  jedes  Gas  constant  sind,  ihre  Werthe  also  nur  von  der  Art, 
nicht  vom  Zustande  des  Gases  abhängen. 


•  Für  eine  Temperaturerhöhung 

von  —  30«  bis  -f     10<>  wurde  gefunden  c^  =  0,2377 

0«   „     -f-  100«      „  „  c,=  0,2374 

0«  „    +  200«      „  „  Ci  =  0,2375. 
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i  18.   BcrtJMMMBg  icr  TmKnitvfwMtl«B  T. 


Da  die  durch  die  Betrachtangen  in  §.  14  eingeführte  Temperatorfimo- 
tion  Tj  welche  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §.15  eine  so  wesent- 
liche Rolle  spielt,  von  der  Art  des  betreffenden  Körpers  unabhängig  ist, 
so  sind  die  einfachen  und  verhältnissmässig  sicher  bekannten  Gesetze. 
welchen  das  Verhalten  der  Gase  unterworfen  ist,  zur  aUgemeinen  Be- 
stimmung dieser  Function  T  besonders  geeignet  Ihre  Bedeutung  ergiebt 
sich  ans  den  beiden  Hauptgleichungen  (11)  und  (12\  §.  15,  in  Verbindung 
mit  der  Znstandsgleichung 

der  Gase  und  der  begrfindeten  Annahme,  dass  die  beiden  specif.  W&nneB 
c  und  Cj  derselben  constant  sind.  Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  (11)  und 
<  12),  §.  15,  gemäss  Gl.  (13)  daselbst 


dT  dT 

femer 


''dt  '     '^~''di  ' 


hTdT^       bT_dpU 
hv       dt  bv^     hp       dt  bp 

dT 
oder  mit  der  kürzeren  Bezeichnung:        =  T 

dt 


so  ist  nach  der  ersten  Hauptgleicbung: 

h  f    ht\       b  f  ht 

oder,  sofern  e  und  «j  constant  sind, 


bt\ 


hH 


und  nach  der  zweiten  Hauptgleichung: 

Durch  Division  von  Gl.  (1)  und  (2;  folgt 

ht  ht 
T  hvhp 

hv  hp 
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oiicr  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgleichang  der  Gase,  nach  welcher 

ht       p     ht        p        bH         1 


bv       R'  hp      R'    hvhp      R 


ist,  aach 


T       pv 

t       R  ^ 

tdi        dT        di        ^      ^        ,     ^    ^ 

oder  endlich,  wenn  der  willkürlich  zu  wählende  constante  Coefficient  =  1 
gesetzt  wird, 

r=a4-e=r273  +  < (3). 

Die  Temperaturfunction  T  unterscheidet  sich  also  von  der  Temperatur 
i  nur  durch  einen  constanten  Summanden;  sie  ist  selbst  eine  Temperatur, 
oar  von  einem  Nullpunkte  aus  gerechnet,  welcher  um  273®  unter  dem  Ge- 
frierpunkte des  Wassers  liegt  und  der  absolute  Nullp  unkt  genannt  wird, 
während  dann  T  entsprechend  die  absolute  Temperatur  heisst.  Mit 
r=  0  oder  t=  — 273  braucht  man  übrigens  nicht  nothwendig  den  Be- 
^rif  der  kleinstmöglichen  Temperatur  überhaupt  zu  verbinden;  nur  im  Gas- 
zustände, wenn  derselbe-  beständig  durch  die  Gleichung 

pv=^R{a-\-V) 

cbarakterisirt  wird,  kann  ein  Körper  bei  einer  geringeren  Temperatur,  als 
^  =  —  a  =  —  273  nicht  bestehen. 

Wegen  7^=  1  bedeutet  jetzt  in  den  allgemeinen  Gleichungen,  §.  15, 
far  einen  beliebigen  Körper 

c^  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen, 
Cf    ,,       „  „  „   constanter  Pressung; 

^T  and  dt  können  in  den  Formeln  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden. 
Ia  der  R^el  soll  im  Folgenden  die  absolute  Temperatur  T  statt  der  vom 
Gefrierpunkte  des  Wassers  aus  gerechneten  oder  thermometrischen  (durch 
(iie  üblichen  Thermometer  direct  angezeigten)  Temperatur  t  in  die  Rech- 
Qong  eingeführt  werden,  indem  dadurch  manche  Formeln  eine  etwas  ein- 
fachere Form  erhalten  und  der  Buchstabe  t  zur  Bezeichnung  der  Zeit  dis- 
ponibel wird. 

Insbesondere  ist  dann  die  Znstandsgleichung  der  Gase: 

pv  =  RT (4), 

wd  wenn  ftr  sie  die  speeil  Wärmen  e^  und  Cp  wie  bisher  mit  o  und  e^ 
^•ezeidniet  werden,  so  eriuiten  mit 


• 
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^=    -   und  .-  =- 
hv       R  hp       R 

die  Gleichungen  (8)  —  (10;,  §.15,  die  Formen:  ^ 


dQ=  --   {c^pdv  -f  cvdp) .*> 

R  » 

=  cdT  -\ dv  =  cdT-[  Apdv iti 

V 
AH  T 

=  c^dT dp==c^dT-'  Avdp 7  . 

Sie  drücken  die  Wärmemenge  aus,  welche  einem  Kgr.  eines  Gases  behaf> 
einer  unendlich  kleinen  Aeuderung  seines  Wärmezustandes  mitzutheilen  ist, 
jenachdem  letztere  gegeben  ist  durch  die  Aenderungen  von  v  und  /»,  od«T 
von  V  und  7*,  oder  von  p  und  T. 


§.  19.   Speeiflsehe  Wärme  und  inneres  ArbeitsvennOiren  der  Gase. 

hH  1 

Aus  Gl.  ri)  des  vor.  §.  folgt  mit  ^    ^    =  ,^ 

or  dp       R 

Cj — c  =  c(n — \)^=AR 1  . 

Für  verschiedene  Gase  ist  also  die  Differenz  ihrer  specif.  Wärmen  bei  oon- 

stanter  Pressung  und  bei  constantem  Volumen  proportional  der  Constant«  u 

R  ihrer  Zustandsgieichung,  somit  umgekehrt  proportional  ihrer  Pichti^kt  it 

rf:  Gl.(5),  §.  17. 

Sofern  die  Grössen  R  und  c,  mit  grosser  Zuverlässigkeit  insbesondtT' 

für  atmosphärische  Luft  bekannt  sind,  kann  Gl.  (1)  zur  Berechnung  «i-r 

Constanten  A  dienen  mit  nahe  derselben  Annäherung,   mit  welcher  aurli 

c,  I 

e  oder  n  =^      bekannt  ist.    Mit  den  im  vorigen  §.  angeführten  Werth«  ■] 

^  I 

dieser  Constanten  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  ergiebt  sich:  I 

1  29,27 

Ä"^       ^ 0,2375— 0,1684  ^  ^^"^'^ 

in  sehr  guter  Uebereiustimmung  mit  directen  Bestimmungen  besonders^  v 

■ 

Joule,  nach  welchen  in  §.11  angegeben  wurde:  W^^424.  Diese  Uthi 
eiustimroung  gewährt  eine  werthvolle  gegenseitige  Controle  der  dire<t' 
Bestimmungen  von  n ^^  1,41  für  Luft  und  W-=  424  allgemein,  von  din« 
es  fraglich  ist,  welche  an  sich  das  grössere  Zutrauen  verdient,  während  K n 
jedenfalls  weniger  zuverlässig'  sind,  als  die  Bestimmungen  von  R  and  c^ . 


§.19. 
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Da  die  Differenz  =  c^ — e  der  Dichtigkeit  eines  Gases  umgekehrt  pro- 
portional, für  atmosph.  Lnft  aber  ^ 

Ci—c  =  0,2375  —  0,1684  =  0,0691 

ist,  so  ist  für  irgend  ein  anderes  Gas  oder  Gasgemenge  von  der  Dichtigkeit 
d  bezüglich  auf  atmosph.  Luft 

0,0691 


c,  —  c 


(2), 


Tonach  der  Werth  von  c  aus  den  beobachteten  Werthen  von  c^^  und  d  be- 
rechnet werden  kann.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  für  die  (bis  jetzt) 
permanenten  Gase*  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Kohlenoxyd,  so- 
Tie  f&r  einige  andere  luftförmige  Körper,  welche  mit  Rücksicht  auf  spätere 
Anwendungen  von  Interesse  sind,  ausser  den  chemischen  Molekularformeln 
and  entsprechenden  Molekulargewichten  m,  die  von  Regnault  gefundenen 
Werthe  von  ö  und  e^  enthalten  nebst  den  nach  Gl.  (2)  daraus  abgeleiteten 

Werthen  von  e  und  n  =  — . 

c 


m 


Waberstoff.  .  .  . 
^oerstoff    .  .  .  . 

Stickstoff 

Kohlenoxyd    .  .  . 

Sofflpfgas 

<JelbQdendes  Gas 
Kohlensäure  .  .  . 
WaiBserdampf    .  . 


0. 
CO 


2 
32 

28 
28 
16 
28 
44 
18 


n 


0,0693 
1,1056 
0,9714 
0,9673 
0,5527 
0,9672 
1,5201 
0,6219 


3,4090 
0,2175 
0,2438 
0,2450 
0,5929 
0,4040 
0,2169 
0,4805 


2,4119 
0,1550 
0,1727 
0,1736 
0,4679 
0,3326 
0,1714 
0,3694 


1,413 
1,403 
1,412 
1,411 
1,267 
1,215 
1,265 
1,301 


0,0692 
1,1072 
0,9688 
0,9688 
0,5536 
0,9688 
1,5224 
0,6228 


Das  Terhftltniss  n  ergiebt  sich,  wie  man  sieht,  für  die  permanenten  Gase 
•^br  nahe  gleich  gross  und  =^  dem  Werthe  i»  =  1,41  für  atmosph.  Luft 
Wihrend  nach  Gl.  (2)  die  Differenz 

c?^(J—crf  =  0,0691 


*  Die  Permanenz  des  Gaszustandes  bei  beliebiger  Verstärkung  des  äusseren 
i^ck»  oder  Erniedrigung  der  Temperatur,  wovon  hier  allein  die  Rede  ist, 
y^hliesst  die  Möglichkeit  einer  Aenderung  der  Aggregatform  unter  der  £in- 
▼irkang  von  Moleknlarkräften  nicht  aus.  So  mag  bei  der  Absorption  von  Gasen 
dorch  flfiasige  oder  feste  Körper,  z.  B.  bei  der  auffallend  bedeutenden  Absorp- 
cioo  Ton  Wasserstoffgas  durch  Platin  und  Palladium,  das  Gas  als  flüssig  oder 
int  geworden  zu  betrachten  sein;  allein  die  Eigenschaften  des  absorbirten 
O&i^es  an  sich,  d.  h.  unabhängig  von  den  fraglichen  Molekularkräften,  sind  uns 
in  dem  fraglichen  Zustande  nicht  bekannt. 
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für  alle  Gase  gleich  gross  ist,  entsprechen  jenen  Gasen,  für  welche  n  gleich 
gross  ist,  auch  gleiche  Einzelwerthe  der  Producte  cd  und  c^6.  Da  6  dem 
specif.  Gewichte  (Gewichte  der  Volumeneinheit}  eines  Gases  bei  gegebener 
Pressung  und  Temperatur  proportional  ist,  so  sind  jene  Producte  ed  und 
e^6  den  betreffenden  specifischen  Wärmen  der  Volumeneinheit  ver- 
schiedener Gase  bei  gleicher  Pressung  und  Temperatur  derselben  propor- 
tional. Während  also  für  alle  Gase  die  Differenz  der  specif. 
Wärmen  der  Volumeneinheit  (bei  gleichen  Werthen  von  p  und  i)  be- 
ziehungsweise für  constantes  Volumen  und  für  constante  Press- 
ung gleich  gross  ist,  sind  diese  specif.  Wärmen  auch  einzeln 
gleich  gross  für  solche  Gase,  für  welche  n  denselben  Werth  bat, 
insbesondere  also  fast  genau  für  die  4  ersten  Gase  der  obigen  Tabelle. 

Dieses  Gesetz  kann  auf  einen  anderen  bemerkcnswerthen  Ausdruck 
gebracht  werden,  wenn  es  mit  der  von  Avogadro  zuerst  ausgesprochenen 
und  in  der  theoretischen  Chemie  ziemlich  allgemein  anerkannten  Hypothese 
verbunden  wird,  dass  im  Gaszustande  bei  gleichen  Werthen  von  p 
und  t  von  allen  Substanzen  gleich  viel  Molc^kflle  in  gleichen 
Räumen  enthalten  seien.  Hiernach  wäre,  unter  C  eine  Constante  und 
unter  m  das  Molekulargewicht  verstanden, 

(J=r  Cw,  insbesondere  d  =  0,0346  m j3  , 

wenn  die  Constante  im  Mittel  den  Werthen  von  m  und  6  für  W^asserstoff. 
Sauerstoff  und  Stickstoff  entsprechend  bestimmt  wird.  Die  nach  Gl.  ^3  be- 
rechneten Werthe  von  ö  sind  in  obiger  Tabelle  in  der  Columue  unter  d' 
enthalten  und  sind,  wie  man  sieht,  durchweg  sehr  wenig  von  den  beobach- 
teten Werthen  verschieden.  Indem  also  die  Producte  cö  und  e^ö  auch  deo 
Producten  mc  und  mC|,  also  den  specifischen  Molekularwärroen  i  specif. 
Wärmen  eines  Moleküls)  proportional  gesetzt  werden  können,  kann  4a> 
obige  Gesetz  auch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  im  Gaszustände 
bei  gleichen  Werthen  von  p  und  t  die  specif.  Molekularwftrmen, 
welche  beziehungsweise  v  :-=  Consl.  und  p  =  Const,  entsprechen, 
für  alle  Substanzen  dieselbe  Differenz  und  für  solche  Gase, 
für  welche  n  gleich  gross  ist,  auch  einzeln  dieselben  Werthe 
haben.  — 

Die  Werthe  von  6  und  c, ,  welche  in  obiger  Tabelle  für  Sumpfgas 
oelbildendes  Gas,  Kohlensäure  und  Wasserdampf  angegeben  sind,  beziehen 
sich  auf  solche  Wärraezustäude  dieser  Gase  resp.  Dämpfe,  in  welchen  dii*- 
selben,  und  zwar  in  zunehmendem  Grade  nach  der  Reihenfolge  ihrer  Auf- 
führung in  der  Tabelle,  schon  so  weit  von  dem  vollkommenen  Gasznstande 
entfernt  sind,  dass  sie  kaum  oder  entschieden  nicht  als  Gase  im  Sinne  der 
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Erklärung  yon  §.17  gelten  können.  Die  Anwendung  von  Gl.  (2)  zur  Be- 
rechnung von  e  und  n.  war  deshalb  in  diesen  Fällen  eigentlich  nicht  zulässig, 
wenigstens  nicht  mit  demselben  Rechte  wie  fttr  die  ersten  in  der  Tabelle 
aofgefahrten  Gase  im  engeren  Sinne,  so  dass  die  Werthe  von  c.und  n  in 
diesen  F^en  sowohl  f&r  diejenigen  Zustände,  auf  welche  sich  die  beob- 
achteten Werthe  yon  6  und  e^  beziehen,  als  auch  für  die  betreffenden 
Grenzznstände  eines  vollkommenen  Gases  von  den  in  der  Tabelle  ange- 
fahrten Werthen  merklich  abweichen  können.  Man  könnte  nun  vermuthen, 
dass  nur  durch  diesen  letzteren  Umstand  die  bedeutende  Verschiedenheit  der 
Werthe  von  n  in  der  zweiten  Hälfte  von  denen  in  der  ersten  Hälfte  obiger 
Tabelle  begründet  sei,  dass  aber  in  allen  Fällen  sich  n  derselben  Grenze 
nähere  in  dem  Maasse  wie  der  Zustand  sich  dem  vollkommenen  Gaszustande 
nähert;  allein  dann  müsste  wegen 

c  ,      1        ,       0,0691         .      ^,  ,^, 
-  =  -  =  1 — —  gemäss  Gl.  (2) 

anch  das  Product  e^ö  sich  in  allen  Fällen  derselben  Grenze  nähern,  also 
Teuigstens  einer  von  beiden  Factoren  c^  und  6  in  viel  höherem  Grade  ver- 
änderlich sein,  als  es  erfahrungsmässig  selbst  bei  Dämpfen  in  der  Nähe  des 
Uebergangszustandes  zur  flüssigen  Aggregatform  der  Fall  ist.  Dass  die 
Dichtigkeit  6  der  Dämpfe  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  sich  selbst 
beim  Uebergange  in  den  vollkommenen  Gaszustand  nicht  erheblich  ändern 
verde,  lässt  auch  der  Umstand  vermuthen,  dass  das  Avogadro'sche  Gesetz 
bei  Dämpfen  kaum  weniger  zutrifft,  als  bei  den  permanenten  Gasen.  End- 
hch  lassen  auch  die  Werthe  von  n  in  den  letzten  4  Fällen  der  Tabelle 
ebenso  anch  bei  anderen  Dämpfen)  nicht  sowohl  eine  Abhängigkeit  vom 
Unvollkommenheitsgrade  des  Gaszustandes,  als  vielmehr  von  der  atomisti- 
«chen  Constitution  des  Moleküls  erkennen,  und  zwar  so,  dass  n  um  so  kleiner 
ist,  je  grosser  die  Atomzahl  =  a  des  Moleküls  ist.  Von  Dr.  A.  Naumann* 
H  diese  Beziehung  auf  die  Formel 

gebracht  worden,  wonach  z.  B.  für  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und 
Kohlenoxyd  (a  =^  2)  sich  n  =  1,4,  für  Kohlensäure  und  Wasserdampf 
a  =  ^j:  »=1,333,  für  Sumpfgas  (a  —  b):  «  =  1,25,  für  Ölbildendes  Gas 
4  =  6)':  »  =:  1,222  ergeben  würde.  Prof.  Dr.  G.  Schmidt  stellte  das 
Verhältniss  n  als  abhängig  dar  nicht  nur  von  der  Atomzahl  des  Moleküls, 


*  Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie,  Bd.  142,  Seite  266. 
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sondern  zugleich  von  einer  den  verschiedenartigen  Atomen  in  wenigen  ein- 
fachen  Abstufungen  zugeschriebenen  verschiedenen  Werthigkeit.*  Diese 
und  andere  Formeln  werden  erst  dann  von  erheblichem  Werthe  sein,  wenn 
sie  aus  einfachen  Hypothesen  rationell  abgeleitet  erscheinen,  oder  wenn  sie 
wenigstens  als  empirische  Formeln  besser  und  ausnahmsloser,  als  bisher, 
mit  den  Thatsachen  in  Einklang  gebracht  werden  können.  — 

Für  die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  eines  Körpers  behnfe  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustandsänderung  mitzutheilen  ist,  hat  man 
allgemein  nach  §.  1 3,  Gl.  (2) 

während  fttr  ein  Gas  nach  §.  18,  Gl.  (G)  auch 

WdQ^  H^cdT-i-pdv 

ist.    Daraus  folgt 

dU=r  IFcdT 4  . 

Wegen  c  =  Const.  ist  also  die  Aenderung  des  inneren  Arbeitsver- 
mögens eines  Gases  seiner  Temperaturänderung  proportional. 
Ist  Ui  der  Werth  von  U  für  7=7;,  so  ist 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung 
und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 


U—U^  = 


n—\ 


§.  20.    Zastandsindeninf  nach  dem  Gesetze:  pt;*"  »=  Con&i.   Isothemisek«, 
Isodynamtsehe  und  adiabatisehe  Cnrve  der  Oase. 

Die  umkehrbare  Zustandsänderung  eines  Gases  erfolge    nach    dt^u 
Gesetze 

l>r'"  ^C 1  . 

unter  r  und  m  Constante  verstanden.    Es  ist  dann 

dp  p 

r»»rfp  -|-  «//jr"»--i  rfr  =  0;      ,     ^^  — m         .  .  .  .  t  .  .  .    1* 

dr  V 

» 

•  Zoitflchrift   de*  österreichUchen    Ingenieur-    und    Architekten -Vervii.v 
iHt;«;,  Hett  IX- XII, 
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Wenn  C  und  m  endliche  Werthe  haben,  sind 

dp 


Fif .  9. 


dp 

i?  =  oo,   p  =  0,      ~  =  0 

dv 

zusammengehörige  Werthe;  die  Znstandscurre 
(Fig.  9)  hat  die  Axen  der-  v  und  der  p  zu  Asym- 
ptoten. Ist  ST=  8  die  Subtangente  für  den  be- 
liebigen Punkt  M  der  Zustandscurve  mit  den 
Coordinaten  08=  v,  SM  =  p^  so  ist  für  den- 
selben 

dp  p       ^  V       OS 

-^  = — -t  also  «  =  — ^^ -^. 
dv  s  '  s       ST 

i<t  p^  die  Pressung  und  T^  die  absolute  Temperatur,  welche  dem  specifi- 
schen  Volumen  v^  (mit  OS^  ==  v^  dem  Punkte  M^  der  Zustandscurve)  ent- 
spricht, so  folgt  aus  den  Gleichungen 

pv^  =  PiV^*^  und  pv  ^=  RT 

rr=(:r '-'"' 

Die  Expansionsarbeit  f,  welche  von  1  Kgr.  des  Gases  beim  Ueber- 
gaiig  aus  dem  Zustande  M^^  {v^^  p^^  2\)  in  den  Zustan'd  M(v^  p,  T)  ver- 
richtet wird,  ist 


'V, 


m — 1 L         ^v  J 


(4); 


vermittels  der  Gleichungen  (3)  kann  sie  statt  durch  v  auch  durch  p  oder 
T  ausser  durch  die  mit  dem  Anfangszustande  M^  gegebenen  Grössen  aus- 
eedrQckt  werden. 

Die  specifische  Wärme,  welche  als  Function  von  m  hier  mit^  be- 
ztricbnet  sei,  ist  mit  Rflcksicht  auf  §.  18,  Gl.  (6)  und  auf  die  Zustands- 

« 

dQ  i     ^    dv  ,     ^^    pdv 

^       dT  ^     '^  dT  '  d  (pv) 

oder  wegen  JJt  =  e(n — 1)  und  d(pv)=pdv^vdp 

Or»ihof,  ikmnX.  MMcUneBlehre.    I.  8 
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li  =  e-\- 


e(n—l) 
V  dp 


1  + 


p  dv 


oder  endlich  nach  obiger  Gl.  (2) 

/  «— 1  \  m-^n 


O 


Diese  specif.  Wärme  ist  positiv  für  »i<C  1  oder  «•  > «, 

negativ  für  1<1  »•  <  «- 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  fi  mit  m 
ändert,  ist  in  Fig.  10  durch  die  Cnrve  dar- 
gestellt, deren  Coordinaten  m  und  fi  sind; 
sie  schneidet  die  Axe  der  li  in  der  Entfer- 
-ffv  nung  OCj  ^=ey^  die  Axe  der  m  in  der  Ent- 
fernung 0N=  n  vom  Anfangspunkte  0.  Di«- 
Curve  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
den  Asymptoten  m^  m,  in  der  Entfernung 
=^  e  von  Om  und  n^  fi^  in  der  Entfemundr 
=  1  von  Ofi\  denn  mit 

m  =  m^'{-l  und  fi  =  lii  +  * 
wird  ihre  Gleichung  für  die  Axen  0^  «4  und  O^  /i^ : 

m^fi^=  —  (« — IV  =r  —  '>, — €\ 

Schliesslich  ist  die  (positive  oder  negative)  Wärme,  welche  dem  Ga^ 
pro  1  Kgr.  beim  Uebergang  aus  dem  Zustande  M^  in  den  Zustand  M  mit- 
getheilt  werden  muss, 

Q=rfiiT-7^) »., 

worin  nach  den  Gleichungen  .3'  auch  7*  durch  r  oder  |»  ersetzt  werdoD 
kann.    Wegen 

1—1 


^_7;  =  -r,[i -(;;»)' 


""   }  AE=—^      --AE=—    -    ~AE 
AR  r»— 1)  flu— li 


ist  anch 


Q=-    -[AE 

n  —  1 


also  Q  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  wie  E^  jenachden 
•»  v^  »  oder  m  7^  »  ist,  — 

Eine  Zustandsänderuug  von  dieser  Art  pr'*  =  dmä,  kann  im  Ailk\- 
meinen,  zunächst   wenigstens  versuchsweise  vorbehaltlich  entsprechfndfr 
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Bestimmimg  von  m,  voraasgeaeizt  werden,  wenn  die  Zustandscnrve  oder 
(bs  Gesetz  der  Wärmemittheilung  nicht  gegeben  sind,  sondern  ans  Beob- 
achtungen abgeleitet  werden  müssen.  Lässt  sich  aus  denselben  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (3)  nnd  (4)  der  Werth  von  m  bestinmien,  so  ergiebt  sich 
das  Gesetz  der  Wärmemittheilung  aus  Gl.  (5)  nnd  (6);  ob  die  Voraus- 
setzung des  Gesetzes  ^"*  =  Consta  unter  m  eine  Constante  verstanden, 
überhaupt  zulässig  war,  lässt  die  mehr  oder  weniger  vollkommene  Ueber- 
emstimmiiBg  der  aus  verschiedeneu  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von 
»  erkennen. 

Die  in  §.  13  unter  1)  bis  5)  erwähnten  besonderen  Arten  von  Zu- 
standsändemngen  sind  in  dem  Gesetze  pv*"  =  Const  als  Speciälfälle  ent- 
bahen. 

1)  Mit  »1  =  0,  also  pv^'=  p,  erhält  man  die  Zustandsänderung 
bei  constanter  Pressung  p.    Dafür  ist 

T        V 
fi  =  c^;         =      ',  E=p (v—v^ ). 
Y,        ij 

2)Mit  JM  =  1  wird  jw=  Const^  also  T=  Consi,  Für  diese  Zustands- 
ÄDdernng  bei  constanter  Temperatur  ist 

u  =  oc  und  —  =  — . 
Pi       ^ 

Die  Expansionsarbeit,  welche  nach  Gl.  (4)  in  unbestimmter  Form  erscheint,  ist 

r  /» 

Die  isothermische  Curve  pr  =  Con^t.  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel; 
die  isodjnamische  Cnrve  fäUt  mit  ihr  zusammen,  weil  für  dT^=0  nach 
i  19,  GL (4)  auch  dU=  0  ist. 

3)  Mit  m  =  n  wird  ^  =  0,  also  dQ  =  0,  Die  Zustandscurve  mit  der 
Gieichang 

pv^  =r  Const. 

ist  also  die  adiabatische  Curve,  entsprechend  einer  Zustandsände- 
rang  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme.  Von  dem- 
selben Punkte  (r,  p)  ans  nähert  sie  sich  mit  wachsendem  i;  schneller  der 
r-Axe,  als  die  isothermische  Cnrve;  ist  nämlich  go«  der  spitze  Winkel, 
velchen  die  erstere,  (p^  deijenige,  welchen  die  letztere  Curve  in  demselben 
Punkte  mit  der  tvAxe  bildet,  so  ist  nach  Gl.  (2) 

tgg)n=ntgg>j^. 
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Diese  Zustandsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  für  die  Anwendungen;  es  ist  bei  derselben 


^  _  KY    ^  ^  (^^1 V  ■'  _  (p_\ 

-CT']- 


«—1 

M 


n — 1 
1 
4)Mitm=cx>,  B\sop*^v  =  v  erhält  man  die  Zustandsänderung  bei 

constantem  Volumen  v.    Dafür  ist 

T       p 
^1       Vi 


c. 


§.  21.   Bestimmang  des  Yerh&ltnisses  ti  =^   '  . 

c 

Mit  Rücksicht  auf  die  Wichtigkeit  des  Verhältnisses  n  der  bt*id<'u 
specif.  Wärmen  für  constantes  Volumen  und  für  constante  Pressung,  sowir 
zugleich  als  Anwendungsbeispiele  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  For- 
meln mögen  hier  zwei  Methoden  begründet  werden,  welche  zur  Bestim- 
mung dieses  Verhältnisses  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  bisher  an- 
gewendet  wurden. 

I^ste  Methode.  —  In  einem  Behälter,  welcher  mit  einer  verschKe«^ 
baren  Ausflussmündung  und  mit  einem  Manometer  zur  Messung  des  Dnickt-^ 
im  Inneren  des  Behälters  versehen  ist,  befinde  sich  ein  Gas,  dessen  Pressuiu 
^=  pi  grösser  ist,  als  die  des  umgebenden  Mediums  (z.  B.  der  Atmosphärt* . 
während  seine  (absolute)  Temperatur  =  der  äusseren  =  T^  sei.  Ihf 
Ausflussmündung  werde  einige  Secunden  lang  geöffnet,  und  sogleicb  njirb 
ihrem  Schluss  die  im  Inneren  gesunkene  Pressung  =  p^  beobachtet.  Dit- 
entsprechend  auf  T^  gesunkene  Temperatur  würde,  auch  wenn  der  Bebäh«  r 
mit  einem  in  sein  Inneres  reichenden  Thermometer  versehen  wäre,  nirfat 
mit  Sicherheit  beobachtet  werden  können,  weil  dessen  Stand  der  verändertm 
Temperatur  viel  langsamer  folgt,  als  der  des  Manometers  der  verftodertm 
Pressung,  einige  Zeit  nach  dem  Schluss  der  Ausflussmttndung  aber  der  Zq- 
stand  des  Gases  sich  schon  merklich  geändert  haben  kann  infolge  de$  Kin- 
dringens  von  Wärme  durch  die  Wand  des  Behälters.  Wenn  man  aber  N«*n 
deijenigen  Wärmemenge  absieht,  welche  schon  während  der  J^nnen  Zt-ü 
des  theilweisen  Ausflusses  des  Gases  aus  der  geöffneten  Mündung  durch  di* 
Gefösswand  von  aussen  her  eindringt,  so  lässt  sich  die  der  Pn^ssuu:;  r« 
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entq^rechende,  sofort  nach  dem  Schiasse  der  Mttndiing  innen  herrschende 
Temperatur  nach  vorigem  §.  unter  3)  berechnen,  nämlich 

ft-i 

^1      Vi 

setzen.  Bei  geschlossener  Mündung  des  Behälters  steigt  nun  in  Folge  des 
Eindringens  von  Wftrme  die  Temperatur  im  ^nneren  allmählig  wieder  bis 
Tj.  welcher  Werth  als  erreicht  zu  betrachten  ist,  wenn  das  Manometer 
eine  weitere  Zunahme  der  allmählig  auf  p^  gewachsenen  Pressung  nicht 
mehr  erkennen  lässt.  Da  diese  Zustandsänderung  des  im  Behälter  abge- 
sperrten Gases  bei  constantem  Volumen  stattfand,  so  ist  dem  vorigen  §. 
QBter  4)  zufolge 

Durch  die  Multiplication  beider  Gleichungen  ergiebt  sich 

P2    'PJ  Px  ^PJ 

l  —  J  =  -  ;  »  =  -, — — 7 Ci)- 

^P%^      P%  kP\—kP% 

Aaf  diese  Weise  hat  Weisbach  fttr  atmosph.  Luft  gefunden:  bei  einem  ' 
Versuche  «  =  1,400,  bei  einem  aoderen  n  =  1,405*  Da  die  Luft  in 
ihrem  natfirlichen  Zustande  benutzt  wurde,  also  etwas  Wasser-  und  Kohlen- 
siuredampf  enthielt,  fär  welche  BestandtheUe  nach  der  Tabelle  in  §.  19  das 
Verhftltniss  n  kleiner  ist,  als  für  Sauerstoff»  und  Stickstoffgas,  so  entspricht 
aacb  den  Versuchen  ein  etwas  kleinerer  Werth  von  «,  als  reiner  Luft, 
Auch  die  geringe  Wärmemenge,  welche  während  der  Oeffnung  der  Aus- 
äossmttndnng  von  aussen  her  in  den  Behälter  eindringt,  liefert  das  Ver- 
laltntss  n  etwas  zu  klein.  Ist  nämlich  hijBrbei  pv^  =  CwmL  das  wahre  < 
Aendemngsgesetz  des  Gaszustandes  im  Inneren  des  Behälters,  so  hat 

_dQ, 

% 
-»inen  kleinen  negativen  Werth,  sofern  mit  dem  negativen  Werthe  von  dT 

^is  positiver  Werth  von  dQ  verbunden  ist;  also  ist  m  etwas  kleiner,  als 
r^y=  n :  siehe  Fig.  10. 

Zweite  Methode.  —  Eine   andere  Methode,  das  Verhältniss  n  zu 
h^^^timmen,  beruht  auf  der  Beziehung,  welche  zwischen  ihm  und  der  Ge- 


*  ^ClTÜingenieur''  1859,  Seite  46. 
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.  schwindigkeit  =  w  stattfindet,  mit  welcher  der  Schall,  ttberhaapt  irgend 
eine  durch  einen  Impuls  hervorgebrachte  örtliche  Yerdicfatang  oder  Ver- 
dünnung in  einem  Gase  fortgepflanzt  wird.  Für  diese  Geschwindigkeit  «r 
mag  zun&chst  ein  allgemeinerer  Ausdruck  abgeleitet  werden,  welcher  nicht 
nur  für  Gase,  sondern  auch  für  beliebige  Flüssigkeiten  und  selbst  für  f<>5t^ 
Körper  gilt,  in  welchen  eine  örtliche  Dichtigkeitsändernng  (eine  Verdiob* 
tungs-  oder  Yerdttnnungswelle)  durch  Longitudinalschwingungen,  d.  h. 
durch  solche  Schwingungen  der  Massentheilchen  fortgepflanzt  wird,  welche 
überall  normal  gegen  die  Wellenflächen  gerichtet  sind;  eine  WeUenfiiUrh^ 
ist  der  Ort  aller  Punkte,  in  welchen  in  demselben  Augenblicke  gleiche 
Schwingungszustftnde  stattfinden. 

Im  Punkte  A  des  von  dem  betrachteten  Körper  eingenommenoB 
Raumes  sei  JLd'  die  Richtung  der  Normalen  zu  der  durch  A  gehendf-n 
Wellenfläche,  genommen  im  Sinne  der  Fortpflanzung  der  Wellen;  r  sei  das 
specif.  Volumen,  p  die  Pressung,  u  die  Vibrationsgeschwindigkeit  tnr  Zeit 
t  im  Punkte  A^  diese  Geschwindigkeit  u  positiv  oder  negativ  gesetzt,  jo- 
nachdem  sie  die  Richtung  AA\  also  die  Richtung  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit IT,  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat.  Wird  dann  di*- 
Richtung  der  4;-Axe  im  Sinne  AA'  angenommen,  so  ist  nach  §.  12,  GL  1  . 
unter  X  die  Componente  der  beschleunigenden  Massenkraft  (insbesonderi^ 
z.  B.  der  Schwerkraft)  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  AA'  verataBdeo,  Biit 

und  abgesehen  von  innerer  Reibung: 

hp      hu  hu 

^hx      ht  ^    hjo 

Ist  AA'  =  dx^  so  ist  im  Punkte  A'  die  Vibrationsgeschwindigkeit  zur  Zt  it 

hu 

<  =  M  +  ^  rfx,  also  zur  Zeit  t-\'  dii 
öx 

u  -{-  ^-  dx-\-  .lu  -\-  ^-  dx)(lt.^u-\~  ^    dr-\-^-  di. 
hx        '   he\      ^  hx     J  ^hx      ^ht 

Ist  zugleich  AA*  ^^  w  dt -^  ^^m  Weg,  um  welchen  vom  Punkte  A  aas  di»* 
Welle  während  des  Zeitelcmentes  dt  fortgepflanzt  wird,  so  müsste  dic^ 
Vibrationsgeschwindigkeit  im  Punkte  A'  zur  Zeit  /  -|-  Ä  — r  der  Vibrati»n- 
geschwiudigkeit  u  im  Punkte  A  zur  Zeit  i  sein,  falls  die  Schwingnng^^n  unt 
unveränderter  Intensität  fortgepflanzt  würden;  sofern  aber  letzteres  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist,  werde 

,    ö«  ,     ,   JW  ,,  Öm  ,       ,  dx 

H-\-^dX'\'^^dt=u  —  a^'  dx  nut  w  =  ~ 
Ox  ot  Ox  di 
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gesetzt,  unter  a  einen  im  Allgemeinen  veränderlichen  kleinen  Bruch  yer- 
staoden.    Daraus  folgt 


und  durch  Substitution  in  Gl.  (2) 

r        ^ 


(i4-„)«,._„j^  — : —  (3). 


j« ^*>- 


Das  Massenelement  des  Körpers,  welches  sich  zur  Zeit  t  in  dem  parallele- 
pipedischen  Raumelemente  dx  dy  d%  mit  dem  Eckpunkte  Ä  befindet,  erfährt 
infolge  des  Schwingungszustandes  im  Zeitelemente  dt  die  Volumenver- 
grdsserung 

[5u  1  hu 

(«  -f- ;.  -  ^^)  ^^  —  udt\  ^:^  dx  dy  d%,  c~  dt  \ 

somit  ist  die  Yerhftltnissmässige  Vergrösserung  des  specif.  Volumens  im 
Paukte  A  während  des  Zeitelementes  dt: 

UDd  die  Substitation  des  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruckes  für  ^  in 
GL  3)  giebt: 

—  vX'\'gv^^  ;=  (1  -f-  a)w — u 

Wird  nun  mit  AJl  =^dx:=:wdt^  ebenso  wie  oben  die  Vibrationsgeschwin- 
digkeit, auch  die  Pressung  im  Punkte  Ä  zur  Zeit  ^  -|-  <^  im  Allgemeinen 
etwas  Terscbieden  von  der  Pressung  =  j9  im  Punkte  A  zur  Zeit  t  gesetzt 
trotz  gleicher  Schwingungsphase,  etwa 

bp  öo  bj9  dx 

SO  liefert  die  Substitution  des  entsprechenden  Ausdruckes 

5/>  1         dp 

Si~~(l  +  /9)«;  Ü 

in  Gl.  (4): 

oder,  wenn  das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  elementaren  Aenderungen 
TOD  f  und  V  in  demselben  Punkte,  nämlich 
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ht  ht  dp 

■^ —  =  -^ =  ^-  gesetzt  wird, 

w  öv  ,         dv 

gv*        dp        vX   , 

•  (1 +«)«,=- __^^^/ — .-  +  «• 

(1  -\-  pjw  dv        öv 

Die  beiden  letzten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sind  pe- 
riodisch positiv  und  negativ  und  zwar  so,  dass,  falls  X  unabhängig  von  der 
Zeit  t  ist,  ihre  Mittelwerthe  =  Null  sind.  Der  Mittelwerth  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Wellen  im  Punkte  A^  welcher  allein 
beobachtet  werden  kann  und  in  Betracht  kommt,  entspricht  also  d^ 
Gleichung 

(l-{.a)il+,r)w*=-ffv^^^    o. 

Je  mehr  der  Körper  bei  der  Fortpflanzung  der  Wellen  sich  vollkommen 
elastisch  verhält,  die  lebendige  Kraft  der  Vibrationsbewegung  also  keinen 
Verlust  (durch  Umsetzung  in  Wärme)  erleidet,  und  je  schwächer  die  Wellen- 
flächen gekrümmt  sind,  je  geringer  also  ihre  verhältnissmassige  Vergro<«<^ 
mng  oder  Verkleinerung  bei  der  Fortpflanzung  (einer  im  Sinne  von  «r  con- 
vexen  oder  concaven  Krümmung  entsprechend)  ist,  was  insbesondere  bei 
der  Fortpflanzung  im  unbegrenzten  Mittel  um  so  mehr  zutrifft,  je  weit(>r 
die  betrachtete  Stelle  A  vom  Erregungsorte  der  Wellen  entfernt  ist,  dest-^ 
mehr  verschwinden  die  Grössen  a  und  fi^  so  dass  man  erhält: 


V 


Die  periodischen  Zustandsänderungon  der  einander  benachbarten  Körper- 
schichten erfolgen  so  schnell,  dass  dabei  ein  merklicher  WärmeaustaoM  h 
zwischen  ihnen  nicht  stattfinden  kann.    In  Gl.  (6\  welche  in  dieser  Form 

dp 
allgemein  gültig  ist,  bedeutet  deshalb       das  Verhältniss  der  gleichzeitictn 

dv 

elementaren  Aenderungen  von  p  und  v,  welche  der  Voraussetzung  ent- 
sprechen, dass  eine  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  nicht  statt- 
finde, oder  es  ist    ^      die    Richtungstangente    der    adiahatiscbt'n 

do 

Curve. 

Insbesondere  fUr  Gase  ist  also  nach  §.  20,  GL  '2)  mit  m  =  n  zu  M*tz«  u. 

^^ ^  —  H  ^. 
de  t  * 
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Dadurch  wird 


w  =  ^9npv  =^^gnRT (7), 

ant^r  Tdie  mittlere  oder  diejenige  absolute  Temperatur  verstanden,  welche 
hn  Zustande  der  Ruhe  an  der  betreffenden  Stelle  herrscht;  mit  den  perio- 
dischen Schwingungen  und  Dichtigkeitsänderungen  sind  nämlich  auch  ent- 
sprechende periodische  Temperaturändernngen  verbunden,  welche  aber  so 
u'hnell  stattfinden,  dass  sie  nicht  gemessen  werden  können.  Für  atmosphä- 
rische Luft  ergiebt  sich  mit 

^=9,81-,   Ä  =  29,27;   »:=1,41 

w= 20,12  yr 

z.  B.  fOr    t  =  0^  10®       20^        30<^ 

oder  r=:  273       283       293       303 

w  =  332,5     338,5    344,4    350,2  Mtr.  pro  l" 

in  guter  Uebereinstimmnng  mit  wiederholten  Messungen  der  Schallgeschwin- 
digkeit in  der  Luft. 


C.  Verhalten  fester  und  flüssiger  Körper. 

Die  experimentellen  Grundlagen,  welche  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Gleichungen  in  §.  15  auf  die  Untersuchung  der  Aenderungen  des 
Wärmezastandes  der  Körper  ermöglichen,  werden  hauptsächlich  gewonnen 

1)  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Temperaturen  bei  constanter  Pressung  entsprechen, 

2)  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Pressungen  bei  constanter  Temperatur  entsprechen,  , 

3)  durch  die  Bestimmung  der  specif.  ViTärme  bei  constanter  Pressung 
»md  verschiedenen  Temperaturen. 

Wären  diese  Bestimmungen  bei  hinlänglich  vieleo  verschiedenen 
Werthen  der  Pressung  und  der  Temperatur  ausgeführt,  so  würden .  die 
Messungen  sub  1)  und  2)  zur  empirischen  Erkenntuiss  der  Zustandsglei- 
rhoDg  führen;  aus  dem  Ausdrucke  fttr  die  specif.  Wärme  Cp  bei  constanter 
Pressung  könnte  vermittels  der  zweiten  Hauptgleichung  —  §.  15,  Gl.  (12)' — 
mnächst  die  specif.  Wärme  e«  bei  constantcm  Volumen  und  dann  durch 
Vergleichnng  der  verschiedenen  Ausdrücke  von  dQ  als  Functionen  von  c^ 
and  <y  —  §.15,  Gl.  (8)  bis  (10)  —  mit  der  allgemeinen  Form 

Wdii^dU-^-pdiV 
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der  Wärmegleichung  für  eine  umkehrbare  Aeuderung  des  WärmezustaDdes 
auch  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  gefunden  werden.  Die 
erste  Hauptgleichung  —  §.  15,  61.  11  —  sowie  gewisse  sonstige  physika- 
lische Erfahrungswerthe,  z.  B.  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schaues 
in  dem  betreffenden  Körper,  würden  noch  zur  Controle  verwendbar  bleiben. 
Die  Erfahrungen  über  feste  und  flüssige  Körper  sind  freilich  nicht 
umfassend  genug,  um  daraus  ihre  Zustaudsgleichnng  und  die  Gleichung 
ihres  inneren  Arbeitsvermögens  in  der  angedeuteten  Weise  zuverlässig  ab- 
leiten zu  können;  die  Bestimmungen  der  gleichzeitigen  Aendemngen  von 
Volumen  und  Temperatur,  sowie  die  der  specif.  Wärme  bei  constanter 
Pressung  sind  im  Wesentlichen  bisher  auf  den  Fall  beschränkt,  dass  diese 
constante  Pressung  dem  Atmosphärendruck  gleich  ist,  und  ebenso  sind  die 
Bestiinmungen  der  sich  entsprechenden  Aendemngen  von  Volumen  nml 
Pressung,  fttr  Flüssigkeiten  überhaupt  nur  in  sehr  geringer  Zahl  vorhanden. 
fast  nur  bei  gewöhnlicher  Lufttemperatur  ausgeführt  worden.  Indessen 
können  doch  die  vorliegenden  Erfahrungen  dazu  benutzt  werden,  mit  Hftlfe 
der  allgemeinen  Gleichungen  in  §.15  gewisse  Folgerungen  daraus  zu  ziehen, 
welche  im  Folgenden,  besonders  bei  der  Untersuchung  des  für  die  tech- 
nischen Anwendungen  wichtigeren  Verhaltens  der  Dämpfe,  zum  Theil  Ver- 
wendung finden  werden.  Jene  Folgerungen  beruhen  darauf,  dass  durch  di^ 
oben  unter  1)  und  2)  genannten  Messungen,  die  Werthe  der  partiellen 
Differentialquotienteu 

ht  """^  hp^ 

welche  beziehungsweise  den  Voraussetzungen  p  =  Const,  und  i  =  Cw«'. 
entsprechen,  für  gewisse  Fälle  bekannt  sind,  und  dass  daraus  innerhalb  gt^ 
wisser  Grenzen,  fttr  welche  diese  Werthe  als  gültig  betrachtet  werden,  auch 
die  Werthe  der  übrigen  aus  den  Variablen  v,  p,  t  gebildeten  Differential- 
quotienten gefunden  werden  können  gemäss  den  aus  §.15  bekannten  Be- 
ziehungen 

i^ht        ht  bv       hv  hp 

ht  i^       bv  bt       bp  bv 

bpbt  bv 
bt  bvbp 

in  welchen  auf  Grund  der  aus  §.18  bekannten  Bedeutung  der  Temperatur* 
f^nction  J:^  273  -f  Mie  Differentiale  von  T  and  t  sich  erseUen  können. 
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§.22.   Terluilteii  t«ii  Flllg§lgkeiteii,  insbesoBdere  des  Wassers* 

üeber  die  Aasdehnung  flüssiger  Körper  du^ch  die  Wärme 
bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  sind  einige  sehr  vollstän- 
dige Yersachsreihen  vorhanden,  welche  gestatten,  das  Verhältniss  des  specif. 
Volumens  r  bei  irgend  einer  zwischen  gewissen  Grenzen  liegenden  Tempe- 
ratur i  zu  dem  specif.  Volumen  v    bei  der  willkürlich  zu  wählenden  An- 

faagstemperatur  t'  als  Function  von  t  darzustellen: 

» 

V 

also  auch  den  Ansdehnungscoefficienten 

welcher  das  Verhältniss  der  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  sich 
entsprechenden  elementaren  Aenderungen  von  v  und  i  ausdrückt,  erstere 

=  -r  gemessen  in  T  heilen  des  =  1  gesetzten  specif.  Volumens  bei  der 

r 

Temperatur  t.    Dabei  ist  /(t)  als  ganze  algebraische  Function  von  t  dar- 
stellbar gefunden  worden.  So  ist  insbesondere  für  Wasser,*  wenn  v^  sein 
specil  Volumen  bei  4^  (im  Zustande  grösster  Dichte)  bedeutet,    nach    « 
Weidner  zu  setzen  für  ^  <C  4^: 
r 


^A 


=  1  +  0,0000082  (4—^)  +  0,000005444  (4—0* 

+  0,000000267(4—0» 


niid  nach  Matthiessen  für  4®<^<32<>; 

=  1—0,00000253  (^—4)  -f  0,000008389  (^—4)» 

—0,00000007173  (<— 4)», 


U 


sowie  für  ^>32®: 

=  0,999695  +  0,0000054724 1*—  0,00000001126^». 
Hiemach  kann  in  allen  Fällen  gesetzt  werden: 

-    =aQ  +  a^t-\-a^t^-^a^t^ (1), 

^A 


*  Siehe  u.  A.  Hirzel  und  Gretschel:  Jahrbuch  der  Erfindungen  und 
FortKhriite  auf  den  Gebieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867, 
S.  111  VL  iL 
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also  der  auf  das  kleinste  specif.  Volnmen  v^  bezogene  Ansdehnnngscoeffi- 
cient 

«  =1^  =«,  +  2a,t  +  3a^t* X 

wenn  dabei  den  Coefficienten  ^q,  Hj,  0^,  a^  je  nach  den  Temperatnrgrenien 
die  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zn  entnehmenden  Werthe  beigelf  jzt 
werden. 

I  o„  '    a,.10»      I  «j.lO«°         a,.10» 


«  <  4  j  1,0001370  !  -  64568  j  86480    —  26700 

—  73085  '  92498    —  7173 


4  <  <  <  32  I  1,0001489 
e  >  32  i  0,9996950 


54724         —    1126 


0 

Mit  diesen  Werthen  sind  nach  GI.(l)  und  (2)  für  Wasser  die  Werthe  von 

p 

und  a  in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet. 

Gewöhnlich  wird  die  Temperatur  ^  =  0  als  Anfangstemperatnr  ge- 
wählt und  auf  das  entsprechende  specif.  Volumen  Vq  jedes  andere  r  sowie 
der  Ausdehnungscoefücient  a  bezogen.  So  ist  nach  Regnault  für  Queck- 
silber 

V 


H 


^  1  +  0,000  179  007  t  +  0,000  000  0252  i^ 


a=^   ^  =  0,000  179  007  +  0,000  000  0504  L 
f?o  öt 

Auch  wird  der  Ausdehnungscoefticient  häufig  als  Mittchverth  =  a  fhr  das 
Temperatur-Intervall  0  bis  t  in  die  Rechnung  eingeführt^  entsprechend  der 
Gleichung 

wonach  a  =    - 1       —  1  = — 

t    \Vq  }  t 

ist,  z.  B.  für  Quecksilber 

d  ^  0,000  1 79  007  +  0,000  000  0252  i, 

insbesondere  für  das  Intervall  von  0®  bis  t  —    100® 

a'=r  0,000  18153. 

Die  Zusammcndrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  ist  ihrer  ge- 
ringen Grösse  wegen  schwieriger  zu  messen  und  deshalb  auch  weniger  voll- 
kommen und  zuverlässig  bekannt,  als  ihre  Ausdehnung  durch  die  Wärme. 
Nur  wenige  Versuche  liegen  vor,  aus  welchen  sich  der  Worth  dos  Com- 
pressionscoefficienteu 
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ß=-'^    C3) 

entnehmen  lässt,  welcher  das  Yerhältniss  der  bei  constanter  Temperatur  t 

dv 
sich  entsprechenden  Aendernngen  von  v  und  p  ausdrückt,  erstere  = 

gemessen  in  Theilen  des  =  1  gesetzten  specif.  Volumens  v  bei  der  Tem- 
))entar  i  und  bei  atmosphärischer  Pressung. 

Ffir  einige  Flüssigkeiten  (Salzäther,  Alkohol,  Schwefeläther)  fand 
Co  Iladon  den  Coefficienten  ß  etwas  abnehmend  mit  wachsender  Pressung 
Ton  1  bis  24  Atm.).  Insbesondere  für  Wasser  scheint  jedoch  diese  Ver- 
änderlichkeit sehr  gering  zu  sein;  für  dasselbe  ist  nach  Grassi,*  wenn  p 
in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

bei    t  =  0®       25®        60^ 
i!/  =  0,0000  503  0,0000  456  0,0000  441 

In  der  Nähe  von  0®  vermuthet  Grassi  ein  Maximum  von  ^,  auch  mag 
vielleicht  ß  wieder  zunehmen,  wenn  t  über  50®  hinaus  wächst,  wie  auch 
ffir  Aether  und  Alkohol  bei  ^=14®  resp.  13®  etwas  grössere.  Werthe  von 
ß  gefunden  wurden,  als  bei  t  =  0^  resp.  7®.  Hiemach  ist  in  der  »folgenden 
Tabelle  für  Wasser  die  Interpolation  der  Werthe  von  j^.lO'  zwischen  ^  =  0 
and  25®,  ^  =  25®  und  50®  mit  Hülfe  einer  stetigen  Curve  ausgeführt 
worden,  welche  durch  die  3  Punkte  mit  den  Abscissen  =  0,  25,  50  und 
den  Ordiuaten  =  503,  456,  441  so  gelegt  wurde,  dass  sie  in  den  End- 
punkten parallel  der  Abscissenaxe  war;  für  /  >^  50®  wurde  in  Ermange- 
long  anderweitiger  Anhaltspunkte  ß  constant  =  0,0000441  gesetzt 

Für  Aether  und  Alkohol  fand  Grassi  den  CompressionscoefBcienten 
2  bis  3  Mal  so  gross,  als  für  Wasser,  für  Quecksilber  von  0®  aber  nur 

|S  =  0,00000  295. 

bürch  die  W^erth^  von  <-  und  ^  ist  nun  auch  der  Differentialquotient 

dt  dp 

hp        —  1  ht 


ht        bt  hv  bv 

bv  bp  bp 

bestimmt,  d.  h.  das  Verhältniss  der  bei  constantem  Volumen  sich 
entsprechenden   elementaren  Aenderungen  von  p  und  t.    In  der 

*  KröDig*s  Jonmal  für  Physik  und  phys.  Chemie  des  Auslands,  Bd.  II,  S.  129. 
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weiter  unten  folgenden  Tabelle  sind  insbesondere  für  Wasser  die  Wertbe 
Yon 

1  dr 

hp v^bt      v^  a 

ht  V    Ibv        V   ß    .'' 

v^  V  hp 

enthalten,  welche  sich  ans  den  in  den  vorhergehenden  Columnen  entbal- 

tenen  Werthen  von  — ,  a  und  ß  ergeben,  wobei  aber  freilich  die  An- 

nähme  gemacht  ist,  dass  die  für  atmosphärische  Pressung  gefun- 
denen  Werthe  von  a  auch  bei  anderen  constanten  Pressungen 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  Ebenso  wie  die  Werthe 

von  ß  setzen  natürlich  auch  die  daraus  abgeleiteten  Werthe  von  J"  voraus, 

dass  p  in  Atmosphären  ausgedrückt  sei. 

Wird  der  Ausdehnungscoefficient  auf  das  specif.  Volumen  r^  bei  der 
Temperatur  0  bezogen,  so  ist 

1    bv 

bp  Vp^i ;^ 

bt  ~_«Ll^       il  +  at)ß  ' 

wobei  a  den  mittleren  Ausdehnungscoefficienten  für  das  Temperaturuiter- 
vall  von  0  bis  i  bedeutet.    Insbesondere  für  Quecksilber  ergiebt  ^sicb 

c  .  .       ^      ^       179007       ^^^ 

bn 
Kennt  man  die  Werthe  von    ^   für  verschiedene  Temperaturen,  so 

bt 

kann  man  die  Steigerung  =  Jp  der  Pressung  berechnen,  welche  in 

einer  an  der  Ausdehnung  gehinderten  Flüssigkeit  durch   ihre 

Erwärmung  von  t^  bis  t^  hervorgebracht  wird: 


-f> 


Ap  = 

\ 

So  findet  man  für  Wasser  (auf  Grund  der  berechneten  Tabelle  and  mit 
Hülfe  einer  bekannten  Näherungsmethode,  für  die  Erwärmung  von  In*- 
bis  40  <^ 
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jp^  ^(1^84  +  4.  3,28  +  2.  4,53  +  4. 5,57  +  2.  6,38  +  4.  7,61  +  8,60) 

=  163,5  Atm. 
and  für  die  Erwärmung  von  40^  bis  100^ 

dp  =  ~  (8,60  +  4. 10,38  +  2. 11,94  +  4. 13,32  -f-  2. 14,52 

+  4.15,57  +  16,45) 
=  783,5  Atm., 
also  för  die  Erwärmung  Ton  10®  bis  100® 

Ap  =  163,5  +  783,5  =  947  Atm. 
Befindet  sich  die  Flüssigkeit  in  einem  vollständig  von  i^r 
erfflUten  geschlossenen  Gefässe,  welches  von  Aussen  einem  constan- 
ten  Ihncke  =  der  Anfangspressnng  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  ans- 
iresetzt  ist,  so  ist  die  Druckzunahme  bei  der  Erwärmung  natürlich  kleiner, 
weil  sich  das  Gefäss  erweitert  sowohl  unmittelbar  in  Folge  seiner  eigenen 
Erwännnng,  als  auch  mittelbar  in  Folge  des  inneren  Ueberdrucks,  welcher 
seihst  durch  die  Erwärmung  der  Flüssigkeit  verursacht  wird.  In  solchem 
Falle  ist 

ov  ot 

QDd  darin  zu  setzen: 

dv  =  v  («^  dt  +  «2  dp\ 

wenn  die  Temperatur  des  Gefässes  derjenigen  der  eingeschlossenen  Flüssig- 
keit beständig  gleich  ist,  wenn  ferner  a^  und  a^  die  Volumenausdehnungs- 
CoefiScienten  des  Gefässes  bezüglich  auf  .die  Steigerungen  der  Temperatur 
und  der  inneren  Pressung  bedeuten,  bei  deren  Kleinheit  wenig  darauf  an- 
kommt, auf  welchen  Zustand  der  Factor  v  (specif.  Volumen  der  einge- 
seblossenen  Flüssigkeit)  bezogen  wird.    Hiemach  ist 


(>-«■•  ^)*=(^'>.'i)*. 


bp  1 

abo  mit  r  ^  =  —  -  nach  Gl.  (3): 
ov  ß 


bp 

«1 

dp_ 

bt 

ß 

dt 

1 

^ß 

und  wenn  hier  für  ~  und  ~  constante  Mittelwerthe  gesetzt  werden,  er- 

P  P 
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■ 

giebt  sich  die  Steigerung   des  Drucks   bei  der  Erwärmung  von 
t^  bis  t^ 


/ 


^^-fit,-t,) 


Ap  =  '-'- 


lO 


Darin  ist  a^  nur  von  der  Substanz  des  Gewisses,  a^  zugleich  von  der  Ge- 
stalt und  von  den  Dimensionen  desselben  abhängig.  Hat  z.  B.  das  Gefass 
die  Form  einer  cylindrischen  Röhre  mit  dem  inneren  Halbmesser  r, 
und  dem  äjasseren  Halbmesser  r^,  welche  viel  kleiner,  als  die  Rohrlänge 
sind,  ist  ferner  E  der  Elasticitätsmodul  des  isotropen  (nach  aUen  Richtun- 
gen gleich'  beschaffenen)  Materials  der  Röhre,  und  ist  m  die  Zahl,  welch« 
ausdrtkckt,  wie  viel  Mal  die  durch  einen  äusseren  Zug  im  Sinne  desselbeo 
hervorgebrachte  specifische  Verlängerung  grösser  ist,  als  die  damit  verbun- 
dene Verkürzung  normal  zur  Richtung  des  Zuges,  so  entspricht  einem  inne- 
ren  Ueberdruck  =  p  Atm.  die  verhältnissmässige  Volumenausdehnnng* 

31wi— 2;?        r,  * 
^'~^  15»!     JFr^^^r,* 

der  Röhre,  wenn  E  in  Kgr.  pro  Quadrat centim.  ausgedruckt  wird,  und  t^s 
ist  also 

li       31  w— 2  1        r^* 


a 


*       p        \b     m     Br^^-^r^* 


*  Nach  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  272,  ist  mit  den  dortigen 
Bezeichnungen 

«1—2 ,    t      tn—1  Ä       .  «r  • 

m — 1              »M-f  1  O  rg* — r,' 

wenn  daselbst  der  äussere  Druck  |),  =  0  und  dafür  statt  des  inneren  Druckes 
j»,  der  innere  Ueberdruck  p  gesetzt  wird,  also 

m — 2  p      r,* 
''■^  wi  +  lG  r^^~Ü^ 

1  wa 

Darin  hat  G  die  Bedeutung:  G  ^  -^ -— ,  E  und  p  ist  in  Kgr.  pro  Qoadrat- 

2m-fl 

centim.   ausgedrückt  vorausgesetzt,   wenn  E  auf  dieselben  Einheiten  berogeo 

31 
wird.     Indem  aber  der  Atmosphärendnick  einer  Pressung  von  '     Kgr.  pro  ijua- 

dratcentim.  entspricht,  ergiebt  sieb,  falls  p  in  Atm.  ausgedrückt  wird. 

m---~'i   31   2*"+J  P    „ft*      _31iw-— 2  j)  _r,* 
^  ^  mH-1    m         w     E  r/^r^^  ~~  15     m    E  r^^^-r^* ' 
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m 2  1  1 

Der  Coefficient  m  ist  erfahrungsmässig  =  3  bis  4,  also =  —  bis  — . 

191  O  A 


Setzt  man  hier 


2       13  5 

==  --^,   entsprechend  w  =  3,543, 


m  31 

80  wird 

0.9    •    r,« 

Beeteht  die  Röhre  aus  Schmiedeeisen,  so  kann 

jF=  2  000  000  und  «1  =  3. 0,00001 18  =  0,0000  354 

gesetzt  werden,  und  wenn  die  Flassigkeit  in  der  Röhre  Wasser  ist,  so  er- 
giebt  sich  mit 

ß  =  0,000045 

Hiemach  ist  z.  B.  die  Steigerung  des  Druckes  bei  der  Erwärmung  von 
lU^'  bis  100^  nach  Gl.  (5)  und  mit  Rücksicht  auf  das  oben  für  c^v  =  0  ge- 
fundene Resultat: 

.         947—71                876 
4«  = = — -- — --  Atm. 

=  873     871     868     861  Atm. 
für  ^  =  0,5      0,6      0,7      0,8. 

I>ie  liaximalspannung  (Product  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der  grössten 
specif.  Ausdehnung),  welche  dadurch  in  der  Rohrwand  herrorgerufen  wird, 
wäre  (vergl.  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  273) 

,__  31         (m+l)r,«  +  (tn— IK^  _  31       /r,^  +  r,>    I    ^ 
""30"^  wer,«— r^«)  ao^V,«- r^*  "^  w> 

wenigstens  näherungsweise,  wenn  man  die  dieser  Formel  zu  Grunde  liegen- 
den Elasticitätsgesetze  als  unbeschränkt  gültig  betrachtet,  also  mit  obigen 
Werthien  ?on  m  und  zip  ' 

i  =  1758     2167     2874     4304  Kgr,  pro  Quadratcentim. 

^^^=0,5        0,6        0,7        0,8. 
*"« 

Im  letzten  Falle  (r^  =r  0,8  r,)  würde  die  Röhre  voraussichtlich  ge- 

H>rengt  werden.  Der  erste  Fall  (r^  =0,5  r,)  entspricht  den  Verhältnissen, 

Graikof,  theoTOt.  MMaünealelkre.    I.  9 
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in  welchen  die  zu  Hochdrnckwasserheizungen  bestimmten  schmiedeeisernen 
Röhren  ausgeführt  zu  werden  pflegen  (etwa  1,25  Centim.  innerer  bei  2.5 
Centim.  äusserem  Durchmesser);  weil  aber  dabei  das  in  'den  Rdhreu  cir- 
culirende  Wasser  wesentlich  höher  erwärmt  wird,  als  bis  100®  (etwa  hb 
160%  so  erkennt  man  die  Nothwendigkeit  eines  Sicherheitsventils  alsSohotz 
gegen  die  Sprengung  der  Röhren  trotz  ihrer  verhältnissmässig  grosse 
Wanddicke.  — 

Die  specif.  Wärme  von  Flüssigkeiten  ist  nur  bei  constanter  und 
zwar  atmosphärischer  Pressung  direct  bestimmt  worden.  Diese  specif. 
Wärme  Cp  wächst  mit  der  Temperatur,  insbesondere  bei  Wasser  nach 
Regnault  gemäss  der  empirischen  Formel: 

<?p  =  1  4- 0,00004  ^  +  0,0000009  <« 0. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Beziehung  zwischen  c^  und 
i  nicht  nur  bei  atmosphärischer,  sondern  auch  bei  irgend  einiT 
anderen  constanten  Pressung  mit  genügender  Annäherung  gilt, 
lässt  sich  daraus  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen  he- 
rechnen.  Nach  der  zweiten  Hauptgleichung  —  §.15,  Gl.  f  12)  —  ist  uäinlidi 

Darin  ist  für  Wasser  nach  obiger  Gleichung  (2) 

-=a»^  =0,001« 

und  p  in  j—  ist  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  vorausgesetzt;  wenl^^n 

bp 

aber  unter  c~-  die  zuvor  berechneten,  auf  1  Atm.  als  Einheit  der  Pressun- 

bp  Öp 

gen  bezogenen  Tabellenwerthe  verstanden,  so  ist  10333  —^    statt    ^^     n 

setzen.    Dadurch  wird  mit  -4=       -  für  Wasser 

424 


^  10,333  a^  =  .,- 0,02437  r«^ 


Nach  diesen  Gleichungen  (6)  und  (7)  sind  in  der  folgenden  Taln  II«* 

die  Werthe  von  Cp  und  c^  berechnet  worden  nebst  den  eutsprechendfn  \  it- 

c  bo 

hältnisscn  —  unter  Benutzung  der  Werthe  von  a  und  ^     in  der  3ten  an«! 
<?•  oi 

5ten  Columne. 


^22. 
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f 

bp 

/      - 

a.10^ 

i3.10^ 

ht 

^P 

e^ 

-  5     1,000709 

1711 

503 

—  3,40 

0,99982 

0,9960 

1,0038 

0  '  1,000137 

—  646 

503 

1,28 

1 

0,9994 

1,0006 

5     1,000006 

140 

500 

0,28 

1,00022 

1,0002 

1,0000 

10     1,000271 

904 

490 

1,84 

1,00049 

0,9993 

1,0012 

15  .  1,000692 

1560 

476 

3,28 

1,00080 

0,9972 

1,0036 

»  1  1,001813 

2108 

464 

4,53 

1,00116 

0,9943 

1,0069 

25  '  1.002982 

2549 

457 

5,57 

1,00156 

0,9912 

1,0104 

30     1,004344 

1 

2882 

450 

6,38 

1,00201 

0,9884 

1,0137 

»     1,006916 

3417 

446 

7,61 

1,00250 

0,9830 

1,0199 

4u     1,007730 

3837 

443 

8,60 

1,00304 

0,9779 

1,0257 

45     1,009751 

4241 

1 

442 

9,51 

1,00362 

0,9724 

1,0321 

5<J     1,011968 

4628 

441 

10,38 

1,(K)425 

0,9664 

1,0391 

1)0     1,016963 

5351 

,     441 

11,94 

1,00564 

0,9538 

1,0544 

'0  ;  1,022648 

6006 

441 

13,32 

1,00721 

0,9403 

1,0711 

»ü     1,028953 

6594 

441 

14,52 

1,00896 

0,9266 

1,0889 

^)     1,035813 

7114 

441 

15,57 

1,01089 

0,9129 

1,1073 

11»)     1,043159 

7567 

.    441 

16,45 

1,01300 

0,8999 

;   1,1257 

Bei  späteren  Anwendungen  werden  auch  solche  specif.  Wärmen  des 
Wassers  in  Betracht  kommen,  welche  anderen  Voraussetzungen,  als  p  = 
Cmt.  oder  r  =  Canst  entsprechen.     Ist  dabei  das  Gesetz  der  Zustands- 

aodcrnng  gegeben  durch  das  Yerhältniss  =  ^  der  gleichzeitigen  elemen- 

t^n  Aenderangen  von  p  und  ^,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

dQ  =  Cpdt  —  AT.    <^(§.15,G1.10) 

Ot 

<iie  entsprechende  specif.  WÄrme 

dQ  ^^hv  dp 

dt         ^  bt  dt 

^eaer  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  obigen,  aus  der  zweiten  Haupt- 
eleichnng  hervorgegangenen  Ausdrucke  von  c^  nur  dadurch,  dass  das  allge- 
meine Differeutialverhftltniss  —^  an  die  Stelle  des  der  besonderen  Voraussetz- 

dt  V 

bp 
0Dgrfr  =  o  entsprechenden  partiellen  DifFerentialquotienten  ^ getreten  ist; 

Ol 

"»mt  ergiebt  sich  auch,  wenn^in  Atmosphären  ausgedrückt  wird,  analog  Gl.  (7) 

c=rc-  — 0,02437  Ta^ (8). 

dt 

Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall,  dass  die  Zustandsände- 

rang  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet. 

Hierftr  ist  nach  §.15,  GL  (8) 
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hphi  hv 
oder  wegen  er  ^  c-  =  —  1 
ot  ov  dp 

dv       e^  hv 

Diese  allgemein  gültige  Gleichung  drückt  das  bemerkenswerthe  Gesetz  aox 
dass  für  denselben  Punkt  oder  Znstand  (r,  p)  sich  die  Richtnnga- 
tangenten  der  adiabatischen  und  der  isothermischen  Curve  zu 
einander  yerhalten  wie  die  specif.  Wärmen  Cp  und  r,,  ein  Ges4*ti, 
welches  für  Gase  schon  früher  in  §.  20  unter  3;  durch  die  Gleichung  t^  „ 
=  ntgq)^  ausgedrückt  worden  war.  Für  Flüssigkeiten  kann  mit  Rücksicht 
auf  obige  Gl.  (3)  auch  geschrieben  werden 

dp  1  Cp  .      , 

10333*,  .    _  rt    j    * 

= — ,  wenn  p  in  Kgr.  pro  Qnadratm. 

ausgedrückt  wird.  Damit  ergiebt  sich  z.  6.  die  For t pflanz ungst^t*- 
schwindigkeit  des  Schalles  in  einer  Flüssigkeit  nach  §.21,  Gl.  (^6) 


^   10333 yr  r.        1  /  101367  ve,      .  ^  ^^ 

und  insbesondere  in  Wasser  mit  v^=v^  —  =  0,001  — 


v^  V, 


_\  /  101,367  r   Cp 


\ 


«=''-r-^,t '" 

Versuche  ergaben  für  Seine- Wasser  bei  <  =  15^    60® 

IT  =  1437     1725  Mtr^ 
w&hrend  aus  Gl.  (10)  sich  ergiebt:      w  =  1463    1570     „ 

mit  den  der  obigen  Tabelle  entnommenen  Werthen  von  — ,  ß  and    ' .  — 

In  Betreff  solcher  Zustandsänderungen  des  Wassers  ohne  Mittheilnntf 
oder  Entziehung  von  Wärme  sind  von  Joule  die  TemperaturänderanL'rii 
=:^  Jt  beobachtet  worden,  welche  bei  verschiedenen  Anfangstemperatunu 
=  t  durch  bestimmte  Druckerhöhungen  =  Jp  Atm.  hervorgebracht  nur- 
den.  Die  entsprechenden  Werthe  von  ^,  Ap  und  Ji  sind  in  der  folgen<iiu 
Zusammenstellung  angegeben.* 

*  Nach  Zeuner,  Gnindzage  der  mechanischen  Wärmetheorie,  2.  Anll .  S.  ä.%7 
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t 

Jp 

Jt         , 

{di) 

{dt)    dt 

1,2 

24,34 

~  0,0083« 

0,0073« 

+  0,0010 

5 

24,34 

0,0044 

0,0023 

~  0,0021 

11,69 

24,34 

0,0205 

0,0192 

0,0013 

18,38 

24,34 

0,0314 

0,0335 

+  0,0021 

do 

24,34 

0,0544 

0,0517 

-0,0027 

31,37 

14,64 

0,0394 

0,0320 

0,0074 

40,4 

14,64 

0,0450 

0,0431 

-  0,0019 

Zar  Yergleichong  dieser  Yersachsresultate  mit  den  allgemeinen  For- 
meln der  Wärmetheorie  und  mit  den  zuvor  besprochenen  physikalischen 
CoDstanten  des  Wassers  kann  man  bemerken,  dass  mit  d(i  =  0  auch  c  =  0 
ist  and  somit  aus  Gl.  (8)  sich  ergiebt: 

dt  _  0,02437  Ta 
dp~  Cp 

vonach  für  so  geringe  Temperaturändernngen,  wie  sie  hier  in  Frage  kom- 
men, auch  gesetzt  werden  kann: 


.        0,02437  T  a  , 

at  =  — jp 


(11). 


Wenn  man  darin  a  nach  Gl.  (2),  c^  nach  Gl.  (6)  berechnet,  ergeben  sich  die 
Werthe,  welche  in  obiger  Zusammenstellung  unter  der  Bezeichnung  (Ai) 
eingetragen  sind;  die  Differenzen  =  i^At)  —  At  erscheinen  nicht  grösser, 
als  sich  bei  der  Schwierigkeit,  so  kleine  Temperaturänderungen  zuverlässig 
;o  messen,  sowie  auch  mit  Rücksicht  darauf  erwarten  lässt,  dass  die  zu 
Grande  liegende  Voraussetzung,  es  seien  a  und  ^^p  bei  jeder  constanten 
Pressung  dieselben  Functionen  der  Temperatur,  vermuthlich  nicht  ganz 
riehtig  ist 


{.  23.  Terhalten  fester  KVrper. 

Die  Ausdehnung  fester  Körper  durch  die  Wärme  ist,  wie  die 
<itT  FIflssigkeiten,  auch  nur  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  direct 
besthnmt  worden.  Bezeichnen  v^  und  v  die  specif.  Volumina  bei  den  Tem- 

peraturen  0  und  i^  so  ist  —  eine  so  mit  i  wachsende  Temperaturfunction, 


•iass  im  Allgemeinen 


—  =1+0^  +  ^^« 


(1) 


gesetzt  werden  kann,  unter  a  und  h  positive,  von  der  Körperart  abhängige 
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Coefficienten  verstanden.  Es  ist  dann  der  Ausdohnungscoefficient  Um 
der  Temperatur  t 

1    hv 

a  =  —  ^'  =a-\-2bt r2  . 

Vq    öt 

So  fand  z.  B.  Matthiessen* 

für  Zink:     a.  10»  =  8222,  b.  10»«  =  700 

„  Blei:  „  =8177,  „  =  222 

„  Zinn:  „  =  6100,  „  =  789 

„  Silber:  ,,  =  5426,  „  =  405 

„  Kupfer:  „  =  4443,  „  =  555 

„  Gold:  „  =  4075,  „  =  336 

„  Platin:  „  =  2554,  „  =  104. 

Bezeichnet  a  den  mittleren  Ausdehnungscoefficienten  für  das  Temperatar- 
intervall 0  bis  t,  so  ist 

a  =a-\-bt  entsprechend  der  Gl.  —=  1  +  «  < ,3  ; 

kennt  man  a  für  verschiedene  Werthe  von  ^,  so  kann  man  a  and  K  somit 
auch  a  nach  Gl.  (2)  für  bestimmte  Temperaturen  berechnen.  Ist  z.  B.  für 
Glas  von  0  bis  100^  0  bis  200^  0  bis  300* 

a.  10»=   2760  2907  3132, 

so  kann  in  Gl.  (1)  und  (2)  gesetzt  werden: 

fl.  10»=  2561  und  J.  10*^=186. 

In  den  meisten  Fällen  ist  nur  der  mittlere  Ausdehnungscoofificient  zwiäcben 
0  und  100«  bestimmt  worden,  und  zwar  als  linearer  Ausdebnungscoefiicient, 
welcher  indessen  klein  genug  ist,  um  daraus  den  hier  in  Rede  stohend^n 
cubischen  AusdehnungscoefQcienten  einfach  durch  Multipücation  mit  3  ab> 
zuleiten,  wenigstens  fUr  solche  Körper,  welche  als  isotrop  gelten  können.  — 
Die  Zusammendrückbarkeit  fester  Körper  bei  constanter  Temp^ 
ratur  ist  mit  ihrer  Ausdehnbarkeit  durch  äusseren  Zug  principiell  identiM  fa 
und  wird  durch  den  Elasticitätsmodnl  ausgedrückt.  Ist  letzterer  far 
einen  isotropen  Körper  =  J?,  hat  ferner  m  die  in  vorigem  §.  erklärt« 
Bedeutung  und  sind  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  Jfi^. 
^Pfn  4ps  di<^  Aenderungen  der  Pressung,  f, ,  f^,  t^  die  entsprecben*l*ii 
(positiven  oder  negativen)  Ausdehnungen,  so  ist** 


*  Hirzel  und  Gretschel:   Jahrbuch  der  Kründungen  und  Fort^rhri^tr 
auf  den  Gebieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867,  S.  116. 
••  Vergl.  d«8  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  227. 
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—  Ee^  =  Ap^ 


—  EB^=Ap 


m 

4pi  +  ^Pi 


8 


m 


lind  die  verhältiüssmässige  Volumenänderung 


Sind  die  Aenderangen  Ap  nach  allen  Richtungen  gleich,  so  dass  auch  p 
selbst  nach  allen  Richtungen  beständig  gleich  bleibt,  so  folgt  aus  obigen 
Gleichungen: 


wonach  nun 


1  bv^ 
V  hp 


1_^ 
V  Ap 


3  m— 2 


W 


E     m 

gesetzt  werden  kann.  — 

Die  specif.  Wärme  fester  Körper  ist  meist  nur  =  Cp  fftr  coustaute 
atmosphärische  Pressung  und  für  mittlere  Temperaturen  experimenteU  be- 
stimmt worden.  Die  specif.  Wärme  e^,  für^  coustantes  Volumen  kann  daraus 
Termittels  der  61.  (16)  in  §.  15  mit  Rücksicht  auf  obige  Gleichungen  (2) 
und  (4)  berechnet  werden,  nämlich  vermittels  der  Gleichung 


bvy 


Vq^    1       m 


Cp  —  €,^AT—r--=AT^.—  _ 

'^  ov  V     ö   m — 2 

hp 


a^E 


oder  mit 


V        l-\-af       1000  6(1 +  aty 


unter  6  die  Dichtigkeit  des  Körpers  bei  0^  bezüglich  auf  Wasser  im  Zu- 
stande grösster  Dichtigkeit  verstanden, 


AT 

(?«  —  (?„  =  - - 


a^E 


~  ~^^^ — z .  #  •••••••••V  ^  J* 

3000  m— 2  6{l  +  at)  ^ 

I>er  Elasticitätsmodul  E  ist    für  verschiedene  feste  Körper  theils  etwas 
wachsend,  theils  etwas  abnehmend  bei  wachsender  Temperatur  gefunden 
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worden*  Betrachtet  man  E  und  m  als  Constante,  so  würde  c^ — c^  nach 
Gl.  (5)  mit  t  zunehmen,  weil  a  mit  i  wächst  und  d  für  feste  Körper  riel 
kleiner  ist,  als  für  Luft,  also  auch 

T  «^o  1+0,00366^ 

=  273  ' 


1+at  l+a7 

mit  t  wächst.  Indessen  kann  auch  m  sich  mit  t  ändern,  so  dass  der  resol- 
tirende  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Differenz  Cp — r,  einstweilen  nicht 
sicher  anzugeben  ist.  Weün  c«  anderweitig  bestimmt  worden  wäre,  könntr 
Gl.  (5)  zur  Berechnung  des  Coefficienten  m  dienen. 

So  berechnet  z.  B.  Zeuner,**  indem  er  \iÄ==  424  und  allgemein 
m  =  3  setzt,  für  Silber  mit 

T=273;  <J=  10,511;  a  =0,000057231 
E=  7357. 1000«;  e^  =  0,05701 

die  specif.  Wärme  c,  =  0,05553;  also  -^  =  1,0;?66,  während  Edlund  auf 

anderem  Wege  fand:    -  =  1,0203.    Legt  man  dieses  letztere  Vorbältiii^'' 

bei  übrigens  denselben  Annahmen  zu  Grunde,  so  ergicbt  sich  r»  =x:  0,05.'!^*^ 
und  aus  Gl.  (5):  w^=r3,54.  — 

Für  eine  Zustandsänderuug  ohne  Mittheilung  oder  Flot* 
Ziehung  von  Wärme  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  nach  der  allgemeinia 
Gleichung  (9)  in  vorigem  §. 

dp         Cp  hp  1       m       £  Cp 

dv  ~^  (?,  6p  3  m — 2    V    c, 

und  nach  §.  15,  Gl.  (10)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 

dt       AThv       ATvqü 


dp        Cp  ht  Cp 

*  Bei  Metallen  nimmt  nach  Wert  heim  der  Coefficient  E  im  AllgemeiD^n 
mit  wachsender  Temperatur  ab,  in  einigen  Fällen  (Eisen,  Suhl,  Silber)  Anfan;^ 
zu  und  erst  bei  höheren  Temperaturen  (über  100")  ab.  Für  Eisen,  Kupfer  whI 
Messing  fand  indessen  Kohlrausch  E  beständig  nur  abnehmend  mit  vach* 
sendem  t,  und  zwar  nach  der  Formel 

E^E^{l—at—ßt*) 
mit  folgenden  Werthen  von  a  und  /?: 

«  ß 

Eisen        0,000447    0,00000052 

Kupfer      0,000520    0,00000028 

Messing    0,000428    0,00000136 

Grundzttge  der  mechanischen  Wärmetheorie,  2.  Aufl.,  S.  553« 


»•  /i, 
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Diese  Gleichangen  setzen  wesentliclr  voraus,  dass  die  Aenderung  der 
Pressung  nach  allen  Richtungen  im  Körper  gleich  ist.  Fände  aber  nur  eine 
einseitige  Pressungsänderung  =  Ap^  statt,  z.  B.  nach  der  Längen- 
richtong  eines  stabfdrmigen  Körpers,  dessen  Querschnitte  sich  ungehindert 
aasdehnen  oder  zusammenziehen  können,  so  wäre  nach  obigen  Gleichungen 
ftr  f„  f j  und  «3  mit  Ap^  =  Ap^  =  0: 

Av  /  2  \ 

• 

Av           f          2  \ 
statt  —  E  -  =  31 \Ap . 

V  \  m  j 

In  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  deshalb  im  vorliegenden  Falle 
^  =  -r-^i  ^^  setzen,  wodurch 

(8) 


dpx 
dv 

L 

1 

y 

m 

E 

^P 

^P 

dt 

m—2 
ATv^a 

V 

A 

«1 

dp^ 

(9), 
"inl,  nater  a^  den  linearen  Ansdehnnngscocfficienten  verstanden. 

•  

Danach  ergiebt  sich  z.  B.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  in  einem  stabförmigen  Körper,  wenn  in  der  allgemei- 
nen GL  (6),  §.  21  für  ^  der  Werth  von  ^^  nach  Gl.  (8;  gesetzt  wird, 

dv  dv 


1  /  ^dp\        I  /       m       ^    Co        i  /       »*       E  Cn     ,^    ^ 

f  dv         f       m — 2         Cf,        f       m  —  2    y    c„ 

unter  /  das  specif.  Gewicht  des  Körpers  verstanden.  Eine  zuverlässige  Be- 
rechnimg von  w  kann  nach  dieser  Formel  allerdings  kaum  stattfinden,  weil 
^  fraglich  ist,  mit  welcher  Schnelligkeit  die  periodischen  Erweiterungen 
and  Zosammenziehungen  der  Querschnitte  den  Pressungsändcruugen  folgen, 
in  welchem  Grade  sie  also  überhaupt  stattfinden  und  welcher  Werth  somit 
«i^'in  Coeffirienten  m  beizulegen  ist. 


S.24.  Ueberirangr  aus  der  festen  in  die  flttssige  Aggregatform. 

Wenn  ein  fester  Körper  im  Schmelzen  oder  ein  flüssiger  in  der  Er- 
^^^^rrung  begriffen  ist,  so  befindet  er  sich  in  einem  Grenzzustande,  welcher 
durch  die  Pressung  allein  oder  durch  die  Temperatur  allein  vollkommen 
bestimmt  ist     Pressung  und  Temperatur  bedingen  sich  also  gegenseitig. 
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and  wenn  f  und  t^P'\-  dp  und  t-\-dt  zusammengehörige  Werthe  derselben 

fOr  den  fraglichen  Grenzzustand  sind,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  dEp 

und  di  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben.    In  dieser  Hinsicht 

wurde  schon  früher  bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  Aequivalenz  der 

Verwandlungen  in  §.  14  hervorgehoben,  dass,  sofern  die  Schmolzang  bei 

constanter  Temperatur  stets  mit  Wärmeaufnahme  des  schmelzenden  Körpers 

verbunden  ist,  die  Allgemeingültigkeit  jenes  Princips  und  somit  der  darauf 

beruhenden  Gleichungen  in  §.15  nothwendig  einen  positiven  oderne- 

dt 
gativen  Werth  des  Verhältnisses  -z-   erfordert,   jenachdem  das 

specif.  Volumen  beim  Schmelzen  wächst  oder  abnimmt    Es  ist 

aber  von  Interesse,  für  dieses  Verhältniss  einen  allgemeinen  Ausdruck  zq 

entwickeln,  welcher  auch  seinen  absoluten  Zahlenwerth  in  bestimmten  Fällen 

zu  berechnen  gestattet. 

Betrachtet  man  zu  dem  Ende  1  Kgr.  eines  bei  constanter  Temperatur 

t  und  entsprechender  Pressung  f  in  der  Schmelzung  begriffenen  Körpern 

so  ist  in  einem  Augenblicke,  in  welchem  y  Kgr.  flüssig,  also  (1 — y)  Kgr. 

fest  sind, 

fi  =  u)  -\-y  A \\ 

das  Volumen  desselben,  wenn  w  das  specif.  Volumen  in  der  festen,  ip  -j-  J 

dasselbe  in  der  flüssigen  Aggregatform  bedeutet.  Indem  hier  w  nnd  A  nur 

von  t  oder  f  abhängen,  ist  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderang  b<M 

Constanten  Werthen  von  t  und  p 

dv  =  Ady 2 

und  es  ist  also  die  Wärmemenge  dQ,  welche  behufs  dieser  unendlich  kleinen 

Zustandsänderung  dem  Körper  mitzutheilen  ist,  nach  §.  15,  Gl.  (9^  mit 

dt~^Onndl^  =f 
ht        dt 

dQ=AT^f^   dv^ATA^^^  dy. 
dt  dt 

Bezeichnet  aber  r  die  Schmelzwärme,  d.  h.  die  Wärmemenge,  welcbo 
zur  Schmelzung  von  1  Kgr.  des  Körpers'  bei  der  Temperatur  t  oder  dtT 
outsprechenden  Pressung  p  erfordert  wird,  so  ist,  da  die  unendlich  klein*- 
Zustandsänderung  hier  nur  in  der  Schmelzung  von  dy  Kgr.  des  Korp«*r^ 
bei  Constanten  Werthen  von  t  und  p  besteht,  auch 

dQ=rdy 

und  aus  der  Vergleichung  beider  Ausdrücke  von  dQ  ergiebt  sieb 

dt       ATA  ^ 

dp  r 
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Die  Temperatur  ^  =  0  oder  T=r  273  ist  der  Definition  zufolge  die- 
jenige, bei  welcher  Eis  unter  atmosphärischer  Pressung  schmilzt.  Setzt 
msn  hierfür  mit  Clausius         « 

r  =  79,  tr  =  0,001087,  w-\-A  =  0,001000, 

ilso  J  =  —  0,000087,  so  ist  mit  A  =  —-    und  wenn  p  in  Atm.  statt  in 

424 

Kxr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wird,  nach  Gl.  (3) 

dt  10333.273.0,000087  ^^^^„„ 

—  = =  —  0,00733 

dp  424.79  v,w.^ 

in  sehr  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  durch  Versuche  von  W.  Thom- 
son ermittelten  Werthe 

dt 

—  =—0,0075.— 

dp 

Schliesslich  mag  bemerkt  werden,  dass  Gl.  (3)  offenbar  allgemein 

fär  den  Grenzznstand  des  Ueberganges  aus  einer  in  eine  andere 

Aggregatform  gilt,  dass  also  auch  in  der  Folge  für  den  Uebergang  ans 

der  flllflsigen  in  die  Dampfform  davon  Gebrauch  gemacht  werden  kann,  falls 

aor  den  Grössen  A  und  r  die  entsprechend  modificirten  Bedeutungen  bei- 

frelegt  werden. 


D«  Verbalten  der  D&mpfe,  insboBondere  des  Wasser- 

.  dampfes. 

i  25.  Gesittigter  und  Hberhitzter  Dampf;  Gemische  von  Dampf  und 

gleichartiger  Flüssigkeit. 

Ein  Dampf  ist  ein  luftförmiger  Körper,  welcher  durch  Wärmeent- 
ziehung oder  durch  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  flüssig  gemacht  (con- 
^eosirt  werden),  sowie  umgekehrt  aus  einer  Flüssigkeit  durch  Wärmemit- 
UieiluDg  oder  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  gebildet  werden  kann.  Aus- 
nahmsweise  kann  auch  ein  unmittelbarer  Uebergang  aus  dem  Zustande  eines 
festen  Körpers  in  denjenigen  eines  Dampfes  oder  umgekehrt  stattfinden  mit 
Teberspringung  der  diesen  Uebergang  im  Allgemeinen  vermittelnden  flüs- 
^iffen  Aggregatform. 

ErfahrungsmAssig  kann  ein  bestimmter  Raum  von  einer  gewissen 
l>afflpfitft  bei  einer  bestimmten  Temperatur  nur  eine  bestimmte  Menge 
enthalten,  wobei  jedoch  gleichzeitig  luftförmige  Körper  von  anderer  Art  in 
demselben  Baume  enthalten  sein  können  ohne  die  Capacität  desselben  für 
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jene  Dampfart  durch  ihre  Gegenwart  zu  beeinflussen.  Ist  in  solcher  Weise 
ein  Raum  mit  einem  Dampfe  gesättigt^  so  heisst  dieser  selbst  gesättigter 

Dampf.    Sein  specif.  Gewicht  /=  —  und* seine  Pressung  p  sind  Maximal- 

v 

werthe  für  die  betreffende  Temperatur  i^  letztere  ist  ein  Minimalwerth  f^ 
das  betreffende  7  oder  p.  Durch  eine  der  Grössen  7,  p^  t  oder  v^  p  t  sind 
die  übrigen  bestimmt. 

Ucberhitzter  Dampf  ist  solcher,  für  welchen  t  grösser  ist,  als  far 
gesättigten  Dampf  bei  demselben  7  oder  p^  oder  für  welchen  7  und  p  kleiner 
sind,  als  für  gesättigten  Dampf  bei  demselben  L  Bei  überhitztem  Dampfe 
ist,  ebenso  wie  bei  Gasen  und  wie  im  Allgemeinen  für  jede  Zustandsform 
eines  Körpers,  nur  durch  zwei  der  Grössen  7,  /i,  t  oder  r,  p^  i  die  dritte 
bestimmt 

Der  Zustand  gesättigten  Dampfes  ist  ein  Grenzzustand  bezüglich  auf 
den  Uebergang  in  eine  andere  Aggregatform;  je  weiter  sich  ein  Dampf  von 
demselben  entfernt  bei  zunehmenden  Werthen  von  t^  v  oder  bei  abnehmen- 
den Werthen  von  7,  p^  desto  mehr  nähert  er  sich  einem  anderen  Grenzm- 
Stande,  nämlich  dem  eines  Gases,  charakterisirt  durch  die  Gleichung: 
pv  =—--  Const,  T.  Nachdom  dieser  letztere  im  Vorhergehenden  näher  b<»- 
sprechen  worden  ist,  mag  zunächst  der  andere  Gronzzustand,  der  eines  gt- 
sättigten  Dampfes  untersucht  werden,  um  dann  zur  Betrachtung  der  da- 
zwischen liegenden  Zustände  überhitzten  Dampfes  überzugehen  insoweit  c« 
bei  den  in  dieser  Hinsicht  z.  Z.  noch  mangelhaften  experimentellen  Grund- 
lagen möglich  ist. 

Ein  Dampf  ist  immer  gesättigt,  wenn  er  im  Beharrungszustande  o<ier 
bei  einer  stetigen  Aeuderung  des  Wärmezustandes  mit  Flüssigkeit  von  der- 
selben Art  gemischt  oder  überhaupt  in  Berührung  ist;  umgekehrt  setzt  die 
Annahme  oder  Forderung,  dass  der  Dampf  bei  seinen  Zustandsändemngt  d 
beständig  gesättigt  bleiben  soll,  im  Allgemeinen  die  Berührung  mit  gleich- 
zeitig vorhandener  Flüssigkeit  derselben  Art  voraus.  Ist  y:  1— y  das  G«^ 
wichtsverhältniss  von  Dampf  und  Flüssigkeit  in  einem  solchen  Gemisch»-, 
w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit, 
uf'\-A  dasjenige  des  Dampfes, 
so  ist  das  (mittlere)  specif.  Volumen  des  Gemisches: 

v  =  w  -\-yA. 
Diese  Gleichung,  in  welcher  w  und  A  Functionen  der  sich  gegenseitig  bi- 
stimmenden  Grössen  p  oder  i  sind,  stellt  somit  eine  Beziehung  zwischtn 
i>,  p.  y  oder  r,  t,  y  dar  und  soll  die  Zustandsgieichung  des  Gemisches  von 
Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit  genannt  werden.    (VergUi  h. 
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I.    Gesättigter  Dampf. 
§.  26.  Besiehuig  zwisehen  Pressung  und  Temperatur. 

Die  Beziehung,  welche  hei  gesättigten  Dämpfen  zwischen  ihrer  Pres- 
sung und  Temperatur  stattfindet,  ist  für  verschiedene  Dampfarten  besonders 
durch  umfassende  Versuche  Regnault's  empirisch  bestimmt  worden,*  für 
gesättigten  Wasserdampf  auch  von  Magnus,  dessen  Yersuchsresultate  sich 
mit  jenen  in  sehr  guter  Uebereinstimmung  befinden. 

Zur  analytischen  Darstellung  dieser  gegenseitigen  Abhängigkeit  der 
Gnissen  p  und  t  sind  sehr  verschiedene  empirische  Formeln  aufgestellt 
worden.  Regnault  wählte  nach  dem  Vorgänge  Biot's  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

l^p=C  +  aa*'*^-\-hß^-^ (1), 

unter  lg  einen  gewöhnlichen  Logarithmus  für  die  Basis  10  und  unter  p  die 
Pressung  in  Millimetern  Quecksilbersäule  ausgedrückt  verstanden,  aus 
welcher  durch  Division  mit  760  die  Pressung  in  Atmosphären  erhalten 
wird,  während  letztere  durch  Multiplication  mit  10333  die  Pressung  in  Kgr.  ' 
pro  Quadratm.  liefert;  t^  ist  die  untere  Grenze  des  Temperaturintervalls, 
för  welches  die  Formel  durch  entsprechende  Wahl  der  Gonstanten  C,  a^h^ccjß 
den  Versuchen  angepasst  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  in  grossem 
Maassstabe  eine  stetige  Curve  gezeichnet,  welcher  die  zusammengehörigen 
Versuchswerthe  von  t  und  p  als  Abscissen  und  Ordinaten  möglichst  genau 
entsprachen;  das  Temperaturintervall  =  t^ — ^q,  für  welches  die  5  Con- 
^nten  bestimmt  werden  sollten,  wurde  in  4  gleiche  Theile 

•^etheilt,  und  es  wurden  dann 

zu  den  Abscissen    tQ    t^    t^    t^    t^ 
die  entsprechenden  Ordinaten    p^  p^   p^   p^   p^ 
äus  der  graphischen  Darstellung  abgegriffen.    Hiernach   hat  man  mit  den 
ktezeren  Bezeichnungen: 


*  üeber  die  Methoden  und  die  Kesultate  dieser  und  anderer  Versuche 
Regnanlt*8,  auf  welche  theils  im  Vorhergehenden  schon  Bezug  genommen 
«vrde,  theils  im  Folgenden  noch  wiederholt  Bezug  zu  nehmen  sein  wird,  be- 
richtet das  Werk:  „Relation  des  exp^riences  entreprises  pour  d^terminer  les 
kns  et  les  donn^es  physiques  n^cessaires  au  calcul  des  machines  ä  feu",  1.  Band 
1^7,  2.  Band  1862  erschienen. 
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gemäss  Gl.  (1")  die  folgenden  5  Gleichungen; 


C-\-ax  -\-hy 


woraus  durch  Elimination  von  C  sich  crgiebt: 


^9Pi 
kPi 
^ffPs- 
^Pa 


kPi 

-bPt 

hPz 


9x 


a(X' 

a{x- 
a(x- 
a{x- 


•1)    +*(y- 

l)x  +*(y- 
.l>r«+»(y- 
l>e»+i(y- 


■1) 
•l)y 

l)y« 

l)y» 


v3 


und  dttftius  durch  Elimination  von  a: 


i(y- 


■1)  (x- 
1)  (*- 

1)  («■ 


■y) 

■y)y 

■yV- 


Ans  diesen  letzteren  Gleichungen  können  h  und  y  gleichzeitig   «liminin 
werden,  und  ergiebt  sich 

Cy««—  ?s)*—  (^1^— JTa)  (y»^— y*)  =^  0 
oder,  übersichtlicher  mit  Hülfe  von  Determinanten  geschriebeo, 


9i  9i 

9i  92 


**+ 


*  + 


9z  9% 
9a  9i 


=  0 


4. 


Da  die  Gleichungen  (3)  unverändert  bleiben,  wenn  x  mit  y,  «  mit  h  vtT- 
tauscht  wird,  a  und  &  aber  in  Gl.  (4)  nicht  vorkommen,  so  muss  sich  far  jr 
ganz  dieselbe  Gleichung  ergeben,  d.  h.  es  sind  x  und  y  die  beiden  Wurreln 
der  Gleichung  (4).  Sind  dieselben  gefunden,  so  sind  die  Constanten  u  omi 
ß  bestimmt  durch 

aus  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  (3;  folgt  dann 


(jr— lUy — jej  '  ly— ii<«— y/ 
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endlich  ans  der  ersten  der  Gleichungen  (2) 

C=igpQ — a  —  h, 

Aof  solche  Weise  sind  aus  den  Kegnault*^chen  Versuchen  insbesondere 
tür  gesättigten  Wasserdampf  die  folgenden  Gleichungen  abgeleitet 
worden,  in  der  von  Zeuner  gewählten,  für  die  numerische  Rechnung  be- 
quemeren Form  geschrieben. 

Für  ^  =  0  bis  100^  ist 

Igp  =  4,739371  —  num.  /^  (0,611741  —  0,00327446  0 

+  »«»I.  lg  (- 1,868009  +  0,00686494  t)  ; 

ftr  t=100^  bis  200^  ist  [  •  •  •   ^^)- 

Igp  =  6,264035  —  num,  lg  (0,659312  —  0,00165614 1) 

—  num.  lg  (0,020760  ^0,00595071 1) 

Dabei  ist  zn  bemerken,  dass  die  Constanten  in  der  Formel  fttr  t  <C  100® 
von  A.  Moritz  neu  berechnet  wurden,  weil  sich  in  die  betreffenden  For- 
meln Regnault's  ein  Fehler  eingeschlichen  hatte.*  Die  nach  diesen  For- 
meln berechneten  Werthe  von  p^  denen  in  der  weiterhin  mitgetheilten 
Tabelle  durch  Division  mit  76Ö  noch  die  in  Atmosph.  ausgedrückten  Pres- 
songen  beigefügt  sind,  weichen  indessen  nur  zwischen  ^  =  40®  und  ^  =  iOO® 
von  den  Re gn au It 'sehen  Tabellenwerthen  im  1.  Bande  der  „Relation  dea 
eiperiences  etc."  etwas  ab.  — 

Für  die  weiteren  Untersuchungen  sind  ferner  die  Werthe  des  Diffe- 

dp 
n^ntialquotienten  --   von  Wichtigkeit,  welche  aus.  der  dem  betreffenden 

Dampfe  entsprechenden  Gl.  (1)  wie  folgt  abgeleitet  werden  können.  Mul- 
tiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

;&  =  /n  10  =  2,302585, 

^0  ergiebt  sich 

lnp  —  kC-\-hacf-^-\rkhß^-^ 


*  Entsprechende  Formeln  für  gesättigte  Dämpfe  von  Aether,  Alkohol, 
Aceton  (diese  von  Zeuner  in  ihren  Constanten  corrigirt),  Chloroform,  Chlor- 
kohlenstoff,  Schwefelkohlenstoff,  Quecksilber  und  Kohlensäure:  siehe  Zeuner^a 
-Gniodzüge  der  mech.  Wärmetheorie",  2.  Aufl.,  8.  253.  Unter  allen  diesen  ent- 
sprechen den  ges.  Dämpfen  von  Quecksilber  die  kleinsten,  denen  der  Kohlen- 
^Äare  die  grdssten  Werthe  von  p  bei  gleichen  Werthen  von  t,  oder  jenen  die 
^^ten  und  diesen  die  kleinsten  Werthe  von  t  bei  gleichen  Werthen  von  p. 
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p  dt 

0 

wenn  wieder  mit  lg  ein  Briggs'scher  Logarithmus  bezeichnet  wird,  also 

1  dp 

-  ^  =  mcf-^  +  nß^-'^ t;, 

p  dt 

worin  die  Coefficienten 

m  =  k^aJga  und  n  =  kH.lgß 

mit  Hülfe  der  bekannten  Werthe  von  a,  3,  a,  ß  berechnet  werden  können. 
Für  den  Gebrauch  ist  es  indessen  bequemer,  die  Logarithmen  der  beiden 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (6)  als  lineare  Functionen  Ton  i  zu 
berechnen,  wie  es  Zeuner  für  die  in  der  vorigen  Anmerkung  genannten 
Dämpfe  gethan  hat  Danach  ist  insbesondere  für  Wasser  dampf 
von  ^  =  0  bis  100^ 

l.^  =  num,  ig  (—  1,148688  -  0,00327446 1) 
p  dt 

+  num.  ig  (—3,306941  +  0,00686494 1) 
von  t=100^  bis  200<>: 


-~=  num.  ig  (—  1,397160  —  0,00165614  0 
p  dt 

4-  num,  ig  (—  1,480240  —  0,00595071 1) 

1  dp 
Hiemach  sind  die  Werthe  von  -  --  ^^  ^^^  folgenden  Tabelle  berech- 

p  dt 

net;  sie  sind  unabhängig  von  der  Einheit^  in  welcher  p  ausgedrückt  i>t 
Die  Tabelle  ist  der  2.  Aufl.  von  Zeuner's  „Grundzflgen  der  mechanisch«  n 
Wärmetheorie'^  entnommen.  Mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  simi 
indessen  für  t  =  30^  bis  50^  (zwischen  welchen  Grenzen  die  Temperarnr 
im  Condensator  einer  Dampfmaschine  zu  liegen  pflegt)  die  Werthe  von  y 
für  von  1®  zu  1^  wachsende  Temperaturen  eingeschaltet  worden,  unter  4o'* 
der  Regnault'schen,  über  40®  der  corrigirten  Tabelle  von  Moritz*  ent- 
nommen. 


*  Bulletin  physico-math^m.  de  TAcad^mie  de  St.  Pt^tersbourg.  t.  XIII,  p  4 1 
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•   ^. 

1  dp 
p  dt 

P 

1  dp 
p  dt 

t 

Millim. 
Qnecksilberhöhe. 

Atm. 

t 

Millim. 
Quecksüberhöhe. 

Atm. 

0 

4,600 

0,0061 

0,071502 

65 

186,94  , 

0,246 

0,044876 

h 

6,5a4 

0,0086 

0,068915 

70 

233,08 

0,307 

0,043380 

10 

9,165 

0,0121 

0,066429 

75 

288,50 

0,380 

0,041953 

15 

12,699 

0,0167 

0,064041 

80 

354,62 

0,467 

0,040594 

2i> 

17,391 

0,0229 

0,061746 

85 

433,00 

0,570 

0,039300 

•i') 

23,550 

0,0310 

0,059542 

90 

525,39 

0,691 

0,038072 

30 

31,548 

0,0415 

0,057427 

95 

633,69 

0,834 

0,036907 

31 

33,406 

0,0440 

— 

100 

760,00 

1,000 

0,035775 

:ß 

35,359 

0,0465 

105 

906,41 

1,193 

0,034701 

X^ 

37,411 

0,0492 

110 

1075,37 

1,415 

0,033674 

:^4 

39,565 

0,0521 

115 

1269,41 

1,670 

0,032691 

Sei 

41,827 

0,0550 

0,055397 

120 

1491,28 

1,962 

0,031750 

% 

44,201 

0,0582 

125 

•  1743,88 

2,295 

0,030848 

ri 

46,691 

0,0614 

— 

130 

2030,28 

2,671 

0,029982 

.5?? 

49,302 

0,0649 

135 

2353,73 

3,097 

0,029152 

:k* 

52,039 

0,0685 

140 

2717,63 

3,576 

0,028355 

441 

54,IK>6 

0,0722 

0,053449 

145 

3125,55 

4,113 

0,027590 

41 

57,909 

0,0762 

— 

150 

3581,23 

4,712 

0,026854 

42 

61,054 

0,0803 

155 

4088,56 

5,380 

0,026146 

4;j 

64,345 

0,0847 

— 

160 

4651,62 

6,121 

0,025465 

44 

67,789 

0,0892 

— 

165 

5274,54 

6,940 

0,024809 

4:i 

71,390 

0,0939 

0,051582 

170 

,5961,66  . 

7,844 

0,024177 

4»; 

75,156 

0,0989 

175 

6717,43 

8,839 

0,023568 

47 

79,091 

0,1041 

— 

180 

7546,39 

9,929 

0,022981 

4^* 

83,203 

0,1095 

185 

8453,23 

11,12 

0,022414 

41* 

87,497 

0,1151 

190 

9442,70 

12,42 

0,021866 

jil 

91,980 

0,1210 

0,049794 

195 

10519,63 

13,84 

0,021337 

•V) 

117,475 

0,1546 

0,048081 

200 

11688,96 

15,38 

0,020826 

»;ii 

148,786 

0,1958 

0,046443 

Bei  den  technischen  Anwendungen  wird  der  Zustand  gesättigten 
Wasserdampfes  gewöhnlich  nicht  durch  seine  Temperatur  charakterisirt, 
--jiMiem  durch  seine  Pressung  (seine  Spannung  oder  seinen  Druck,  welche 
Ht'Zfichnnngen  hierbei  als  gleichbedeutend  mit  Pressung  üblich  sind),  die 
■iurrh  Manometer  gemessen  wird.  Mit  Hülfe  der  von  Moritz  controlirten 
TdMle  Regnaul t's  der  nach  regelmässig  wachsenden  Werthen  von  t  ge- 
onliK»ten  Werthe  von  p  hat  deshalb  Zeuner  durch  Interpolation  eine  Ta- 
'h-Uc  entworfen,  welche  umgekehrt  die  zu  regelmässig  wachsenden  Werthen 
Hiu  p  gehörigen  Temperaturen  t  des  gesättigten  Wasserdampfes  enthält, 
l'i»^  Tabelle  folgt  später  (§.  29),  nachdem  die  Bedeutungen  und  Berech- 
BQDKHweisen  der  übrigen  darin  noch  enthaltenen  (Grössen  erklärt  seiii  werden. 

Ur»«kof,  thaoret.  MaacMaenlebre.    I.  10 
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§.27.   Terdampfungrswttrme. 

• 

Unter  der  Yerdampfangswärinc  einer  Flüssigkeit  für  eine  gewisM- 
Temperatur  t  wird  nach  der  von  Clausius  eingeführten  Bezeichnung  di** 
Wärmemenge  verstanden,  welche  ihr  zur  Verwandlung  in  gesättigten  Dampf 
von  derselben  Temperatur  t  mitgetheilt  werden  muss,  wenn  dabei  der  spcvi/. 
äussere  Druck  constant  =  derjenigen  Pressung  p  ist,  welche  der  Tempe- 
ratur t  des  betreffenden  gesättigten  Dampfes  entspricht;  sie  ist  dieselbe 
Grösse,  für  welche  in  der  Physik  die  (im  Sinne  der  mechanischen  WSnne- 
theorie  jedoch  weniger  passend  gewordene)  Ba^ichnung  als  latente  od^r 
gebundene  Wärme  des  gebildeten  Dampfes  gebräuchlich  ist.  Diese  Ver- 
dampfungswärme pro  1  Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit,  also  die  spccif. 
Yerdampfungswärme  derselben,  soll  in  der  Folge  mit  dem  BacbtjMi 
r  bezeichnet  werden.  Sie  ist  eine  für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschi*^ 
dene  Function  von  t,  oder  auch  von  p  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehuu::. 
welche  nach  vorigem  §.  zwischen  i  und  p  stattfindet. 

Die  Grösse  r  ist  besonders  von  Regnault  für  verschiedene  FIü^m»'- 
keiten  und  für  verschiedene  Werthe  von  t  oder  p  bestimmt  worden,  oni 
zwar  mittelbar  durch  die  Messung  der  Wärmemenge,  welche  gesättiirt«  n« 
Dampfe  von  der  Pressung  p  und  von  entsprechender  Temperatur  t  pro  l 
Kgr.  entzogen  werden  musst«,  um  denselben  unter  constantem  specif.  äas^n  u 
Drucke  =  p  zu  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  t^  <C  ^  zu  condensiivn 
Diese  Wärmemenge,  welche  auch  derjenigen  gleich  ist,  die  umgekehrt  einen 
Kilogramm  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  Iq  mitgetheilt  werden  mov. 
am  sie  bei  constanter  Pressung  p  in  gesättigten  Dampf  von  dieser  Pre^-aui: 
zu  verwandeln,  besteht  aus  zwei  Theilen;  sie  ist,  unter  Cp  die  specif.  Wariut 
der  Flüssigkeit  für  constante  Pressung  p  verstanden, 

t  t  Ut 

Qo  =  f  Cpdt-\-  r=Jcpdt—fc,dt  +  r^q—q^  +  r, 
io  0  0 

Indem  nun  q  durch  besondere  Versuche  (Mischungsversuche)  als  FunctKii 
von  t  bestimmt  wurde,  zunächst  freilich  nur  für  constante  atmosphärisobc 
Pressung,  für  welchen  Fall  aber  die  Werthe  von  q  ebenso  wie  die  danu* 
abgeleiteten  Werthe  von 

dq 

wegen  der  geringen  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  van  des  bc- 
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trefenden  Werthen  für  andere  constante  Pressungen  kaum  merklich  ab- 
veichen  werden,  so  konnte  danach  auch  q^  in  jedem  Falle  und  somit  auch 
die  von  Regnault  so  genannte  Gesammtwärme 

Q=Qo  +  <Io  =  9  +  r (1) 

bestimmt  werden,  d.  h.  die  Wärme,  welche  1  Egr.  einer  gewissen  Flüssig- 
keit Ton  0^  mitgetheilt  werden  muss,  um  sie  bei  constanter  Pressung  p  in 
gesättigten  Dampf  von  dieser  Pressung  oder  von  entsprechender  Temperatur 
i  n  verwandeln.  Die  Wärmemenge  ^,  welche  dazu  erfordert  wird,  1  Egr. 
Flössigkeit  als  solche  bei  constanter  Pressung  von  0  bis  t^  zu  erwärmen 
besteht  aus  dem  Ueberschuss  der  Eörperwärme  der  Flüssigkeit  bei  der 
Temperatur  t  tlber  dieselbe  bei  der  Temperatur  0  und  aus  dem  (übrigens 
\k\  kleineren)  Wärmewerthe  der  Expansionsarbeit,  welche  bei  der  Tempe- 
ratnrerhdhnng  und  entsprechenden  Ausdehnung  von  der  Flüssigkeit  ver- 
richtet wird;  von  Regnault  wurde  sie  als  ein  Ausdruck  von  der  Form 

at  -J-  ht^  +  ct^ 

for  die  von  ihm  untersuchten  Flüssigkeiten  darstellbar  gefanden.  Insbe- 
sondere für  Wasser  ist  zu  setzen: 

y=^^.f  0,0000  2^2  ^0,000  000  3^3 (2), 

nach  welcher  Formel  die  in  der  Tabelle,  §.29,  enthaltenen  Werthe  von  q 
berechnet  sind,  und  woraus  sich  die  in  §.22  schon  -angeführte  Gleichung 

^-=c-=  1+0,0000  4  ^-1-0,000 000  9^« (3) 

at 

i-rgiebt.  Die  Gesammtwärme  Q  fand  Regnault  im  Allgemeinen  (ausser 
für  Alkohol)  als  ganze  Function  zweiten  Grades  von  t  ausdrückbar: 

för  Wasserdampf  genügte  schon  eine  lineare  Function  zu  einer  guten 
Tebereinstimmung  der  danach  berechneten  mit  jlen  Versuchswerthen,  nämlich 

Q=  606, 5  +  0,305  t (4). 

I>arch  q  und  Q  ist  nun  auch  die  specif.  Yerdampfungswärme     « 

bestimmt,  insbesondere  für  Wasser 

r=606,ö— 0,695^  —  0,0000  2  ^«.—0,000  000  3^« (5). 

Die  Glieder  mit  t*  und  t^  sind  in  dieser  Formel  Von  untergeordneter  Be- 

(kfutong,  80  dass  man  näherungsweise  auch  r  wie  Q  als  lineare  Function 

von  i  ansdrücken  kann.  Dabei  ist  es  für  die  meisten  Anwendungen  am  an- 

die  Constanten  a  und  h  dieser  vereinfachten  Formel 

10* 


also  (?^  =  -f  =  0,305  +  h, 
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r  =  a  —  ht 

so  zu  wählen,  dass  sie  besonders  in  der  Nähe  von  t  =  100®  den  tbatsacb- 
liehen  Verhältnissen  möglichst  genau  entspricht.  Indem  sich  aber  aus  ihr 
mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  ergiebt: 

q=Q  —  r=r  606,5  —  n  +  (0,305  +  b)t, 

dq 
dt 

während  für  t  =  100  nach  Gl.  (3):  Cp  =  1,013  ist,  so  kann  b=  1,01  :^  — 
0,305  =  0,708,  also 

r  =  ö  — 0,708< 

gesetzt  werden.  Für  t=  100  ist  nach  Gl.  (5):  r^=  536,5,  nach  RegnauItV 
Versuchen  aber  genauer  r  =^  536,2;  hiemach  kann  a  ^=  536,2  -f-  "^^^-^ 
=  607  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  so  schliesslich  die  von  Claasius 
vorgeschlagene  einfachste  Formel  der  specif.  Verdampfungswärme: 

r=  607  —  0,708^ ,0.  . 

Ebenso  wie  die  Wärmemenge-  q  ist  nun  auch  die  specif.  Verdampfuug*'- 
wärme  r  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  zu  betrachten,  welche  beziehuuk'^- 
weise  dem  Zuwachse  an  Körperwärme  und  dem  Wärmewerthe  der  Exjuii- 
sionsarbeit  bei  der  Verdampfung  unter  constantem  specif.  äusseren  Dnickr* 
/? gleich  sind;  sie  mögen  als  innere  und  äussere  specif.  Verdampfanir^- 
wärmen  unterschieden  werden.  Letztere  ist,  unter  J  die  Zunahme  <it-^ 
specif.  Volumens  bei  der  Verdampfung  verstanden  (§.25),  einfach—  ^f»J, 
also 

r  =  (i  -j-  ApJ 7  , 

wenn  mit  q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme  bezeichnet  wird.  IM»-^* 
beiden  Bestandtheile  von  r  brauchen  nicht  durch  weitere  Versuche  eui|>i> 
risch  bestimmt  zu  werden;  vielmehr  ergiebt  sich  für  die  äussere  siKt-ii 
Verdampfungswärme  (welche,  im  Gegensatz  zum  Verhältnisse  der  ent5pr«^ 
chenden  beiden  Bestandtheile  von  ^,  durchaus  nicht  etwa  sehr  klein  im 
Vergleich  tnit  q  ist)  ein  theoretischer  Ausdruck  vermittels  der  allgemein«  u 
Gleichung  (3)  in  §.  24,  nämlich 


ApJ^ 


pr 

r 

T 
dt 

^1  ^P 
T 

p  dt 

wonach  dem  Vorhergehenden  zufolge  (       -  :  siehe  vorigen  §, )  die  GnV-*^ 

p  dt  ) 

Ap/\  für  gegebene  Werthe  von  t  oder  p  berechnet  werden  kann«  mmdiit 
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lofh  die  innere  specif.  Verdampft! ugswfirme  p  und  Überhaupt  jeder  der  drei 
Sommiilden,  aus  welchen  nnnmehr  die  Gesammt wärme 

Q  =  q-\-0  +  JpA (!)) 

Wslebt. 

Die  Volninenändcrungen  einer  Flüssigkeit  als  solcher  sind  immer  sehr 
kkin  im  Vergleich  mit  denjenigen  Aendcrungcn  des  Volumens,  welche 
<tnrch  die  Aenderung  der  Aggregatform  (die  Verdampfung  der  Flüssigkeit 
™ier  die  Condensation  des  Dampfes  zu  Flüssigkeit)  bedingt  werden.  Wenn 
man  demgemäss  den  zweiten  Bestandtheil  <ier  Wärmemenge  q  (den  Wärme- 
'frlh  der  Expansionsarbeit  bei  der  Erwärmung  der  Flüssigkeit  von  0  bis 
'°  vernachlässigt,  so  kann  diese  Grösse  q  als  Ueberschuss  der  Körperwärme 
Ton  1  Kgr.  Flüssigkeit  bei  t"  über  dieselbe  bei  0"  betrachtet  und  mit 
Zfnncr  die  specif.  FlOssigkeitswärmc  genannt,  ebenso  die  Grösse 
f  —  p  als  Ueberschuss  der  Körperwärme  von  1  Kgr.  gesättigten  Dampfes 
bei  <*  aber  dieselbe  von  1  Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit  bei  0"  be- 
traihtet  und  die  specif.  Dampfwärme  genannt  werden.  — 

Aus  Gl.  (*i)  folgt 

Wi-nn  man  hiemach  die  Grösse  für  verschiedenartige  Dämpfe  mit  Hülfe 
ihrer  nach  §.  26  bekannten  Werthe  von       berechnet,  so  findet  man  sie  fllr 

eleiche  Werthe  von  p  ungefähr  gleich  gross.  Es  ist  also,  weil  J  wenig  von 
f  -\-  J,  A.  h.  von  dem  specif.  Volumeu  des  Dampfes  verschieden  ist,  bei 
itleicher  Pressung  die  Verdampfungswärme  verschiedener  Flüs- 
'^iickeiten  ungefähr  proportional  dem  Volumen  des  gebildeten 
Dampfes,  oder  die  specif.  Verdampfungs wärme  umgekehrt  proportional 
liiT  Damnfdichtc.    Derselbe  fznerst  von  Despreta  aufgestellte)  Satz  gilt 


i 


mpfungswärme.  Indessen  zeigen  sich 
I  dass  sie  nur  Beobachtungsfehlem  zu< 
nit  jener  Despretz'schc  Satz  als  ein 
Tkennen  wäre.*  — 

•j  mechanischen  Wärmetheorie",  2.  Aufl., 
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Fttr  den  Gebrauch  bei  numerischen  Rechnungen  ist  nun   aber  di«" 

Gleichung  (8)  sehr  unbequem,  und  es  war  wünschenswerth.  die  Grössen  q 

und  ApA  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Gesammtwärme  Q  und  ihren  ersten 

Bestandtheil  q,  wo  möglich  auch  als  einfache  algebraische  Functionen  voq 

t  auszudrücken.    Zu  dem  Ende  berechnete  Zeuner  diejenige  jener  bilden 

Grössen,  welche  bei  den  betrefifendeu  Aufgaben  am  häufigsten  Torkommt, 

nämlich 

Q^^  Q  —  q  —  Ap  A 

nach  den  obigen  Gl.  (2),  (4)  und  (8)  entsprechenden  Gleichungen  für  \^r- 

schiedenartige  Dämpfe  und  far  sehr  verschiedene  Temperaturen  und  fand. 

dass  diese  Werthe  sehr  genau  durch  empirische  Formeln  von  der  Form 

Q  =  a  —  ht  —  cV^ 

wiedergegeben  werden  konnten.  Bei  Wasserdämpfen  trat  dabei  noib 
der  günstige  Umstand  ein,  dass  das  Glied  mit  f^  weggelassen  werden  konnte 
und  trotzdem  die  Formel,  nämlich 

p  =  575,4 —  0,791^ 10 

die  beste  Uebereinstimmung  zeigte  für  das  weite  Temperaturintervall  /  =  0 
bis  200^.  Hiernach  ergiebt  sich  nun  bei  Einsetzung  der  Ausdrücke  '4^  und 
(10)  für  Q  und  p: 

ApA^=Q—  q  —  Q^Z\,\  -r  1,096^  — y 11 

Nach  diesen  Gleichungen  (10)  und  (11)  unter  Benutzung  der  nach  Gl.  1 
berechneten  Tabellenwerthe  von  q  sind  in  der  Tabelle,  §.  29,  die  Werthe 
von  Q  und  ApA  berechnet  worden;  letztere  stimmen  fast  genau  mit  den 
nach  Gl.  (8)  berechneten  Werthen  überein.    Aus  den  Tabellenwerthen  von 
y,  p  und  ApA  ergeben  sich  die  entsprechenden  Werthe 
der  specif.  Dampfwärme  =  q  -\-  q^ 
der  specif.  Verdampfungswärme  r  -.=  q  -^  ApA 
und  der  Gesammtwärme  Q  =  y  -}-  P  +  ^^P  J 

80  leicht  durch  Addition,  dass  es  überflüssig  gewesen  wäre,  dieselben  in  be- 
sonderen Columnen  der  Tabelle  einzutragen. 


§.  28.   Speclfisehes  Gewicht  gesättigter  Dtepfe. 

Aus  den  nach  vorigem  §.  zu  berechnenden  Werthen  der  änsjs^^n^D 
specif.  Verdampfungswärme  ergeben  sich  durch  Division  mit  Ap  p  in  Kijt 
pro  Quadratm.  ausgedrückt)  die  Werthe  von 

1  424 

/J— -       (ApA).^       -{ApA)  Cubikm.  pro  Kgr I  . 

Ap  p 
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«elebe  für  Wasserdampf  in  der  Tabelle  <  §.  29,  eingetragen  sind.    Daraus 
folgt  dann 

das  specif.  Volumen  des  Dampfes:  v  =  w  -\~  A 

and  das  specif.  Gewicht:  y  =  —  -    ^  Kgr.  pro  Cubikm. 

w  -\-  /l 

Dabei  ist  das  specif.  Volumen  w  der  Flüssigkeit  streng  genommen  mit  den 

^ich  entsprechenden  Werthen  von  p  und  t  etwas  veränderlich  and  kann 

nach  §.  22  berechnet  werden.    Bezeichnet  nämlich 
ufft  diesem  specif.  Volumen  für  die  Pressung  p  und  die  Temperatur  t^ 
(fij  das  specif.  Volumen  bei  atmosph.  Pressung  und  derselben  Temperatur  t, 

so  ist  nach  Gl.  (3)  in  §.  22 

Daraus  folgt,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrtlckt  und  der  Compressionscoefäcient 
;i  constant  vorausgesetzt  wird, 

«rorin  wu  eine  ftlr  verschiedene  Flassigkeiten  verschiedene  Function  von 
t  ist.    Setzt  man  insbesondere  für  Wasser  nach  §.  22,  Gl.  (1) 

and  nimmt  die  dort  für  <>>  32®  angeführten  Werthe  von  ä^,  a^,  «,,  a^  bis 
m  t^=200^  als  gültig  an,  setzt  man  ferner 

j3--^  0,000045, 

50  ist  für  ^  ^  200^  also  p  =~~  15,4  Atm.  (siehe  die  Tabelle  in  §.  26),  da« 
?pecif.  Volumen  des  Wassers 

IT  =  0,001 . 1,1285  (1—0,000045. 14,4) 
=  0,0011285  (1—0,000648)  =  0,001128  Cubikm. 

^tzt  man  also  w  constant  --=  0,0010,  so  wird  innerhalb  des  von  der  Ta- 
belle in  §.  29  umfassten  Zustandsgebietes  das  specif.  Volumen 

t;  =  0,001  + J 

des  gesättigten  Wasserdampfes  um  höchstens  eine  Einheit  der  vierten  De- 
eimalstelle  zu  klein  gefunden,  was  um  so  weniger  zu  bedeuten  hat,  als  schon 
fh^  vierte  Decimalstelle  der  Werthe  von  A  nicht  mehr  als  zuverlässig  be- 
trachtet werden  kann.  Hiemach  konnte  nun  auch  das  specif.  Gewicht 
<i«*s  gesättigten  Wasserdampfes  in  der  letzten  Columne  tler  Tabelle, 

i  29,  nach  der  Formel 

1 


berechnet  werden. 


'^     J  +  0,001 ^^^ 
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Vergleicht  mau  diese  Werthe  von  7  mit  den  spocif.  Gewichten  =^  -     ^. 

der  atm.  Luft  (§.  17),  welche  denselben  Werthen  von  p  und  t  entsprechrtu 
so  findet  man  die  Dichtigkeit  6  des  gesättigten  Wasserdampfofi  in 
Beziehung  auf  atm.  Luft 

z.  B.  für  p  =  0,l         0,5         1  2  5         10  Atm. 

rf=: 0,621  0,633  0,640  0,648  0,662  0,676, 
also  wachsend   mit  der  Pressung,   wie  auch  durch   direete  Versacbt»  m»u 
Fairbairn  und  Täte   bestätig  wird,*  mit  welchen  überhaupt  die   nah 
obigen  Formeln  berechneten  Werthe  von  v  oder  /  befriedigend    üIhthui- 
stimmen.    Andere  Dämpfe  zeigen  ein  ähnliches  Verhalten. 

Früher  nahm  man  6  für  Dämpfe,  mochten  sie  gesättigt  sein  oder  uirht, 
als  constant  an,  insbesondere  für  Wasserdampf  nach  Gay-Lussac  ^^  oaVJ'2 
(erhalten  durch  Wäguiig  des  Wasserdampfes  von  atm.  Pressung,  woliei  «-^ 
aber  nicht  ganz  sicher  ist,  ob  der  Dampf  gesättigt  resp.  in  welchem  Gr4«i»- 
er  überhitzt  war);  y  wurde  dann  vermittels  dieses  constanten  Werlhi»s  ao* 
dem  jsppcif.  Gewichte  der  Luft  für  gleiche  Werthe  von  p  und  t  herechu«  u 
dabei  also  die  (zuerst  von  Clausius  als  jrrthümlich  nachgewiesene.  Vor- 
aussetzung zu  Grunde  gelegt,  dass  auch  die  Dämpfe  in  jedem  Zustau«!*. 
selbst  im  Zustande  der  Sättigung,  der  für  die  Gase  Charakter  ist  i^rh*  -. 
Gleichung  pv  =  RT  folgen. 

In  manchen  Fällen  ist  es  bequem,  das  specif.  Gewicht  7  dt-r 
Dämpfe  durch  eine  empirische  Formel  als  unmittelbaro<^Funoti«»n 
von  /?  auszudrücken.  Insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  hat 
man  dazu  meistens  nach  Kavier  einen  Ausdruck  v(m  der  Fonu 

y  ^^  a   \-  hp ^ 

benutzt,  wovon  namentlich  Pambour  in  seiner  Theorie  der  Dampfma$chiif  ■> 
(ebenso  Redtenbacher;  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  hat,  indem  ai.t 
Grund  der  älteren  Versuche  die  Constanten  a  und  h  für  Dämpfe  nitNi»T»r 
und  höherer  Spannung  (unter  und  über  2  Atm.)  besonders  bestimmt  wuni«  *\ 
Indessen  lassen  die  Werthe  von  7,  welche  in  der  folgenden  Tabelle  •§.i*'» 
nach  den  zuvor  entwickelten  Regeln,  nämlich  auf  Grund  derRegnanltVb«» 
Vorsuche  nach  den  Principion  der  mechanischen  Wärmetheorio  brnvho«' 
sind,  erkennen,  dass  die  Diiferenzen  von  7,  welche  gleichen  Differenzen  M*t 
p  entsprechen,  nicht  constant,  sondern  in  sehr  merklicher  Weis4»  mu  ^ 
gnisser  und  um  so  veränderlicher  sind,  je  kleiner  p  ist.    Die  Forme! 
ist  deshalb  nur  zwisch(*n  engen*n  Grenzen  von  p  bei  passender  BcsÜmmot:: 

•  lYoc.  of  the  Royal  S<>c.  imi 
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der  CoDstanten  a  aud  b  zu  gebrauchen,  indem  etwa  gesetzt  wird  (p  in  Atm. 
aosgedrädLt): 

ttüT  p  =  lh\s  2  Atm.  «  =  0,0487  i  =  0,5572 

2  „    3  „  «  =  0,0845  i  =  0,5393 

3  „    4  „  «  =  0,1187  Ä  =  0,5279 

4  „    5  „  «  =  0,1515  3  =  0,5197 

5  „    6  „  «  =  0,1840  Ä  =  0,5132 

6  „    7  „  «  =  0,2158  5  =  0,5079 

7  „    8  „  «  =  0,2473  J  =  0,5034 

8  „    9  „  «  =  0,2777  Ä  =  0,4996 

9  „10  „  «  =  0,3074  J  =  0,4963. 

Eine  viel  bessere  Uebercinstimmung  mit  den  aus  den  Rcgnault'schen 
Versuchen  abgeleiteten  Werthen,  und  zwar  zwischen  sehi;  weiten  Grenzen 
\smp,  wird  nach  Zenner  bei  passender  Bestimmung  der  Constauten  «  und  b 
liarch  die  Formel  erhalten: 

1             u.  . .. 

«P»«  ^=rff    woraus  y  =  —  ^=^  ap     ^4) 

folßt,  wenn 

/  1   \m  1 

« ^^     —       und  //  =-  — 
\  «  /  m 

tri'setzt  wird.    Setzt  man  insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf* 
and  auter  der  Voraussetzung,  dass  p  in  Atm.  ausgedrückt  ist, 

«=1,7049     i«=  1,0646^ 
also  a  =  0,6058     //  =  0,9393 

*^»  unterscheiden  sich  die  so  berechneten  Werthe  von  /  um  höchstens  eine 
Plinheit  in  der  dritten  Decimalstelle  von  denen  der  folgenden  Tabelle. 


§.  29.   Tabelle  für  gesllttigten  Wasserdampf. 

Die  folgende  Tabelle  ist  mit  einigen  Ergänzungen  und  Modificationen 
<ler  zweiten  Auflage  von  Zeuncr's  „Grundzügen  der  mechanischen  Wärme- 
tbeorie**  entnommen.  Am  Anfange  der  Tabelle  sind  nämlich  einige  Werth- 
^vrteme  der  betreflfenden  Grössen  für  kleinere  Intervalle  von  p  hinzugefügt, 

*  Zeuoer:  „üeber  das  Verhalten  der  überhitzten  und  der  gemischten 
Wasserdämpfe^  Civilingenieur,  XIII.  Jahrg.,  6.  Heft.  In  den  „Grundzügeif  der 
laechantBchen  Wärmetheorie",  2.  Aufl.,  hatte  Zeuner  die  Constante  m  ebenso, 
die  Constante  a  aber  etwas  kleiner  *)uigegeben. 
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weil  sonst  die  Differenzen  Ton  t  und  der  davon  abhängigen  Werthe  fiir 
eine  einfache  Interpolation  zu  gross  werden;  auch  weichen  bis  zu  ^  =  3,3 

Atm.  die  Werthe  von  J,  ^  und  y  von  denen  der  Zeuner*8chen  Tabelk 

etwas  ab,  weil  hier  der  Atmosphärendruck,  von  Zeuner  =  10334  Ksr. 

pro  Quadratm.  angenommen,  nur  =  10333  Kgr.  gesetzt  wurde  * 
Die  Werthe  von  t  sind  nach  §.26,  q  nach  %.  27,  Gl. '  2  , 
Q  nach  §.  2^,  Gl/10),  ApA  nach  §.27,  Gl.  (11), 
J  nach  §.28,  Gl.(l),  y  nach  §.28,  Gl.  (2)  berechnet. 

Die  Werthe  von     -  wurden   von  Zeuner  seiner  Tabelle  beigefu^ 

weil  diese  Grösse  besonders  häufig  in  den  Formeln  erscheint,  in  welcbeo 
die  Lösungen  verschiedener  Probleme  enthalten  sind. 


p 

Atm. 

1 

t 

1 

a 

9 

ÄpJ, 

J 

J 

r 

0,02 

17,83 

17,838 

561,296 

32,804 

67,303 

.   8,3398 

0,0149 

0.04 

29,35 

29,375 

552,184 

33,893 

34,769 

15,882 

0/r>s^ 

0,06 

36,56 

36,601 

646,481 

34,569 

23,641 

23,116 

0.0423 

0,08 

41,92 

41,977 

542,241 

35,067 

17.987 

30,146 

0,055^ 

0,10 

46,21 

46,282 

538,848 

35,464 

14,552 

37,029 

0,o»tfi7 

0,12 

49,83 

49,917 

535,984 

35,797 

12,241 

43,786 

0,0^17 

0,15 

54,37 

54,477 

532,393 

36,213 

9,9063 

53,743 

0.H«>» 

0,2 

60,45 

60,589 

527,584 

36,764 

7,5428 

69,945 

O.I.W 

0,3 

69,49 

69,687 

520,433 

37,574 

5,1393 

'  101,27 

«>.194;» 

0,4 

76,25 

76,499 

515,086 

38,171 

3,9157 

131.54 

0.2\\^ 

0,ö 

81,71 

82,017 

510,767 

38,637 

3,1708 

161,08 

0^15.? 

0,6 

86,32 

86,662 

507,121 

39,045 

2,6703 

189,91 

0,3745 

0,7 

90,32 

90,704 

503,957 

39,387 

2,:i088 

218,28 

in*:^?» 

0,8 

93,88 

94,304 

501,141 

39,688 

2,o;%7 

246,18 

0J91M 

0,9 

97,08 

97,543 

498  610 

39,957 

1,8218 

273,69 

tXM**^ 

1,0 

100,00 

100,500 

496,300 

40.200 

1,6495 

'  300,88 

o,»^XV« 

1,1 

102,68 

103,216 

494,180 

40,421 

1,5078 

,  327,75 

<l,6h^ 

1,2 

105,17 

105,740 

492,210 

40,626 

l,:i892 

354,31 

o,TlÄi 

1,8 

107,50 

108,104 

490,367 

40,816 

1,2883 

380,63 

O.TTf»* 

U 

109,68  , 

110,316 

488,643 

40,993 

1,2015 

406,69 

fKs.ll»* 

*  Er  ist     -  dem  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  1  Qamdratm  Orv£4- 
fläche  und  0,76  Mtr.  Höhe  bei  0<^  Temperatur  des  Quecksilbers,  also 

13596  . 0,76  =  10332,96  Kgr., 
sofern  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  0<^  in  Beziehung  auf  Wamw  Kn 
4*  C  nach  Regnault  »  13,596  ist. 
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p 

Atm. 

t 

9 

1 

9 

ApJ 

9 
J 

1 

1^ 

111,74 

112,408 

487,014 

41,159 

1,1259 

432,56 

0,8874 

l.ß 

,  113,69 

114,389 

485,471 

41,315 

1,0596 

458,16 

0,9429 

1,7 

115,54 

116,269 

484,008 

41,463 

1,0008 

483,62 

0,9982 

1.8 

117,30 

118,059 

i482,616 

41,602 

0,9484 

508,87 

1,0533 

L9 

118,99 

119,779 

481,279 

41,734 

0,9013 

533,98 

1,1083 

2.0 

120,60 

121,417 

480,005 

41,861 

0,8589  ' 

558,86 

1,1629 

2,1 

12245 

122,995 

478,779 

41,981 

0,8203 

583,66 

1,2176 

2^ 

123,64 

124,513 

477,601 

42,096 

0,7852 

608,25 

1,2719 

2,3 

125,07 

125,970 

476,470 

42,207 

0,7530 

632,76 

1,3263 

U 

126,46 

127,386 

475,370 

42,314 

0,7235 

657,04 

1,3803 

23 

127,80 

128,753 

474,310 

42,416 

0,6962 

681,28 

1,4343 

2,6 

,  129,10 

130,079 

473,282 

42,515 

0,6710 

705,34 

1,4881 

2,7 

'  130,35 

131,354 

472,293 

42,610 

0,6476 

729,30 

1,5418 

2,8 

131,57 

132,599 

471,328 

42,702 

0,6258  , 

^  753,16 

1,5954 

2,9 

132,76 

133,814 

470,387 

42,791 

0,6055 

776,86 

1,6488 

3,0 

133,91 

134,989 

469,477 

42,876 

0,5865 

800,47 

1,7021 

3,1 

,  135,03 

136,133 

468,591 

42,960 

0,5686 

824,11 

1,7556 

3,2 

;  136,12 

137,247 

467,729 

43,040 

0,5519 

847,49 

1,8086 

3,3 

137,19 

138,341 

466,883 

43,119 

0,5362 

870,73 

1,8615 

3,4 

138,23 

139,404 

466,060 

43,196 

0,5213 

894,03 

1,9147 

3,5 

139,24 

140,438 

465,261 

43,269 

0,5072 

917,31 

1,9676 

3,6 

140,23 

141,450 

464,478 

43,342 

0,4940 

940,24 

2,0203 

3.7 

141,21 

142,453 

463,703 

43,413 

0,4814 

963,24 

2,0729 

3.S 

142,15 

143,416 

462,959 

43,480 

0,4695 

986,07 

2,1255 

3,9 

143,06 

144,368 

462,224 

43,548 

0,4581 

1008,9 

2,1780 

iO 

144,00 

145,310 

461,496 

43,614 

0,4474 

1031,6 

2,2303 

il 

144,89 

146,222 

460,792 

43,677 

0,4371 

1054,2 

2,2826 

1.2 

145,76 

147,114 

460,104 

43,739 

0,4273 

1076,8 

2,3349 

U 

146,61 

147,985 

459,431 

43,799 

0,4179 

1099,3 

2,3871 

4,4 

147,46 

148,857 

458,759 

43,859 

0,4090 

1121,7 

2,4391 

4^ 

.  148,29 

149,708 

458,103 

43,918 

0,4004 

1144,0 

2,4911 

4,6 

,  149,10 

150,639 

457,462 

43,975 

0,3922 

1166,3 

2,5430 

4.7 

149,90 

151,360 

456,829 

44,030 

0,3844 

1188,5 

2,5949 

iß 

150,69 

152,171 

456,204 

44,085 

0,3768 

1210,6 

2,6467 

4i> 

151,46 

152,961 

455,595 

44,139 

0,3696 

1232,7  ^ 

2,6984 

a.0 

152,22 

153,741 

454,994 

44,192 

0,3626 

1254,7 

2,7500 

M 

152,97 

154,512 

454,401 

44,243 

0,3559 

1276,6 

2,8016 

5.2 

153,70 

156,262 

453,823 

44,293 

0,3495 

1298,5 

2,8531 

5,3 

154,43 

156,012 

453,246 

44,343 

0,3433 

1320,3 

2,9046 

5,4 

155,14 

166,741 

452,684 

44,392 

0,3373 

1342,1 

2,9560 
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p 

Atm. 

t 

1 

« 

Q 

ApJ 

A 

Q 
i 

7 

5,5 

155,85 

157,471 

452,123 

44,441 

0,3315 

1363,8 

1     3,fN»73 

5,6 

156,54 

158,181 

451,577 

44,487 

0,.32,59 

1.385.4 

1     3.05Sh 

5,7 

157,22 

158,'880 

451,039 

44,.533 

0,3205 

1407,0 

'     .3.109^ 

5,8 

157,90 

159,579 

450„501 

44,579 

6,3153 

1428,5 

:i.i6io 

5,9 

158,56 

160,259 

449,979 

44,623 

0,3103 

1450,0 

■     3.2122 

6,0 

159,22 

160,938 

449,4.57 

44,667 

0,:i054 

1471,5 

3.26;VJ 

6,1 

159,87 

161,607 

448,943 

44,710 

0,3007 

1492,9 

3,3142 

6,2 

160,50 

162,255 

448,444 

44,753 

0,2962 

1514,2 

'    ;i:i652 

6,3 

161,14 

162,915 

447,938 

44,794 

0,2917 

1535,5 

3,4161 

6,4 

161,76 

163,553 

447,448 

44,836 

0,2874 

1556,7 

3,4670 

6,5 

162,37 

164,181 

446,965 

44,876 

0,2833 

1.577,9 

3.517h 

6,6 

162,98 

164,810 

446,483 

44,916 

0,2792 

1599,0 

:i„'>»;<» 

6,7 

16,V>« 

1(>5,428 

446,008 

44,956 

0,2753 

1620,1 

:i,6192 

6,8 

164,18 

166,047 

44.5,.^)34 

44,994 

0,2715 

1641,2 

,3.fW»9 

6,9 

164,76 

166,645 

445,075 

45,032 

0,2678 

1662,2 

,3,73  «6 

7,(K> 

165,:U 

167,243 

444,616 

45,070 

0,2642 

1683,0 

.3.7711 

7,25 

166,77 

168,718 

443,4a5 

45,162 

0,2,\5() 

173.5.2 

,3.N974 

7,5() 

1(58,15 

170,142 

442,393 

45,2.'>0 

0,2475 

1787,1 

\Stl\\ 

7,75 

1()9,50 

171,5,35 

441,325 

45,3,37 

0,2400 

1838,7 

4.14**» 

8,(K) 

170,81 

172,888 

440,289 

45,420 

0,2.329 

1890,1 

4.27  4:« 

8,25 

172,10 

174.221 

4,3t>.2r,9 

45,501 

0,22(Ki 

1941,2 

4.:>!»i*7 

HM 

I7;j,a5 

17.\514 

438,280 

45,578 

0,*22<H) 

11«»2,1 

4..CMH 

8,75 

174,57 

n<),4  4.) 

4.37,31."> 

4.'>,*ir>-4 

0,2141 

2042,8 

4.»i4!»'» 

9,(H> 

175,77 

178,017 

4,M>,366 

4,\727 

0.2O8:) 

2tr93,3 

4.7741 

9.j:» 

176,91 

17JK2J8 

4.3.-),440 

45,798 

0.2031 

2143.5 

4.-<'.K. 

9,:iO 

178,08 

18(».4ti8 

4,34„\39 

4,\8»W 

0.1981 

2193,5 

'    .'».in.^-*»*» 

9.7.'» 

179,21 

18U,'m9 

4,3,3,64."! 

45,9,35 

0.19:« 

2243.:« 

5,14m; 

lO.(X) 

18«»,;ii 

1^2,719 

4,32.77:> 

4(;.U»1 

0,1S.S7 

22*J:U> 

5.27«  ^4 

tO.2.-» 

I8i.:i8 

18.3.828 

4.31.928 

46,(H>4 

0.1?q4 

2.342.5 

.VUUl 

uk:^) 

182.41 

184,927 

431.(nNi 

46.127 

0,is»2 

2;r»i,7 

.\.''>174 

10.7:» 

IS.'1,|8 

18<;,U)5 

4.  W  1.267 

46.189 

0,17lw3 

2440,7 

.%.♦'»  4<  i » 

U.tHl 

18|.:h) 

187.<Hk» 

42t».4<;«> 

46.247 

0.1725 

24,S9.5 

u.j:» 

IKV»! 

ISS  113 

42s.r.«;i 

46..3(Mi 

<».l»k*<9 

25:^8,2 

.*>>*^»4 

UM 

ist;,»t» 

IX».  1,31 

427>SJ 

4t;.3t;2 

o,l»04 

2.'»s«i.8 

♦iw«»»tC 

11. 7.» 

187,46 

liHVl>9 

* 

427.119 

46.417 

O.Uc»! 

itvo-» 

6,i.;i- 

llMH» 

ISS.41 

191.126 

4Ji;.:WLs 

4i;.471 

0.1589 

2»>N3,4 

6.i».»4 . 

rj.-»:» 

INKX» 

lin.M04 

42:m;24 

4«;..vj4 

0,l,Vi8 

2731,4 

h,.>4K» 

v:m 

llNi.27 

l»»;l.o«u» 

424.s:n; 

4»v,»76 

«».1529 

2779.3 

6,4'**« 

vjj:^ 

191.18 

19I.UI7 

424,177 

4tK»;2«J 

0,LXiO 

2>27,0 

6.»»'2f- 

430. 
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Atm.  ! 

9 

9 

ApJ 

J 

9 

y 

laijo 

i:l:>5  1 

1150 

13,75 

14.00 

192,06 
192,96 
193,83  . 
194,69 

195,53 

194,944 
195,860 
196,766 
197,662 

i  198,537 

423,465 
422,769 
422,080 
421,400 

420,736 

46,676 
46,724 
46,772 
46,818 

46,8i64 

0,1473 
0,1447 
0,1421 
0,1397 

0,1373 

2874,5 
2922,0 
2969,3 
3016,5 

3063,4 

6,7424 
6,8642 
6,9857 
7,1072 

7,2283 

IL   Gemische  von  Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit. 

^.  :3u.   Allfemeine  Formeln  für  umkehrbare  ZastandsIndeningeB  solcher 

Gemische. 

Für  irgend  einen  Zustand  des  Gemisches  bezeichne  hier  und  in  den 
fulgeuden  Nammern: 

p  die  Pressung  in  Kgr.  pro  Quadratm.,  welche,  sofern  von  Massen- 
kräften abstrahirt  wird,  in  allen  Punkten  des  Gemisches  gleich  ist, 

y  Kgr.  die  Dampfmenge  in  1  Kgr.  des  Gemisches, 

t  die  Temperatur  in  Celsius'schen  Graden,  vom  Gefrierpunkte  des 
Wassers  aus  gerechnet, 

T  die  absolute  Temperatur  =  273  -f-  ^? 

q  die  Wärmemenge,  welche  dazu  erfordert  wird,  1  Kgr.  j^lüssigkeit 
als  solche  bei  constanter  Pressung  von  0  bis  t^  zu  erwärmen, 

r  die  specif.  Verdampfungswärme, 

Q  die  innere  specif.  Yerdampfnngswärme, 

« 

w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit  (Cubikm.  pro  Kgr.), 
w  -{-  J  dasjenige  des  Dampfes,  welcher  in  dem  Gemische  stets  ge- 
sättigt ist, 
f  das  specif.  Volumen  des  Gemisches, 

U  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben,  von  dem  Zustande 

aus  gerechnet,  in  welchem  das  ganze  Gemisch  flüssig  (y  -=  0)  und 

i^O  ist 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  sind  t^  T^  A^  q^  q  und  r  =  q  -\-  ÄpA 

Functionen  von  p  (für  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  bestimmt 

'lurch  die  Tabelle  in  §.  29),  während  w  als  Constante  in  Rechnung  gebracht 

werden  kann  (für  Wasser  =  0,001).  Vermöge  der  Zustandsgieichung  (§.  25) 

v  =  w  -\~  yA (1) 

ist  dann  e  eine  Function  von  p  und  y;  ebenso  U^  und  zwar  ist  der  Wärme- 


158  GBmSCHE  VON  DAMPF  UND  FLOSSI&KEIT.  §.30 

wertfa  von  U^  d.  h.  die  specif.  Körperwärme  des  Gemisches,  wenn  mau 
der  Annahme  w  =  Conat  entsprechend  q  als  specif.  Flttssigkeits- 
wärme,  somit  q-\-Q  als  specif.  Dampfwärme  (§.  27)  betrachtet, 

JU=(l—y)q-\-y{q  +  Q)  =  q-^yQ L>  . 

Während  diese  Gleichungen  (1)  und  (2)  ganz  allgemein  gelten,  sofern 
sie  sich  nur  auf  den  augenblicklichen  Zustand  (Wärmeznstand)  des  Ge- 
misches beziehen  abgesehen  davon,  wie  derselbe  aus  einem  anderen  Zn- 
stande her>'orging,  hat  man  insbesondere  für  4^^  Wärmemenge  dQ, 
welche  dem  Gemische  pro  1  Kgr.  behufs  einer  unendlich  klein«*D 
umkehrbaren  Zustandsänderung  oder  allgemeiner  behufs  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren,  d.  h.  solchen  Aendernng  df  ^ 
Wärmezustandes  mitgetheilt  werden  muss,  welche  mit  nnr  um> 
kehrbaren  Verwandlungen  verbunden  ist,  nach  §.13,  Gl.(2y 

WdQ  =  dU-\-pdv  oA^T  dQ  =  d{AU)-\- Afdv, 

also  mit  Rücksicht  auf  obige  Gl.  (2) 

dQ=rdq-\-diyQ)-\-Apdv :\ 

Darin  ist  nach  Gl.  (1) 

Ap dv -=^  Ap d ^yA)  ^^  Ad {pyA)  —  AyA. dp 

oder  nach  §.27,  Gl.  (8; 

Apdv=-d^y.ApA)  —  y    ~, 

uud  die  Substitution  in  Gl.  (3)  liefert 

dQ^dq^d\y{fi-^ApA)\—'^^dt  =  dq-\-d{^r)-^'^dt.  .    4 

Diese  Gleichung  kann  wegen  dt  ^=-  dT  einfacher  geschrieben  werden: 


*> 


Von  den  verschiedenen  Umformungen,  welche  die  Gleichung   4)  gestatteu 
ist  insbesondere  noch  die  folgende  bemerkenswerth,  welche  mit 

dq=^  cdt 
erhalten  wird,  nämlich 

r 
dQ==rcdi'^rdy-\-ydr  —  y  -di 

oder  dQ=^  (1 — yjcdt -\- rdy -\- yhdt  i 


•»"*  =  '+rfI  -r ' 
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In  dieser  Gleichung  ist 

(1 — y)  edt  die  Wännemenge  zur  Temperaturerhöhnng  der  Flflssigkeits- 

menge  =  (1— y)  Kgr., 
rd^  die  Wärmemenge  zur  Verdampfang  der  Flttssigkeitsmenge  =  dy 

Kgr.,  folglich 
yhdt  die  Wännemenge,  welche  zur  Temperaturerhöhung  und  ent- 
sprechenden Yolumenänderung  der  Dampfmenge  =r  y  Egr.  ver- 
wendet wird. 
Es  bedeutet  also  h  eine  Art  specif.  Wärme  des  Dampfes,  nämlich 
diejenige,  welche  einer  solchen  Volumen-  und  Pressungsänderung  bei  der 
Wännemittheilung  entspricht,  dass  dabei  der  Dampf  gerade  gesättigt  bleibt. 
Die  Grösse  e  bedeutet  in  Gl.  (6)  eigentlich  diejenige  specif.  Wärme 
(l^r  FlOssigkeit,  welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  mit  der  Tempe- 
ntar  zugleich  die  Pressung  und  zwar  nach  demselben  Gesetze  zunimmt  wie 
bt'i  gesättigtem  Dampf.     Insbesondere  für  Wasser  wäre  also  nach  §.  22, 
Gl..;8;  zu  setzen: 

c^(?p  — 0,02437  r«-^, 

dt 

dp 

Quter  —  (p  in  Atm.  ausgediückt  vorausgesetzt)  den  nach  §.26  bekannten 
dt 

Differentialquotienten  für  gesättigten  Wasserdampf,  unter  a  den  Ausdehnungs- 

c-oefficienten  des  Wassers  (§.  22)  und  unter 

r^  =r  1  -f  0,00004 1  +  0,0000009  t^ 

seine  specif.  Wärme  fUr  constante  Pressung  verstanden.  Hiemach  ist  z.  B., 

Wenn  die  in  §.  22  für  <  >»  32  angeführte  empirische  Formel 

64724  ,       ,  1126,« 

a  =  2 t  —  3 t^ 

10^0  10" 

auch  noch  für  t  >>  100  bis  zu  ^=  löO  als  gültig  betrachtet  wird, 

für  ^  =  50       100      150 

T=  323      373      423 

p  =  0,121     1,000     4,712  Atm.^ 
j  ,  \  nach  §.  26, 

-^  =  0,049794  0,035775  0,026854  i 
p  dt 

^  =  0.006025  0,035775  0,126536 
dt 

a  =  0,0004628  0,0007567  0,0008817 

c^—f=  0,00002  0,00025   0,00115 

«1,=  1,00425  1,01300   1,02625 

e=r  1,00423  1,01275   1,02510 
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Diese  Unterschiede  zwischen  c  und  Cp  liegen  innerhalb  der  Beobachtangs- 
fehler,  und  darf  bei  den  Anwendungen  im  Allgemeinen  e  =  c^  gi^vtn 
werden. 

Was  endlich  die  Expansionsarbeit  betrifft,  welche  von  1  Kur. 
eines  Gemisches  von  Flüssigkeit  und  gleichartigem  Dampfe  bei 
einer  umkehrbaren  Aenderang  seines  Wärmezustandes  ver- 
richtet wird,  so  ist  dieselbe  gleich  dem  Ueberschuss  des  ArbeitsWerthe< 
der  mitgetheilten  Wärme  über  den  Zuwachs  an  innerem  Arbeitsvermöjfen, 
also  das  Element  dieser  Expansionsarbeit  für  eine  unendlich  kleine  Zo- 
Standsänderung: 

dE=  W.dQ  —  dU 

oder  ihr  Wärmewerth  mit  Rücksicht  auf  GL  (2)  und  (5): 

A.dE^dQ  —  A.dU^T.d(Z)—d{y{}) ^7. 

Alle  diese  Formeln  und  ebenso  die  daraus  abgeleiteten  Specialfoniiehi 
für  die  in  den  folgenden  Nummern  zu  betrachtenden  besonderen  Arten  ^ou 
Zustandsänderungen  gelten  natürlich  nur  innerhalb  der  Grenzen  y  --  <> 
und  y  .=  1. 


§.  81.   ZnstandsSndemngr  bei  eonstanter  Pressant  oder  TeM^rmtmr. 

Für  ein  Gemisch  von  Flüssigkeit  und  gleichartigem  Uampf  ist  \**'\ 
eonstanter  Pressung  p  auch  die  dadurch  bestimmte  Temperatur  i  coustant 
und  umgekehrt;  die  isothermische  Curve  ist  also  eine  mit  der  r-Av 
parallele  Gerade.  Mit  p  oder  t  sind  auch  tr,  J,  ^,  p,  r  als  Constante  ut^ 
geben,  so  dass  (ausser  dem  inneren  Arbeitsvermögen')  nur  der  sj>ecif.  Danij»f- 
gehalt  y  und  das  specif.  Volumen 

r  ---  w  -f-  y^ 
des  (lemisches  veräuderlich  sind,  und  zwar  so,  dass  diese  Grössen  eiuaud«  r 
proportional  sich  ändern:  drr^  J.dy. 

Hei  dem  Uebergauge  des  specif.  Dampfgi'halte^  von  y^  in  y  und  «»ut- 
sprechend  des  specif.  Volumens 

von  Tj  — -  tc   I   yyj  in  f       tc   \  yA 
ist  die  Kxpansionsarbeit  pro  1  Kgr.  des  Gemisches 

/;  --py^r—v^\  "^ p^Ktf  -y/ *  • 

der  Zuwachs   au  innerem  Arbeitsvermögen  nach  §.  HO,  Gl.  2     n-t 

A  ir  -    1 
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U—U^  =  JTQif—y,) (2) 

"fflii  die  mitzutlieileiide  Wärmemenge  nach  f.  30,  Gl.  (5)  oder  auch 
munittelbar  gemäss  der  Bedeutung  von  r: 

Q  =  riy---y,)  =  A(U-U,+E) (3). 

Durch  diese  Gleichungen  sind  v,  E^  U  und  Q  bestimmt  als  Functionen  von 
jf  und  von  Grössen,  welche  mit  dem  Anfangszustande  gegeben  sind.  Wäre 
der  Sinn  und  Grad  der  Zustand sänderung  nicht  unmittelbar  durch  y  gege- 
^so  wäre  zunächst  y  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen;  wenn  z.  6.  das 

EipansionsTerhältniss 

V         w  -\-  y  J 
?egel)en  wäre,  so  würde  daraus  folgen: 


§.32.   ZnstandsSnderaiigr  bei  eonstantem  Tolumen. 

Wenn  die  mit  der  Marke  1  versehenen  Bnchstaben  zur  Bezeichnung 
'^''F  m  i  30  bekannten  Grössen  im  Anfangszustande  des  Gemisches  be* 
liutzt  Verden,  während  die  Buchstaben  ohne  Marke  sich  auf  den  Endzustand 
Wehen,  so  hat  man  zunächst  nach  §.  30,  Gl.(l) 

yJ  =  yiZli (1) 

Zar  Berechnung  von  y  oder  von^?,  jenachdem  der  Endzustand  durch  ^  resp. 
f-ine  der  durch  p  bestimmten  Grössen  oder  durch  y  gegeben  ist. 

Die  Wärmemenge  Q,  welche  einem  Kgr.  des  Gemisches  be- 
hufs einer  gegebenen  Zu  Standsänderung  bei  eonstantem  Volumen 
»itgetheilt  werden  muss,  ergiebt  sich  aus  §.30,  Gl. (3): 

Q  =  9—9i+yQ  —  yiQi 
*r  hei  Substitution  des  Werthes  von  y  nach  Gl.  (1) 

e=^-?x+yi4(f-|^) (2). 

Hiernach  lässt  sich  z.  B.  die  Zeit  =  d-  berechnen,  in  welcher 
die  Pressung  in  einem  geschlossenen  Gefässe,  welches  M  Kgr. 
dB  Gemisches  enthält,  bei  gleichförmiger  Wärmemittheilung 
''^a^i  bis  p  wächst;  ist  Q^  die  in  der  Zeiteinheit  mitgetheilte  Wärme- 
"»^ge,  so  ist 

»  =  ^^ (3). 

^ratkof,  tkeoret.  MaMbinenlehre.    I.  11 
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In  .diesem  Falle  befindet  sich  n.  A.  ein  gefällter  Dampfkessel  bei 
gehemmter  Dampfableitung  und  gehemmter  Speisung,  aber 
fortgesetzter  Heizung,  wenn  von  seiner  Ausdehnung  durch  die  Stei- 
gerung der  Temperatur  und  des  inneren  Ueberdruckes  abgesehen  wird. 
Selbst  wenn  die  Heizung  bis  fast  zur  Sprengung  des  Kessels  fortgesetzt 
wird,  ist  es  doch  nur  ein  yerhältnissmässig  kleiner  Theil  der  vorhandenen 
Wassermenge,  welcher  in  Dampf  übergeht,  so  dass  nicht  nur  das  Gesammt- 
volumen  -—  F  Cubikm.,  sondern  auch  das  Volumen  des  Dampfes  =^  aV 
und  des  Wassers  =r  (l: — «)  F  einzeln  ohne  in  Betracht  kommenden  FVhler 
constant  gesetzt  werden  können  um  so  mehr,  als  das  Wasser  durch  die  Er- 
höhung der  Temperatur  mehr  ausgedehnt,  als  durch  die  Steigerung  der 
Pressung  comprimirt  wird.  Auch  ist  das  specif.  Gewicht  des  Wasserdampfes 
( — -  /i  im  Anfangszustande)  klein  genug  im  Vergleich  mit  demjenigen  d«*> 
Wassers,  um 

i/.^  1000(1—«)  V 

setzen  zu  dürfen.   Ist  also  noch  die  Grösse  der  Heizfläche  ^=r  iJ  Quadratm^ 
und  Qq  die  Wärmemenge,  welche  pro  Minute  und  pro  Quadratm.  Heiztiacht 
in  den  Kessel  eindringt  (für  einen  eingemauerten  Kessel  bei   normaler 
Feuerung  ™  1 25  —  250  Cal.),  somit 

so  ist  nach  Gl.  (3^ 

^__  100(^1—«     -^ 4  . 

insbesondere  für  einen  cylindrischen  Kessel  vom  Durchmesser  d  and  von 
der  lünge  /,  welcher  nur  von  aussen  geheizt  wird,  mit 

*w  %'  •# 


Q 

'«0 


•  • 


Darin  ist  nach  Glfi    mit 


«''Vi  «' 

und  mit  Hüoksioht  damuC,  dass  sehr  nalie 

irt^sotft  lÄonlon  Wauiu 


§... 
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ö=:,_y,+ 0,001  -;^(^ 


(6) 


and  insbesondere  mit  a  ^=r 


3 


Q  =  9~9t  H   0,0005  (^  -  -?^) 


(7). 


Folgende  Zusammenstellung  enthält  die  Werthe  von  Q,  welche  dieser 
GL  7)  ^  p=^(p^  -{-  1)  Atm.,  d.  h.  für  den  Fall  der  Drnckznnahme  um 
fine  Atmosphäre  und  fQr  verschiedene  Werthe  von  p^  auf  Grund  der 
Tabelle  in  §.  29  entsprechen. 


Atm.           V 

Pi 
Atm. 

Q 

Pi 
Atm. 

Q 

Pi 
Atm. 

Q 

2          13,693 
:^     '     10,437 
4           8,543 

5 
6 

7 

■ 

7,305 
6,411 
5,749 

8 

9 

10 

5,231 
4,802 
4,444 

11 
12 
13 

4,158 

3,914 

'     3,687 

Hiemach  und  nach  Gl.  (5)  würde  z.  B.  mit  Qq  =  200  die  Zeit,  in 
«f^lcher  bei  einem  abgesperrten  cylindrischen  und  von  aussen  geheizten 
Dampfkessel  von  1  Mtr.  Durchm.,  welcher  zu  '/g  seines  Volumens  mit 
Wasser  gef&llt  ist,  die  Anfangsspannung  von  4  Atm.  bis  zu  12  Atm.  bei 
fortgesetzter  Feuerung  wächst, 

/^=  1,5  e=  1,5(8,543  +  7,305  +  ...  +  4,158)  =  70  Min. 
Mragen. 


?  33.  ZostandsSudening  bei  eonstantem  Oewiehtsverhftltnisse  von  Dampf 

und  Flüssigkeit. 

Wenn  y  constant  ist,  so  kann  die  Zustandsgleichuhg 

in  welcher  J  eine  Function  von  p  ist,  als  die  Gleichung  einer  Curve  be- 
frachtet werden,  deren  Coordinaten  v  und  p  sind,'d.  h.  als  die  Gleichung 
»if-r  Zustandscurve  (§.  13),  durch  welche  das  Gesetz  der  vorliegenden  Zu- 
''^'»iaaiidening  graphisch  dargestellt  wird.  Setzt  man  nach  §.28,  Gl.  (4) 
■*^  specil  Gewicht  gesättigten  Dampfes: 


y  =  «»'*,  also  J  = w:= — - 


w. 


11 
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80  erhält  man  als  Gleichung  dieser  Curve  constanter  Dampfmeuge: 

.  =  (l-y)..  +  ^ 1. 

worin  fUr  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  dem  Früheren  znfol^ 

«  =  0,6058;    /M  =  0,9393 

zu  setzen  ist;  die  Curve  hat  die  t^-Axe  und  eine  Gerade,  welche  mit  (i^^r 
p-Axe  in  der  Entfernung  =  (1 — y)tff  parallel  ist,  zu  Asymptoten. 

FOr  den  Grenzfall  y  =  1  ergiebt  sich  wie  früher  die  Gleichang  der 
Zustandscurve  gesättigten,  aber  trockenen  Dampfes: 

avpf*  =  1    oder  pv*^  =  a 2. 

insbesondere  für  Wasserdampf  mit 

a=r  1,7049;    w  =  1,0646. 

Die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  des  Gemisches  behof? 
einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  mitgetheilt  werden 
muss,  wenn  dabei  die  Dampf  menge  constant  =  y  Kgr.  bleiben  soll.  i>t 
nach  §.  30,  GL  (6) 

dQ  =  [{l—y)c-\-f/h]dt 

insbesondere  für  y  =  1 :  rfQ  =  hdt. 

Der.  negative  oder  positive  Werth  von 

^~^  dt       T  dt  f 


ist  also,  wie  zuerst  von  Clausius  her^'orgehoben  wurde,  dafür  entscheiden«L 
ob  einem  gesättigten,  aber  trockenen  (nicht  mit  Flüssigkeit  gemischt*-ii 
Dampf,  wenn  er  bei  der  Ausdehnung   (Abnahme  von  t)  gerade  ge^ättux 
und  trocken  bleiben  soll,  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  werden  inn^- 
d.  h.  ob  dQ  positiv  oder  negativ  ist  bei  einem  negativen  Werthe  von  ^* 
Insbesondere  für  W^asserdampf  ist  nach  §.  27,  Gl.  (4)  di^  sogen.  GesAinint- 
wärme 

j  +  r  :=^  606,5  +  0,305  ^ 
also  nach  obiger  Gl.  (4) 

;i^u,ao5- J -.  . 

und  man  findet  diose  Grösse  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  in  $.  :^^i 

« 

beständig  negativ:  siehe  die  Werthe  von         in  §.  35.      Gesättigtem    ui.-V 
trockenem  Wasserdampf  muss  also  Wärme  mitgetheilt  werden«  wenn  er  I»    i 
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in  Expansion,  dagegen  Wärme  entzogen  werden,  wenn  er  bei  der  Com- 
pression  gesättigt  and  trocken  bleiben  soll ;  anch  darf  der  Wasserdampf  bis 
m  gewissem  Grade  mit  Wasser  gemischt  sein  unbeschadet  des  Umstandes, 
dass  die  Expansion  Wärmemittheilung,  die  Compre£i3ion  Wärmeentziehung 
erfordert,  falls  das  Gewichtsverhältniss  von  Dampf  und  Wasser  constant 
bleiben  soll.  Wenn  also  bei  der  Expansion  solchen  Dampfes  nicht  Wärme 
mitgetheOt  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Expansion  des  Dampfes  hinter  dem 
Kolben  einer  Dampfinaschine,  so  muss  (im  Gegensatze  zu  der  Annahme 
Pambour's  in  seiner  Theorie  der  Dampfhiaschinen)  eine  theilweise  Con» 
«ieosation  des  Dampfes  zu  Wasser  erfolgen;  und  wenn  bei  der  Compression 
M))chen  Dampfes  nicht  Wärme  entzogen  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Compression 
<i«  s  vor  dem  Kolben  abgesperrten  Dampfes  gegen  Ende  des  Kolbenschubes, 
50  findet  Verdampfung  von  etwa  vorhandenem  Wasser,  resp.  Ueberhitzung 
des  vorher  trockenen  oder  im  Verlaufe  der  Compression  trocken  gewordenen 
Dampfes  statt. 

Wenn  aber  der  Wassergehalt  des  Gemisches  von  Dampf  und  Wasser 
►  ine  gewisse  Grenze  überschritte,  wenn  nämlich  y  kleiner  wäre,  als  der- 
jenige Werth 

''-"h ^«^ 

dQ 
wodurch  nach  Gl.  (3)  -—  =  0  wird,  so  würde  umgekehrt  Verdampfung  bei 

dt 

d^r  Expansion  und  Condensation  von  Dampf  bei  der  Compression  ohne 

Mittheilong  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfinden;  indessen  kommt  bei 

Dampfmaschinen  ein  so  bedeutender  Wassergehalt  des  Dampfes  im  Cylinder 

nicht  vor.    Mit 

<J  =  1  +  0,00004 1  4-  0,000  000  9  t\ 

fAfner  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  und  die  Tabelle  in  §.  29  ergiebt  sich  z.  B. 
für/?  =  0,5  1  2  4  8  Atm. 

c=  1,0093  1,0130  1,0179  1,0244  1,0331 
—  Ä  =  1,2439  1,1333  1,0209  0,9063  0,7894 

y  =  — ^  =  0,448   0,472   0,499   0,531   0,567 

Von  den  bisher  untersuchten  Dämpfen  verhält  sich  in  der  in  Rede 
'tfhenden  Hinsicht  nur  der  Aetherdampf  entgegengesetzt  dem  Wasser- 
dampfe,  indem  für  ihn  die  Grösse  A  (innerhalb  der  Versuchsgrenzen)  einen 
positiven  Werth  hat,  auf  welches  abweichende  Verhalten  zuerst  von  Hirn 
«^finerksam  gemacht  wurde,  — 
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Das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Gemisches  voif  Dampf  and 
gleichartiger  Flüssigkeit  nimmt  immer  ab,  wenn  dasselbe  so  expandirt«  dä^^ 
die  verhältnissmässige  Dampfmenge  y  unverändert  bleibt  Denn  nach  ^.'Mk 
Gl.  (2)  ist 

dU      dq         dQ  dQ 

dt       de  ^^di        ^^  dt 

und  diese  Grösse  ist,  insoweit  sie  bis  jetzt  für  verschiedene  Sabstaiuen  id 

verschiedenen  Zuständen  berechenbar  ist,  stets  positiv,  für  Wasser  z.  R 

nach  §.27,  Gl.  (10) 

=  c  — 0,791  y, 

so  dass,  da  di  zugleich  mit  dp  bei  der  Expansion  negativ  ist,  auch  ifT  n** 
gativ  sein,  also  C^  abnehmen  muss. 


§.34.   Zastandsftndemng  bei  eonstant^m  Inneren  ArbeltoverMHr^B. 

Wenn  U  constant  ist,  so  ist  nach  §.  30,  Gl.  1 2;  auch 

q-\-  yq^r--  ConsL  =  9i  -\-  tfiQi 1  • 

falls  mit  9i,  yj,  q^  die  Werthe  von  q,  y,  q  im  Anfaugszustandr  beziMtbn** 

werden.  Daraus  folgt  die  Gleichung  der  isodynamischen  Cnrvo.  djih- 
lich  der  Zustandscurve  für  dieses  Gesetz  der  Zustandsändemng: 

Q 
=  einer  Function  von  /»,  sofern  9,  (>,  J  P^unctionen  von  p  sind.    >.>•* 
GL(1)  kann  auch  geschrieben  werden: 

woraus  für  den  Fall  der  Expansion  y^y^  folgt,  weil  nach  der  Bomorkui« 
zu  Ende  des  vorigen  §.  die  Expansion  bei  coustanter  verhältnissmax^:/»  * 
Dampfmenge  mit  einer  Abnahme  von  U  verbunden,  somit 

2  +  yiQ  <  ?i  +  VxQx 
ist.    Die  Expansion  nach  der  isodyuamischen  Curve  ist  als4)  l   * 
Verdampfung  von  Flüssigkeit  verbunden.    Wogen  dieser  Znuü. 
von  y  nimmt  A  nach  Gl.  i,2;  bei  gegebener  Zunahme  von  r  wenigiT  m.  x\- 
p  weniger  ab,  als  es  der  Fall  wäre,  wenn  y  unverändert  bliebe.    \    : 
irgend  einem  Punkte  aus  nähert  sich  also  mit  wachsender  A'- 
scisse  V  die  isodynamische  Curve  der  t^-Axe  weniger  schnell.  .. 
die  Curve  coustanter  Dampfmonge. 
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Die  weitere  Untersuchung  des  Verhaltens  von  Dampf-  und  Flüssigkeits- 
g^mischen  bei  Znstandsänderungen  nach  der  isodynaniischen  Curve  ist  ohne 
oiher  liegendes  Interesse. 


i  35.   ZmatandsSüdemn;  ohne  Mittheilun^  oder  Entziehung  tob  Wftrme. 

Entsprechend  der  Voraussetzung  dQ==0  ist  nach  §.  30,  Gl.  (5) 

wonach,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

t 


h  =  ~ > (1), 


0 

<iie  in  Rede  stehende  Zustandsänderung  charakterisirt  wird  durch  die 
(ileichung: 

a-\-yb=  CoMt.  =  «1  +  y^^i (2), 

anter  a,,  h^  und  y^  die  Werthe  von  a,  h  und  y  fttr  den  Anfangszustand 
verstanden.  Die  Elimination  von  y  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Zu- 
>tandsgleichung  des  Gemisches  liefert 

r  =  «^  +  yj  =  «,  +  ^L±li*i~*  J (3) 

=  einer  Function  von  p^  indem  0,  h  und  A  durch  p  bestimmt  sind.  Diese 
Gl.  ^3)  ist  also  die  Gleichung  der  Zustandscurve  mit  den  Coordinaten  v  und 
p.  welche  der  in  Rede  stehenden  Art  von  Zustandsänderung  entspricht,  d.  i. 
•lio  Gleichung  der  adiabatischeu  Curve. 

Diese  Zustandsänderung  nach  der  adiabatischeu  Curve,  ^bezogen  auf 
ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser,  ist  von  besonderer  tech- 
nischer Wichtigkeit.  Dabei  sind  die  Werthe  von  /l  in  der  Tabelle ,  §.  29, 
enthalten;  auch  die  Werthe  von 

*  =  /  =  ?A^ (4) 

r       273  +  ^  ^  ^ 

können  mit  Hülfe  der  in  jener  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  ^,  q  und 
ÄpJ  leicht  für  gegebene  Werthe  von  p  berechnet  werden.  Was  aber  die 
Grösse  a  betrifft,  so  ist  wegen 

a^  =  edt  =  (l  +-7^^  +  ^^*)<^  lind  t=T— 273 
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■^M'- 


+  l4-*^-273,  +  -,^,.7'-27.V 


dt 


( 


4.273 


T  t 

9^273/      TäT      /-4         2.9.273    /* 


273 


; -.  /"  ^273  + 1)  dt  =  1,056156 /»  J[-  +  f  1-  —  ^^'-"''')  <  -j_  -  •'.  - 
OM  ^  273~\10»         10'/      "^  10' 2 


+  10 


oder  endlich,  wenn  statt  des  natürlichen  Logarithmus  (in)  der  gewöhnlich** 

Logarithmus  (ig)  zur  Basis  10  gesetzt  wird, 

273  A-  t 

a  ^  2,431884  ig      -^ 0,0002057  t  +  0,00000045  i^    .  .  o  . 

27o 

P^olgende  Tabelle  enthält  die  hiernach  berechneten  Werthe  der  Gro<^s^n 

a  und  h  für  verschiedene  Werthe  von  f* 


p 

t 

Atm. 

0,1 

46,21 

0,2 

60,45 

0,3 

69,49 

0,4 

76,25 

0,5 

81,71 

0,G 

86,32 

0,8 

93,88 

1,0 

1(K),00 

1,2 

105,17 

1,4 

109,68 

1,G 

113,69 

1,8 

117,.30 

i? 

120,60 

2,5 

127,80 

8 

133,91 

Jt 


a 


Diff. 
für  Jf  =  1.  , 


14,24 
9.04 
6.76 
5,46 
4,61 
7,56 
6,1« 
5.17 
4,51 
4,01 
3,61 
3,30 
7,20 
6,11 


0,15660 

0,20047 
0,22737 
0,24707 
0,26273 
0,27577 
0,29681 
0,31357 
0,32750 
0,33954 
0,35013 
0,35959 
0,36816 
0,38663 
0,402()7 


0,00308 
0,00298 
0.00291 
0,00287 
0,00283 
0.00278 
0,00Si74 
0,00270 
0,00267 
0,00264 
0,00262 
0,00260 
0,00257 
0,00253 


1,79917 

1,69245 

1,62927 

1,58413 

1,54888 

1,52000 

1,47413 

1,43834 

1,40899 

1,38402 

1,36230  . 

1,34312 

1,32588 

1,28924 

1,25913 


Diff 
für   It 

0.00741 

O,00KM 

O,O0»*A 

O.OOM«« 

O.OOKä») 

O.O0W7 

0,fflM3 

0,005CA 

•.00664 

0.00&42 

O.0Q&3t 

O. 

O: 

0.0D4JJ 


*  In  der  2.  Aufl.  seiner  „GrundzUge  der  mechanischen  WAnnetbe««ri<> 
S  316,  theilt  Zeuner  eine  beschränktere  Tabelle  dieser  und  einiger  aod«-:*- 
GrÖHseu  mit.  Die  dafttr  dort  angefahrten  Werthe  stimmen  mit  denen  u*- 
obigen  Tatielle  im  Allgemeinen  (bis  auf  etwa  2  Einheiten  der  letzten  I^iiaA:* 
htellet  ubtTein;  nur  die  Zeuner*Kchen  Werthe  von  a  (dort  mit  r  bexeitim« 
für  p  U  und  /i  10  Atm.,  uäiplich  a  -  0,14693  nnd  a  =-  0,51297,  sind  offenU; 
fehlerhaft,  wie  das  Aeuderuugsgesetz  der  Differenzen  f<lr  M  =»  1  erkennen  U««' 
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P 

Atm. 


Ji 


a 


.L 


Diff. 
für  dt  =  1. 


Diff. 
für  /it  =  1. 


3,5 

139,24 

4 

U4,00 

iJ^ 

148,29 

m 

152,22 

Ö.J 

155,85 

B 

159,22 

7 

165,34 

8 

170,81 

J> 

175,77 

10 

180,31 

11 

184,50 

12      , 

188,41 

13 

192,06 

14 

195,53 

5,33 
4,76 
4.» 
3,93 
3,63 
3,37 
6^2 
5,47 
4,96 
4,54 
4,19 
3,91 
3,67 
3.45 


0,41537 

0,42713 
0,43763 
0,44713 
0,45586 
0,46391 
0,47841 
0,49122 
0,50272 
0,51314 
0,52267 
0,53152 
0,53976 
0,54746 


0,00250 
0,00247 
0,00845 
0,00242 
0,00240 
0,00239 
0,00237 
0,00234 
0,00232 
0,00230 
0,00227 
0,00226 
0,00225 
0,00223 


1,23358 
1,21129 
1,19163 
1,17395 
1,15790 
1,14322 
1,11714 
1,09441 
1,07425 
1,05618 
1,03980 
1,02477 
1,01088 
0,99802 


0,00479 
0,00468 
0,00458 
0,00450 
0,00U2 
0,00436 
0,00426 
0,00416 
0,00406 
0,00398 
0,00391 
0,00384 
0,00378 
0,00373 


Um  dinrch  Interpolation  die.Werthe  von  a  und  b  für  solche  Werthe 
\on  p  dieser  Tabelle  zu  entnehmen,  welche  nicht  unmittelbar  darin  ent- 
halten sind,  kann  man  bemerl^en,  dass  die  Differenzen  Aa  und  Ah  von  a 
and  h  viel  besser  den  Differenzen  von  ^,  als  denen  von  p  proportional  ge- 
witzt werden  können;  denn  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  liegt  Aa 
für  J^  =  1  zwischen  den  engen  Grenzen  0,00308  und  0,00223, 
für  4p  ^1  „  „    weiten       „        0,4387       „     0,0077, 

pHenso  A 

PlT  At  :=1  zwischen  den  engen  Grenzen  0,00749  und  0,00373, 
für  4p  =  1  „  „    weiten       „        1,0672       „     0,0129. 

Zorn  Zweck  der  Interpolation  sind  deshalb  die  Werthe  von  t  und  die  Diffe- 
renzen von  a  und  h  ^r  At  =  1  m  der  Tabelle  hinzugefügt  worden.  So 
ist  z.  B.  ' 

mr  p=  1,5  Atm.  nach  der  Tabelle  in  §.  29:  ^=111,74,  also 
a  =  0,33954  +  0,00264  (1 1 1,74  — 109,68)  =  0,34498 
h  =  1,38402  —  0,00542  (1 1 1,74  — 109,68)  =  1,37285 , 
während  die  Interpolation  nach  Proportionalwerthen  von  Ap  weniger  richtig 
Kefem  würde: 

rt  ^  ^  (0,33954  +  0,35013)  =  0,34483 


*  =r  -  (1,38402  -f  1,36230;  =  1,37316. 

Mit  Htilfe  der  obigen  Tabelle  kann  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf 
üod  Wasser  leicht  die  adiabatische  Curve,  welche  durch  einen  gegebenen 
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Punkt  (pi,  f?i)  geht,  vermittels  einzelner  Punkte  construirt  werden.  Dunh 
Pi  und  t\  sind  nämlich  mit  Rücksicht  auf  obige  Tabelle  und  die  Tabelle 
in  §.  29  die  Grössen 

.       .         .             «?i— 0,001 
»1,  ij,  4  und  yi  =  ^-—: 

bestimmt;  zu  irgend  einem  gegebenen  Werthe  von  p  findet  man  dann  ebenso 
ö,  b  und  4  somit  v  aus  Gl.  (3)  mit  «7  =  0,001. 

Hinsichtlich  der  Art  und  Weise,  wie  die  adiabatische  Cnrve  und  dk 
Curve  constanter  Dampfmenge,  welche  durch  denselben  Punkt  (p,  p)  gehen, 
in  diesem  Punkte  sich  schneiden,  kann  man  bemerken,  dass  dem  Früheren 
zufolge,  sofern  die  v^rhältnissmässige  Dampfmenge  y  einen  gewissen,  durch 
Gl.  (6)  in  §.  33  bestimmten  Grenzwerth  y  überschreitet,  mit  der  Expansion 
des  Gemisches  nach  der  adiabatischen  Curve  eine  theilweise  Condensatitm 
von  Dampf  zu  Flüssigkeit,  also  eine  Abnahme  von  y  verbunden  ist,  bin 
einem  Gemische  von  Wasserdampf  und  Wasser  bis  zu  den  höchsten  tech- 
nisch verwertheten  Pressungen  jedenfalls  immer  dann,  wenn  y  ^  0,6  Lst. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung 

v  =  la  -{-  yA 

nimmt  also  bei  der  Expansion  (Zunahme  von  v)  J  schneller  zu,  somit  p 
schneller  ab,  als  es  der  Fall  wäre,  wenn  y  unverändert  bliebe.  Von  irgend 
einem  Punkte  (f,  p)  aus  nähert  sich  also  im  Falle  y^y  die  adiabatisiht 
Curve  (Q^^O)  der  t?-Axo  schneller,  als  die  Curve  constanter  Dampfimoiii:*' 
(y  ^-=  Const.)^  und  da  diese  sich  nach  §.34  der  f?-Axe  schneller  nähert,  aU 
die  isodynamische  Curve  {U=  Const.)^  so  haben  die  im  Vorhergeheud«i» 
Flg.  11.  betrachteten  ausgezeichneten Zustaudscunren  t»iii»'- 

^ tsCn^t.  Dampf-  und  Flüssigkeitsgemisches  in  einem  c»- 

-  -.^^    A  r'  >f  meinschaftlichen  Durchschnittspunkte  ;r,  p^  uIh  r- 

x^^  ^scin^t.  haupt  eine  solche  Lage  zu  einander,  wie  Fi^r.  1 1 

As*.        erkennen   lässt.     Die  Cune  Q  ^^  0   würde    ii»« 

y      Punkte   (r,  p)  die  Curve  y  =  Consi,  berühmi 


o 


resp.  zwischen  sie   und  die  Curve  U^^  ConsL  (.für  wachsende  Werthe  mmi  . 
fallen,  wenn  y  =  y'  resp.  <  y  wäre.  — 

In  Betreff  der  Expansionsarbeit  E  pro  1  Kgr.  des  Gemische>  hat 
man  nach  §.30,  Gl.  (7)  wegen  dQ  --  0: 

dE==—  du, 

also  wegen  AU^q-\-yQ  nach  §.30,  Gl.  (2) 

A.dE^  —dq  —  d{yQ) 
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und  für  einß  Zastandsänderung  von  endlicher  Grösse,  bei  welcher  die 
Pressung  von  p^  bis  p  abnimmt,  während  die  Terhältnissmässige  Dampf- 
loeDge  Anfkngs  ==  y^  war, 

Darin  sind  ^i  und  (>,  durch  p^^  q  und  q  durch  j?  bestimmt,  während  nach 
obiger  Gl.  (2) 

y  =  '^^l  '       (7) 

ist,  in  welchem  Ausdrucke  wieder  a^  und  h^  durch  p^^  a  und  h  durch  p 
bestimmt  sind. 

Nach  diesen  Formeln  ist  u.  A.  die  Arbeit  zu  berechnen,  welche  der 
Dampf  in  einer  Dampfmaschine  durch  Expansion  verrichtet,  wenn  er  ohne 
Ueberhitzung  im  Cylinder  abgesperrt  wird  und  dieser  gegen  Wärmeverluste 
geschätzt  ist.  Indem  aber  dabei  ausser  dem  Anfangszustande  nicht  sowohl 
die  Pressung  im  Endzustande,  als  vielmehr  das  Expansionsvcrhältniss 

V 

gegeben  za  sein  pflegt,  ist  es  wttnschenswerth,  durch  eine  möglichst  einfache 
Näherungsformel  die  Expansiousarbeit  als  unmittelbare  Function  der  mit 
dem  Anfangszustande  gegebenen  Grössen  und  des  Expansionsverhältnisses  e 
aosdrflcken  zu  können.  Dieser  Zweck  ist  erreicht,  wenn  sich  die  adiabatische 
(^anre  des  Dampf-  und  Flüssigkeitsgemisches  durch  eine  einfache  Gleichung 
p^=z  f[vj  unmittelbar  zwischen  p  und  v  darstellen  lässt;  denn  dann  ist  bei 
cregebenem  Expansionsgrade  e 

£=fpdv=ff(v)dv  =  F(v)—F(vO  =  F(^\  —  F(v^), 

Als  Form  einer  solchen  Gleichung  hat  zuerst  Rankine 

pv"*  =  Const.  =  pj^v^*^   .  .  .  .  ! (8) 

vorgeschlagen  analog  der  Gleichung  pv^  =  Const  der  adiabatischeu  Curve 
eines  Gases  (§.  20).  Dabei  wird  zwar  der  Exponent  m  nicht  (wie  dort  der 
Exponent  n)  constant,  sondern  eine  Function  des  Expansionsverhältnisses 
f  und  der  den  Anfangszustand  bestimmenden  Grössen  p^  und  ^^  sein;  in- 
dessen  wird  die  Gleichung  (8)  schon  dadurch  als  praktisch  brauchbar  ge- 
rechtfertigt, dass  sich  m  als  hinlänglich  wenig  mit  ^,  p^  und  y^  veränderlich 
herausstellt,  um  dafär  bei  gewissen  Gruppen  von  Aufgaben  ohne  wesent- 
lichen Fehler  constante  Mittelwerthe  setzen  ;su  können. 
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Zur  Bestimmang  des  Exponenten  m  bei  gegebenen  Werthen  von  t^  p^ 
und  y^  insbesondere  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser 
ist  es  mit  Rücksicht  auf  die  Einrichtung  der  Tabellen  in  diesem  §.  und  in 
§.  29,  welche  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  unmittelbar  als  Functioocn 
der  Pressung  enthalten,  am  bequemsten,  diese  Bestimmung  zunächst  für  fzt^ 
gebene  Werthe  von  p,  p^  und  yj  auszuführen,  wodurch  dann  bei  gleich- 
zeitiger Bestimmung  des  entsprechenden  Werthes  von  e  auch  der  Zusammen- 
hang zwischen  m  und  «,  p^^  y^  sich  ergiebt.    Man  findet  dann  nämlich 

zunächst  y  aus  Gl.  (7), 

dann  v -^  0,001  +  yA\     r,  ^=  0,001   \r  Vx^y'-^     ^  ='  ^^ 

V 


und  aus  Gl.  (8) 


t\ 


m 


k 


■m 


m 


Pl 


Pl  k« 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  verschiedene  Worthe  von  y,,  p, 
und  p^  welche  zwischen  solchen  Grenzen  gewählt  sind,  dass  dieselben  b«n 
den  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  technischen  AnwendaiiL'«^u 
selten  erheblich  überschritten  werden,  die  in  den  folgenden  3  Tabellon 
enthaltenen  Werthe  von  y,  e  und  w. 


i)yi 


1. 


=  «i 


P,  =B 


Pi-4 


Pi  =  2 


P, -'1 


P  =  0,5 


t 
'  m 

!/ 

;  « 
I  ^ 

y 

e 
m 


0,8541 
0,0863 
1,1319 

0,8882 
0,1592 
1,1315 

0,9241 
0,2934 
1,1304 

0,9615 
0,5412 
1,1291 


0,8844 
0,1602 
1,1356 

0,9211 
0,2949 
1,135;J 

0,9598 
0,5428 
1,1345 


2 


0,9182 
0,2962 
1,1393 

0,9581 
0,5442 
1,1394 


0,9564 
0,545:i 
1,1432 
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2)yi 

—  0,9. 

p  =  0,5 

1 

■ 
2 

4 

P.  =  8  ] 

y  —  0,7834 

e  —  0,0847 

m  -- 1,1234 

0,8063 
0,1578 
1,1264 

0,8357 
0,2930 
1,1293 

0,8661 
0,5421 
1,1322 

—  1 

y  -=  0,8100 

e  —  0,1571 

1   w— 1,1235 

0,8369 
0,2922 
1,1268 

0,8667 
0,5415 
1,1301 

Pt-2| 

y  —  0,8385 

e  —  0,2910 

m  — 1,1231 

0,8676 
0,5405 
1,1266 

P.  -  1  { 

y  —  0,8686 
.  e  —  0,5392 
m  =  1,1222 

3)yx 

—  0,8. 

p  =  0^ 

1 

2 

4 

Pi 

-{ 

y  —  0,7128 

e  ==  0,0828 

m  —  1,1131 

0,7322 
0,1550 
1,1152 

0,7532 
0,2891 
1,1172 

0,7757 
0,5382 
1,1187 

Px 

-! 

y  ==  0,7318 

c  —  0,1546 

ffi  -*  1,1139 

0,7527 
0,2889 
1,1164 

0,7753 
0,5382    1 
1,1187 

-»' 


•-'{ 


y  =  0,7529 

e  =  0,2881 

m  « 1,1141 

y  =  0,7757 

c  =  0,5367 

I»  =  1,1137 


0,7754 
0,5376 
1,1168 


In  jeder  dieser  3  Tabellen  findet  man  die  Differenzen  der  nebenein- 
ander stehenden  Werthe  von  m  nahe  gleich  gross  ebenso  wie  die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Werthe  von  Ige^  m  dass  sich  für  einen  gege- 
benen "Werth  von  y^  nähemngsiweise  setzen  lässt: 

unter  h  eine  Constante  und  unter  a  eine  Function  von  p^  verstanden,  welche 
mit  grosser  Annäherung  durch  die  Formel 
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aasgedrückt  werden  kann,  so  dass  schliesslich 

m  =  a  —  tipi+YlgPi-^hige «H 

wird,  während  a,  ft  7,  b  nur  noch  von  y^  abhängig  bleiben.     Insbesondere 

ergiebt  sich  auf  Grund  obiger  Tabellen  für 

yi  =  l:     m=  1,1334  —  0,0004  p,  -f  0,0188  Igp^  -f-  0,0145  Ige 

yj^0,9:w=  1,1256  —  0,0006/?!  +  0,0165 /^f?i  +  0,0117 /yi' 

yi  =  0,8:  w  =  1,1 166  —  0,0008  ^1  +  0,0124  Igp^  +  0,0081  fye, 

worin  p^  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist  und  fy  einen  gewöhnlicheu 
Logarithmus  zur  Basis  10  bedeutet.  Die  hiernach  berechneten  Werthe  von 
m  differiren  von  den  Tabellenwerthen 

für  y,  =  1  0,9         0,8 

um  höchstens  0,0002    0,0004   0,0005. 

Mit  entsprechender  Annäherung  kann  m  für  andere  Werthe  von  y,. 
welche  >-  0,75  sind,  nach  Gl.  (9)  berechnet  werden,  wenn  darin  gesetzt 
wird: 

a  =       1,0014  +  0,192  y^  —  0,06  y,  • 

ß  =       0,0024  —  0,002  yi 

7  =  —  0,0852  +  0,194  yi  —  0,09  y^  * 

h=  —  0,0495  H-  0,104  yi  —  0,04  y^ «. 

* 

Zu  einer  einfacheren,  wenn  auch  weniger  genauen  Formel  für  m  führt 
die  Bemerkung,  dass  die  Werthe  von  m  in  den  obigen  3  Tabellen  sich  mit 
^1  erheblich  weniger  und  weniger  regelmässig  ändern,  als  mit  p^  and  dass 
wenn  man  deshalb  für  diejenigen  Werthe  von  w»,  welche  gleichen  Werthen 
von  p  und  verschiedenen  Werthen  von  p^  entsprechen,  ihre  Mittelwerthe 
setzt,  mit  mindestens  derselben  Annäherung  auch  die  Differenzen  diesor 
Mittelwerthe  einander  gleich,  also  den  in  den  Tabellen  constanten  Diffe- 
renzen von  Igp  proportional  gesetzt  werden  können.    Setzt  man  somit 

so  ist  auch  wegen  pz=  p^[-^j  =p^f^  nach  GL  TS) 

-  ^ « + *  /yp.  4  "'h*'  =  jl  jf;;  --  ^1^'  mit « --  j .  ^=- , . 

Auf  Grund  der  obigen  tabellarischen  Ausrechnungen  findet  man,  w«*dii 

vitHler  /»,  in  Atui.  ausgedrückt  ist  und  /y  eines  LogarilkBiis  m  Basis  U» 
bedeutet. 
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für  yi  =   1     0,9     0,8 
«  =  81,95  111,85  201,04 
ß=  72,20       99,30  180,18 

and  die  hiernach  herechneten  Werthe  vDn  tn  diiferiren  von  den  Tabellen- 
werthen 

für  y,  =        1  0,9  0,8 

um  höchstens  0,0017     0,001 1     0,0013 . 

Fftr  andere  Werthe  von  y^  >>  0,75  kann  m  nach  der  Formel 

_  81,9^  +  2983(l-y,)«  +  /:yPi  ,. .  ^. 

^       72,20  +  2705(1— yi)«  —  /y^       ^  ^ 

Wrechnet  werden. 

Will  man  sich  mit  einer  noch  geringeren  Annäherung  begnügen,  so 
kann  man  bemerken,  dass  der  Exponent  7n  in  geringerem  Grade  von  p^ 
und  ty  als  von  y^  abhängt,  so  dass  er  behufs  einer  ersten  Annäherung  als 
Function  von  y^  allein  dargestellt  werden  kann.  In  der  That  weichen  die 
Mittel  der  je  10  einzelnen  Werthe  von  m  in  den  obigen  Tabellen,  nämlich 

für  yi  =  1  0,9  0,8 

«»=1,1350     1,1264     1,1158 
um  höchstens  0,0082     0,0058     0,0029 

^011  den  betreffenden  Einzelwerthen  ab,  während  sie  von  ihrem  Hauptmittel 
—  1,1257  bis  zu  0,0099  differiren.  Jene  Mittelwerthe  lassen  sich  aber 
iö  der  Formel 

w  =  1,035  +  0,1  yi (11) 

nisammenfassen,  welche  für  y^  >»  0,7  aus  ähnlichen  Proberechuungen,  wie 
die  oben  mitgetheilten,  von  Zeuner  abgeleitet  wurde.  — 

Wenn  nun  auf  diese  Weise  der  Exponent  m  in  der  vorausgesetzten 
Zostandsgleichung  (8)  den  Umständen  entsprechend  angemessen  bestimmt 
vird,  80  können  auf  die  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
stattfindende  Znstandsänderung  des  in  Rede  stehenden  Gemisches  ohne 
Weiteres  die  Formeln  in  §.  20  angewendet  werden,  insoweit  in  denselben 
•iie  Temperatur  nicht  vorkommt,  deren  Beziehungen  zu  p  und  v  dort  und 
bier  wesentlich  verschieden  sind.  Ist  also  ausser  dem  Anfangszustande  das 
Eipansionsverbältniss 

V 

n^geben,  so  ist  nach  §.  20,  Gl.  (4)  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  des  Ge- 
misches: 
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E=  -^  {1—^-^) 12 

»1—1 

und  unmittelbar  nach  Gl.  (8)  die  Pressung  im  Endzustände 

p  =  p^e^ 13. 

Durch  p  sind  auch  die  übrigen  davon  abhängenden  Grössen  bestimmt  tur 
ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  §.  2^ . 
unter  anderen  die  Grösse  A^  womit  dann  aus  der  Gleichung 

V  =  --  =  w  ~\-  yd 

auch  die  verhältnissmässige  Dampfimenge  im  Endzustande 

'     ^=—ä~ '" 

gefunden  wird. 

Handelt  es  sich  um  Compression,  so  kann  freilich  der  Coefficient 
m,  welcher  in  diesen  Formeln  den  Anfangswerthen  /», ,  y^  und  dem  getn*- 

benen  Compressionsverhältnisse  e  =  -^  >  1  entspricht,  nach  obigen  Re- 

geln  nicht  direct  bestimmt  werden;  man  müsste  vielmehr  zu  dem  Ende  A\m 
obigen  Tabellen  unter  1),  2)  und  3)  (oder  andere  entsprechende  Ausrech- 
nungen') zur  Darstellung  von  m  als  Function  der  dortigen  Grössen  ^,  y  und 

von         benutzen.    Indessen  kann  man   in  diesem   f&r  die  Anwendun^vn 

t 

weniger  wichtigen  Falle  mit  einem  vorläufig  angenommenen  Wertbe  von  m 
nach  Gl.  \Vd)  und  (14)  die  Grössen  p  und  y  berechnen  und  dann  nach  dt^n 
oben  f(lr  m  aufgestellten  Formeln,  in  welchen  diese  Werthe  p  und  y  für  }\ 

und  yi  sowie  -      für  e  zu  setzen  sind,  die  Zulässigkeit  des  angenonuuenfii 

e 

Werthes  von  im  prüfen.  Die  zur  Compression  pro  1  Kgr.  anfzuwendeii^it- 
Arbeit  ist 

».—1 
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§  38.    Xisehnii^  sweier  Dampf-  und   FlttssisTkeitssr^misehe  yon  grleicher 

Art  und  Tersehiedeiiem  Zustande. 

Ein  Gefäss  A^  enthalte  m^^  Kgr.  eines  Gemisc)ies  von  Dampf  und 
ifleichartiger  Plfissigkeit;  die  Pressung  sei  -^  p^^  die  Dampfmenge  =  y^ 
in  1  Kgr.  des  Gemisches. 

Ein  zweites  Gefilss  A^  enthalte  m^  Kgr.  eines  Dampf-  und  Flüssig- 
kfitsgemisches  von  derselben  Art  wie  das  Gefäss  A^\  die  Pressung  in  A^ 
^i  ^=  Pt-t  <li6  Dampfmenge  =:  y^  in  1  Kgr.  des  Gemisches. 

Wenn  beide  Gefässe  in  Communication  gesetzt  werden,  so  findet  eine 
}Iischung  statt,  eine  nicht  umkehrbare  Zustandsänderung,  deren  stetiger 
Verlauf  sich  einer  rechnungsmässigen  Untersuchung  entzieht.  Dagegen  ist 
^  leicht,  den  Zustand  zu  ermitteln,  welchen  die  Masse  in  den  vereinigten 
(feSlssen  angenommen  haben  wird,  nachdem  die  Bewegung  aufgehört  hat 
aud  eine  gleichförmige  Mischung  eingetreten   ist,  falls  die  Wärmemenge 

—  Q  gegeben  ist,  welche  unterdessen  etwa  von  aussen  durch  die  Wandun- 
e^D  der  Gefässe  hindurch  der  Masse  mitgetheilt  wurde.  Dieser  Zustand  ist 
besrinmit  durch  die  Pressung  =  p  und  die  Dampfmenge  =^  y  in  1  Kgr. 
♦ies  resultirenden  Gemisches,  vorausgesetzt  dass  letztere  nicht  ^  1  gefunden 
^ird  als  Zeichen  des  eingetretenen  Zustandes  der  Ueberhitzung. 

Eine  erste  Gleichung  zur  Bestimmung  dieser  beiden  Unbekannten  p 
and  y  ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  das  Gesammtvolumen  sich  nicht 
geändert  hat.  Ist  nämlich  J\  das  Volumen  des  ersten,  V^  das  Volumen 
des  zweiten  Gefässes,  so  ist 

Fi  =  w,  (w  +  yi  Ji);      V^  =  m^  (^  +  y^A^) 

and  das  Volumen  des  resultirenden  Gemisches 

tolglich 

(m^  +m^)yJ  =  7niy^J^  -{- m^y^A^ (1). 

Femer   ist   nach  der   allgemeinen   Gleichung  des  Arbeitsvermögens 

—  §.11,  GL(1)  -~  für  jedes  der  beiden  ursprünglichen  Gemische 

rf  (i  4-  U)  =  dM'\-  dP  +  W,  dQ, 

Wenn  man  für  jedes  von  beiden  das  Integral  dieser  Gleichung  über 
den  ganzen  Verlauf  ihrer  gegenseitigen  Mischung  ausdehnt,  wobei 

^^i,  ^1,  «1  und  AL\.  F.,,  Ö2 
die  Aenderung  des  .inneren  Arbeitsvermögens,  die  Arbeit  des  äusseren  Drucks 

Grftskof,  tk«oret.  Maachineiilehre.    I.  12 
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und  die  mitgetheilte  Wärme  fQr  das  erste  resp.  zweite  Gemisch  bedoaten 
sollen,  so  ergiebt  sich  bei  Abstraction  von  Massenkräften  and  mit  Räck- 
sicht  darauf,  dass  zu  Anfang  und  zu  £lnde  Ruhe  stattfindet,  die  resultirende 
Aenderung  der  lebendigen  Kraft  L  folglich  für  jeden  von  beiden  Theil»'U 
zzr  0  ist, 

Hieraus  folgt 

^(^1  +  ^2)==^  '^^O  oder  A{AU^  4  ÄU^)  =  Q, 
weil  die  Arbeiten  Pj  und  P^  nur  von  dem  gegenseitigen  Druck  zwiscbeB 
beiden  Gemischen  herrühren,  somit  Pj  -|-  P^  r=r  0  ist,  und  weil  ebenso  die- 
jenigen Bestandtheile  von  Ol  und  Qgi  welche  von  dem  gegenseitigen  Wärmt- 
austausch  herrühren,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Indem  nun  die  Körper- 
wärme oder  der  Wärmewerth  des  inneren  Arbeitsvennögens  beider  (Ge- 
mische zusammen  ^^  ÄTJ^  -\-  AU^ 

im  Anfangszustande  =r  m^  (q^  +  ^iQi)  +  tn^  (q^  +  ifiQi) 

und  im  Endzustande  =  (tn^  -|-  m^)  (7  4~  yp) 
ist,  ergiebt  sich 

(wi  +  m^)  (q  +  yp)  ^  m^^q^  +  yiPi)  f  '"aC^a  "f  yaPa)  +  0  •  •    -' 
In  diesen  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  ^,  q  und  /1  Functionen  von  y, 
aus  der  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  y  entsteht,  ist  p  durch 
Probiren  zu  ermitteln,  'U^onach  sich  y  aus  Gl.  (1:  ergiebt. 

Wenn  insbesondere  Q=rO  ist  und  p^  ^  p^  vorausgesetzt  wird,  so  i*t 
für  gewisse  Anwendungen  von  Interesse  die  Frage  nach  derjenigen  Warn»- 
=T  Qj  resp.  Qj,  welche  der  in  den  communicirenden  Gefässt-n 
nach  erfolgter  Mischung  in  Ruhe  gekommenen  Gesammtina>>t 
mitgetheilt  resp.  entzogen  werden  müsste,  um  ihre  PressuuL 
von  p  bis  Pi  zu  erhöhen  resp.  bis  p^  zu  erniedrigen.  Die  er^tere 
Wärme  ist  nach  §.32,  Gl.  (2; 


öl  =('«1  +»»j 


..-.+  y^(l'-^)' 


J,      J/J 

- 

oder,  wenn  für  yJ  und  pQ  die  Werthe  aus  Gl.  ^1)  und  (2)  substituirt  wenh-n. 

^^\fiA  +"'aya4    Pi 


Qt   ■    '"'1  -\  ^% 


9l~1^  I  A 


^i9t\  yi(>i)  +  »4(^f  +  ytPt_  _^ 

1«,    -(-  IWj 
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=««^1  +  '»lyi  Qi  +  »»2y»4  j-  —  »»iVi  (>i— »*2(72  +  tftQi) 


oder 

(3); 


Q^  =  ntg  L  — ft  +  y,  J,  (|-'- 

die  speci£  Dampfmenge  y,  welche  nach  Mittheilung  dieser  Wärme  die  re- 
!»D)tirende  Mischung  besitzt,  ist 

y'    _  yi*  ^  "*J  y^^    +  ^^^J-^^.  ^«_  (4) 

l>i('  Wärmemenge  Q^  ist^  wie  aus  Gl.  (3)  und  aus  §.  32,  Gl.  (2)  ersichtlich, 
tieijeuigen  gleich,  welche  der  Masse  tn^  im  Gefösse  A^  ^^^  ^^^  Mischung 
Glitte  mitgetheilt  werden  müssen,  um  ihre  Pressung  bis  p^  zu  erhöhen;  ihre 
«(»ecif.  Dampfmenge  wäre  dadurch  zunächst 

._y24 

^>  -  -  j; 

geworden,  nnd  erst  nach  Herstellung  der  Communication  zwischen  beiden 
'if fiesen  hätte  sich  die  mittlere  specif.  Dampfmenge 

«»1^1  -I^«2y2' 


«*,  +  m^ 


♦-rieben. 


Die  Wärme  Q^  ergiebt  sich  ofifenbar  aus  GL  (3)  durch  Vertauschung 
•1er  Marke  1  mit  der  Marke  2  und  Multiplication  des  ganzen  Ausdrucks 
mit  —  1;  sie  ist  also 

?2  Ql\ 


=-,[,.-,.+„^,(j;-j;) 


(5) 


-  derjenigen  Wärme,  welche  der  Masse  m^  im  G^fässe  A^  vor  der  Mischung 
lütte  entzogen  werden  müssen,  um  ilire  Pressung  bis  p^  zu  erniedrigen. 
iMe  specif.  Dampfmenge  der  resultirenden  Mischung  nach  Entziehung  dieser 
Winne  ist 

"_y^  _  %  yi  A  +^2_y2  4  *  r A^ 

y    —  it"  —        /         I  \  ^    "        v"y* 

^2  '."*1      l     ^'h)^i 


12' 
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IIL    Ueberhitzter  Dampf. 
§.37.   ErfahrungrsmilsBi^e  Gmndlag'eB. 

Um  das  Verhalten  überhitzter  Dämpfe  mit  Hülfe  der  allgeuH-iiim 
Formeln  der  mechanischen  Wärmetheorie  unter  beliebig  gegebenen  Tiu- 
ständen  untersuchen  zu  können,  ist  die  Kenntniss  ihrer  Zustandsgleichuhi:. 
d.  h.  der  Beziehung  zwischen,  dem  specif.  Volumen  r,  der  Pressung  p  \ii) 
der  Temperatur  t  resp.  T=  273  -\-  t  erforderlich.  In  allseitig  befrieilis»-!!- 
der  Weise  und  gleichmässig  zutreffend  für  den  ganzen  Umfang  des  Zustan  i- 
gebietes  vom  Zustande  der  Sättigung  bis  zum  entgegengesetzten  Greu7.":- 
stande  (dem  Gaszustande),  also  von  verschwindend  kleiner  bis  zu  uneniT  li 
grosser  Ueberhitzung,  hat  diese  Zustandsgieichung  bisher  nicht  auf^t^t-  V: 
werden  können,  weil  die  dazu  nöthigen  erfahrungsmässigen  Gmndlaj»  i 
noch  nicht  in  genügendem  Umfange  vorhanden  sind. 

Dieselben  betreffen  zunächst  die  Abweichungen  der  Dämpfe  \  im 
Mariotte'schen  und  Gav-Lussac'schen  Gesetze,  welche  iinl»'^*t.. 
(.insbesondere  von  Regnault)  hauptsächlich  nur  für  solche  Zustände  naht-r 
untersucht  worden  sind,  welche  dem  Grenzzustande  der  Sättigung  niil* 
nahe  kommen.  Wenn  das  specif.  Volumen,  die  Pressung  und  die  Tem[»^ 
ratur  £Ür  zwei  verschiedene  Zustände  mit 

bezeichnet  werden,  und  wenn 

IM  =  -^  für  ^,  >  /o  und  p^  =/>o- 

Pi 
IN,  =:r  —  für  /,  ">  t^  and  r,  =  r^, 

Po 

».  r. 
M  --^ für  /,  --  /„  und  r,  "^  r^,  also  />,  <1  p^^ 

gesetzt  wini.  so  sollte  narh  dt-m  Mariotte'schen  und  Gay-Lussae%»  t    i 
Geset/e 

T 

m  _-  M.  —'  -  *  und  m  =•  1 
T 

»«ein.     Die  Reen^^ult'schon  Vtr^uclu»  :\Wt  w^aWu  m  und  «,  bei  kKmi  1.   i 
WerthiM  \o\\  f^  uuvl  /j    UAUiliiL  /,.  ^^  m  ui*d  /,  -^  l4Mi    um  >o  mehr 
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j-  grösser  p^  war,  bei  gleichen  Wertheu  von  Pq  zudem  m  etwas  >•  Wj, 
endlich  n  bei  gleichen  Werthen  von  t^  =  t^  um  so  mehr  >  1 ,  je  grösser 
P^  and  p^ — pj  waren;  die  Abweichungen  wachsen  also  mit  der  Verdichtung 
di^  Dampfes,  d.  h.  mit  seiner  Annäherung  an  den  Sättigungszustand.  Bei- 
spielsweise fQr  Kohlensäuredampf  sind  die  gefundenen  Worthe  von  m, 
-1,  and  n  in  folgenden  Tabellen  zusammengestellt,  wobei  für  die  Pressungen 
•lif  sie  messenden  Quecksilberhöhen,  in  Millimetern  ausgedrückt,  gesetzt  sind.'*^ 


Po—Pi 

1 

Po                        »»1 

760 

1 
1,3710  ' 

758 

1,3686 

2520 

1,3845 

901 

1,3694 

1 

1743     1,3752 

3589 

1,3860 

'.=«1 

Pi 

Po 

1 

1 

n 

h  —  *i    Pi 

1 

Po 

n 

:H.28 

764 

.   1517 

,  1,008 

3,20 

4876 

14478 

1,109 

•Ul 

1423 

1   2789 

1,013 

3,16 

6820 

12791 

1,066 

.iJ2 

^164 

4247 

1,019 

3,16 

6820 

20284 

1,177 

X^ 

3186 

6205 

,  1,029 

3,15 

8395  • 

15483 

1,084 

.IK5 

3185 

11526 

'  1,087 

3,15 

8394 

20766 

1,169 

.v,i>5 

318« 

11045 

1,QP1 

3,15    8395 

20648 

1,167 

:\:a\ 

;J8*l7 

7359 

1,035 

2,68    9618 

17450 

1,100 

:L'>*J 

mn 

11195 

1,077 

2,68    9620 

20791 

1,156 

.{.lM 

4877 

9332 

1,046 

2,68    9616 

20689 

1,154 

.\:><\ 

4877 

14377 

1,107 

1 

Auf  Wasserdampf  haben  sich  die  Reguault'schen  Versuche  in  dieser 
Hinsicht  noch  nicht  erstreckt.  Zwar  fand  Siemens,**  dass,  wenn  gesättigter 
^'a^serdampf  von  1  Atm.  Pressung,  also  t  ^^  100**,  getrennt  von  Wasser 
'inter  constantem  atmosphärischem  Druck  weiter 

um  10«     15,6«     26,5«     86,1«  erhitzt  wird, 
er  sich  5  4  3  2       Mal 

^  'stark  ausdehnt,  als  atmosph.  Luft;  indessen  bedfirfen  diese  Angaben  einer 
«eiteren  Bestätigung  und  Ergänzung,  um  als  zuverlässige  Grundlage  für 
üe  Ableitung  allgemeiner  Formeln  dienen  zu  können,  indem  Fairbairn 


•  Mem.  de  TAcad.  Roy.  des  Sc,  T.  21,  p.  112,  117,  388—393.  , 
'*  Civil  Engin.  and  Archit.  Jouro.  1852,  p.  294. 
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und  Täte*  den  Ausdchnungscocfßcienten  des  wenig  überhitzten  Wass^r- 
dampfes  zwar  anch  viel  grösser  fanden,  als  denjenigen  der  Luft,*  indessen 
mit  der  Ueberhitzung  so  schnell  abnehmend,  dass  er  im  Widerspruch  mit 
den  obigen  Angaben  von  Siemens  schon  wenige  Grade  Ober  der  Sättigung^ 
temperatur  dem  Ausdehnungscoefficienten  der  Luft  nahe  gleich  werden  soU. 

Andere  Versuche,  das  Verhalten  der  Dämpfe  betreffend,  beziehen  sieh 
auf  ihre  specif.  Wärme  Cp  bei  constanter  Pressung,  welche  nament- 
lich auch  von  Rognault  für  eine  grosso  Zahl  von  Dämpfen  bestimmt  wor- 
den ist.**  Ob  und  nach  welchem  Gesetze  etwa  diese  Grösse  mit  dem  Zu- 
stande des  betreffenden  Dampfes  sich  ändert,  ist  freilich  mit  Bestimmtheit 
noch  nicht  aufgeklärt.  Für  die  Kohlensäure  wurde  zwar  aus  Versuchen, 
bei  denen  ihre  Temperatur  zwischen  —  30®  und  -j-  210®  lag,  eine  sehr 
merkliche  Zunahme  von  Cp  mit  der  Temperatur  nachgewiesen,  indem  daraus 
(bei  atmosphärischer  Pressung)  gefolgert  werden  konnte: 

Cp  =  0,1870     0,2145     0,2396 
für  t  =       0®  100®         200®. 

Indessen  ist  es  möglich,  dass  dieser  bedeutende  Kinfluss  der  Tempemtur 
hauptsächlich  auf  einer  der  Kohlensäure  eigcnthümlichcn  Veränderlich k«  it 
ihres  Molekularzustandes  beruht  und  nicht  allgemein  mit  der  (bei  dit-M-n 
Versuchen  in  der  That  nur  sehr  geringen)  Abweichung  vom  Mariottf'M^hf ii 
und  Gay-Lussac'schcn  Gesetze  zusammenhängt;  auch  konnte  Regnanlt  N-i 
anderen  Versuchen,  bei  denen  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen  di'.- 
Pressung  der  Kohlensäure  im  Verhältniss  1 : 8  verschieden  gewählt  wuri« , 
einen  Kinfluss  der  Pressung  auf  Cp  mit  Sicherheit  nicht  erkennen. 

Für    Wasserdampf    von    atmosphärischer    Pressung,    fftr    welchen 
Regnault  früher  Cp  ^^=  0,475  gefunden  hatte,  liegen  4  neuere  Versnch-i- 
reihen  vor,  aus  denen  sich  für  die  Temperaturiutervalle 
t  ^    127,7  bis  231,1;  137,7  bis  225,9;  124,3  bis  210,4;  122,7  bis  211^.«' 
Cpz^-         0,4088  0,4811  0,4808  (KilW 

als  betreffende  Mittelwerthc  ergaben.  Den  ersten  dieser  Werthe  erkl.trt 
Regnault  selbst  für  weniger  zuverlässig;  aus  den  übrigen  ergiebt  sich  iii 
Mittel 

Cp  ^  0,4805. 

Uebrigens  sind  die  obigen  Tcmperaturintervallc  zu  wenig  untrr  »i«  :i 

*  Phil.  Ma^'azine.  Vol.  XXI.  18G1,  p.  233. 
•*  Kr  berichtet   darüber   im    2.    Bande  seiner  „Relation  de«   ci|HTi<»nn- 
cntreprises  poiir  dötormincr  les  prineipales  lois  et  les  donnees  numoriqiM**  » 
entrent  dans  le  calrnl  des  machiiies  a  tapeur*'»  welcher  18452  als  Tome  W^  I 
der  Mom.  de  TAcad.  des  Sciences  de  rinst.imper.  de  France  erschienen  i**t 


§.37, 
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verschieden,  als  dass  diese  Versuche  über  eine  etwaige  Veränderlichkeit 
der  spedl  Wärme  Cp  des  Wasserdampfes  mit  dem  Grade  seiner  Ueber- 
kitzong  irgend  einen  Au&chluss  gewähren  könnten.  Die  Prüfung  dieses 
UiDstaBdcs  hat  Regnault  späteren  Versuchen  vorbehalten.  — 

In  Betreff  des  Wasserdampfes  sind  ferner  zweierlei  Versuchsreihen 
TOD  Hirn  besonders  werthvoU.  Die  erstere  betrifft  das  direct  durch  Wä- 
fong  bestimmte  specif.  Volumen  v  bei  verschiedenen  Pressungen  p  und 
Temperaturen  t  Die  wesentlichen  Resultate  dieser  Versuche*  sind  in  fol- 
^oder  Tabelle  enthalten. 


V 

p   Atm. 

t 

V 

1 

.  p  Atm. 

1 

t 

1,74 

r  -■ 

1 

118,5 

0,4822 

4 

165 

135 

1 

141 

0,522 

4 

200 

0,92 

2,25 

200 

0,5752 

4 

246 

0,697 

3 

200 

0,3758 

5 

162,5 

0,591 

3,5 

196 

0,414 

5 

205 

0,6574 

3,5 

246,5 

Die  andere,  im  Jahre  1866  in  Gemeinschaft  mit  A.  Cazin  ausgeführte, 
Reihe  von  Versuchen  betrifft  die  Zustandsänderung  des  überhitzten 
Wasserdampfes  nach-  der  adiabatischcu  Gurve  zunächst  für  den 
Fall,  dass  er  im  Anfangs-  oder  Endzustande  gesättigt  und  seine  Pressung 
•ier  atmosphärischen  gleich  ist.  Zur  Begründung  einer  demnächst  vorzu- 
nehmenden kleinen  Modification  der  aus  diesen  Versuchen  zu  ziehenden 
Fuljj^cnmg  ist  es  uöthig,  die  Versuchsmethode  hier  kurz  anzudeuten.  Ein 
•ylindrisches  Geßlss  von  Kupfer  war  an  den  Enden  mit  durch  Glasplatten 
^♦TH'hlossenen  Oeffnungen  versehen,  so  dass  zur  Beobachtung  der  Vorgänge 
im  inneren  des  Gefässes  durch  dasselbe  in  der  Richtung  seiner  Axc  hin- 
lurch  gegen  einen  hell  beleuchteten  weissen  Schirm  gesehen  werden  konnte. 
Aas  iliesi^m  Gefässe,  welches  durch  ein  Oelbad  längere  Zeit  auf  constanter 
T«inpcratur  t^  erhalten  wurde,  so  dass  auch  der  dasselbe  erfüllende  über- 
hitzte Wasserdampf  diese  Temperatur  annehmen  musste,  Hess  man  den 
lUmpf,  nachdem  kurz  vorher  seine  Pressung  p^^  beobachtet  worden  war, 
«lorch  eine  plötzlich  geöffnete  so  weite  Mündung  in  die  äussere  Lutl  theil- 
»•^isi»  ausströmen,  dass  in  der  entsprechend  kurzen  Zeit,  während  welcher 
•li*'  Pressung  des  zurückbleibenden  Dampfes  dem  äusseren  Drucke  p^  gleich 
*«rcie,  nur  eine  sehr  kleine  Wärmemenge  aus  dem  Oelbado  durch  die  Ge- 


*  G.  A.  Ilirn,  Thöorie  mecanique  de  la  chalcur,  premiere  partie:  Ex- 
P«itioo  analjrtiqae  et  exp^rimentale,  2.  ^dit.,  1865,  p.  202. 
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fässwand  hindurchgegangen,  also  dem  Dampfe  mitgetheilt  worden  ^in 
konnte.  Bei  wiederholten  Versuchen,  derselben  Anfangstemperator  t^, 
nämlich  derselben  Temperatur  des  Oelbades  entsprechend,  wurde  nun  die 
anfängliche  Pressung  p^  nach  und  nach  so  lange  verändert,  bis  der  oacb 
der  Ausströmung  zurückbleibende  Dampf  gerade  gesättigt  war,  was  daran 
erkannt  werden  konnte,  dass  bei  einer  nur  sehr  wenig  grösseren  Anfang»- 
pressung,  also  bei  sehr  wenig  geringerer  Ueberhitzung  sich  Torflbergehend 
Nebel  von  condensirtem  Wasser  im  Inneren  des  Gefässes  zeigten,  während 
bei  kleinerer  Anfangspressung  das  Gefäss  vollkommen  durchsichtig  blieb. 
Auf  diesen  besonderen  Werth  von  pj,  bei  welchem  somit  durch  die  bekanntP 
atmosphärische  Pressung  nicht  nur  die  ihr  gleiche  Pressung  p^^  sondern 
auch  als  entsprechende  Sättigungstemperatur  die  Temperatur  t^  (deren  di- 
recte  Beobachtung  bei  ihrer  verschwindend  kleinen  Dauer  kaum  mögli<'b 
gewesen  wäre)  fUr  den  Endzustand  des  zurückbleibenden  Dampfes  bestimn^t 
ist',   beziehen  sich  die  folgenden  znsammengehÖrigen  Versuchswerthe  von 


1 

1 

p^  Atm. 

^ 

Pi  Atm. 

'    t. 

1 
p,  Atm. 

^ 

Pi  Atm. 

u 

1,397    : 

i:n,5 

■     0,984 

99,6 

2,528 

192,2 

0,981 

99.:i 

1,685      ' 

151,8 

0,984 

99,6 

i|    2,636 

•197,8 

0,975 

99..^ 

2,115 

174,0 

0,981 

99,5 

i;    3,231 

219,4 

0,975 

1»9..^ 

2,219 

179,0 

0,981 

99,5 

.    3.743 

239,0 

0,967 

99,1 

2,451      ' 

189,2 

0,979 

'     99,4 

;     4,275 

254,7 

0,967 

99.1 

Sofern  die  vorstehend  mitgetheilten  Erfahrungen  zu  einer  Tollstan«Hs 
zuverlässigen  Aufstellung  der  Zustandsgteidiung  überhitzter  Dämpfe,  üi- 
besondere  auch  des  für  uns  vorzugsweise  wichtigen  Wasserdampfes  uirhi 
ausreichen,  vielmehr  verschiedene  Formen  einer  solchen  Zustandsgleirhu»:.: 
sich  angeben  lassen,  denen  bei  angemessener  Bestimmung  ihrer  ron*»tantir 
die  Versuchswerthe  innerhalb  der  Grenzen  ihrer  wahrscheinlichen  F^M«  r 
entsprechen,  so  kann  man  bei  der  Wahl  unter  verschiedenen  solchen  m-  j- 
lichen  Formen  durch  Gründe  der  Zweckm«1ssigkeit  sich  mitbestimmen  la^v.-n 
Indem  aber  der  Zustand  der  Dämpfe  durch  Pressung  und  Temperatur  j- 
geben  zu  sein  pflegt,  und  indem  unter  den  verschiedenen  Arten  %ou  /»i- 
standsänderuugen  besonders  diejenige  wichtig  ist,  welche  ohne  Mitth»'ilniij 
oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet,  ist  es  angemessen,  bei  nahe  irl«  i«  * 
gutem   Anschlüsse   an   die  erfahrungsmässigen  Thatsacheu  einer  <4>Ki.' 

♦  Comptes  renduB,  31.  Dec.  1866. 
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Form  der  Zastandsgleichung  ,den  Vorzug  zu  geben,  welche  eine  möglichst 
einfache  Berechnung  von  v  als  Function  von  p  und  t  gestattet  und  welche 
möglichst  einfache  Gleichungen  für  die  Zustandsänderung  nach  der  adiaba- 
ti^en  Carte  zur  Folge  hat.  Jedenfalls  muss  sie  den  allgemeinen  Gleichun- 
gen (8)  bis  (12)  in  §.  15  entsprechend  abgeleitet  werden,  nämlich  gemäss 
'len  Gleichungen:  '. 

rfQ  =  (?p  —  rfp  -|-  Cp  —  rfp (1 ) 

=  caT+AT^^d^ (2) 


6f?  \  *'bp 

hl  hr 

hv   hp 


=  €pdT—AT^^dp (3) 

AT={c,~c,)l^:~ (5), 


worin 


hv  hl  _.  hp  hT  _ 
hfhv  ~  hThp 


§.  38.   Zustandsgleiehung  der  Dämpfe. 

Sofern  in  dieser  Gleichung  die  Zustandsgieichung  eines  Gases 

pv  =  RT 

ik  Grenzfall  enthalten  sein  muss,  liegt  es  nahe,  sie  versuchsweise  der  all- 
eemeineren  Form 

PV=  RT (1) 

aozopaasen,  unter  R  eine  Constante,  unter   V  aber  eine  solche  Function 
^on  p  nnd  unter  P  eine  solche  Function  von  p  verstanden,  dass 

V 

hm,  -  ^=  1  ist  für  v  =  oc 

V 

P 

und  Um.  -  z=  1  ist  fär  p  -^  0. 
P 

Aus  der  Art,  wie  die  Dämpfe  vom  Gay-Lussac'sclien  Gesetze  abweichen, 

V  P 

folgt  dann  zunächst,  dass  sich      abnehmend,  —  zunehmend  der  Grenze  1 

i>  p 

Daht-rt,  dass  also  ausser  dieser  Grenze 
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F  >  ©  and  P  <C  P 
sein  muss.    In  der  That  ist  für  t^  >  t^  und  p^  =  p^ 

-  >~^,  also  nach  Gl.(l)  auch  -  >  ^  oder  ^  <  ^, 


und  indem  hier  v,  >>  Vq  ist,  so  nimmt  —-ab  mit  wachsendem  f.    Eben?« 
ist  für  <j  >  Iq  und  r^  =  r^ 

"  >  ^*  1  also  nach  Gl.(l)  auch  ^*  >  ^'  oder  -*  <  ~\ 


Po 


Po 


0 


/'i 


Po 


und  indem  hier  p^  <C  Pi  ist,  so  nimmt  -zu  mit  abnehmendem  p. 

P 

Mit  den  kürzeren  Bezeichnungen 

dV 


folgt  aus  (il.(l) 


dv  '  rfp 


R^=PV^i    R^     :^P  V 


und  damit 


für  dT=0: 


dQ       ART  P        ,  «  „^    ^,     ,, 

.    =  -^.  „  --  ^  „.  nach  §.  37,  Gl.  (2  , 
dv        P  F  P 

dQ  ART  V         .       „^    ^,     , 

-=r-—^^-A  y.  nach  §.  37,  Gl.  ^3X 


dQ  dQ 

so  dass  in  diesem  Falle  --   nur  von  p,  -      nur  von  v  abh&ngig  wäre.    Uw 

dv  dp 

Vergleichuug  dieser  Folgerungen  mit  der  Erfahrung  kann  u.  A.  dazu  dienen. 

die  Zulässigkeit  der  vorausgesetzten  allgemeinen  Form  (1)  der  Znstan«{>- 

gleichung  zu  prüfen.    Insbesondere  folgt  aus  der  ersteren,  weil  für  ein» 

umkehrbare  Acuderung  des  Wärmezustandes  allgemein 

WdQ^dU'\-pdv 

ist  —  §.  13,  Gl.  (2)  — ,  dass  auf  Grund  von  Gl.(l)  im  Falle  dT^  o  au< 


dU  dQ 
.  ip^  _  " 

dv  dv 


P 


.» 


nur  von  p  abhängig  wäre. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5),  §.  37,  folgt  ferner  mit  ROck^i- 1 
auf  obige  Gleichungen  (2)  und  gemäss  Gl.  (1) 
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_     _    AR*T    _   AR 

Cp      e, —  PVP'  V*   ~~   P^V* 


_  b  /    PV\        ö  /    P'F\ 


h-^^-^i 


AR=  V" s^  {PCf)  —  P' ^_  (Ve,) 


(5). 


oder  wegen  Gl.  i.4) 

Hiemach  wäre,  wenn  c^  nur  von  p  abhängig,  also  ^— -  =  0  wäre,  aach 

.  =  0,  also  Cp,  nur  von  v  abhängig  und  umgekehrt,  falls  v  und  p  als  die 

den  Winneziistand  bestimmenden  anabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzt 
werden.  Wäre  insbesondere  c^  coustant,  so  wäre  nicht  nur  Cpj  sondern 
auch  Cp — <?,  eine  Function  nur  von  i?,  also  nach  Gl.  (4):  P'  =  ConaL^  und 
wenn  €p  constant  wäre,  so  wäre  nicht  nur  c^^  sondern  auch  Cp — c„  eine 
Function  nur  von  p,  somit  nach  Gl.  (4):  V*  =  Const.  Da  nun  F  und  V 
t>eziehangsweise  die  Grenzen  p  und  t?,  also  F'  und  V*  die  Grenze  1  haben, 
so  wäre  im  Falle 

<?,  =  Conat,:   P'  =  Const,  =  1-^  F  =  p  —  h 

Cp  =  Conat, :    V*  =  Conat,  =  1 ;    V=  «^  +  », 

anter  a  and  h  positive  Constante  verstanden.    Weil  aber  im  ersten  Falle 

F  /         *\ 

für  p  =  0:  hm.     =  lim,    1 ]  =  oc  statt  =  1 

p  \         pJ 

«äre^  während  im  zweiten  Falle,  wie  es  sein  muss, 

für  p  =  oc:lm.~-=lm,(l  +  -\  =1 

Lst.  SO  erkennt  man,  dass,  wenn  eine  der  beiden  specifischen  Wärmen  c, 
imd  tp  behufs  einer  vorläufigen  Annäherung  constant  vorausgesetzt  werden 
Kill,  dieses  gemäss  Gl.(l)  nur  die  letztere  sein  kann.    Somit  werde 

Cp=Conat,^  V=V'j- Conat, ^^v-^-a 
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angenommen,  weil  auch  diese  Annahme  hinsichtlich  Cp  den  bisherigen  Er- 
fahrungen wenigstens  nicht  entschieden  widerspricht 

Eine  weitere  Prüfung  derselben  gestatten  die  im  vorigen  §.  erwähnun 
Versuche  von  Hirn  und  Cazin  über  die  Expansion  des  Wasserdampf«^ 
nach  der  adiabatischen  Curve.  Nach  GL  3)  des  vorigen  §.*und  mit  Rück- 
sicht auf  obige  Gl.  (2)  ist  nämlich  für  dQ  =  0 

CpdT  =  ATy^dp 

oder  wegen  V*  =  1  und  wenn  die  Constante 

AR 


m 


'P 


gesetzt  wird. 


dT  dp 

-—  =  m-— h. 

T  F 


Wegen  P  <C  p  ist  also  um  so  mehr,  je  grösser  p  ist, 

T  ^       p'        T,  ^  P%      T^  Pt 

» 

falls  J,  ^  Tg,  also  Pi  ^  ^2?  ^^^  wenn  für  die  fraglichen  Versuche,  he\ 

denen  in  allen  Fällen  p^  nahe  gleich  gross  war,  nämlich  =--  dem  atui^ 

■ 

sphärischen  Druck, 

T,  p, 

gesetzt  wird,  so  mttsste  der  dieser  Gleichung  entsprechende  Werth  v»»n  / 
mit  f»,  etwas  wachsen.  Die  Werthe  von  x,  welche  sich  aus  den  10  Grupp»!- 
zusammengehöriger  Werthe  von  ;>,,  t^y  /»g,  /j,  ergeben,  sind 

für /?, -^- 1,307       1,685       2,115       2,219       2,451 
x-^  0,2343    0,2437     0,2373    0,2370    0,2353 

für  Pi  -  2,528       2,636       3,231       3,743       4,275 
j--- 0,2348     0,2360     0,2334     t>,2358     0,2351 

mit  dem  Mittelwerth  j- --  0,236.  Diese  Werthe  von  jt  lassen  nun  fhili*  h 
eine  Abhängigkeit  \ou  p^  nicht  erkennen,  vielmehr  auf  rinen  coustaiit'  t 
Werth  sohliessen,  \on  welchem  sie  iu  ungesctzmässiger,  zufÄlliger  Wm- 
na4*h  Ix'iden  Seiten  ahweiehen.  Wenn  man  aber  berücksichtigt,  tlav»  f»- . 
ilen  (Vagliclx'u  Versuchen  die  dem  rxpaudirenden  Dampfe  mitg«*th*  il»» 
Wanne  Q  nicht  genau  -  O,  sondeni  positiv,  wenn  auch  sehr  kloiu  war, 
so  war  <j  etwas  kleiner,  als  es  im  Falk*  Q  .^  0  unter  übrigens  gleich«  i; 
rmstiuiden   bei  denselben  Werthen  von  f>,  und  p^)  hätte  sein  mü«^en,  »> 
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T 
ist  also  -^  etwas  zu  klein  beobachtet,  somit  x  etwas  zu  klein  gefunden 

worden,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  py^  also  t^  war,  je  mehr 
Wärme  also  auch  während  der  kleineu  Versucbsdauer  von  dem  Oelbade  an 
den  expandirenden  Dampf,  entsprechend  der  dabei  von  0  bis  <, — t^  wach- 
senden Temperaturdifferenz,  mitgetheilt  werden  musste.  In  Ermangelung 
einer  speeielleren  Untersuchung  des  hier  besprochenen  Einflusses  erscheint 
es  daher  einstweilen  nicht  in  Widerspruch  mit  den  fraglichen  Versuchen, 
wenn  dem  Exponenten  x  ein  mit  p^  etwas  wachsender  Werth  beigelegt, 
«orait  P  in  61.  (6)  als  eine  solche  Function  von  p  angenommen  wird,  welche 
C  p  ist  und  nur  mit  abnehmendem  p  sich  der  Grenze  p  nähert. 

Die  einfachste  solche  Function  ist,   unter  h  eine  positive  Constante 
verstanden, 

i>  =  p(l-ip)  oder  P=  --^— , 

Tön  denen  jedoch  die  erstere  höchstens  bis  zu  massigen  Werthen  von  p  zu- 
treffend sein  könnte.  Denn  bei  coustanter  Temperatur  nimmt  jedenfalls  r, 
also  auch  F=  «?-|-ö  «b,  wenn  p  wächst,  was  nach  der  Gleichung  PV  = 
Rl  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  P  beständig  mit  p  wächst,  wenn  also  P' 
immer  positiv  ist.    Nun  ist 

für  P—p{\—hp)',  P'  =  \~^2hp, 

^ür  P=  -    r  i~  •  ^'  =  — n-7T, 

also  P'  im  zweiten  Falle  beständig  positiv,  im  ersten  dagegen  nur  so  lange 

?<2j    «t. 

Den  bisherigen  Erwägungen  könnte  also  nun  die  Form 

der  Zustandsgieichung  entsprechen  nebst  einem  constanten  Werthe  von  Cp, 
während  nach  61.  (4) 

e,  =  ep  ^-  AR(l  +  hp)^  =  cp[l—m{i  -{-  W] W 

wäre  und  mit  abnehmender  Pressung  sich  wachsend  der  Grenze  nähern 
würde: 

AR 
lim.  Cf  =  Cp  (1 — m)  mit  m=  —  . 

Cp 

Dk  Beziehung  zwiscben  p  und   T  bei  einer  Zustandsänderung  nach 
der  adiabatischen  Curve  ergiebt  sich  nach  Gl.  (6) 
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=  ^(j  +  ^)^P 


dl 

T 
lnT=  mJnp  -f-  mbp  -f-  CSww^. 


der  Voraussetzung,  dass  Cp  constant  und  der  Differentialquotient  3      für 


oder 

T=Constp"'.e"*^P ,> , 

unter  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden. 

Die  Zustandsgieichung  (7)  entwickelte  zuerst  Th.  Reye*  auf  Gnmil 

dU 
dr 

dT  =  0  (in  Uebereinstimmung  mit  gewissen  Versuchen  von  Joule  und 
Thomson)  proportional  p^  ist;  er  fand  diese  Gleichung  bei  entsprechendiT 
Bestimmung  der  Constauten  a,  h  und  B  in  sehr  befriedigender  Ueberein- 
stimmung mit  den  Abweichungen,  welche  nach  Regnault  die  KohlensäDn- 
und  selbst  schon  die  permanenten  Gase  von  dem  Mariotte'schen  und  (lay- 
Lussac*schen  Gesetze  zeigen.  In  der  That  entspricht  ihr  nach  Gl.  3  für 
dT  =  0: 

dir 

Uebrigeus  lässt  Gl.  (8)  erkennen,  dass  auch  die  Zustandsgleichung   7 
in  Verbindung  mit  der  Annahme  Cp  =  Const.  nicht  allgemein  bis  zu  beliebig' 
grossen   Pressungen  zutreffend  sein   kann;  denn   sofern  c^  nicht  ueKati% 
werden  kann,  müsste  jedenfalls 


w(l +  *;»)«<  1,  also  p<,  \  fK^  —  0  .  ,  . 

6  V     I»         / 


\o 


sein.    Betrachtet  man  z.  B.  für  Wasserdampf  den  in  der  Tabelle,  §.  1^,  au- 
geführten Werth 

n^^    ^  1,3 
e 

als  die  Grenze  des  Verhältnisses  --  ,  wenn  p  verschwindend  klein  winl. 

Cr 

setzt  also 

1 


Wird  dafür 


=^  1,3,  so  wäre  m  —  0,2308. 
1 — m 


m  =  0,23  entsprechend =  1,2987 

1 — w 


*  Die  mechanische  Wärmetheorie  und   das   Spannungsgeseti  der  Vtn^, 
Inaugural-Dissertation.    Göttingeu,  1861. 
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gesetzt,  so  ist  die  Bedingung  für  p: 

^  I1O8Ö  ,,^    ^^ 

P<'\— (10,  a)* 

Zar  Bestimmung  der  Constanten  a,  b,  R  in  der  Zustandsgieichung  (7) 
insbesondere  für  Wasserdampf  kann  man  bemerken,  dass,  wenn  für  eine 
solche  Zustandsänderung  desselben,  welche  ohne  Mittheilung  oder  Ent- 
zichong  von  Wärme  stattfindet, 

^1  _  (Pi 

tn;s6tzt  wird,  aus  den  betreffenden  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  im 
Mittel  X  etwas  >  0,236  gefolgert  werden  konnte;  indem  aber  andererseits 
nach  Gl.  (9) 


m 


i^t  80  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von 


T, 


i 


{x — m)  In 


p^J  ^»(Pi—Pi) 


Die  Zustandsgleichung  (7)  muss  namentlich  auch  dem  Grenzzustande 
der  Sättigung  möglichst  angepasst  werden,  fOr  welchen  die  zusammenge- 
hörigen Werthe  von  »,  p  und  T  (durch  die  Tabelle  in  §.  29)  z.  Z.  sicherer 
bekannt  sind,  als  f&r  den  Zustand  der  Ueberhitzung;  sind  also 

v\  p\  'f  und  r",  p'\  T" 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe  für  weit  auseinander 
hegend  za  wählende  Zustände  gesättigten  Wasserdampfes,  so  folgt  aus  den 
(rleichangen 

p  p 

durch  Elimination  von  a 


•  Mit  P*=|)(l — 6p)  hätte  sich  ergeben: 

m 


Ct  =  c«     1  — 


1— 26p 

mit  dem  Grenzwerthe  lim.  Cv  ^^  Cp  (1 — m)  wie  oben.   Die  Bedingung  dafttr,  dass 
f*  nicht  negativ  werden  kann,  wäre  aber  noch  ungtlnstiger: 

<1'^^^    1   1      ^  0,385     ,,  ^  „.. 

—Vi—  d.  h.  <1   -~—  mit  m  =  0,23. 
26  6 
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v'  t  T" 


R  p  p 


_  -I-  h  (r—  r') 


uud  daraus  wegen  R  = 


r    2"    A  ^,    ,. 

f -.,- U'  — r  ) 

T  —T 
Aus  Gl.ai)  uud  a2)  folgt 

l         — 1        -        —  /»'^*--r-,_     „_  (r— r 

V  m  J     p^—p^  Pi  P  P  n^^p 

T"-r     p        A    . 

jr ffi  -~'  -f-         (r  --V   ) 

_  _  Pi—Pi Pi ^P |.. 

'"-  ~r:^-f'    p,      f     r'    

In  —  +      '  —     " 

^Pi—Pt         Pi  P  P 

wie 
Ist  hieraus  m  gefunden,  so  folgt  R  =  -  -^^  b  aus  61.(11''  oder  '12';  schlit-^r- 

A 

lieh  ist  a  der  Tabelle  in  §.  29  und  zugleich  den  Hiru*schen  Ven*ucbj- 
werthen  von  v  für  überhitzten  Wasserdampf  möglichst  anzupassen.  >iui 
die  Pressungen  in  Atm.  statt  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt,  so  mu^t 

das  Glied    -    {V'-v")  in  Gl.  (13)  mit  10333  multiplicirt  uud  der  Ausdruck 

MC 

für  /?,  nämlich  —/  durch  dieselbe  Zahl  dividirt  werden, 

A 

Bei  den  Versuchen  von  Hirn  und  Caziu  war  im  Mittel 

p^  =  2,628  und  p^  ^-0,977  Atm. 

Setzt  mau  femer  gemäss  §.29 

/i'  =0,5  Atm.     <'  =    81,71     r'  =3,1718 
p'^S       „         r=  170,81     t"  =  0,2339 

uud  A  —'  Cf,  =  0,48,  so  folgt  aus  Gl.  (13 

424 

M  —  0,2109  4-  0,07f)r)  X. 

Der  oben  gi'mäss  §.19  angenommene  Werth  «w  —0,23,  welchem  hirr- 
nach  X  ---  0,253  entsprechen  würde,  erscheint  somit  uicht  unpassend.  M  ' 
diesen  Werthen  von  m  und  x  ergiebt  sich 

i?^- 0,00453  uud  nach  Gl.  (11):  *=   0,00, 

genauer  ^  -^  0,05994,  wofür  aber  0,06  gesetzt  werden  mag.  Nach  Gl.  T 
i^t  jetzt    p  in  .Vtm.  ausgedrückt;. 
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=  0,00453  rf—  +  0,06^  —V, 


vonach  sich  für  gesättigten  Wasserdampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  29 

f&rp  =  0,5  1  2  3  4  6  8     Atm. 

•  =  0,1383;  0,1406;  0,1386;  0,1375;  0,1372;  0,1374;  0,1380; 

im  3fittel  «  =  0,1382  ergiebt,  und  gemäss  den  Hirn'schen  Bestimmungen 
von  r  für  überhitzten  Wasserdampf  (§.37) 

«  =  0,1399     0,1379     0,1609     0,1458     0,1435     0,1562 
0,1329     0,1422     0,1536     0,1371     0,1490 

mit  dem  Mittelwerth  a  =  0,1454.  Setzt  man  hiernach  im  Durchschnitt 
«  =  0,14,  so  wird  die  Zustandsgieichung  des  Wasserdampfes: 

T^fr^  =  0,00453  r (U). 

1-f  0,06|»  V  ^     ^' 

worin  p  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist.  Uebrigens  wird  dicso 
Gleichung  kaum  für  Pressungen  über  8  Atm.  als  hinlänglich  zutreffend  zu 
betrachten  sein,  weil  ihr  entsprechend  nach  Gl.  (8)  und  (10,  a)  schon  für 

y=   \       =18,1  Atm. 
^      0,06  ' 

^,  =  0  werden  würde. 

Um  bei  der  Voraussetzung  Cp  =  CanH.,  also  r=  r  +  <»i  diese  Ein- 
Hhränkang,  die  Gültigkeit  der  Zustandsgieichung  PF=:i2T  betreffend,  zu 
Tfrmeiden,  müsste  man' mit  Rücksicht  darauf,  dass  nach  Gl.  (4) 

Ml  /.        wN     .  JJt 

e,  =  ef—j^r  =c,\l—  pj  mit  m  =  ~ 

ist,  für  P  eine  solche  Function  wählen,  dass  für  jeden  Werth  von  p  nicht 
aar  P'  >  0,  sondern  sogar  P'  ^m  ist^  was  in  Verbindung  mit  den  früher 
festgestellten  Bedingungen 

P 

P<  p  und  Um  —  =  1  für  p  =  0 

?• 

«Uraof  hinaoskommt,  P'  so  zu  wählen,  dass 

«  <P'<1  und  zwar  lim.P':=l  für  p  =  0 

i«t.  Diesen  Bedingungen  könnte  am  einfachsten  entsprochen  werden  durch 
<iie  Annahme 

V  =  Vt^  mit  w<J<1 (15). 

1  +  p 

Gr»sk«f,  tkttorei.  MMehuanlehre.    I.  13 
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Danach  wäre  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  /^  =  0  bei  gegebener  Tem- 
peratur 

t?  =  oo,  also  auch  F=roo,  somit  P=() 
sein  muss, 


P= 

0 
V 


=  ij  (dp  +  ^-^  j-|^)  =  hp  +  (1-»)  In  (1  +  p) 

0 

und  somit  die  Zustandsgieichung: 

[5;;  +  (l— i)/n(l+;>))(r  +  Ä)  =  J?7' (16. 

Nachdem  die  Constanten  a,  B  und  R  angemessen  bestimmt  wären,  könute 
zwar  hieraus  immer  noch  mit  Leichtigkeit  r  für  gegebene  Werthe  von  p 
und  t  berechnet  werden,  aber  die  Formeln  für  eine  Zustandsändening  nark 
der  adiabatischen  Curve  würden  sehr  unbequem;  schon  die  Beziebung 
zwischen  p  und  t  führt  nach  61.  (6)  auf  das  Integral 


/-. 


dp 


bp  +  (1-^b)  in  {1  +  p)    ' 

welches  tabellarisch  durch  mechanische  Quadratur  berechael  werden 
müsste.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Zusti^ndsgleichang 

unter  F  eine  Function  von  p  verstanden,  also  z.  B.  die  Oleichung  (7,  oder 
(16),  nicht  nothwendig  einen  constanten  Werth  von  e^  voraussetzt^  sondom 
auch  dem  allgemeineren  Falle  entspricht,  dass  Cp  eine  Function  der  Tobh 
peratur  ist    Setzt  man  nämlich 

PF=RT  und  ep=/{T), 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 


und  damit  aus  GL  (5) 


hr        hp   F'F      '^  ^    '    R 
Andererseits  ist  nach  Gl.  r4) 

Cf — Op        p*  1^ — /v-*  /         P'!**' 
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folglich  mit  ROcksicht  anf  Gl.  (2) 

so  dass  die  beiden  Ausdrücke  von  r —  übereinstimmen,  wenn 

ör 

gesetzt  wiitL  Gemäss  den  Regnaul t*8chen  Versuchen  über  die  specif. 
Wärme  der  Kohlensäure  könnte  etwa 

a+T 

resetzt  werden,  unter  e^  den  Grenzwerth  verstanden,  welchem  sich  Cp  mit 
nmebmendem  Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  In  Betreff  des  Wasser- 
'üfflpfes  ist  aber  eine  weitere  Verfolgung  dieser  allgemeineren  Annahme 
binsichtlich  Cp  vorläufig  ohne  Nutzen,  weil  die  vorhandenen  Versuche  zur 
ßestimmnng  der  Constanten  o,  ß  und  e^  nicht  ausreichen. 


§.39.  Andere  Form  der  Zastandsgleiehung. 

Ana  den  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  (§.  37)  ist  zu  folgern,  dass 
bei  Zostandsändemngen  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  die 
absolute  Temperatur  des  überhiüsten  Wasserdampfes  sehr  nahe  einer  con- 
<tanten  Potenz  der  Pressung  proportional  gesetzt  werden  kann.  Diese  Fol- 
gemng  möge  jetzt,  nachdem  die  anderweitigen  Annahmen  des  vorigen  §. 
zn  einer  ganz  befriedigenden  und  zugleich  für  die  Anwendung  günstigen 
Form  der  Znstandsgleichung  nicht  geführt  haben,  als  für  Dämpfe  allgemein 
sröltiges  Gesetz  um  so  mehr  vorläufig  zu  Grunde  gelegt  werden,  als  sich 
aaf  Grund  desselben  besonders  für  Zustandsänderungen  nach  der  adiabati- 
schen Cnrvc  möglichst  einfache  Formeln  erwaiitcn  lassen,  welche  den  ent- 
sprechenden Formeln  für  Gase  ähnlich  oder  gleich  gebildet  sind.  Um  diese 
l>bereinstiinmnng  in  der  Form  möglichst  vollständig  zu  erzielen,  werde 
--  entsprechend  §.  20  unter  3)  —  das  fragliche  Gesetz  geschrieben  in  der 
Form: 

dQ  =  0\  T  =  af (1), 

mt^^r  a  nn4  ^  Constante  verstanden,  von  denen  letztere  den  Grenzwerth 

•it*s  Verhältnisses  -^  für  unendlich  grosse  Ueberhitzung  des  Dampfes,  d.  h. 

tar  den  Gaszustand  bedeutet.    Aus  dieser  Gl.  ( 1 )  folgt 

•     13* 
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dT  n—1   »i^l-i       n — 1   T 

j— =  ö p  *^         = 2, 

dp  n  n      p 

während  nach  §.37,  Gl.  (3)  unter  derselben  Veraussetzung  rfö  =  0  auch 

rfT  _    AT 
df  ~  ~hf 

ist  wobei  1:  c—  statt  i—-  geschrieben   wnrde,  weil  r  und  p  als  die  den 

Ov  oT 

Wärmezustand  charakterisirenden  unabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzt 

dT 

werden;  aus  der  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  --  folgt 

dp 

hT  n      A 

= p :i. 

ov  n — 1    Cp 

Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Hauptgleichung  {A,  in 
§.  37 

j—     ''      j        ^   (    ^^\       ^   M^^  _     1       j 

ö^  1        .     .    ^,  . 

öiC~-  = r  AvJ^Fip) 4, 

op        n — 1 

unter  F(p)  eine  Function  nur  von  p  verstanden,  und  aus  der  zweiten  Haupt- 
gleichung  (5)  in  §.  37 

.^      ,  n      A     hT         hT       n—1     e^c,     T 

'^  n — 1  Cp      Op  op  n     üp — f,    p 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  Gl.  (4) 

(n— 1)«    1      CpC„    7._«^^^'r«^ 
n        -4  Cp — Cb 

P 
unter  Fi(p)  =  {n — 1)-  —  F(p)  eine  andere  noch  näher  zu  bestimmfii«!- 

Function  von  p  verstanden.  Dieselbe,  folglich  auch  F(p)  ist  dadurch  U^ 
stimmt,  dass  GL  (5)  u.  A.  die  Zustandsgieichung  JiT=  pv  eines  Gaso<  ju> 
Greuzfall  in  sich  begreifen  muss.    Für  diesen  Grenzfali  ist 

^'-  =  n  und  ep—e,=AR  (§.  19,  Gl.  1), 

folglich  ^'— i^.*  *  -''■-'-'  =^".-1)*  1-"^-  =l"-i)'-=''r''  ^.R, 

n       A  €p — c^  n       A  n — 1  A  A 

Gl.  (5)  geht  also  über  in 

JlT'^pv  +  F,{p\ 
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worus  folgt: 

Fj^(j9)  =  0,  also  auch  F(p)  =  0. 
Die  Zostandsgleichang  (5)  des  Dampfes  lässt  sich  nun  schreiben: 

(H-l)«   1  T  A         A        (»-!)«  T 

pp= oder -  = .  .  .  (6), 

n       A     1  1  Cv  Cp  n       pv 

c„  Cp    . 

worin  aber  e^  and  Cp  im  Allgemeinen  veränderliche  Grössen  sind,  welche 
mit  f,  pj  T  darch  die  Gleichungen  (3)  und  (4) 

hT  n      A        hT  1      A 

hv         n — 1    Cp     '  hp        n — 1    o„ 

aiammeBhftngen>  Auf  keinen  Fall  sind  Op  und  Cp  beide  constant,  weil  sonst 
OL  'ß)  allgemein  die  Zustandsgieichung  eines  Gases  wäre. 

A  A 

Die  Substitution  von  —  und  —  aus  den  Gleichungen  (7)  in  Gl.  (6) 

Cf,  Op 

iiefert  die  partielle  Differentialgleichung 

1  ör       n— 1    1  br       («—!)*  T 

(n— 1)  —  r- <-= 

V   op  n       p  öü  n       pv 

n        i^7  1        hT 

T= 'P^ -t7^- (8). 

n — 1    öp         n — 1     ov 

Bas  allgemeine  Integral  derselben  ist* 

anter  ^  das  Zeichen  einer  willkürlichen  Function  verstanden,  wenn  x  = 
fW.  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dT       ,      dv  .       ..  dv 

jr  = p-=-(n-l)-, 

also  a:  =  /n  ^4-  (»— 1)  lnv  =  ln  (Tv*^^)  oder  x  =  Tv*"-^ 
rad  y  =r  Ckmit.  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dT ,dp      n— 1  dp 

f~~n        ~     n      ~p' 

also  y  =  InT lnp=  In ^  oder  y  =  ---{ 


•  Siehe   u.   A.   J.  A.  Serret,   Cours   de   calcul   diff^rentiel   et  integral, 
5i  T7i  imd  775. 


N 
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ist,  SO  dass  also  die  allgemeine  Form  der  Zustandsgieichung  von  Dämpfen 
auf  Grund  des  Gesetzes  Gl.  (1)  sein  würde:* 

P 

Zur  Bestimmung  der  Function  tp  müssen  weitere  Erfahrungen  in  Ik- 
treflF  des  Verhaltens  der  Dämpfe,  z.  B."  in  Betreff  ihrer  specif.  Wärmen  r, 
und  e^  zu  Hülfe  genommen,  oder  in  Ermangelung  derselben  gewisse  An- 
nahmen gemacht  werden  vorbehaltlich  ihrer  nachträglichen  Kechtfertigung 
durch  die  genügende  Uebereinstimmung  der  daraus  gezogenen  Folgernn^on 
mit  der  Gesammtheit  aller  vorliegenden  erfahrungsmässigen  Thatsacben. 
Zu  den  einfachsten  Resultaten  führen  die  beiden  Annahmen,  daaa  c^  nur 
von  p  oder  e^  nur  von  v  abhängig  sei. 

1)    Ist  Cp  nur  von  p  abhängig,  so  folgt  aus  der  ersten  der  Gki- 

chungen  (7) 

n      ^ 
T=-—--pv-\-f(j,) 
n — 1  Cp 

oder 

RT=pü  +  Sp  H    mit  Ä— ' lo 

n     A 


*  Dass  die  Gleichung 


.H-l  .  T 


(p{x,y)^^0  mit  x=  Tv  *      und  y  = 

in  der  That  der  Differentialgleichung  (8)  entspricht,  was  für  eine  Functioii  \o& 
X  und  y  auch  tpix^y)  bedeuten  mag,  kann  leicht  nachträglich  verificirt  werdtit. 
indem  aus  den  Gleichungen 

h^   hx        by  hy 
hx    hv        hy   bv 

h9  hx       h^  hy 
hx  hp       hy  hp 

foi  t-  ^-  ^^  ~  ^"^  i^  =,0 

hv  '  hp        hp  hr 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  x  und  y 

,  hT     .  »J  hT 
dp  Or 


welche  Gleichung  durch  Reduction  auf  die  Form  von  Q\,\)^\  gebracht  werden  kAan 
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Qud  wenn  f(p)  =  -  p  n    gesetzt  wird;  dabei  sind  R  und  S  Functionen  nur 


von  p.    Die  GieichuBg  läast  sich  auch  achreiben 

M-l.  1 

T 
P  *" 


1  fp  n\i^l  *  - 


oder  Äy  —  /^- ]  "   *  —  iS*  =  0  mit  a:  ;=  7b»*-^  y 


n  -1  • 

P    H 

Wenn  aber  diese  Gleichung,  anter  E  und  ^S'  Functionen  nur  von  p  ver- 
standen, unter  die  allgemeine  Form  der  Gl.  (9)  soll  begriffen  werden  können, 
50  mOssen  E  und  8  constant  sein.    Mit  E  =  Const  wäre  dann  auch 

Cp  =  Const^ 

lihrend  fÄr  c^  sich  ans  GL  (6)  ergiebt: 


00  »        ^  jpr  pv 

8  \  ,    (»  — 1>S 


(11). 


1 


=  i  +  («-i)(i+-r)  =  «+^— T 

Wenn  r   in's  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  e„  der  Grenze  —  ö-.    Je 

» 

zrösser  v  ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  in  dec  Zustandsgieichung  das 

Glied  Sp  n  gegen  pv^  und  geht  sie  über  in  die  Znstandsgleichung  eines 
Gases:  ET^=pv. 

Sind  i?ö,  p^^  Tq  und  r^,  |?j,  T'j  die  Worthe  von  »,  p,  T  für  zwei  ver- 
schiedene Zustände  eines  Dampfes,  und  ist  T^  >  T^,  so  ist  nach  Gl.  (10) 

rar  p^  —p^-  - — m — —j^ 

ET^^Sp,-ir 

M— 1 

p.  RT.  —  Sp,  M 

Sofern   n  >>  1   ist,   die    Constanten    E  und  iSf  positiv    sind    und 
^9  "    <  -fi^o  ist,  sind  hiernach  die  Verhältnisse  i/i  und  m^  >  —  um  so 

mehr  je  grösser  p^  ist,  und  ist  bei  gleichen  Werthen  von  T,,  Tq  und  p^ 
aach  M  ^  iiij,  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  den  in  §.  37  erwähnten 
Folgemngen  aus  Regnault's  Versuchen. 
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Die  Zustandsgleichung  (10),  auf  andere  Weise  abgeleitet,  ist  zner^t 
von  Zeuner  aufgestellt  worden.*  Um  ihre  Constanten  E^S^n  insbeson- 
dere für  Wasserdampf  zu  bestimmen^  werde  nach  Rognault  ep=f)A>< 
angenommen;  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  JR^n  and  e^  re- 
ducirt  sich  dadurch  die  Zahl  der  noch  zu  bestimmenden  Constanten  anf 
zwei,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Gleichung 

n — 1  e. 


B  = 


'p 


n     A 

die  Pressungen  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  voraussetzt.  Hier  sollen 
dieselben  in  Atm.  ausgedrückt  werden;  dann  ist 

n  — 1        c.  424.0,48«  — 1       ^^.^^^^«—1 

^  =  -  »  -  IÖ3I32  =  -iösis-  -«-  =0,019696  _  -. 

11— 1 

Zur  Bestimmung  des  Factors ,  welcher  nach  den  Versuchen  vtin 

« 

Hirn  und  Cazin  etwas  >>  0,236  ist,  mögen  die  zusammengehörigen  Werthe 

von  r,  p  und  T  für  gesättigten  Wasserdampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  2*.( 

benutzt  werden.    Sind 

v\  p\  T*  und  v\  f\  T*' 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe,  so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen 

nr  =  pv*  +  Sp  ~ir und  Er'  =  p'v'  +  Sp' "b-^ 
durch  Elimination  von  S 

Er://,'   ={p')       ^'  ^=0,019696    --  -. 

Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  mit 

p   =0,5  Atm.     i  =    81,71     v  =3,1718  J^  «^-1  _^,^.^ 
^"  =  8         „        r  =  170,81     r"  =  0,2339  (      n     ~  ^'-^^• 

In  runder  Zahl  werde  dafür  gesetzt: 

=  "  ;  also  n  =  -    und  Ä  =  0,004924. 
»4  3 

Schliesslich  bleibt  die  Constante 

,S  =  (0,004924  r—  pc)  1/1 

*  Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingen.,  Bd.  XI,  8.  1,  und  ,,Civiliii|;«iii«w^. 
XIII.  Jahrg.,  6.  Heft 
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den  zQsammengehörigen  Werthen  von  v,  p^  T  für  gesättigten  Wasserdampf 
nach  §.  29  und  für  überhitzten  Wasserdampf  nach  den  Versuchen  von 
Hirn  (§.37)  möglichst  anzupassen.  Folgende  Tabelle  der  so  berechneten 
Wertbe  von  S  lässt  erkennen,  in  welchem  Grade  die  Gleichung  (10)  den 
Versuchen  sich  anschliesst 


Gesättigter  Wasserdampf. 

Versuche 

von  Hirn. 

p  Atm. 

S 

pAtm. 

8 

S 

S 

0,2     1    0,1991 

4 

0,1836 

0,1878 

0,1880 

0^ 

0,1911 

6 

0,1852 

0,1885 

0,1612 

1 

0,1862 

8 

0,1868 

0,2115 

0,1704 

2 

0,1836 

10 

04884 

0,1809 

0,1801 

3 

0,1832 

12 

0,1898 

0,1761 

0,1775 
•  0,1897 

Die  Hirn'schen  Versuche  sind  hier  in  derselben  Reihenfolge  zu 
«trnnde  gelegt,  wie  sie  in  der  betreffenden  Tabelle  von  §.  37  aufgefQhrt 
worden;  dem  Mittel  4$  =  0,1829  dieser  11  Specialwerthe  von  S  ist  übrigens 
ein  geringeres  Gewicht  beizulegen,  als  dem  Mittel  S  =  0,1877  der  10 
Werthe  fitr  gesättigten  Dampf.  Wird  das  Generalmittel  i=:  0,186  ange- 
Dommen,  nahe  übereinstimmend  mit  dem  Werthe  von  i8f  für  den  am  genau- 
vsten  bekannten  gesättigten  Dampf  von  atmosphärischer  Pressung,*  so  ist 
also  überhaupt  in  der  Zustandsgieichung  (10)  für  Wasserdampf  zu  setzen: 

«=i;  1—=L  Ä  =  0,004924;  5  =  0,186 (12), 

o       n  4 

«obei,  was  JR  und  8  betrifft,  die  Pressung  p  in  Atm.  ausgedrückt  voraus- 
gesetzt ist. 

2)  Ist  <?,  nur  von  v  abhängig,  so  folgt  aus  der  zweiten  der  Glei- 
rhungen  (7) 

T=—^'Pv+Av) 

n 1     Cm 


oder 


S 


ET=pv-\ mit  Ä  =  («  -l)-* 


(13) 


8 


md  wenn  /(r)  =  v," -:_-,  gesetzt  wird;  dabei  sind  R  und  8  Functionen  nur 
^un  r.    Die  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 


HTv^-^  ^pv**  +8  =  ( -^- )       •  (2V«-0       -f-  8 
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n 

oder  Rx--l~j       —  i?  =  0  mit  x=Tv^-^,  y^-;^-;- 

Wenn  aber  diese  Gleichung,  unter  E  und  S  Functionen  nur  von  r 
verstanden,  unter  die  allgemeine  Form  der  Gl.  (9)  soll  begriffen  ii^enieD 
können,  so  müssen  E  und  S  constant  sein.  Mit  E  =  Cottst.  wäre  dann  auch 

Cp  =  CottsLy 

während  für  Cp  sich  aus  Gl.  (6)  ergiebt: 


g,_^       (n— l)»c,  T  _^n--lET 
Cp  n       Apv  n      pv 

_  n—l/S\        1       «—IN 


14 


n     \         pv**  J       n  n      pv^ 

Wenn  v  in's  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  Cp  der  Grenze  tu,.  Jo 
grösser  v  ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  in  der  Zustandsgieichung  da.s 

Glied  -^^j  gegen  pv^  und  geht  sie  über  in  die  Zustandsgleichung  eine« 

Gases:  ET=pv. 

Ebenso  wie  es  oben  in  Betreff  der  Gleichung  (10)  geschehen  ist,  Ui^-st 
sich  auch  ebenso  leicht  erkennen,  dass  sich  die  Form  (13)  der  Zustands- 
gleichung ganz  in  Uebcreinstimmung  befindet  mit  den  in  §.  37  erwähnten 

Folgerungen  aus  Regnault's  Versuchen  bezüglich  der  Verhältnisse     ' 

für  Pi  =Po  und    -  für  v^  ^=Vq.   Sie  wurde,  auf  andere  Weise  abgeloitrt, 

Po 

zuerst  von  Hirn,*  später  und  unabhängig  davon  auch  von  G.  Schmidt^^ 
als  Zustandsgleichung  der  Dämpfe  aufgestellt. 

Was  insbesondere  für  Wasserdampf  die  Constanten  i2,  ^S  und  m  d>  r 
Gl.  (13)  betrifft,  so  mag  der  zuvor  unter  1)  bestimmte  abgerundete  Wi-nfa 

n=  -  hier  beibehalten  werden,  weil  er  mit =  -  den  Versuchen  ^<»n 

3  M  4 

Hirn  und  Cazin  genügend  entspricht  und  zugleich  bequem  für  die  RnV 
uung  ist    Sind  dann  wieder 

i;',  p\  T'  und  v\  p\  T" 

zwei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  r,  j?,  T  für  gesättigten  «in 
den  am  besten  bekannten  Wasserdampf,  so  folgt  aus  den  Gleichnn^^n 

*  M^m.  Bur  la  d^teute  de  la  vapeur  surchauff^e  par  G.  A.  Hirn  rt 
A.  Cazin.    Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  4«  sörie,  t.  X. 

^*  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  18t>7. 
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Rt  =  p'i>'  +  -A;  und  Rf  =  p"f>"  +     ^ 


durch  Elimination  von  S 


i;  ••— *  -  •     ff    H— 1 


*  /..  //   //j, 


und  daraus  insbesondere  wieder  für  ^  =  0,5  und  />"  =  8  Atm.  so  wie  mit 
4 

i2  =  0,004752. 

Werden  die  Pressungen  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrOckt,  so  ist 
di€«e8  R  mit  10333  zu  multipliciren;  also  ist  der  entsprochende  constante 
Werth  von 

10333^Ä       30999Ä       ^^,„. 
..=  __.-=._  ^--  =  0,3474 

und  der  Grenzwerth,  welchem  sich  Cp  mit  zunehmendem  Grade  der  lieber- 
faitzung  nähert, 

4 

Um,  <?p  =  -  <?.  =  0,4632. 
3 

Da  der  von  Regnault  bestimmte  Werth  Cp  =  0,48  einem  solchen 
Zustande  de^  Wasserdampfes  entspricht,  in  welchem  derselbe  nicht  sehr 
bedeutend  überhitzt  ist,  nämlich  ^  =  1  Atm.  und  (cf.  §.37) 

t=hl37J  +  225,9  4-  124,3  +  210,4  +  122,7  +  216,0)  =  173, 
6 

^  erkennt  man,  dass  auch  die  vorliegende  Annahme  c«  =  Const.  auf  einen 
aar  wenig  veränderlichen  Werth  von  Cp  führt. 

Schliesslich  bleibt  die  Constante  S  gemäss  der  Gleichung 

s_ 
8  =  (0,0047ö2r—  pv)  -^v 

der  Tabelle  §.  29    für  gesättigten  Wasserdampf,    den  Hirn'schen  Ver- 
buchen tind  den  zusammengehörigen  Werthen 

^^  =  0,48;  i>=l  Atm.  und  7=273+  173  =  446 

möglichst  anzupassen.  Biesen  letzteren  Werthen  und  den  bereits  bestimmten 
Werthen  von  n,  M  und  c^  entspricht  nach  Gl.  (14) 

9  =  " — -—  —^^—=1,918;  also  Ä=  0,2502. 
•    I»      p    Cp — e^ 

Im  Uebrigen  ergeben  sich  für  dieselben  Fälle,  wie  oben  unter  1),  die 
folgenden  Werthe  von  S. 
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Gesättigter  Wassef dampf. 

p  Aim. 

S 

pAtm. 

s    : 

0,2 

0,1486 

4 

.0,1439 

0,5 

0,1465 

6 

0,1453 

1 

0,1442 

8 

0,1465 

2 

0,1432 

10 

0,1477 

3 

0,1433 

12 

0,1486 

Versuche  von  Hirn. 


S 


0,1448 
0,1440 
0,1728 
0,1389 
0,1344 


S 


0,1459 
0,1197 
0,1286 
0,1376 
0,1375 
0,1501 


Die  Mittelwerthc  sind 

^=:  0,1458  für  den  Sättigungszustand, 

S==  0,1413  nach  den  Versuchen  von  Hirn,  und  mag  danach 
vorläufig  ^^=0,144  als  Generalmittel  angenommen  werden,  besonders  nahe 
wieder  übereinstimmend  mit  demjenigen  Werthe  von  ä,  welcher  gesättigtem 
Dampf  von  atmosphärischer  Pressung  entspricht  Von  dem  aus  der  Rcg- 
nau loschen  Bestimmung  von  Cp  abgeleiteten  Wcrthc  5=^0,2502  ist  jene« 
Mittel  Ä^  =  0,144  allerdings  sehr  verschieden;  es  ist  aber  zu  bemerkeu. 
dass  eine  bedeutende  Aenderung  von  S  eine  nur  kleine  Aenderung  von  c, 
zur  Folge  hat,  wie  solche  wohl  durch  die  der  Regnault'schen  Bostimmanc 
von  Cp  anhaftenden  Fehler  erklärt  werden  kann.  Insbesondere  mit  ^=:(M44 
und  den  bereits  festgestellten  Werthen  von  »,  H  und  e^  folgt  ans  Gl.  ,13 
und  (14)  fiXT  p  =  l  Atm.  und  T=  446 

r  =  2,005  und  Cp  =  0,4722. 

In  der  Zustandsgieichung  (13)  kann  also  für  Wasserdampf  gi'sotTt 
werden: 


1  ^  -4  "l 

n=-; =r  -;  Ä  =  0,004752;  i8f=  0,144 

o        n  4 


.  . [lb\ 


wobei,  was  H  und  ä  betrifft,  die  Pressung  p  in  Atm.  ausgcdrQckt  voraiL*- 
gesetzt  ist.  — 

Von  den  beiden  Annahmen  unter  1).  und  2)  hat,  was  den  Grad  der 
Uebereinstimmung  der  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  mit  den  bekannten 
Thatsacben  betrifft,  keine  einen  entschiedenen  Vorzug  vor  der  anderen. 
Beide  sind  als  vorläufige  Näherungen  zu  betrachten,  bis  ein  vollständigtTc^ 
Versuchsmaterial  zu  genauerer  Prüfung  vorliegen  wird.  Indessen  hat  iii< 
erstere  Annahme,  welche  zu  der  Folgerung  ep  =  Con^L  und  zu  der  Zen- 
ner'schcu  Gleichung  (10)  geführt  hat,  den  Vorzug,  dass  sie  eine  dirtvt.* 
Berechnung  von  v  gestattet  vormittelst  der  gegebenen  Werthe  von  p  ond 
Ty  durch  welche  der  Zustand  überhitzten  Dampfes  in  den  Anwendunfnn 
charakterisirt  ztt  werden  pflegt.  Zu  dem  Ende  ist  Gl.  {10)  beciuemor  /u 
schreiben: 
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PV=r(^T-^P'^^  =  R{T-P)     (16). 

Darin  ist,  wenn  p  in  Atm.  aasgedrückt  wird,  nach  61.(12}  für  Wasser- 
dampf za  setzen: 

0,186     *- 


Ä  =  0,004924;  P  = 


^p  =37,774yi>. 


0,004924 
Diese  Werthe  von  P  können  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden. 


Atm.        ^ 

Diff.  für 
dp  —  0,1. 

P 

Atm. 

P 

DifT.  für 
dp  —  0,1. 

P 

Atm. 

P 

Diff.  für 
dp  =  0,1. 

0,1       21,24 
0,2    j   25,26 
0^    '  27,96 
0,4       30,04 
0^       31,76 
0.6    '   33,25 
0,8       35,72 
1.0       37,77 
U    1   39,53 
1,4    ,   41,09 

4,019 

2,005 

2,085 

1,723 

1,482 

1,239 

1,025        1 

0,880 

0,777 

1,6 

1,8 

2 

2,5 

3 

3,5 

4 

4,5 

5 

5,5 

42,48 
43,75 
44,92 
47,50 
49,71 
51,67 
53,42 
55,02 
56,48 
57,85 

0,697 
0,636 
0,583 
0,516 
0,443 
0,391 
0,351 
0,320 
0,293 
0,273 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

59,12 
61,44 
63,53 
65,43 
67,17 
68,79 
70,30 
71,72 
73,07 
74,34 

0,256 
0,232 
0,208 
0,190 
0,175 
0,162 
0,151 
0,142 
0,134 
0,127 

Die  Znstandsgleichung  (16),  nämlich 


•^1  8 

pvz=BiT—ßp  n")  mit  /5=  ,, 

kann  nach  Zenner  u.  A.  dazu  benutzt  werden,  die  Temperatur  gesät- 
tigter Dämpfe  als  Function  ihrer  Pressung  durch  eine  bemerkens- 
verthe  Näherungsformel  darzustellen.  Indem  nämlich  nach  §.28,  Gl.  (4) 
for  solche  Dämpfe  die  empirische  Formel 

m-l  1     J_ 

pv^  =  a  oder  pv  =  Map  »»    mit  a  =  ^am 
bewährt  gefanden  wurde,  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke 

TOB  pv 

m— 1  n--l 

T=ap'~m   -^ßp  n    (17). 

Setzt  man  insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  dem  Obigen  zu- 
folge und  nach  §.  28 


«.-1  o,o646_    g.»:-:i_^2, 


m  1,0646 


n 


a- 


-----  =  335,24;  j3  =  37,774 


0,004924 . 0,6058 
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80  wird 


Hiernach  ist  z.  B. 

r             1 

.^  •  ,  ■     •   TT  ^ 

^   9    9ß 

für  |>  —       1 

3 

6 

9 

12       1 

t—  100,01 

135,04 

159,86 

175,47 

187,08 

nach  §.29:  t—  100,00 

133,91 

159,22 

175,77 

188,41 

Differenz    —  +  0,01 

+  1,13 

+  0,G4 

0,30 

1,33 

Atm. 


Durch  entsprechende  Wahl  der  Constanteu  a^  ß^  m^  n  unabhängig  von 
Gl.  (16)  und  der  Gl.  (4)  in  §.  28  Hesse  sich  die  Uebereinstimmang  \od 
GL (17)  mit  der  Tabelle  in  §.  2d  wesentlich  verbessern;  doch  würde  dann 
eben  der  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Beziehungen,  wodanh 
die  Gl.  (18)  im  Vergleich  mit  anderen  solchen  empirischen  Formeln  bi«  b 
auszeichnet,  verloren  gehen. 


§.  40.    Wlrmeglelelmng  und  inneres  A.rbeltsverm9gen  der  Mspfe. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  Verhalten  der  (gesätti^en 
oder  überhitzten)  Dämpfe  wird  die  im  vorigen  §.  entwickelte  Zustand<- 
gleichung,  und  zwar  insbesondere  die  auf  Grund  der  Annahme  nntt^r  1 
gefundene  Gleichung  (16)  vorausgesetzt  Die  drei  Formen  der  Wärm«'- 
gleichung(l) — (3)  in  §.37  gehen  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (7)  im  vorigen  §.  über  in: 


=  ^(^A.^pJ.+-i-^rrf;,)     ' 


dQ 

\n  —  1 " 

r 


=  c,  (dT-\-  («—1)  ^dv\ 1» 


Diese  Gleichungen,  welche  die  Wärmemenge  ausdrücken,  die  eiunn 
Kgr.  Dampf  behufs  einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Aendentng  ^iii«  ^ 

Wärmezuständes  mitgetheilt  werden  muss,   und  welche  insbesondere  uu 

4 

n  =  -  (für  Wasserdampf)  die  Formen 
3 

dQ  =  A(4pdP  +  l^rdp)  =  e,  (dT+  ]^  ^^dv\  =  e,  fdT--  J  ^4iy) 

annehmen,  sind  ihrer  Form  nach  von  den  besonderen  Voranssetzanfren  bo- 
abhängig,  welche  im  vor.  §.  unter  1 )  und  2)  in  Betreff  der  specif.  Winu* '« 
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t,  nnd  e^  gemacht  wurden.    Sie  unterscheiden  sich  von  den  betreffenden 

Gleidiungen  £Är  Gase  —  §.  18,  Gl.  (5),  (6),  (7)  —  nur  durch  die  Coöffi- 

cienten,  insbesondere  dadurch,  dass  hier  c«  und  c^  nicht  beide  zugleich 

constant  sind  wie  dort  e  und  e^. 

Aus  der  ursprünglichen  Form  der  Wärmegleichung  für  umkehrbare 

Aenderungen  des  Wärmezustandes,  nämlich  —  §.13,  Gl.  (2)  —  aus  der 

Gleichung 

WdQ  =  dU-{-pdv  oder  dQ  =  Ä{dU-{- pdv) 

folgt  in  Verbindung  mit  obiger  Gl.  (1)  für  dasspecif.  innere  Arbeits- 
vermögen U  der  Dämpfe 

1  1 

«  —  1  n— 1  I 


n — 1 


übereinstimmend  mit  Gl.  5  in  §.19  für  Gase;  wegen  abweichender  Form 
der  Zostandsgleichung  beschränkt  sich  indessen  diese  Uebereinstimmung 
aof  den  Fall,  dass  U  als  Function  von  p  und  v  ausgedrückt  wird.    Mit 

*        »—1 
ergiebt  sich  die  speci£.  Körperwärme  der  Dämpfe 

AU=AC-{-  — ^jw (5) 

n — 1 

oder  als  Function  von  p  und  t  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (16)  und  gemäss  der 
Bedeutung  Ton  R  nach  Gl.  ( 10)  im  vorigen  §. 

ÄU=AC+  -^{T—F)  =  ÄC-\-^^{T—F) (6). 

fi — 1  fi 

Die  Constante  C  ist  abhängig  von  dem  Anfangszustande,  von  welchem 
ans  das  innere  Arbeitsvermögen  gerechnet  wird.  Rechnet  man  es  vom  Zu- 
?UDde  tropfbarer  Flüssigkeit  von  <  =  0,  so  dass  unter  TT  der  Ueberschuss 
des  specif.  inneren  Arbeitsvermögens  im  Zustande  ^,  v  resp.  jp,  T  des  Dampfes 
&ber  dasselbe  in  jenem  Zustande  tropfbarer  Flüssigkeit  von  0^  verstanden 
«ird,  so  ist  für  gesättigten  Dampf 

AU=q  +  Q{%.21) 

und  man  findet  dann  nach  Gl.  (5) 

AC  =  q-\-{f  —  -^—^pv 
<larch  Einsetzung  der  filr  gesättigten  Dampf  bekannten  zvsanmiengehörigen 
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Werthe  von  j»,  «,  9,  q.  Insbesondere  für  Wasserdampf  ergiebt  sieb  durch 

Einsetzung  der  Tabellenwertbe  aus  §.29  für  gesättigten  Dampf  von  atmo- 

4 
sphärischer  Pressung  mit  n  =  -   und  1 :  ^  =  424 

3 

3 .  10333  . 1,6505 

AC=  100,5  +  496,3 '- =476,13 

424 

und  somit  nach  01.(5)  und  (6)  mit  (^^  =  0,48 

^?r=  476,13 +  3^i>t;  =  476,13 +  0,36(r—P)    ...     .7. 

Darin  kann  /*=  37,774  yj»  der  Tabelle  im  vorigen  §.  entnommeu 
werden. 


§.  41.    Zastandsändemng  naeb  dem  Gesetze:  ^17"*=  Const 

Analog  der  Voraussetzung  in  §.  20  in  Betreff  des  Verbahens  dvr 

Gase  erfolge  die  umkehrbare  Zustandsänderung  eines  Dampfes  nach  dem 

Gesetze 

^p«  =C 1  , 

unter  C  und  m  Constantc  verstanden,  so  dass  auch  wie  dort 

dp               p 
f  =  —  m- 1* 

dv  V 

ist.    Sind  dann  r^,  p^^  T^  die  Werthe  von  r,  p^  Tim  Anfangsznstando,  ^' 
folgt  aus  den  Gleichungen 

pv"»"  =  j^ifi'"  und  pv  =  R(T—P)  mit  Pz=^^p  iT 
analog  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  §.  20 

und  die  Expausiousarbcit  .£*,  welche  von  1  Kgr.  Dampf  beim  Ueberga*:^ 
aus  dem  Zustande  (r^,  p^)  in  den  Zustand  (r,^)  verrichtet  wird» 

E=  ''**'*  a— <^-»)  mit  <•=  *"* I , 

»1-1  V 

Die  Wärme  Q^  welche  dabei  dem  Dampf  mitgetheilt  werden  mQ<^>.  1^ 
nach  der  allgemeinen  Wärmegleichung  f&r  umkehrbare  Znstanda&ademn«*  u 

Nach  §.  40,  Gl. ' 6)    mit   Rücksicht    auf  die    Zustandsgleichnnir  «l^r 
Dämpfe  and  auf  obige  GUachungen  (3)  und  (4)  ist  abiT 


$ 
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« — 1 

üso 

in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (7)  in  §.  20.  Die  specifische  Wärme  für 
eine  solche  Zustandsänderung  ist  während  derselben  im  Allgemeinen  ver- 
indeiüch;  sie  ist  n&mlich 

dQ       n — m     dE      n — m        dv 
^^dT^n^-1      dT^nZIi     ^~fT 

üder  weil  nach  der  Zustandsgleichung 

dT=-~-\-dTxixAdP  =  ^-f    ndp=--        p     ndp, 
R  n  Ji     n 

m 

dT       l-f     ,    /     ,    „«—1     .-^--\^ 

oder  mit  Rflcksicht  auf  GL  (2) 

dT       p  /.  n — 1    mS 


mT       p  ( ^  n — 1    müS  \       p  r         w  /      .   (n — 1 

dv       S\  n  .K  J       E  »\  ^ 

ffpn  

oder  endlich  nach  §.  39,  Gl.  (11) 

dT 


(n— 1)5 

Vpn 


dv       Ji\         nCf  J 


•  •  • 


(6). 


19 1 

ist  wegen  AB  =     —  e^  nach  §.  39,  Gl.  (10) 

n — m      AR  n — m     Cp  m — n 

'^       » ~  1  ^        I»  tfp        ^        m  €p  n  Cp  ^ 

1 1 ~  m~^ — n 

n  Cf  n  Cg  Cf 

In  der  Grenze  für  unendlich  grosse  Ueborhitznng  oder  für  den  Gas- 
znstand ist 

lim.  -^  =  »,  also  lim.  (i==         ^  <?.  (§.  20,  Gl.  5). 
e^  m — 1 

Ton  besonderen  F&Uen  sind  folgende  bemerkenswerth: 
1],    Znstandsändernng  bei  constantem  Volumen,  entsprechend 
a  ^^  oc.    Pressung  und  Temperatur  stehen  dabei  in  der  Beziehung 

^-^-=P..... ^7). 

Qr^mh^t,  th«Ofrci.  ICaschineBlehre.    I.  14 


k 
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Wegen  JS  ==  0  ergiebt  sich   Q  nach  G].  (5)  in  unbestimmter  Fonn; 
nach  §.  40,  Gl.  (5)  ist  aber 

Q^A{U-U,)=    ^.(P-P,)v ^, 

n — 1 

4 

Insbesondere  mit  »  =^  ..  ist  diese  Wärmemenge,  welche  einem  Ylvlt. 

o 

Wasserdampf  mitgetheilt  werden  muss,  um  bei  constantem  Volumen  r 
die  Pressung  von  p^^  auf  p  zu  steigern, 

Q^'ÄA^p~p{)v    \^ . 

2)  Der  Zustaudsäuderuug  bei  constanter  Prc^'ssung  eut?iiricl»t 

m  =  0  und  die  Beziehung 

T-P  ^v ,1„ 

T^~P       r, 

zwischen  Volumen  und  Temperatur.    Die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  uii'! 
die  mitzutheilendc  Wärme  sind  > 

E-^  p(v  —  v,)i  Q—  -  AE=~   -Apiv—v.^    •  .  •    H 

n  —  1  n  —  1 

4 
Insbesondere  ist  mit  n  :=^   -   die   Wärmemenge,  welche   einem  Kirr. 

3 

Wasserdampf  mit^fetheilt  werden  muss,  um  bei  constanter  Pressung?  ^U- 

Volumen  von  i\  bis  v  zu  vergrössorn, 

Q^-AAp{v—v^) l:* 

3)  Bei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen  ist  nach  GL..'» 
in  vorigem  §.  auch  pv  constant,  also  m=r\.    Die  Beziehungen  «'3)  wenlfc, 
somit : 

P        ^1      T—P 

Für  die  Expansionsarbeit  liefert  Gl.  (4)  einen  unbestimmten  Ausdruck  ^ 
indessen  ergiebt  sich  direct: 


V 


/(de  V 

pdv  ^/?,r,  I    ^=-  Pi^\^n  ^  \  Q 

«1  J  * 


—    j\A  ,  »  ^  .  .    li 


«1 
4)  Für  die   Zustandsänderung   ohne  Mittheilung  od«*r  Fut- 
Ziehung  von  Wärme  ist  w--n;  nach  §.  39,  Gl. (1)  ist   T  proi>orti":- 

M-l 

p  H    ,  somit  proportional  /\  und  es  gehen  also  die  Beziehungen  (3   oUt  iu 

w— I 


P 


;-=(-:)■-:-( r=(^)  ••' 


1 
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der  Form  nach  fibereinstunmeiid  .mit  den  betreffenden  Gleichungen  für 

4 
{kse.    Die  Expansionsarbeit  pro   1  Kgr.,  insbesondere  mit  n  =  -      für 

3 

Wasserdampf,  ist 

£=  l\^  (^i_e^~i)  =  Sp^v^  fl—ye  \ (16^. 

Obige  Formeln  gelten  natürlich  nur  so  lange,  als  der  Zustand  der 
Sättigung  nicht  überschritten  wird.  In  dieser  Hinsicht  ist  es  namentlich 
for  den  letzten  Fall  unter  4)  von  Interesse,  diejenige  Ueberhitzung 
—  X  Grad  C.  zu  kennen,  bei  welcher  Dampf  von  gegebener  Pres- 
^aag=p^  Atm.y  wenn  er  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von 

Wärme  im  Verhältniss  e  =  -     expandirt,  gerade  gesättigt  wird. 

[^zeichnet  dann  7^  die  absolute  Temperatur  gesättigten  Dampfes  von  der 
Pressung  p^^  also  x-\~  T^^  die  absolute  Anfangstemperatur  des  überhitzten 
r^ampfes,  so  ist  nach  GL  (15) 

an<i  wenn  darin  T  und  T^  nach  §.39,  Gl.  (17)  mit  den  kürzeren  Bezeich- 
aaagen 


AB^edrückt  werden, 


m — 1  ,  n — 1 

=  a  und    —  — 

m  n 


ap"  +  ßp^ 


Daraus  folgt 


'1. 

Qod  somit  nach  Gl.  (15)  durch  Elimination  von  p  die  folgende  Beziehung 
''Witschen  j^,,  e  and  x: 

b 
a-b 


'-=(,:)=(.:•  +')' 


'•fl«'r  wegen  —    —^==rn 

0 


x=afy''  [<j^^«-*^  —  1]  =ap^ 


a 


l  >^  n(6-a) 


(17). 


14 
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Insbesondere  für  Wasserdampf  ^rgiebt  sich  mit 

n  =  ~',  a  =  335,24 ;  a  =  0,0607 ;  h  =  0,25  (cf.  §.  39) 
3 


X  =  335,24^1  ^^^^ 


18, 


i     V  0,2624  n 

t)     -•] 

Folgende  Tabelle  enthält  die  hiemach  far  verschiedene  Werthe  >od 
Pi  und  e  berechneten  Werthe  von  x. 


1 

/>,       1 
264,2 

Pi-2 
•    275,6 

1 

282,4 

i>t-4 

287,4 

Pi  =  6 

■              1 

299,7 

Pi  =  1^' 

0,1    •' 

294,6 

3ü3,S 

0,15  ,. 

205,9 

214,7 

220,1 

224,0 

229,6 

233,6 

236,S 

0,2 

168,0 

175,2 

179,6 

182,7 

187,3 

190,6 

IftU 

0,25 

140,4 

146,5 

150,1 

152,8 

156,6 

159,3 

iGi,r> 

0,3     ;; 

119,0 

124,2 

127,3 

129,5 

132,7 

i     135,1 

m,^ 

0,4  ,: 

87,2 

91,0 

93,2 

94,9 

97,2 

99,0     ' 

lüiU 

0,5 

64,1 

66,9 

68,5 

69,7 

71,5 

1          ^ 

72,7 

73,7 

0,6 

46,1 

48,1 

49,3 

50,2 

'      51,4 

1      523 

53,0 

0,8    i 

19,4 

1      20,2 

20,7 

21,1 

21,6 

22,0 
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§.  42.    Zustandsinderangr  bei  eonstanter  Tenip«rmt«r. 

Im  Gegensätze  zu  dem  Verhalten  der  Gase  ist  diese  Zastands&ndemii^ 
nicht  mit  derjenigen  bei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen,  die  isothor 
mische  nicht  mit  der  isodynamischen  Curve  identisch.  Die  Gleichung  (i<l 
ersteren 

n-l 

V=:   E =Ji -^ ^ 

P  P 

mit  T=  Consta  welche  überhaupt  nicht  der  in  vorigem  §.  betrachteton  »11 
gemeineren  Form  pv^=  C  entspricht,  lässt  leicht  erkennen,  dass  r  mit  i*l 
nehmendem  p  schneller  zunimmt,  oder  p  mit  zunehmendem  r  lan^rsoim! 
abnimmt,  als  es  bei  der  Zustandsändemng  nach  der  isodynamiscben  i'oni 
pv=  C  von  demselben  Punkte  aus  der  Fall  sein  würde. 
Aus  Gl.(l)  folgt 


rfp= 


=  R(—  2>>-»  + 


')« 


und  es  ist  also  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  Dampf 
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'=f^^sjf—3^-i^lp     h\ 


dp 


*»— 1  n—l 

\  Pi        n        n—l        /  \        p  n—l  J 

n 
Nach  |.  40,  Gl.  (6)  ist 

umI  deshalb  die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  Dampf  mitgetheilt  werden 
mass,  wenn  derselbe  bei  constanter  Temperatur  von  der  Pressung  p^  zur 
Pressung  p  übergeben  soll, 

Q=A{U—U^  +E)  ^ARTIn^^     (3) 

ebenso  wie  für  Gase,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  nicht,  wie  dort, 

Mt  an  die  Stene  Ton  RT  und  ^  für  "^  gesetzt  werden  kann, 

^x  P 


M3.  Wimemeii^  xur  Erzeviriuig  flberlützten  Dampfes  aus  der  betref- 
fenden Flllsslgkeit  bei  eonstanter  Pressung. 

Die  Herstellung  überhitzten  Wasserdampfes  zum  Betriebe  von  Dampf- 
maschinen geschieht  entweder  so,  dass  die  ganze  Dampfmenge  auf  dem 
^'<^e  ?om  Kessel  zur  Maschine  durch  einen  Ueberhitzungsapparat  geleitet 
*inL  oder  so,  dass  nur  ein  Theil  des  Dampfes  entsprechend  höher  überhitzt 
«od  mit  dem  anderen  Theil,  welcher,  direct  vom  Kessel  herkommend,  ge- 
"^ttigt  nnd  im  Allgemeinen  zugleich  feucht  ist,  vor  dem  Eintritt  in  die 
Maschine  gemischt  wird.  In  beiden  Fällen  geschieht  die  üeberföhrung  aus 
''MBcr  in  überhitzten  Dampf  bei  constanter  Pressung  p,  abgesehen  von 
'«Ichen  Druckdifferenzen,  welche  durch  die  Bewegungswiderstände  auf  dem 
^'^  vom  Kessel  zur  Maschine  bedingt  sind.  Diese  Erzeugung  überhitzten 
l^^pfes  bei  constanter  Pressung,  übrigens  nach  der  einen  oder  anderen 
'^  beiden  so  eben  erwähnten  Verfahrungsweisen,  ist  deshalb  überhaupt, 
)^  bei  anderen  Dämpfen,  von  vorwiegendem  Interesse. 

Die  Wärmemenge  Q,  wekhe  dabei  zur  Bildung  von  1  Kgr.  überhitzten 
I^ttipfes  vom  Zostande  «,  p,  t  aus  der  betreffenden  Flüssigkeit  von  der 
Temperatur  t^  erfordert  wird,  ist  in  beiden  genannten  Fällen  gleich  gross» 
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weil  sie  ausser  von  dem  hervorzubringenden  Zuwachs  an  Körperwftrmo. 

nämlich 

A 

AU—  qi=  AC-] r iM7  —  jT^  nach  §. 40,  Gl. (5), 

nur  von  der  Expansionsarbeit  E  abhängt,  letztere  aber  wegen  der  in  beiden 

Fällen  Constanten  Pressung  auch  in  beiden  Fällen  gleich  ist,  und  zwar  bt-i 

Vernachlässigung  des  specif.  Volumens  w  der  Flüssigkeit  gegen  daqenigt 

V  des  Dampfes 

£=p(v  —  w)  =jfv. 
Somit  ist 

Q  =  AiU+E)  —  q,=A(c+^^pv\  —  q^ 1 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung  und  die  Beziehung 


n— 1 
AR  ~ Cp  nach  §.  39,  Gl.  (10) 


Q^A 


C-\-  -—R{T—P) 
n — 1 


—  q^=.AC+Cp{T-P)-q^  .  .  :1 


Insbesondere  ist  die  Wärmemenge,  welche  zur  Erzeugung  Ton  1  Kcr. 

überhitzten  Wasserdampfes  vom  Zustande  p,  r  resp.  />,  t  aus  Wa<<er 

von  0^  bei  constanter  Pressung  p  dircct  oder  durch  Mischung  erfordm 

wird,  mit 

«^-.=  0,48  und  .^C  =  476,13  (§.40) 

(3  =  476,13 +  4^j[>r  =  476,13 -f  0,48  er— P; :^ . 

Diese  Formeln  gelten  insbesondere  auch  in  der  Grenze  für  ge^ttitrt'  n 
Dampf  und  liefern  dann  die  sogenannte  Gesammtwärme  desselben,  wolfi.« 
von  Regnault  als  Function  ihrer  Temperatur  t  bestimmt  wurde    §.  21 
z.  B.  für  gesättigten  Wasserdampf: 

Q  ^  606,5  -i-  (),305<  (§.  27,  Gl.  4). 

Die  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung  der  zwar  wenigi^r  einfachiu. 
dagegen  allgemein  gültigen  Gl.  (3)  für  Wasserdampf  mit  dieser  ReguAuit- 
scheu  Formel  für  gesättigten  Wasserdampf  lässt  die  folgende  Zusamun  n- 
Stellung  erkennen. 

VWvp^^      0,5  1  2 

ist  T~    354,71    373,00     303,60 
P^    31,76      37,77       44,92 
also  Q-^  631,15    637,04     643,50 
Nach  5.27,  Gl.  (4;  ist 

Qz=  631,42     637,00     6  43,28 
Differenz  ~  —  0,27  +  0,04    +  0,22    +  0,23 


4 

8  Atm. 

417,00 

443,81       nach  $.21»« 

53,42 

63,53       nach}.  3  !^ 

650,65 

658,66    nach  GL' a 

650,42 

658,60 

+  0,23 

+  0,06 
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Duch  Yerbindang  von  Gl.  (2)  resp.(3)  mit  61.(17)  resp.(18)  in  §.39, 
TDoadi,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrückt  wird, 

md  jiubesondere  für  gesättigten  Wasserdampf 

r—P  =335,2  V'««>«8 

^t  lässt  sich  die  Gesammtwärme  gesättigter  Dämpfe  auch  näherungsweise 
jIs  unmittelbare  Function  ihrer  Pressung  =p  Atm.  ausdrücken,  z.  B.  für 
WasBerdampf 

0  =  476,13  +  160,92f?<>'W^    (4). 

])3s  Terhältniss  der  zur  £rzeugung  von  1  Kgr.  Dampf  auf- 
"»ireiidenden  Wärme  Q  zum  Wärmewerth  der  dabei  gewonnenen 
1  ^xpwaionsarbeit  S=p  (v  —  u?)  oder  sehr  nahe  JS^=pv  ist  nach  Gl.  (1) 
.  ^^1=0,  also  ^1=0 

Q  C  n  C  n  ,.v 

AE       pv^  n—1       Jt(T—P)^n  —  l 

I^^fin  istf^  Wasserdampf  zu  setzen,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrückt 

^iri 

,^476,13.424^  (7__19,537    _ 

10333  *''.«'*"  1   jj       0,004924  ' 

»Uli    %=4. 
»—1 

Das  obige  Verhältuiss  -— -  kann  als  Maassstab  für  die  Oekonomie 

^^'^  f'erwendung  mehr  oder  weniger  überhitzten  Dampfes  zur 

•^rbeitsTerrichtong  zunächst  in  Dampfmaschinen  ohne  Expansion  dienen; 

^  i?t  om  80  kleiner,  die  mit  einem  gewissen  Wärmeaufwande  gewonnene 

Arbeit  foJgüch  am  so  grösser,  je  grösser  v  oder  T  bei  gegebener  Pressung 

A  ]f  bedeutender  also  die  Ueberhitzung  des  Dampfes  ist.   Im  Vergleich  mit 

m  fa//e,  dass  der  Dsunpf  im  Anfangszustande  nicht  nur  gesättigt,  sondern 

lUttU'ich  feucht  ist,  stellt  sich  der  Vortheil  des  überhitzten  Dampfes  noch 

^i^wr  heraus.    Dagegen  tritt  er  wieder  etwas  zurück  bei  Expansions- 

Qoschinen  um  so  mehr,  je  stärker  expandirt  wird,  in  Folge  des  Umstandes, 

m  dabei  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  die  Pressung 

ii^rhiizten  Dampfes  rascher  abnimmt,  als  diejenige  des  Anfangs  gesättigten 

^^r  gar  feuchten  Dampfes,  somit  auch  die  Expansionsarbeit  unter  übrigens 

Ähen  Umständen  kleiner  ist;  in  der  Gleichung  pv''*=Const.  der  adia- 

•^tBcfaen  Curve  ist  z.  B.  für  überhitzten  und  überhitzt  bleibenden  Wasser- 

'^^tm=  1^33$  zu  setzen,  dagegen  für  Anfangs  gesättigten  und  trockenen 
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Wasserdampf  im  Mittel  »1  =  1,135  (§.35)  and  noch  kleiner,  wenn  er  vor 
der  Expansion  schon  feucht  ist.  Die  Ersparung  an  Brennmaterial  kann 
sich  übrigens  grösser  herausstellen,  als  der  Verkleinerung  des  Yerliältniase» 

Q 
— —  entspricht,  wenn  zur  Ueberhitzung  die  Wärme  der  abziehenden  Heiz- 

gase,  überhaupt  solche  Wärme  benutzt  wird,  welche  sonst  verloren  gehen 
j¥ürde. 


§.  44.   Misehung  zweier  Bunpfmengen  von  gleleher  Art  ui4  versehledenf  ■ 

Zustande. 

Entsprechend  dem  in  vorigem  §.  erwähnten  Mischnngsverfakren  zur 
Erzeugung  überhitzten  Wasserdampfes  ist  hier  namentlich  der  Fall  ^on 
Interesse,  dass  beide  Dampfmengen,  von  denen  die  eine  gesättigt  und  im 
Allgemeinen  zugleich  feucht,  die  andere  überhitzt  ist,  dieselbe  Pressonz 
haben  und  bei  dieser  constant  bleibenden  Pressung  gemischt  werden« 

1)  Die  Mischung  werde  bei  constanter  Pressung  p  gebildet  aa< 
»ij  Kgr.  gesättigten  Dampfes  von  der  Pressung  p  (Temperatur  enteprechcD<i 
=  t^\  welcher  in  1  Kgr.  aus  y^  Kgr.  Dampf  und  (1  —  yj)  Kgr.  Flüssigkeit 
besteht,  und  ni^  Kgr.  überhitzten  Dampfes  von  derselben  Art,  dessen  Pri-^- 
sung  auch  =i>,  dessen  Temperatur  aber  =  t^'^t^  ist.  Zu  bestinunen  «n»i: 
die  Temperatur  =  t  der  Mischung  und  die  resultirende  Yolamenändemne. 

Sind  Q^,  Q^  und  Q  die  Wärmemengen,  welche  zur  Erzeugung  von  y 
1  Kgr.  der  beiden  Gemengtheile  =  tn^^  und  w,  Kgr.  und  des  re«ultin»ndon 
Dampfes  aus  Flüssigkeit  von  einer  gewissen,  in  allen  Fällen  gleichen 
Anfangstemperatur  bei  constanter  Pressung  p  erforderlich  sind,  so  hat  man 

(mj  +  mjj)  0  =  Wi  Ol  +  m,  Oj 1' 

vorausgesetzt,  dass  bei  der  Mischung  Wärme  weder  mitgetheilt  noch  ent- 
zogen wird.  Dabei  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  in  vorigem  §.,  und  wenn 
r^  die  Verdampfungswärme  für  die  Pressung  p  oder  entsprechende  Tem- 
peratur t^  (§.  27)  bedeutet, 

Qj=^C+e/7;-P)-(l-y0r, 

Q,  =  AC  +  c,{T^  —  Fy,  Q  =  AC+c,iT—P), 

vorausgesetzt,  dass  der  resultirende  Dampf  keine  Flüssigkeit  mehr 

enthält,  also  ^  ^  ^i  gefunden  wird.  Durch  Einsetzung  dieser  AnadrOck«* 

in  obige  Gleichung  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  t: 


O/ii  +  1«,)  T-=  w, 


>i-(i-yx)^-]  +  «4?; -* 
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worin  statt  T,  T^  nnd  T^  auch  ^,  ^  and  ^  gesetzt  werden  können.  Um- 
gekehrt ergeben  sich  daraus  die  Gewichtsmengen  der  Bestandtheile,  welche 
erforderlich  sind,  am  durch  Mischung  m  Egr.  trockenen  Dampfes  von  der 
Temperator  t  zu  bilden, 

m^T^  —  T) 


7i-7i+(i-yi)^ 


iWj  =  ifi  —  JW| (3). 


^p 


Fflr  y^  =  1,  in  welchem  Falle  auch  ^  grösser  sein  kann,  als  die 
^ttigongstemperatur  des  Dampfes  von  der  Pressung  p,  ergiebt  sich  als 
^hangstemperatur  von  zwei  trockenen  Dampfmengen,  welche  beide  über- 
Mtzt  sein  können, 

—  I  ' 

»ie  auch  ohne  Weiteres  aus  der  Voraussetzung  Cp  =  Comt.  folgt. 

Durch  Pressung  und  Temperatur  ist  der  Zustand  des  resultireuden 
I^ampfes  bestimmt,  ijisbesondcre  auch  sein  specif.  Volumen 

E(T—P) 

u  = —. 

P 
Sein  Gesammtvolumen  ist  dann  V={mj^  -{-m^)v.    Sind  femer 

R{T^-P)       ,            R{T^  -  P) 
v^  = ^* und  v^  = = 

P  P 

<lie  spedfl  Volnmina  des  im  ersten  Gemengtheil  enthaltenen  trockenen 
I^ampfes  und  des  zweiten  Gemengtheils,  so  können  ihre  absoluten  Volumina 

V^  ^=tn^y^v^  und   Pj  =tnj,v^ 

?^8et2t  werden,  wenn  bei  Fi  von  dem  verhältnissmässig  kleinen  Volumen 
'ier  Torhandenen  Flassigkeit  (ebenso  wie  in  den  Gleichungen  des  vorigen 
|.  abstrahirt  wird.  Hiernach  kann  mit  Rücksicht  auf  GL  (2)  die  mit  der 
Wschnng  verbundene  Aenderung  des  Gesammtvolumens 

V —  Fj  —  F^  =(»»j  -f-  fn^)v  —  m^y^^v^  —  m^v^ (4) 

^rechnet  werden.  Uebrigens  ergiebt  sich  directer,  wenn  in  Gl.  (1)  nach 
i43,GL(l) 

?ewtrt  wird. 


(0 
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[41.  «^mI       •■ 
t?i— (1  — yi)-^-^   +'«««'« 

und  somit  nach  01.(4) 

r_r,-r,  =  .,.,(i-y,)(i-'^-^^).... 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vernachlässigung  des  Volumens  der  Flüssigkeit 
im  ersten  Gemeugtheil  ist  (§.  27)  Apü^  die  äussere  Verdampfungswärme, 
also,  wenn  p,  die  innere  Verdampfüngswärme  bedeutet, 

^1  =  Pi  +  ^Ph 
und  somit  auch 

V-  V,  -  V,  =„,.,(l-y,)(l  -  'L-J  _^_) m;  . 

Diese  Volumänderung  ist  negativ,  einer  Verdichtung  entsprechend, 
sofern 

pi  >  -    — ,  bei  Wasserdampf  pj  ^  ^Apv^ 
n — 1 

ist,  wie  es  der  Tabelle  in  §.  29  zufolge  zutrifft  Für  y^  =  1,  d.  h.  wrnn 
zwei  Mengen  trockenen,  gesättigten  oder  überhitzten  Dampfes  von  gleichrii 
Pressungen  bei  constant  bleibender  Pressung  gemischt  werden,  findet  ein»- 
Aenderung  des  Volumens  nicht  statt. 

2)  Die  Mischung  erfolge  ohne  Volumenänderung,  wie  bei  <i»T 
früher  in  §.  36  betrachteten  Aufgabe.  Ein  Gefäss  enthalte  nämlich  m^  KkT 
eines  Gemisches  von  je  y^  Kgr.  Dampf  und  (1  —  yj)  Kgr.  gleichartijz<'r 
Flüssigkeit  von  der  Pressung  p^  (entsprechendes  specif.  Volumen  des  z*^ 
sättigton  Dampfes  für  sich  =  »i,  also  des  Gemisches  mit  genügender  An- 
näherung =yiri);  ein  zweites  Gefäss  enthalte  m^  Kgr.  überhitzten  Dampf' ^ 
derselben  Art  von  der  Pressung  p^  und  dem  specif.  Volumen  r^.  NVelch»^ 
ist  der  Zustand  (p,  v)  der  Mischung,  welche  dadurch  entsteht,  dass  b*'id* 
Gefiissc»  in  Commuuication  gesetzt  werden,  falls  dabei  Wärme  von  au«<- 1» 
weder  mitgetheilt  noch  entzogen  wird  und  der  resultirende  DanijM 
keine  Flüssigkeit  mehr  enthält? 

Das  specif.  Volumen  v  ergiebt  sich  ohne  Weiteres: 

V  =^  ■       '     ,    —        

Wt|   -j--  Wj 

Da  ferner  im  Ganzen  weder  Expansionsarbeit  verrichtet  noch  War« ' 
mit  der  Umgebung  ausgetauscht  wird,  das  innere  Arbeitsvermögen  also  v.. 
Ganzen  keine  Aenderung  erfährt,  hat  man  die  Gleichung 
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(V*l  "f"*^»)  ^=  ^1  ^1  +  »*2  ^2 

oder,  wenn  darin  mit  Rücksicht  auf  §.  40,  Gl.  (5) 


n—V  '    »  —  1 

gesetzt  wird, 

(«i  4-  m^)pv  =  m^  [p^Vi  —  (1  —  yO  («  —  1) TFq^]  +  m^p^v^, 

woraus  in  Yerbindang  mit  Gl.  (7)  sich  ergiebt: 


%  [Pi^i  —  (1  —  yi)  (w  -^  1)  ^Pi]  +  »^iPi^i 


•  •    t   •    •    •   \0  J» 


Die  Yergleichung  obigen  Werthes  von  v  mit  dem  bekannten  specif. 
Yolomen  gesättigten  Dampfes  von  der  Pressung  f ,  welches  nicht  grösser 
als  jenes  v  sein  darf,  lässt  die  Richtigkeit  der  Voraussetzung  erkennen, 
dass  der  resultirendo  Dampf  nicht  feucht  ist.  Die  absolute  Temperatur 
desselben  iat  dann 

T  =  %  +  P. 

Ist  y^  =  1,  in  welchem  Falle  auch  der  Dampf  im  ersten  Geßlsse  über- 
hitzt sein  kann,  so  ergiebt  sich 

^  = \ ;  P'^  — r ^^>'- 

Wenn  sich  im  Falle  unter  1)  die  Temperatur  T  der  Mischung  nach 
^'1.(2)  kleiner  ergäbe,  als  die  Sättigungstemperatur  für  die  gegebene  Pres- 
J'nn«  j»,  oder  wenn  im  Falle  unter  2)  das  specif.  Volumen  v  nach  Gl.  (7) 
Ueiuer  gefanden  würde,  als  dasjenige  gesättigton  Dampfes  für  die  nach 
<il.  \f<)  berechnete  Pressung  /?,  als  Zeichen  dafür,  dass  die  resultirende 
Mischung  feucht  wäre,  etwa  nur  y  Kgr.  Dampf  in  1  Kgr.  enthielte,  so 
müssten  andere  Formeln  zur  Bestimmung  ihres  Zustandes,  übrigens  durch 
eine  der  obigen  ganz  analoge  Entwickelung  aufgestellt  werden. 

Im  Falle  1)  wäre  zu  setzen: 

vfid  r=(jwj  -{-  m^)yv^.  Mit  p  wäre  nämlich  auch  ^  =  ^i  und  v^  gegeben, 
ZV  Bestimjnung  des  Zustandes  der  Mischung  also  nur  y  zu  berechnen. 
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Im  Falle  2)  wäre  zu  setzen: 

unter  v  jetzt  das  specif.  Volumen  nicht  der  rcsultirenden  Mischung,  aondem 
des  darin  enthaltenen  Dampfes  verstanden;  der  Zustand  der  Mischung  wän* 
bestimmt  durch  y  mit  einer  der  Grössen  p^  t^  v. 


E.  Molekulartheorie  der  Wärme. 

Den  bisherigen  Untersuchungen  lag  die  Vorstellung  einer  continuir- 
liehen  RaumerfÜUung  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Wenn  auch  bereits 
im  Anschlüsse  an  die  Besprechung  des  Fundamentalprincips  der  Aeqnivaleuz 
und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  von  Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiRer 
Kraft  (§.  11)  darauf  hingewiesen  wurde,  dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dem 
Molekularzustande  der  atomistisch,  also  discontinuirlich  constituirten  Ma> 
terie  zu  suchen  sei,  so  war  doch  im  Vorhergehenden  keine  Veranlassung, 
diese  Vorstellung  weiter  zu  verfolgen,  weil  die  bisher  entwickelten  Sätz^ 
aus  orfahrungsmässigen  Thatsachen  abgeleitet  wurden,  um  sie  als  anab- 
hängig von  jener,  in  vieler  Hinsicht  noch  mangelhaften  und  im  Einzelnen 
von  verschiedenen  Autoreu  sehr  verschieden  ausgeführten  Atomistik  hinzu- 
stellen. Die  zeitige  Ausbildung  der  letzteren  eingehend  darzustellen,  lie^t 
auch  dem  Zweck  dieses  Buches  fern.  Im  Folgenden  soll  nur  anhangswci^ 
insoweit  darauf  eingegangen  werden,  als  es  zum  Verständniss  gewisser  dar* 
auf  beruhender  weiterer  Sätze  der  Wärmetheorie  nöthig  ist,  welche,  wenn 
sie  auch  noch  nicht  als  so  wohlbegrQndet  wie  die  froheren  S&lze  za  h«^ 
trachten  siud,  doch  schon  jetzt  durch  ihre  Folgerungen  sich  in  mehrfacher 
Hinsicht  bewährt  haben  und  einen  wesentlichen  Fortachritt  fttr  die  weitem 
Kntwickelung  der  Tbeorie  und  ihrer  Anwendungen  in  Aussicht  zu  st^'lJt  ** 

■ 

scheinen. 

§.  45.    Molekmlan«8t«iii  eiiiM  K9rp«n. 

Schon  abgesehen  von  der  mechanischen  Erklärung  der  Wänneerscb«  i- 
nungen  und  selbst  abgesehen  von  den  die  atomistische  Theorie  so  wesent- 
lich unterstützenden  Gesetzen  der  Chemie  hatten  die  allgemeinen  ph\M- 
kalischen  Eigenschaften  der  Körper,  die  Veränderlichkeit  ihres  Tolnnifii-^ 
und  ihrer  Gestalt,  ihre  Porosität,  ihre  gegenseitige  Dnrchdringlmrkeit  oder 
Mischbarkeit  und  event  ihre  Mischbarkeit  in  sich,  d.  h.  die  Miscbhftrkei» 
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ihrer  eigenen  kleinsten  Theilchen  unter  einander,  desgl.  die  mit  diesen  Eigen- 
schaften zusammenhängenden  Eigenthümlichkeiten  der  verschiedenen  Aggre- 
gttformen  zu  der  Ansicht  geführt,  dass  die  Materie  den  von  einem  Körper 
scheinbar  eingenommenen  und  von  einer  scheinbar  zusammenhängenden 
Fläche  begrenzten  Raum  nicht  continuirlich  erfülle,  dass  vielmehr  jeder 
Körper  als  ein  Aggregat  von  unmessbar  kleinen  materiellen  Theilchen,  so- 
genannten Molekfllen,  zu  betrachten  sei,  welche  sich  im  Allgemeinen 
nicht  berflhren,  eine  (bei  festen  Körpern  beschränkt,  bei  flüssigen  und  luft- 
förmigen  unbeschränkt)  veränderliche,  relative  Lage  haben  und  bei  unmess- 
bar kleinen  Entfernungen  ihrer  Massenmittelpunkte  eine  solche  Wirkung 
avf  einander  ausüben,  welche  durch  die  dem  Newton'schen  Gravitations- 
i^esetze  folgende  allgemeine  gegenseitige  Massenanziehung  allein  nicht  er- 
lüärt  werden  kann  und  deshalb  besonderen  sogenannten  Molekül  ar k r äf  t  c  n 
zugeschrieben  wird.  Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  im  Gegentheil  am 
natürlichsten  anzunehmen,  dass  jene  lillgemeine  und  auf  beliebige  messbare 
Eatfemungen  nachweislich  wirkende  Gravitation  mit  unverändertem  Wir- 
kangsgesetze  auch  einen  Bestandtheil  dieser  nur  auf  unmessbar  kleine  Ent- 
feniangen  wirkenden  Molekularkräfte  ausmacht. 

Die  Molekularwirkung  zwischen  zwei  Molekülen,  diese  selbst  vorläufig 
als  unveränderlich  vorausgesetzt,  ist  abhängig  von  ihrer  Entfernung  und 
Oberhaupt  von  ihrer  relativen  Lage.  Wenn  also  durch  äussere  Kräfte  eine 
Deformation  des  Körpers  bewirkt  wird,  oder  wenn  relativ  gleitende  Bewe- 
(Tongen  im  Inneren  eines  (flüssigen  oder  luftförmigen)  Körpers  stattfinden, 
«omit  in  beiden  Fällen  eine  relative  Lagenänderung  der  Moleküle  ver- 
banden sein  musa,  so  werden  dadurch  auch  entsprechende  Aenderungen  der 
Molekularkräfte  bedingt,  und  diese  Aenderungen  sind  es,  welche  als  innere 
(lächenkrälte,  Spannungen  und  innere  Reibungen  (§.  3),  in  die  Betrach- 
tang eingeführt  werden  müssen,  wenn  die  Zustandsänderung  eines  Körpers 
dadurch  mathematisch  untersucht  werden  soll,  dass  er  (unter  Abstraction 
^on  seiner  vorausgesetzten  discontinuirlichen  Constitution  aus  unmessbar 
kleinen  Molekülen)  in  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt  gedacht  wird, 
welche^  continuirlich  an  einander  grenzen.*  Uebrigens  kann  umgekehrt  eine 
rc-iativc  Lagenänderung  der  Moleküle  auch  stattfinden,  ohne  dass  damit 


*  Der  Begriff  der  Messbarkeit  oder  Uomessbarkeit  ist  hier  stets  im  Sinne 
der  Messbarkeit  resp.  Uomessbarkeit  durch  Beobachtung,  d.  h.  durch  unmittel- 
bare oder  mittelbare  (kOnstlich  verschärfte)  sinnliche  Wahrnehmung  verstanden. 
Es  ist  denkbar,  dass  eine  in  diesem  Sinne  als  unmessbar  klein  bezeichnete 
<>rOsse  durch  YenroUkommnung  unserer  Hfllfsmittel  zur  Yerfeinemng  sinnlicher 
Wshisehmong   einst   messbar  wird.    Auch   ist  die   Möglichkeit  nicht   ausge- 
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messbarc  Deformationen  oder  relativ  gleitende  Bewegungen  von  Körper- 
theilen  verbunden  sind. 

Wenn  in  der  Folge  von  der  Entfernung  zweier  Molekttle  A  und  JL 
die  Rede  sein  wird,  so  soU  darunter  stets  die  Entfernung  S^  ihrer  Massen- 
mittelpunkte S  und  ^  verstanden  sein.  Wenn  bei  gegebener  Entfemuu;? 
SS'  =  r  die  Moleküle  um  die  Punkte  S  und  ff  gedreht  werden,  so  kann 
die  Molekularwirkung  zwischen  ihnen  sich  im  Allgemeinen  ändern;  ist  r, 
der  grösste  Werth  von  r,  bei  welchem  die  Moleküle,  wie  sie  auch  um  N 
und  ^  gedreht  werden  mögen,  überhaupt  noch  eine  Molekularwirkuiitf. 
d.  h.  eine  von  der  allgemeinen  Gravitation  nachweislich  abweichende  Wir- 
kung auf  einander  ausüben  (nachweislich  zwar  nicht  im  Einzelnen,  aber  für 
viele  Moleküle  zusammen),  so  soll  der  Raum,  welcher  von  einer  um  N  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Radius  r^  beschriebenen  Kugclfläche  eingeschh>ss<'u 
wird,  der  Wirkungsraum  dos  Moleküls  A  bezüglich  auf  das  Molekül  A' 
heissen. 

Denkt  man  sich  um  alle  Moleküle  eines  Körpers  die  Wirkangsrftaiur 
in  Beziehung  auf  die  übrigen  beschrieben,  so  können  diese  R&umo  <dch 
mehr  oder  weniger  vielfach  dauernd  oder  vorübergehend  gegenseitig  darcfa- 
dringen,  womit  besonders  die  Eigenthümlichkeiten  der  verschiedenen  Aj;- 
gregatformen  zusammenhängend  zu  denken  sind.  Bei  festen  und  flüs- 
sigen Körpern  ist  anzunehmen,  dass  in  dem  Wirkungsraume  irgend  eim^ 
Moleküls  A  gleichzeitig  die  Massenmittelpunkte  f(  mehrerer  anderer  Mo- 
leküle A!  liegen,  und  zwar  bei  festen  Körpern  beständig  derselben  anderen 
Moleküle  mit  Ausnahme  solcher,  für  welche  die  Entfernung  Stf  veriiftlt- 
nissmässig  wenig  vom  Halbmesser  des  Wirkungsraumes  um  A  verscbi<HleB 
ist,  so  dass  deren  Massenmittelpunkte  i^  vorübergehend  aus  dem  fraglich«*« 
Wirkungsraume  heraustreten  können,  wogegen  bei  Flüssigkeiten  die  Mole- 
küle A!  nach  und  nach  durch  immer  andere  Moleküle  ersetzt  werden  kön- 
nen, indem  jedes  Molekül,  zwischen  den  übrigen  hindurch  sich  beweirt*ii<L 
seinen  Ort  innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes  vi«*rb- 
seln  kann.  Bei  luftförmigen  Körpern  ist  anzunehmen,  dass  die  Mc»lt- 
küle  meistens  ausserhalb  des  Molekularwirkungs-Bereiches  von  anderen  sich 
befinden,  dass  ihre  Massenmittelpunkte  nur  vorübergehend  und  währe n<t 
verhältnissmässig  um  so  kürzerer  Zeiten,  je  mehr  der  Zustand  dem   \t»ll- 


schluhsoiif  eine  in  jonem  Sinne  unmessbare  Grösse  durch  theoretische  Betrach- 
tungen und  durch  Rechnung  mit  incssbareu  (irössen  vergleichbar,  alM>  riu«-r 
Messung  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  zugänglich  zu  machen,  indem  eine  un* 
messbare  und  Hclbst  eine  uumessbar  kleine  Grösse  nicht  als  unendlich  klnu 
sondern  als  endlich  zu  denken  ist. 
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GraszasUnde  nahe  kommt,  in  die  Wirkungsräume  anderer  Meie- 
re eindriDgen,  welche  nicht  nur,  wie  hei  Flüssigkeiten,  nach  und  nach 
ÜBiner  andere  sein  können,  sondern  auch  in  der  Regel  immer  andere  sein 
vtirdeL  b  allen  Fällen  sind  tthrigens  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  die 
^irkaiigsrftame  seiner  Molekttle  bezüglich  auf  diejenigen  des  angrenzenden 
lu)rpen  zu  unterscheiden  von  ihren  Wirkungsräumen  bezüglich  auf  die  an- 
<iemi  MolekQle  desselben  Körpers. 

Freilich  kann  hier  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wie  überhaupt  auf 

(rnud  der  vorausgesetzten  molekularen  Constitution  der  Materie  das  Yo- 

ioiaen  und  Bomit  die  Oberfläche  eines  Körpers  mathematisch  deünirt 

Verden  könne.    Indem  aber  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  den  so  eben 

»rklärten  Vorstellungen  gemäss  die  Wirkungsräume  ihrer  Moleküle  bezüg- 

^^  m{  einander  sich  stets  so  durchdringen,  dass  sie  einen  zusammenhän- 

m^ü  Qeaammtraum  bilden,  kann  dieser  als  das  Volumen  des  Körpers, 

*^iQe  Oberfläche  als  die  Körperoberfläche  definirt  werden.  Auf  einen  luft^ 

/ünnigea  Körper,  dessen  Molekular- Wirkungsräume  sich  isolirt  von  einander 

l^den  können,  würde  diese  Definition  des  Volumens  nicht  passen.  Wäre 

'/pßeibe  in  einem  von  festen  oder  flüssigen  Wänden  ringsum  begrenzten 

RMine  enthalten,  so  könnte  zwar  letzterer  als  sein  eigenes  Volumen  defl* 

oirt  werden;  allein  diese  Definition  wäre  durch  die  fragliche  Bedingung 

^bränkt,  und  würde  z.  B.  den  Begriff  des  Volumens  und  der  äusseren 

''b<rrtllche  der  Erdatmosphäre  nicht  in  sich  schliessen.    Nimiüt  man  aber 

'^''  ^ter  näher  auszuführende  Vorstellung  mit  zu  Hülfe,  gemäss  welcher 

Jif  Molekttle  des  luftförmigen  Körpers  in  beständiger  Bewegung  begriffen 

•ühl  der  Art,  dass  die  von  ihren  Wirkungsräumen  in  einer  gewissen  Zeit 

Whricbenen  Räume  (den  inneren  Zustand,  insoweit  er  messbar  ist,  unter- 

•itisen  als  constant  vorausgesetzt)  in  ähnlicher  Weise  einen  Zusammenbau* 

i^oden  Gesammtraum  bilden,  wie  es  von  den  Wirkungsräumen  der  Mole- 

Ule  an  sich  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  in  jedem  Augenblicke  anzu- 

ßf'iuneD  war,  so  kann  jener  Gesammtraum  allgemein  gültig  als  das  Volumen 

'i«i  hftförmigen  Körpers  definirt  werden. 

An  der  Berührongsstelle  eines  Körpers  mit  einem  anderen  können 
neierlei  Oberflächen  desselben  unterschieden  werden:  seine  absolute  oder 
'^iierfliche  an  sich,  entsprechend  den  Wirkungsräumen  seiner  Moleküle  be- 
glich anf  die  anderen  Moleküle  desselben  Körpers,  und  seine  relative 
^^riliche,  entsprechend  den  Wirkungsräumen  seiner  Moleküle  bezüglich 
4Qf  diejenigen  des  anderen  Körpers.  Berührung  im  physikalischen 
''iQiie  findet  statt,  sobald  die  Massenmittelpunkte  von  Molekülen  des  einen 
^'>rpers  die  absolute  oder  relative  Oberfläche  des  anderen  Körpers  durch- 
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dringen;  dabei  können  verschiedene  Erscheinungen  stattfinden,  jenAchdem 
die  absolute  Oberfläche  von  der  relativen  oder  umgekehrt  die  letztere  \ou 
der  ersteren  eingeschlossen  wird.  Wäre  endlich  ein  Körper  als  Gemtsch 
von  Molekülen  verschiedener  Art  zu  betrachten,  so  würden  verschiedeae 
absolute  und  bezüglich  auf  einen  anderen  verschiedene  relative  Oberflftcben 
desselben  zu  unterscheiden  sein.  Auf  die  thatsächliche  Messung  des  Yok- 
mens  und  der  Oberfläche  eines  Körpers  hat  diese  principielle  Unterschei- 
dung verschiedener  Oberflächen  keinen  Eiufluss,  sofern  die  Eotfemangen 
derselben  von  einander  unmessbar  klein  sind. 

Eine  speciellere  Vorstellung  von  der  Beschaffenheit  der  MolckOle  wird 
durch  die  Eigcnthümlichkeit  der  chemischen  Vorgänge  bedingt,  insbesoDdere 
durch  die  Verbindungsfähigkeit  verschiedenartiger  Stoffe  zu  neuen  von 
ganz  anderen  Eigenschaften,  und  umgekehrt  durch  die  Zerlegbarkeit  von 
Stoffen  in  Theile  von  anderen  und  unter  sich  verschiedenen  Eigenschaften, 
beides  stattfindend  nach  einfachen  rationalen  Verhältnissen  bestimmter  so- 
genannter Verbindungsgewichte,  welche  den  sich  verbindenden  oder  darch 
Zerlegung  erhaltenen  Stoffen  eigenthümlich  sind  und  auf  das  Verbindungs- 
gewicht  eines  gewissen  conventioneil  gewählten  chemisch  einfkchen  (unzer- 
legbaren) Stoffes,  gewöhnlich  des  Wasserstoffes,  als  Einheit  bezogen  werden. 
Hiemach  sieht  man  sich  zu  der  weiteren  Annahme  genöthigt,  dass  die  M^ 
leküle  selbst  wieder  ans  noch  kleineren,  ihrerseits  aber  nun  nicht  weiter 
theilbaren  und  deshalb  Atome  genannten  Theilchen  bestehen,  daas  sie 
Gruppen  von  Atomen  und  zwar  bei  chemisch  einfachen  Stoffen  von  gleicb- 
artigen,  bei  chemisch  zusammengesetzten  Stoffen  von  ungleichartigen  Ato- 
men sind,  indem  man  so  viele  verschiedene  Arten  der  letzteren  von  je  einer 
bestimmten,  der  betreffenden  Art  eigenthttmlichen  Masse  annimmt,  wie 
chemisch  einfache  Stoffe  giebt.  Da  die  Atome  Grössen  und  als  solche 
thematisch  theilbar  sind,  kann  die  ihnen  zugeschriebene  Untheilbarkeit 
selbstverständlich  nur  als  eine  thatsächliche  physische  Untheilbarkeit  darrh 
mechanische,  chemische,  überhaupt  durch  natürliche  Einwirkungen  verslau- 
den  werden.  Von  den  Atomen  eines  Moleküls  ist  anzunehmen,  dass  sie  nut 
gewissen  Kräften  auf  einander  wirken,  im  Allgemeinen  sich  nicht  berfthn-i« 
und,  so  lange  das  Molekül  seinen  physikalischen  und  chemischen  Charaktc-r 
behält,  eine  beschränkt  veränderliche  relative  Lage  in  demselben  haben 

Manche  Erscheinungen,  insbesondere  die  verschiedenen  Formen«  && 
denen  gewisse  Stoffe  (dimorphe  Körper)  unter  verschiedenen  UmsUmlft. 
kr>  stallisiren  können,  oder  sonstige  Verschiedenheiten  des  Verhaltens  { ABc»- 
tropie  und  Isomerie)  gewisser  chemischer  Elemente  (z.  B.  gewöhnlicher 
Bauerstoff  und  Ozon)  und  zusammengesetzter  Stoffe  bei  gleicher  ckemischt  .u 
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Zosunmeasetzang,  deuten  daranf  hin,  dass  die  Atome  (bei  unveränderlichem 
ZaUeiiTerhaltnisse  der  verschiedenartigen  Atome  im  Falle  eines  chemisch 
asamroengesetzten  Stoffes)  sich  in  verschiedener  absoluter  Zahl  und  auf 
T^rschiedene  Weise,  d.  h.  zwischen  verschiedenen  Grenzen  bezüglich  auf 
üire  beschränkt  veränderliche  relative  Loge,  zu  einem  Molekül  gruppiren 
küQDea.   Auch  mögen  die  verschiedenen  Aggregatformeu  eines  Körpers 
'inrcfa  diese  Umstände  zum  Theil  bedingt  sein;  insbesondere  ist  es  wahr* 
^cheinlich,  dass  die  Moleküle  fester  Körper  von  zusammengesetzterer  Art 
iloil  indem  die  einfachen  Moleküle  von  geringster  Atomzahl,  wie  solche 
H  fiössigen  und  luftförmigen  Körpern  von  gleichförmigem  Wärmezustande 
in  darchschnittlich  gleichförmiger  Yertheilung  vorkommen,  bei  ihnen  zu- 
Ddehst  engere  Gruppen,  mehrfache  Moleküle  bilden,  welche  dann  ihrer- 
seits den  Körper  constituiren  und  durch  die  Art  ihrer  Zusammensetzung 
tu»  den  einfachen  Molekülen  die  Eigenschaften  des  Körpers  bestimmen. 
Aiif  diese  Weise  wird  die  Vorstellung  einer  grösseren  Zertheilung  oder 
Aoflockening  der  Materie  beim  Schmelzen  eines  festen  Körpers  auch  ohne 
Vo/omvergrösserung  desselben  gewonnen,  sofern  die  durchschnittlichen  Ent^ 
f'-rnangen    nächstbenachbarter    solcher   mehrfachen   Moleküle    wesentlich 
:r'>«ser,  als  ihre  grössten  Dimensionen,  d.  h.  als  die  Entfernungen  von  ir- 
rend zwei  Atomen  desselben  mehrfachen  Moleküls  vorausgesetzt  werden. 
Weai  ausserdem  in  einem  mehrfachen  Molekül  die  durchschnittlichen  Ent- 
frmangen  nächstbenachbarter  einfacher  Moleküle  wesentlich  grösser  sind, 
*li  die  grössten  Dimensionen  der  letzteren,  so  ist  das  durchschnittliche 
^  ^-rhältniss  der  grössten  Dimensionen  zu  der  kleinsten  Entfernung  für  zwei 
Pi^rhrfache  Moleküle  eines  festen  Körpers  grösser,   als  für  zwei  einfache 
Moleküle  desselben  Körpers  als  Flüssigkeit  von  gleichem  Volumen;  dadurch 
iiann  ^  bewirkt  werden,  dass  die  Molekularwirkung  zwischen  den  Mole- 
küleü  eines  festen  Körpers  nicht  nur  von  anderer  Grösse,  sondern  auch  von 
inderer  Axt^  insbesondere  in  höherem  Grade  von  den  Lagen  der  Moleküle 
eilten  die  gerade  Verbindungslinie  ihrer  Massenmittelpunkte  abhängig  ist 
«i^  bei  flitesigen  Körpern,  dass  sie  also  in  höherem  Grade  ausser  ihrer 
."eTenseitigen  Anziehung  oder  Abstossung  auch  eine  gegenseitige  Richtkraft 
«uf  einander  ausüben.    Ebenso  wie  den  Atomen  in  den  einfachen  Mole- 
ttlen.  ist  auch  den  letzteren  in  den  mehrfachen  Molekülen  eine  beschränkt 
*•  Äuderliche  relative  Lage  zuzuschreiben;  die  Ueberschreitung  einer  ge- 
•.^•*<.*n  Grenze  in  dieser  Hinsicht  hat  entweder  eine  Structurveränderung 
^rinderte  Gruppirung  der  einfachen  zu  mehrfachen  Molekülen)  oder  eine 
"hmelzung  des  festen  Körpers  (Auflösung  der  mehrfachen  in  einfache 
•f  .leküle)  zur  Folge,  wogegen  die  Ueberschreitung  einer  gewissen  Grenze 

*>t»shoT,  tk«or«t.    UAcchinesIelu-e.    I.  15 
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hinsichtlich  der  relativen  Lage  der  Atome  in  den  einfachen  Molekttleo  ein« 
chemische  Zersetzung  bedingt 

Indem  die  Untersuchungen  über  die  Erscheinungen  und  das  W^i 
des  Lichtes  sowie  auch  der  denselben  Gesetzen  folgenden  strahleiniei 
Wärme  zu  dem  Schlüsse  geführt  haben,  dass  Lichte  und  Wännestrahlou 
als  das  Resultat  einer  schwingenden  Bewegung  der  unmessbar  kleinen  ud 
als  physisch  untheilbar  zu  denkenden  Theilchen  eines  im  ganzen  Weltnsnti 
verbreiteten  und  alle  Körper  durchdringenden  Stoffes,  des  Aethers,  n  Ui 
trachten  sind,  müssen  endlich  noch  die  Aetheratome  als  weitere  ai 
Molekularconstitution  eines  Körpers  gehörige  Bestandtheile  berücksicbtttj 
werden.  Zwischen  ihnen  gegenläeitig  sowie  auch  zwischen  ihnen  und  «i^ 
Körperatomen  sind  gewisse  Kräfte  wirkend  vorauszusetzen  von  solcher  iit 

I 

dass  diese  Aetheratome  im  Allgemeinen  weder  sich  gegenseitig  noch  ^ 
Körperatome  berühren,  dass  sie  zum  Theil  wenigstens  die  zur  Licht-  o| 
Wärmestrahlung  nöthige  freie  Beweglichkeit  im  Körper  besitzen.  Die  d 
sammtmasse  aller  Aetheratome  eines  Körpers  ist  übrigens  nicht  nur  »^i 
klein  im  Vergleich  mit  der  Gesammtmasse  aller  Körperatome,  sondern  inrl 
an  und  für  sich  unmessbar  klein. 

Gewöhnlich  nimmt  man  an,  die  Aetheratome  seien  sehr  klein  im  VH 
gleich  mit  den  Körperatomen,  und  ihre  Anzahl  sei  verhältnissmässi^'  M 
gross;  indessen  ist  namentlich  in  letzterer  Hinsicht  auch  eine  entgegen; 
setzte  Ansicht  vertreten  worden.*  Im  Folgenden  mag  jede  Annahme 
diesen  Beziehungen,  sowie  auch  in  Betreff  der  Gestalt  der  Atome  und  \ 
Ursachen,  durch  welche  die  Yerschiedenheit  des  chemischen  Verhaltens  d 
Körperatorae  ausser  durch  ihre  verschiedenen  Massen  (Atomgewichte  k 
gründet  zu  denken  ist,  dahingestellt  bleiben.  Körper*  und  Aethertto^ 
werden  wie  materielle  Punkte  bei  den  folgenden  Untersuchungen  I 
handelt 

Ebenso  wenig  übereinstimmend,  wie  in  den  genannten  Beziehanf^ 
sind  die  bisher  gemachten  Annahmen  hinsichtlich  des  Sinnes  und  i 
Wirkungsgesetzes  der  Kräfte,  womit  die  Atome  auf  einander  wirk 
Abgesehen  von  der  Licht*  und  Wärmestrahlung,  welche  vom  Aether  al 
und  von  der  Art,  wie  die  Gruppirung  seiner  Atome  in  einem  Körper  m« 
ücirt  ist,  kann  in  der  That  aus  den  meisten  Erscheinungen  physikalivi 
Natur  zunächst  nur  auf  die  gegenseitige  Wirkung  der  kleinsten  gleich 


•   Entwurf  einer  Molekularphysik  von  Prof  Dr.  Wittwer.    Zeit«fhr 
Mathem.  und  Physik,  1866,  S.  177«  mit  weiteren  Ausführnngen  in  späteren  Ja 
gangen  derüelbeu  Zeitschrift. 
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üfeDEöipertheile  geBchlossen,  diese  Oesammtwirkang  aber  auf  verschiedene 
Wtise  als  das  Resultat  von  Einzelwirkungen  zwischen  Körper-  nnd  Aether- 
itmn  erklärt  werden.  Uebereinstimmung  herrscht  nur  darttber,  dass 
ietiientome  sich  gegenseitig  abstossen.  Im  Uebrigen  wird  gewöhnlich  an- 
&ommii,  dass  sowohl  Körper-  and  Körperatome  ids  auch  Körper-  und 
Aetberatome  sich  anziehen;  jedoch  ist  sowohl  in  jener  (Wittwer  a.  a.  0.), 
^*  Mch  in  dieser  Hinsicht*  die  entgegengesetzte  Annahme  durchzufbhren 
«ersucht  worden.  Obschon  die  folgenden  Entwickelnngen  nicht  nothwendig 
so  eine  bestimmte  Yoranssetzang  in  diesen  Beziehungen  gebanden  sind, 
sag  doch  ZOT  YeranschauHchung  der  Verhältnisse  die  gewöhnliche  Annahme 
a  Grande  gelegt  werden,  dass  Körper-  und  Körperatome,  desgl. 
Körper-  und  Aetheratome  sich  anziehen,  Aether-  und  Aetber- 
atome sich  abstossen.  (jegen  die  Annahme  einer  gegenseitigen  An- 
ziriiLflg  zwischen  Körper-  und  Aetheratomen  scheint  zwar  der  Umstand  zu 
'K^en,  dass  der  Theorie  zufolge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Uebu^s  in  homogenem  Aether  der  Quadratwurzel  der  Aetherdichte  propor- 
ist  **  indem  daraus,  weil  diese  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 


*  Die  Grundzüge  der  Weltordnimg,  von  Prof.  Dr.  Chr.  Wiener,  1863. 
**  Die  Fortpflanzung  von  ebenen  Wellen  geradliniger  Schwingungen  in 
^■c^ofenem  Aether  ist  im  Aligemeinen  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  diese 
^^ncongen  nach  drei  bestimmten,  auf  einander  senkrechten  Richtungen 
«UttiMJen,  welche  Ton  der  zur  Wellenebene  senkrechten  Fortpflanzungsrichtung, 
^^a  Wioiel  mit  drei  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  a,  ß,  y  seien,  von  der 
^\*iIeidÄnge  X  and  von  der  Gruppirung  der  Atome  des  als  unbegrenzt  voraus- 
t^^^titen  Aethers  abhängen.  Die  Cosinusse  a,  h,  c  der  Winkel,  welche  eine 
^Hf.  möfKche  Schwingnngsrichtung  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  sind  nftm- 
if*  (dreifach  bestimmt  durch  die  'Gleichungen 

'  a  b  c  ' 

*i  venu  der  Werth  dieser  drei  einander  gleichen  Quotienten  mit  J  bezeichnet 
(■■^  M  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  betreffenden  Schwingungen 

Darin  Ist 

lö* 
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einem  KOrper  erßibningnn&ssig  kleiner  ist,  als  im  kOrperleeren  Runo.  n 
eine  geringere  Dichtigkeit  des  Aethcrs  in  einem  Körper,  als  im  Veltraoni 
und  somit  auf  eine  Abatossung  zwischen  Körper-  und  Aetheratomcn  schiii 
geschlossen  werden  zu  mßssen.  Indessen  ist  zu  bemerken,  das«  bit  'It 
Anwendung  jener  theoretischen  Formeln  auf  die  Gesetze  der  Licbtstnklvi 
in  einem  Körper  der  Einfluss  der  Körperatome  auf  den  Aether  nur  ins.vi 
berücksichtigt  wird,  als  derselbe  eine  veränderte  Gruppirung  der  Arili 
atome  zur  Folge  hat,  während  die  Schwingungen  der  letTteren  il^  U 
unter  der  Einwirkung  der  übrigen  Aetheratome  stattfindend  Torau^c  1 
werden.  Wenn  aber  diese  Annahme  zu  Resultaten  fQbrt,  welche  dir  E 
fahrung  entsprechen,  wie  es  thatsftchlicb  der  Fall  ist,  so  folgt  dam'  n) 
dasB  der  Einfluss  der  Körperatome  anf  die  schwingenden  Actheratomf  <iin 
die  Annahme  einer  gewissen  Beschaffenheit  des  Aethera  rechnun).'^*! 
bcrOcksichtigt  werden  kann;  in  der  That  wird  ein  solcher  Einfloß  ^ 
finden,  und  zwar  so,  dass,  wenn  er  in  einer  Anziehung  best«ht,  dadnirti  \ 
Abstossung  einer  entsprechenden  Aethermenge  compensirt  wird,  die  >fli« 
gnngen  also  so  stattfinden,  als  ob  die  Dichtigkeit  des  Aether»  (Arioj 
wäre,  als  sie  in  Wirklichkeit  ist. 

Wenn  schon  in  Betreff  des  Sinnes  der  dreierlei  Einzelkräfte  n'v<i 
den  zweierlei  Atomou  bisher  noch  keine  allseitige  Uebcrcinstimmani  | 
Annahmen  erzielt  ist,  so  ist  es  begreiflich,  dass  um  so  mehr  auch  üIkti 
Wirkungsgesetze,  welche  den  täglichen  Einzelkräften  behnfs  Erkbr 
der  Naturerscheinungen  zuzuschreiben  sind,  noch  die  grösste  Uniieai-J 
herrscht.  Unbezweifclt  ist  nur,  dass  alle  diese  Kräf^  zwischen  j'-  I 
Atomen  den  Producteu  ihrer  Massen  proportional  zu  setzen  aind  dii<I 

mit  £  =  2  wn'    y(^cosa  +  ycog^+f  CMj-)  , 
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iii  nie  Kidiaenden  EDtitemuugen  abnebnieD,  wobei  je  zwei  Aetberatonte 
Xid je iwei  ebemisch  gleicbartige  Körpcratome  als  gloicbmassig  gelten* 

Den  im  Vorborgebenden  besprocbeoea  VorstellDngeiL  entoprecheud 
<W  in  im  Volumen  «ines  Körpers  befindJiche  Aetber  nur  Insoweit  al« 
u-taadtheil  des  Körpers-  betracbtet,  als  er  in  seiner  Beschaffenheit  durch 
:iy  Einvirknitg  der  Körperatome  modificirt  ist.  Dabei  liann  jedes  Atom 
dm  Aethers  als  zo  einem  bestimmten,  nämlich  zu  demjenigen  Körper^ 
&:m  gebfirig  betrachtet  werden,  von  welchem  die  grösato  Kraftwirkun^ 
iMUfhang)  auf  dasselbe  aosgeObt  wird.  Auf  solche  Weise  erscheint  der 
iJl'liiidige  Körper  aU  ein  Sfstom  von  Molekülen,  deren  jedes  eine  Gruppe 
■-'H  Körper-  und  Aetberatomen  ist^  diese  TenoIJstandigten  Holekolc,  den 
fl-ücubacher'schen  Dynamiden  entsprechend,  werden  in  der  Folge 
'-'  üiTpermolckltle  oder  schlechtweg  als  MolekQIe  bezeichnet,  sofern  nur 
i-i  Jm  Atomen  eine  Unterscheidung  von  Körper-  und  Aetberatomen  er- 
''■rl-xM  ist  Zwischen  den  zweierlei  Bestandtboilen  eines  Moleküls  ßndet 
'^'■1  l<:r  Unterschied  statt,  dass  seine  Kdrpcratome,  so  lange  es  seinen 
ifiuüjfhen  and  chemischen  Charakter  bewahrt,  stets  dieselben  bleiben, 
'■jr-wl  die  Aetheratorae  zwischen  zwei  sich  nahe  kommenden  Molekülen 
'"Jii-iiv  aosgetauscbt  werden  können.  Auch  kann,  wie  schon  erwähnt, 
"^vit^na  bei  luftfurmigen  Körpern,  der  Raum  zwischen  den  vollständigen 
l'ttulen  von  solchem  Aetber  erfüllt  sein,  welcher  dieselbe  Beschaffenheit 
'  i-t  allgemeine  Weltäther  (gleiche  Dichtigkeit  bei  gleichförmiger  iso- 
i|TGnippimng)  besiut,  und  deshalb  überhaupt  nicht  als  Körperbesland- 
lii  Mrachtet  wird;  darauf  deuten  u.  A.  die  Versuche  von  Fizeau,  nach 
itb^D  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Luft  von 
ij-üijen  im  körperieeren  Welträume  nicht  merklich  verschieden  ist 

Die  resultirende  Wirkung  zwischen  zwei  Molekülen  A  nnd  A'  ist  nun 
'  F.V'tnltat  von  paarweise  gleichen  nnd  entgegengesetzten  einzelnen  An- 
biiLi[t-  and  Abstosaungskräften,  womit  die  Körper-  and  Aetherateme  von 
iese  auf  jene  wirken.  Dieses 
»uf  zwei  gleiche  Kräfte  P  ent- 
in in  dieselbe  Gerade  C  (die 
eiche  mit  gleichen  Momenten 

ichungen  Über  die  Theorie  des 
le  la  lumi^re,  1864),  dass  die 
'•n  Potenz  ihrer  Entfernung  ab- 
ch  umgekehrt  proportional  der 
;b  dem  Newton'schen  Gesetze 
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Mq  in  entgegengesetztem  Sinne  nm  diese  Gerade  C  drehen,  so  da»  dil 
resultirende  Einwirkung  der  Molekttle  auf  einander  als  eine  gegenseitifi; 
Schraubenwirknng  mit  der  gemeinschaftlichen  Axe  C  betrachtet  werdf-i 
kann.  Wenn  die  resultirende  Kraft  P,  womit  A'  auf  A  wirkt,  an  dn 
Massenmittelpunkt  8  von  A  versetzt,  und  daa  dieser  Versetzung  entspH 
chende  Krftftepaar  =  Fa  (unter  a  die  Entfernung  des  Punkte«  S  tod  dfj 
Centralaxe  C  verstanden)  mit  dem  von  A'  auf  A  ausgeObten  kleinst^ 

Kräftepaare  Mq  zu  einem  resultirenden  Paare  M=y/IfQ*-^(Pä)^  zusad 
mengesetzt,  und  wenn  ebenso  hinsichtlich  der  von  A  auf  A'  ausgeübtf-l 
Wirkung  verfahren  wird,  wodurch  die  im  Massenmittelpunkte  ^  von  J 

angreifende  Kraft  P  und  ein  Paar  Jf  =  V^q^  +  (-?«')*  erhalten  word»i 
so  sind  die  in  8  und  1^  angreifenden  fijräfte  P  gleich  gross,  parallel  uo 
von  entgegengesetztem  Sinne,  während  die  Paare  M  und  20*  im  Allgemeiml 
verschiedene  Momente  und  nicht  parallele  Ebenen  haben.  Die  Kräfte 
können  in  je  zwei  Componenten:  ^  nach  SS^  resp.  ^8  und  N  senkrtcl 
darauf  zerlegt  werden;  die  beiden  Componenten  jR  sind  dann  gleich  oi 
entgegengesetzt,  die  Componenten  N  gleich,  parallel  und  von  ontgogtu;:! 
setztem  Sinne.  Alle  diese  Grössen,  R^  N,  M  und  M'  sind  im  Allgemein^ 
abhängig  sowohl  von  der  Entfernung  8^  =  r,  als  auch  von  den  Lagen  il 
Moleküle  gegen  die  Gerade  88^^  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  mit  y^Mi 
sender  Entfernung  r  diese  letztere  Abhängigkeit  von  den  Lagen  der  M'l 
küle  gegen  die  Gerade  88'  mehr  und  mehr  untergeordnet  wird  im  \'< 
gleich  mit  dem  Einfluss  von  r,  und  auch  die  Wirkungen  von  JV,  M  un>l  J 
mehr  und  mehr  vernachlässigt  werden  können  gegen  die  Wirkung  i 
Kraft  R.  Ist  r  =  r^  geworden  =  dem  unmessbar  kleinen  Halbmesi^er  i 
Wirkungsräume  von  A  und  A'  bezüglich  auf  einander,  so  ist  R  nicht  iii*i 

merklich  verschieden  von  der  Anziehungskraft  =  C(m$t.  -— 1->   welche  i 

in  8  und  S^  vereinigt  gedachten  Molekülmassen  m  und  m  (mit  verschvl 
dend  kleinem  Fehler  =  den  Summen  der  Massen  nur  ihrer  Körperatod 
nach  dem  Gravitationsgesetze  auf  einander  ausüben. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Kraft  R  als  Function  der  Einzelkrjj 
zwischen  den  Atomen  und  der  die  Oerter  der  letzteren  bestimmenden  (| 
ordinaten  enthält  Bestandtheile  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  %vU 
positiv  gewählt  werden  sollen,  wenn  sie  einer  gegenseitigen  An/iihot 
negativ,  wenn  sie  einer  Abstossung  der  Punkte  8  und  S'  entspn\!)l 
Setzt  man  dann  R.=  R^  —  ^,  unter  i2^  die  Summe  der  positiven  t| 
anter  R^  die  absolut  genommene  Summe  der  negativen  Beatandüieil«*  \\ 
standen,  und  lässt  man  die  Entfernung  SSf  sich  ändern,  wihreftd  dir  Mh 
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kftle  immer  in  bestimmten,  z.  B.  in  denjenigen  Lagen  gegen  die  Gerade 
S^  bleiben  mögen,  für  welche  der  Absolutwerth  von  B  bei  der  betref- 
feidea  Entfernung  SS^  =  r  am  grössten  ist,  so  ändern  sich  M^  und  M^ 
Bidi  verscbiedenen  Gesetzen.   Durch  das  gesammte  Verhalten  der  Körper, 
msöesondere  z.  B.  durch  die  Erscheinungen  der  Elasticität  und  der  CohA* 
»00  namentlich  bei  festen  Körpern,  wird  in  dieser  Hinsicht  die  Behauptung 
Ifegiündet,  dass  es  einen  gewissen  Werth  r  =  r^  der  Entfernung  8J^  giebt, 
nir  welchen  R^  =  E^j  also  i?  =  0  ist,  und  dass  bei  diesem  Werthe  r^  und 
m  der  Nfthe  desselben  sich  i?9  schneller  mit  r  ändert,  als  iZ^ ,  so  dass, 
vem  man  von  dieser  Entfernung  SS'  =  r^  ausgeht,  bei  abnehmendem  r 
fine  zonehmende  Abetossung,  bei  wachsendem  r  eine  zunächst  zunehmende 
and  dann  wieder  abnehmende  Anziehung  der  Moleküle  nach  der  Geraden 
st^  stattfindet,  bis  letztere  für  r=^rj^  nicht  mehr  merklich  von  der  allge- 
meinen Gravitationsanziehung  verschieden  ist*  Bei  Voraussetzung  von  an- 


*  Ist  m  die  Gesammtmasse  der  Körperatome,  fx  die  Aethermasse  des 
)ftlekä]s  A,  und  haben  m  und  fi  die  entsprechenden  Bedeutungen  für  das 
Mtktl  A'j  so  ist,  wenn  die  Kraft  E  n&herungsweise  so  berechnet  wird,  als 
•b  H  QDd  fi  im  Punkte  S,  m  und  fi  im  Punkte  8*  vereinigt  wären,  bei  Voraus- 
seuuQg  der  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  Wirkungsgesetze  der  betreffenden 
hrtialkräfte: 

mm    ,    ^m/i  -{-m'fi         fifJL 


B^a— .+  6-^JJ-:_c 


uBfer  o,  &,  c  Constante  verstanden,  oder  wenn  die  Aethermassen  fi  und  fi  den 
ItArperlichen  Massen  m  und  nC  proportional  gesetzt  werden,  etwa 

fjL  =  am  und  fi  ==  am\ 


«=i:^(«+26«-'^)=^^(i--J)=^^ 


r 


B  ist   positiv  oder  negativ,  jenachdem  r^  r^   oder  r  <ir^   ist.     Mit 

-  X  ist 

f 


mm 

fir  T*  —  jc*  =  ifioj?,  also  x^  =^  -  - 

o 


12=-^  --"*-  x\\  —  X*)  =-  max. 


i 

«dtr  für  r=r  ==roV3  — l,316ro, 

,  T»       2    .  mm'        2  1/1    .  mm' 

«ad  zwar  ist  max . Ä  =- y  A --^  =  ^-  ■/  _^_-^. 

Indem  der  Wirkungsraum  eines  MolekOls  nicht  als  ein  mathematisch  be- 
«nnmter  Begriff  definirt  wurde,  ist  sein  Halbmesser  r,  ein  conventionell  anzu- 
ri^hmendes  Vielfache  von  r^.    Wttrde  z.  B.  der  Wirkungsraum  durch  die  Be- 
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deren  bestimmten  Lagen  der  Moleküle  gegen  die  Gerade  &S^  ktemi  der 
Bedingung  Ji  =  0  etwas  andere  Werthe  von  r^  entsprechen;  ebeaso  köbD^o 
mit  Rücksicht  auf  die  beschränkt  veränderliche  relative  Lage  der  Aium^ 
in  den  Molekülen  (vielleicht  auch  mit  Rücksicht  auf  eine  verschiedene  Ziiil 
von  Aetberatomen  in  denselben)  r^  sowohl  wie  r^  je  nach  den  UatstindHi 
verschieden  sein.  Jedenfalls  lassen  sich  nm  den  Massenmittelpoikl  «"^  eui*^ 
Moleküls  als  geometrischen  Mittelpunkt'  zwei  £ugeltlächeD  beschreib^h. 
welche  seinen  betreffenden  Wirkungsraum  bezüglich  auf  ein  anderes  M«<i«^ 
kül  A'  in  einen  äusseren  Anziehnngsraum,  einen  inneren  Abstosso n:*- 
räum  und  einen  dazwischen  liegenden  Uebergangsranm  theüen.  s^)ds^ 
jenachdem  dor  Massenmittelpunkt  i^  von  A'  in  dem  ersten«  zweiten  (>•]•-: 
dritten  dieser  Räume  liegt,  zwischen  A  und  A'  nach  der  Geraden  ^«s'  Ab- 
Ziehung,  Abstossung  oder  je  nach  Umständen  das  Eine  oder  das  An-l-r^ 
stattfindet. 

Bei  gegebenen  relativen  Lagen  der  Atome  in  den  Mulekül»-n  J  nu 
Ä  seien  a9X,  *SF,  SZ  drei  Axen  von  festen  Lagen  in  dem  Molekül  J:  \v 
Gerade  S^^  welche  die  Massenmittelpunkte  «S  und  iS'  der  beiden  Mt»M'il< 

dingung  begrenzt,  dass  das  YerhältDiss  der  Abstossungskraft  K^  zur  Aii2ifhuUir| 
kraft  i?j 

7?        /r    * 
« =      "  .  ..  O.Ol  0.<J01  U.^MHil  ist, 

so  wäre  r,  ^3,ll>2ry    5,()23r^     10  r. 
Wird  T  <^r^,  so  nimmt  der  Absolatwerth  von  R  sehr  rasch  zu;  e«  ist  7  I 

,.111 
für  r  ---  ^  r„        ^  r„        ^  r« 

* 


r.* 


mm 


Die  ConMaute  A  dor  Newton'schen  Gravitation  =-  A-^  dem  Wf* 


r« 


von  E  für  ein  verschwindend  kleines  Verhältuiss  *^^   ist  als  abhängig  nicht  t 

von  der  geirtMisiMtijrvn  .Vn/iohung  der  körperlichen  Materie,  sondern  anr).  \ 
dor  An/iohunir  Kwi>chon  ihr  und  dorn  Aethor  zu  betrachten;  denn  wenn  an 
in  dorn  AuMlruckc 

ff  oiu  Hohr  khMuor  Hnuh  ist,  so  kann  doch  h  viel  ^a  sein  ebenso  wie  jod< 
talln  iu  uiH  h  höherem  ürado  die  Cou;>tante  c  viel  ]>  a  sein  moM. 
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athilt,  babe  eine  gegebene  Lage  gegen  diese  Axen.    Die  relaÜTe  Lage 

TOB  Ä  g^n  A  ist  dann  bestinunt  durcb  4  Bestimmungsstucke,  z.  B.  durch 

die  Strecke  Bä  =  r^  ferner  durch  die  Winkel,  welche  von  einer  in  Ä 

^B  Geraden  älf  mit  zwei  von  den  drei  Coordinatenaxen  gebildet  werden, 

titdlich  durch  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  S^Jf  und  einer  durch  ^T' 

grhenden,  in  Ä  festen  Ebene.    Diese  4  Elemente  lassen  sich  (unter  Um- 

«Ooden  auf  mehr&che  Weise)  so  bestimmen,  dass  die  vorhin  mit  i2,  iV,  Jf, 

iT  bezeichneten  Krftfte  und  Kräftepaare  =  Null  sind,  dass  also  Gieichge- 

«idit  zwischen  den  Systemen  von  Einzelkräften  stattfindet,  womit  die  Mo- 

i^köle  gegenseitig  auf  einander  wirken;  ä  liegt  dann  in  dem  zuvor  ge* 

saunten  Uebergangsraum  bezüglich  auf  die  Wirkung  von  A  auf  Al.    Sind 

iie  Molekflle  in  jeder  Hinsicht  einander  gleich,  so  ist  nothwendig  jede 

irlcithgewicbtBlage  von  Ä  gegen  A  identisch  mit  einer  der  Gleichgewichts- 

U<es  von  A  gegen  Ä\  giebt  es  nur  eine  gegenseitige  Gleichgewichtslage, 

•i  noss  dabei  A  ebenso  gegen  Ä  wie  Ä  gegen  A  liegen,  d.  h.  die  in  Ä 

f-^t«  Aien  S'X\  S'Y'y  S'Z*,  welche  den  Axen  SX,  SY,  SZ  in  A  homolog 

-'M,  müssen  denselben  parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet  sein.    W^enn 

-K-  Gerade  S^  ihre  Lage  gegen  die  Axen  ändert,  so  kann  auch  der  einer 

*'l<.'i€hgewichtslage  entsprechende  Werth  von  r  ein  anderer  werden.  Hieraus 

^rnebt  sieh  die  Vorstellung  einer  das  Gleichgewicht  bedingenden,  nach 

v*fnduedenen   Bichtungen   verschiedenen   regelmässigen   Anordnung   der 

Mulekflle,  wie  solche  bei  der  Erystallisation  angenommen  werden  mnss, 

•übei  fireiüch  zu  berücksichtigen  ist,  dass  in  einem  Körper  die  Gleichge- 

«KbtdJage  jedes  Moleküls  A  durch  die  Gesammtwirkung  aller  übrigen 

MuJekflle  A'  bedingt  ist,  deren  Massenmittelpunkte  in  seinem  Wirkungs* 

nome  bezüglich  auf  dieselben  liegen.    Aus  diesem  letzteren  Grunde  kann 

Jach  die  Anordnung  der  Moleküle  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  eine 

^itfre  sein,  wie  im  Inneren  desselben,  und  kann  z.  B.,  wie  es  die  Theorie 

^r  Ctpülaiität  voraussetzt,  eine  gewisse  positive  oder  negative  Arbeit 

«^^wendet  werden  müssen,  um  eine  Flüssigkeitsmasse  aus  dengenigen 

Zvsuade,  welchen  sie  als  unmessbar  dünne,  mit  der  Luft  oder  mit  einer 

}^en  Wand  in  Berührung  befindliche  Oberflächenschicht  besitzt,  in  den* 

J*iu£€n  Zustand  zu  versetzen,  welcher  im  Inneren  der  Flüssigkeit  in  mess* 

tifer  Entfernung  von  der  Oberfläche  stattfindet  — 

Ue  vorstehenden,  das  Wesen  des  Molekularzustandes  nur  andeutenden 
tf^-tncfatnagen  lassen  erkennen,  ein  wie  weites  Feld  der  Hypothese  sich 
•^r  darbietet,  am  die  mannigfachen  Eigenschaften  der  Körper,  die  ver«> 
^Menea  Aggregatformen,  die  Elasticität  und  Ductilität,  die  Gohäsion  und 
«^üäsioA,  dieCapillarität  und  Absorption,  die  KrystalUsation,  die  chemischen 
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Vorbindnngc^n  und  Zersetzungen  a.  s.  w.  qualitatiy  und  quantitaÜTahooth- 
wendige  Folgen  gewisser  Grnppirungen  der  mit  bestimmten  Krlften  auf 
einander  wirkenden  Atome,  jene  Gruppirungen  selbst  als  Folgen  dieser 
Kräfte  vollkommen  befriedigend  zu  dednoiren;  sie  lassen  es  begreiflieh  er- 
MOlicinon,  wenn  die  Naturwissenschaft  von  diesem  ihrem  letzten  Ziele  l  I 
noch  weit  entfernt  ist.  Dazu  kommt  nun  aber  eine  weitere  Complicatiftii. 
bedingt  durch  den  Umstand,  dass  die  Atome  in  den  Molekfllen,  die  Mole- 
küle im  Körper,  auch  abgesehen  von  der  eine  schwingende  Bewegnf  ^r 
Aetlieratomo  bedingenden  Licht-  und  Wärmestrahlung  und  abgesekn  vvd 
irgend  einer  merklichen  Veränderung  des  inneren  Körperzustandf>s.  W-l 
ständig  in  einer  fUr  diesen  Zustand  an  sich  charakteristischen  8okhi-&  Be- 
wegung begriffen  sein  können,  welche  im  Gegensatze  zn  deijenigea  B««« 
gttug,  wodurch  der  äussere  Körperzustaad  (§.  2}  charakterisiit  wirl  vä* 
mit  einer  mesabaren  Ortsändemng  von  Massenelemcnten  Tefbmden  ist 


§.  4t)     Innere  Bewegnn^. 

Zur  mechanischen  Erklärung  des  Wesens  md  der  Wiiknmr^'a  i 
Wämio  wird  die  lu  Ende  des  vorigen  $.  zunächst  nv  ak  müclkfc  har 
stellte^  nicht  wahrnehmbare^  also  anch  nicht   dnrrk  BeohAchtvw   B>r« 
be«tändi|st^  Bewegung  der  einen  Körper  constitnirei^ie«  Auae  n.-sp  M-i 
ktiüe  ab  wirklich  slattnmleml  und  mit  Rücksicht  auf  ihr«  An  mad  tat ^s; 
ah  ein  w«$ontIichi^  Attnbnt  do$  botr^ffendtn  Wärgt».  im;!t  imAt  r  •ir^K%^nw 
KHiacht«"^.    Sie  werdt«  als  innere  Bew^^cnne.  eiz«   ihr  ^nfti^rv^i-J 
lUkn«   l«C5rhviAdu:kcit  cd^r  *icbcco.:«e  Kriit  a&»  ini^re  Ba^n«  :iKt 
l«e$chwiadi<keit  m^  innere  lebendige  Kraf;  Wjebcäaift.    V- 
ua  tW^sfe$äiii>^  «iun  ».'tku  eff^'k^icu  «>ü  dias  if>e  3&  ^ir  Xe«Ma:i   i 
in  4t>r  FoC<i^«  «.fem  cis^  Verw tvk«elnax  axi:  m  leArekcfs  an   «ftu- 
«c^  $c^»i2Aie  B«rw;r^rix<  eiaes  K^rpers^  wc>r3p<*    |.  ^    a  ^n^r  »r»:« 
cvwmuairl:-:^«  'Vts&ift>Mrzitf  itrta^?r  3IJBisettt*i*raKaOtf  mst^iic  m^^n.-  it^^o- 

Kr*:^  ff«i>kni  w;ri-x. 

ci  tvc^fdf  i3»*r  Jin  ö'T  loiwryw  Fv-^^x^ait  w-»«?-  mrmma^  "^^ci 
Ar  int  »■«r!ci:H.t>*i.'a  lxrr««rr  mn  iTscaiwbfÄ  «-ui«  «»&   ai*«^«  t-rf 
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ier  Bahnen  der  in  innerer  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  (Atome 
oder  Massenmittelpunkte  von  Molekülen),  sondern  auch  sehon  besftglich  der 
irt  dieser  materiellen  Punkte  selbst  Entgegen  der  namentlieh  von  Red* 
fenbacher*  vertretenen  und  analytisch  specieller  ausgeftthrten  Ansicht, 
dsss  die  mit  den  Wärmeerscheinungen  zusammenhängende  innere  Bewegung 
Btr  den  Aetheratomen  zuzuschreiben  sei,  soU  im  Folgenden  die  namentlich 
TOQ  Clausius  vertretene  und  z.  Z.  ziemlich  allgemein  getheilte  Annahme 
70  Grunde  gelegt  werden,  nach  welcher  jene  innere  Bewegung,  in* 
«oweit  sie  den  Wärmezustand  (und  zwar  die  Körperwärme  durch 
ibre  lebendige  Kraft)  bedingt,  den  Körperatomen  zukommt,  näm» 
iich  theils  als  relative  Bewegung  derselben  in  den  einzelnen  Molekülen, 
thette  als  Bewegung  dieser  Moleküle  im  Körper.  Wenn  dann  auch  die 
Aetfaeratome,  insofern  sie  an  die  Körperatome  gebunden  sind,  an  dieser 
Qoeren  Bewegung  theilnehmeh,  so  ist  doch  ihre  entsprechende  lebendige 
Enft  ebenso  wie  ihre  Masse  unmessbar  klein  im  Vergleich  mit  derjenigen 
der  Körperatome  und  deshalb  zu  vernachlässigen. 

Die  in  innerer  Bewegung  begriffenen  Körpermoleküle  können  infolge 
dfr  beständigen  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen  und  relativen 
Ligen  überhaupt  ihre  lebendigen  Kräfte  vielfach  theilweise  austauschen 
dsrch  Vorgänge,  welche  als  elastische  Stösse  bezeichnet  werden  können, 
wfmi  nur  die  Vorstellung  einer  geometrischen  Berührung  dabei  fem  ge- 
bften  wird;  die  Wärmeleitung  beruht  auf  einer  solchen  Uebertragung 
M»endiger  Kraft  von  Molekül  zu  Molekül,  welche  vorwiegend  nach  einer 
bestimmten  Bichtung  stattfindet  Die  Wärmestrahlung  dagegen  ist  wie 
lie  Lichtstrahlung  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung  der  Aetheratome 
m-chanisch  zu  erklären;  die  Aufiiahme  oder  Abgabe  von  Wärme  Seitens 
'iB€s  Körpers  durch  Strahlung  beruht  auf  einer  Umsetzung  von  lebendiger 
vnft  der  schwingenden  Aetheratome  in  innere  lebendige  Kraft  von  Körper* 
lolekftlen  oder  umgekehrt  in  Folge  elastischer  Stösse,  welche  so  schnell  auf 
mander  folgen,  dass  trotz  der  unmessbar  kleinen  Masse  des  hierbei  be- 
lieüigten  Aethers  doch  die  von  ihm  in  einer  messbaren  Zeit  abgegebene 
der  ao^nommene  lebendige  Kraft  eine  (als  Wärme)  messbare  Grösse  hat 
Insoweit  die  innere  Bewegung  in  einer  relativen  Bewegung  der  Körper- 
tome in  den  Molekülen  besteht,  ist  kein  Grund  vorhanden,  dieselbe  für 
ie  verschiedenen  Aggregatformen  als  verschiedenartig  anzunehmen;  sie  ist 
mer  als  eine  schwingende  Bewegung  um  die  Gleichgewichtslagen  der 
Urne  in  dem  betreffenden  Molekül  zu  denken,  wobei  die  Aetheratome  nur 


*  Djnamidensystem ;  (hiindzüge  einer  mechanischen  Physik.  1857. 
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insoweit  in  Betracht  kommen,  als  sie  die  Kräfte  wesentlicli  mit  bestimmen, 
womit  die  von  ihnen  begleiteten  Körperatome  auf  einander  wirken.  Die 
innere  Bewegung  der  ganzen  Moleküle  dagegen,  wobei  die  Atome,  welche 
dieselben  constituiren,  in  ihren  Gleichgewichtslagen  relativ  ruhend  za  den- 
ken sind,  muss  als  von  der  Aggregatform  abhängig  vorausgesetzt  werden. 
Sie  kann  in  Translationsbewegungen  der  Massenmittelpunkte  S  der  Mole- 
küle und  in  Rotationen  der  letzteren  um  jene  Punkte  zerlegt  werden;  bei 
festen  Körpern  sind  beiderlei  Bewegungen  als  Schwingungen  um  Gleich- 
gewichtslagen  zu  denken.  Bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern  giebt  (^ 
keine  bestimmten  Gleichgewichtslagen  der  Moleküle;  insbesondere  kann  dir 
Rotation  eines  Molektüs  bezüglich  auf  irgend  eine  Axo  bei  beiden  Aggre- 
gatformen stets  in  gleichem  Sinne  stattfinden,  wenn  dies  auch  mit  Rflcksicht 
auf  die  vielfach  wechselnden  gegenseitigen  Einwirkungen  der  in  den  Bereich 
ihrer  Molekularwirkung  kommenden  Moleküle  nicht  wahrscheinlich  seiA 
mag.  Die  Bahnen  der  Punkte  8  sind  in  beiden  Fällen  ün  Allgemeinen 
üicht  geschlossen;  sie  sind  bei  flüssigen  Körpern  als  vielfach  verschlungene 
krumme  Linien  zu  denken,  welche,  sofern  keine  Strömungen,  d.  h.  messbare 
äussere  Bewegungen  in  der  Flüssigkeit  stattfinden,  der  Regel  nach  in  dem- 
selben unmessbar  kleinen  Theil  des  Körpervolumens  verlaufen  mdgea,  wo- 
gegen bei  luftförmigen  Körpern  diese  Bahnen  auch  abgesehen  von  irgend 
einer  äusseren  Bewegung  in  der  Regel  als  im  ganzen  Körpervolumen  ver- 
laufend und  sich  verschlingend  zu  denken  sind  der  Art,  dass  sie  aus  gerad- 
linigen Stücken  von  den  verschiedensten  Richtungen  bestehen,  welche  durch 
Curvenstücke  in  einander  übergehen.  So  lange  nämlich  der  Massenmitt**!- 
punkt  S  eines  Moleküls  sich  ausserhalb  des  Wirkungsraumes  irgend  eim^ 
anderen  befindet  was  bei  luftförmigen  Körpern  um  so  mehr  die  Regel  i>t. 
je  mehr  sein  Zustand  dem  vollkommenen  Gaszustande  nahe  kommt,  rans> 
es  im  Wesentlichen  (nämlich  bei  Abstraction  von  äusseren  Massenkrdftm 
wie  z.  B.  der  Schwerkraft)  sich  nach  denselben  Gesetzen  bewegen  wie  ein 
frei  beweglicher  Körper,  auf  welchen  keine  Kräfte  wirken,  insbesondere 
also  sein  Massenmittelpunkt  8  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader 
Linie  sich  bewegen;  eine  Aendcrung  dieser  Bewegung  wird  nur  vorüber- 
gehend bei  dem  Durchgang  des  Punktos  8  durch  den  Wirkungsraum  o\ur< 
anderen  Moleküls  stattfinden.* 

*  Clausins  berechnete  das  Verh&ltniss  der  mittleren  Länge  ^-  /  des 
Weges,  welchen  der  Massenmittelpunkt  eines  Moleküls  geradlinig  dorchUuA 
bis  er  in  den  Wirknngsraum  eines  anderen  Moleküls  gelangt,  su  dem  mitüerefi 

3      _ 

Abstand  ^^  A  nächstbenachbarter  Moleküle  (^  1/-  - ,  unter  n  die  Zahl  der  M- 


|/-i. 
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In  allen  FftUen  ist  die  innere  Bewegong  eines  Körpers  (nach  der  Ton 


lekale  in  der  Volumeneinheit  yerstanden)  und  2um  Halbmesfier  =  q  ihrer  W!r- 
kimgsr&ume.  Er  fand  (Pogg.  Ann.  Bd.  105,  S.  239),  falls  die  mittlere  L&oge  l 
definirt  wird  durch  die  Gleichung: 


jf  =*  » 


l 


^Ix.dN, 


«  =  0 

onter  dN  diejenige  Zahl  unter  unz&hlig  vielen  «==  N  MolekQlen  verstanden,  für 
welche  die  wirkliche  Länge  jenes  Weges  zwischen  den  Grenzen  x  und  x  +  dx 
liegt, 

Q  4        -  '        i  4     Ttp* 

Es  verhält  sich  hiernach  die  mittlere  Länge  des  geradlinigen  Weges  eines 
Mvlekals  zum  Halbmesser  einer  Wirkungssphäre  wie  das  Volumen  des  luftför- 
iBifen  Körpers  zu  den^jenigen  Theile  desselben,  welcher  von  den  Wirkung»« 
Sphären  erfüllt  wird.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  geradlinige  Weg  x 
eines  Moleküls  ^  ml  ist,  ergiebt  sich : 

mUr  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden,  insbesondere  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  x^l  ist, 

TTj  «6-1  =  0,368. 

Der  W^eg  t  ^^fil  von  mittlerer  Wahrscheinlichkeit,  d.  h.  welcher  von  dem 
wirklichen  Wege  x  eines  Moleküls  bis  zu  dessen  Ablenkung  durch  ein  anderes 
Molekül  ebenso  oft  überschritten,  als  nicht  erreicht  wird,  ist  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

1 


folgt    Wäre  z.  B. 


««-/«*,  woraua  iM  =  M2« 0,693 


-^ :=  1000,  also  —^16,12, 


so  dass  erst  durch  Compression  des  luftförmigen  Körpers  auf  0,001  seines  Volu- 
aeos  das  letztere  der  Summe  aller  Wirkungsräume  gleich  wird,  so  ergäbe  sich 

Z-=1000(>-=62A, 

r^   693(>"=43A. 
Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Molekül  eine  beträchtliche  Strecke 

T  durchlaufe,  ohne  von  einem  anderen  abgelenkt  zu  werden,  nimmt  mit  wach* 

tendem  x  gehr  schnell  ab;  sie  ist  z.  B.  für  a: » 101  nur 

c  -  10  *=.  0,000045. 
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Olaasius  eingeführten  Bezeichnnng)  als  eine  stationäre  Bewegung* 
von  materiellen  Punkten  (der  Körperatome)  vorauszusetzen,  d.  h.  als 
eine  solche,  bei  welcher  die  Projection  A  jedes  materiellen  Punktes  P  aof 
irgend  eine  Gerade  OX  von  fester  Lage  in  dem  vom  Körper  bei  seinem 
augenblicklichen  und  zunächst  als  dauernd  vorausgesetzten  Wärmezustande 
eingenommenen  Räume  in  dieser  Geraden  eine  schwingende  Bewegung  bat 
der  Art,  dass  zwar  die  Lagen  und  Längen  der  Wege  sowie  die  Bewegungs- 
gesetze bei  den  einzelnen  auf  einander  folgenden  einfachen  Schwingungen 
(Bewegungen  gleichen  Sinnes)  des  Punktes  A  verschieden  sein  können,  dass 
aber  seine  mittlere  Entfernung  OAq  von  einem  in  OX  festen  Pnnkte  0 
und  sein  mittleres  Geschwindigkeitsquadrat  für  eine  gewisse  Zeit  <  om  so 
mehr  bestimmten  Grenzwerthen  sich  nähern,  je  grösser  die  Zeit  t  im  Ver- 
gleich mit  der  mittleren  Schwingungsdauer  angenommen  wird,  während  dif 
mittlere  Geschwindigkeit  (letztere  algebraisch  verstanden,  d.  h.  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  sie  die  Richtung  OA^  oder  A^O  hat)  sich  der  Grenze 
Null  nähert  Denkt  man  den  Punkt  F  auf  drei  sich  schneidende  und  nicht 
in  einer  Ebene  liegende,  im  Körperraum  fizirte  Axen  OX,  OF,  OZ  projicirt, 
so  schneiden  sich  die  in  den  mittleren  Lagen  A^y  B^^  C^  der  betreffenden 
Projectionen  A^  J9,  C  construirten  Normalebencn  jener  Axen  in  einem 
Punkte  Pq,  welcher  der  mittlere  Ort  des  Punktes  P  genannt  werden 
kann,  wenn  er  auch  vielleicht  niemals  wirklich  von  diesem  Punkte  einge- 
nommen wird.  Gemäss  den  vorhin  erklärten  Vorstellungen  von  den  Arten 
innerer  Bewegung,  welche  den  verschiedenen  Aggregatfonnen  eigenthOmUch 
sind,  fallen  die  mittleren  Oerter  der  Atome  eines  festen  Körpers  mit  ihren 
Gleichgewichtslagen  zusammen;  bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern 
können  die  mittleren  Oerter  aller  Atome  eines  Moleküls  mit  dem  mittleren 
Orte  Sq  seines  Massenmittelpunktes  8^  bei  luftförmigen  Körpern  können 
zugleich  alle  diese  mittleren  Oerter  8^  (im  Massenmittelpunkte  des  ganzen 
Körpers)  zusammenfallen.  Nähere  Festsetzungen  hierüber  sind  für  die  fol- 
genden Untersuchungen  nicht  nöthig;  von  wesentlicher  Bedeutung  ftlr  die- 
selben ist  nur  der  Begriff  der  mittleren  inneren  lebendigen  Kraft 
eines  materiellen  Punktes,  welche  erhalten  wird  durch  Multiplicalion 


Dadurch  ist  es  erklärlich,  dass  die  Mischung  von  Gasen  und  Dämpfe* 
trotz  der  freien  Beweglichkeit  und  (wie  sich  später  zeigen  wirdi  groeaen  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Moleküle  doch  eine  beträchtliche  Zeit  erfordern  kann,  lalli 
sie  nur  durch  die  innere  Bewegung,  durch  die  sogenannte  Diftttion  bewirkt 
wird  ohne  durch  äussere,  strömende  Bewegungen  unterstützt  su  werden. 

*  R.  Clausius:  Ueber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  acckanKkeft 
Satz.    Poggendorff^B  Annalen,  Bd.  141,  S.  124. 
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seiner  Masse  mit  der  iudben  Sninine  der  mittlereii  Gesehwindigkeitsquadrate 

» 

seiner  Torgenaimten  Projectionen  A^  B^  C,  fklls  die  Projectionsaxen  OX^ 
OT,  OZ  rechte  Winkel  mit  einander  bilden. 

Unter  der  inneren  lebendigen  Kraft  eines  Körpers  für  einen 
gewissen  Wärmezastand  wird  die  Summe  der  mittleren  inneren 
lebendigen  Kräfte  seiner  Atome  für  diesen  Zustand  verstanden. 
Freilich  beruht  diese  Definition  auf  einer  Voraussetzung  (Unveränderlich- 
keit  des  Wärmezustandes  während  einer  gewissen,  im  Allgemeinen  nicht  als 
anmessbar  klein  vorauszusetzenden  Zeit  t^  worauf  die  betreffenden  Mittel- 
verthe  sich  beziehen),  welche  sich  nicht  erfüllt  findet,  wenn  der  Zustand 
des  Körpers  in  stetiger  Aenderung  begriffen  ist,  während  doch  anch  für 
diesen  Fall  der  Begriff  derjenigen  inneren  lebendigen  Kraft  gebraucht  wird, 
weiche  dem  augenblicklichen  Zustande  entspricht  In  dieser  Hinsicht  kann 
man  aber  bemerken,  dass  die  Atome  eines  Körpers  jedenfalls  in  Gruppen 
asammengefiwst  werden  können  von  je  unzählig  vielen  Atomen  gleicher 
Art,  welche  sich  in  gleichartigen  inneren  Bewegungen,  in  demselben  Augen- 
Uicke  aber  in  verschiedenen  Bewegungsphasen  befinden,  so  dass  man  an- 
nehmen darf^  es  seien  in  jeder  Gmppe  bis  auf  unmessbar  kleine  Differenzen 
trleichzeitig  alle  möglichen  Geschwindigkeitsquadrate  vertreten,  welche  den 
Atomen  dieser  Gruppe  für  den  betreffenden  Wärmezustand  überhaupt  zu- 
liommen  können,  und  zwar  zwischen  verschiedenen  Grenzen  in  einem  solchen 
ZaUenverbältnisse,  welches  gleich  ist  dem  Verhältnisse  der  Zeiten,  während 
Tt'Icber  das  Geschwindigkeitsquadrat  eines  einzelnen  Atoms  bei  constantem 
WännezQstande  zwischen  denselben  Grenzen  durchschnittlich  enthalten  sein 
w^rdc.  Dann  kann  auch  die  Summe  der  augenblicklichen  inneren  leben- 
digen Kräfte  aller  Atome  von  der  Summe  ihrer  Mittelwerthe  bei  constant 
bleibendem  Wärmezustande  nur  unmessbar  wenig  verschieden  sein;  die  in- 
nere lebendige  Kraft  eines  Körpers  ist  also  auch  der  Summe  der 
aagenblicklichen  inneren  lebendigenKräfte  seiner  Atome  gleich 
za  setzen. 

Eine  der  vorigen  analoge  Betrachtungsweise  lässt  den  Zusammenhang 
erkennen,  welcher,  falls  ein  Körper  zugleich  in  äusserer  Bewegung  begriffen 
i^^  zwischen  seiner  äusseren,  inneren  und  gesammten  lebendigen  Kraft 
stattfindet  Unter  dieser  letzteren  wird  die  auf  alle  Atome  ausgedehnte 
Summe 


2 

^ erstanden,  in  welcher  m  die  Masse  eines  Atoms,  to  die  Resultante  der 
aagenblicklichen  inneren  Geschwindigkeit  v  desselben  und  der  äusseren 
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Geschwindigkeit  u  des  Körpers  an  der  Stelle  dieses  Atoms  bedentet.  90 
dass,  wenn  u  und  v  den  Winkel  g)  bilden, 

w^  =^  u^  -\-  v^  -\-  2uv  eo8<p 1 

ist.    Sofern  nun  zwei  gleichartige  Grössen,  wenn  sie  auch  einzeln  unmts*- 

bar  klein  sind,  doch  ein  beliebiges  Grössenverhältniss  haben  können,  Li*-1 

sich  ein  unmessbar  kleiner  Körpertheil,  für  dessen  sämmtliche  Punkte  fc  i^'- 

lich  mit  unmessbar  kleinem  Fehler  die  augenblicklichen  äusseren  Geschwiü- 

digkciten   u  als  gleich  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung  zu  betracliti 

sind,  so  gross  denken,  dass  er  unzählig  viele  Atome  von  gleicher  Art  üal 

gleichartiger  innerer  Bewegung  enthält,  deren  augenblickliche  innere  Cfr- 

schwindigkeitscomponenten  =  v  cos  tp  im  Sinne  von  u  jedoch  der  Art  v-r- 

schiedene  positive  oder  negative  Werthe  haben,  dass  mit  unmessbar  kleintu 

Fehler    die  algebraische  Summe  derselben  =^  Null   gesetzt  werden  kann 

tn 
Wenn  man  somit  die  Gleichung  (1)  mit  -—  multiplicirt  und  für  alle  in  Redt 

stehenden  Atome  summirt,  ergiebt  sich 

Mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  der  äusseren  und  der 
inneren  Bewegung  lässt  sich  annehmen,  dass,  wenn  die  vorstehende  GU> 
chung  auf  die  verschiedenen  Gruppen  gleichartiger  Atome  und  auf  den  ganzr: 
Körper  ausgedehnt  wird,  die  einzelnen  unmessbar  kleinen  Fehler  sich  nicht 
zu  einer  messbaren  Summe  anhäufen,  sondern  bis  auf  eine  abermals  ufi> 
messbar  kleine  Grösse  sich  gegenseitig  vernichten  werden.  Wird  dann  niHrt 
der  früheren  Bemerkung  gemäss 


=  1; 


2  2 

gesetzt,  unter  v^  den  Mittelwerth  von  r*  verstanden,  welcher  dem  betriff- 
fenden  Atom  bei  seiner  inneren  Bewegung  für  den  augenblicklichen  Wärui*- 
zustand  zukommt,*  so  ist  für  den  ganzen  Körper 


mw^        -,^**     .     -,wr*  .^ 


s-'^s-^  +  x 


2    ^^    2 

d.  h.  die  ganze  lebendige  Kraft,  welche  dem  augenblicklicheb 
Zustande  eines  Körpers  entspricht,  ist  die  Summe  seiner  äus- 
seren und  inneren  lebendigen  Kraft  für  diesen  Zustand. 

*   Der  Mittelwerth  einer  auf  die  innere  Bewegung  bezüglichen  Fasctinn 
soll  in  der  Folge  immer  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet  v^nl^r. 
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Wenn  man  annehmen  dürfte,  dass  in  einer  unmessbar  kleinen  Zeit,  in 
welcher  also  die  äussere  Geschwindigkeit  irgend  eines  Atoms  keine  raess- 
lüATi?  Aendernng  erfährt,  gleichwohl  die  Projection  desselben  in  jeder  Ge- 
raden unzählig  viele  Schwingungen  macht,  so  würde  aus  GL(1)  für  das  ein- 
zelne Atom  gefolgert  werden  können: 


w 


t «2 


tt*  -\-  V^  -\-  2%i  ,V  008  q)  z=:  u^  -\-  v^ 


und  für  den  ganzen  Körper: 


»12^*  mu^  «it?^ 


2  2  .   '  2 

in  Tebereinstimmung  mit  Gl.  (3),  weil  in  diesem  Falle  analog  der  Gl.  (2)  auch 


mw^       ^mw^ 


2:^^=1: 


2  2 

wäre;  allein  die  fragliche  Annahme  ist  höchstens  bei  festen  Körpern,  näm- 
licb  dann  zulässig,  wenn  die  inneren  Bahnen  der  materiellen  Punkte  uu- 
llle:^sbar  klein  sind.  — 

Bezüglich  auf  die  innere  Bewegung  eines  Körpers  ist  schliesslich  noch 
^in  allgemeiner  Begriff  festzustellen,  welcher  für  die  folgenden  Betrach- 
tQDgen  wichtig  ist:  die  mittlere  Gruppirung  der  materiellen  Punkte 

A  tome  oder  Massenmittelpunkte  der  Moleküle)  einesKörpersfOreinen 
^»•wissen  Wärmezustand  desselben.  Infolge  der  inneren  Bewegung 
.-üdert  sich  die  augenblickliche  Gruppirung  (relative  Lage)  dieser  Punkte 
(«t^tändig,  wenn  auch  der  Wärraezustand  unverändert  bleibt;  in  irgend  einen 
Theil  =  jdV  des   vom   Körper  eingenommenen  Raumes  treten  beständig 

\tome  ein,  während  andere  austreten.  Sind  j-,  y,  «.die  Coordiuaten  eines 
l*ankte8  A  dieses  Raumes  bezüglich  auf  ein  in  demselben  fixirtes  (also 
••v^-ntuell  mit  ihm  sich  bewegendes)  Axensystem,  so  werde  jener  Raumtheil 

I  r  z.  B.  als  Parallelepipedum  gedacht,  dessen  Kanten  mit  den  Coordinaten- 
.Aen  parallel  sind,  während  A  ein  Eckpunkt  desselben  ist.  Die  materiellen 
Punkte  des  Körpers  können  wieder  gruppenweise  von  verschiedener  Art 
-^-in,  so  dass  jede  Gruppe  unzählig  viele  Punkte  von  einerlei  Art  enthält; 
•iif-  Zahl  der  Punkte  einer  bestimmten  solchen  Gruppe,  welche  sich  inner- 
iijlb  des  Raumtheils  AV  befinden,  ändert  sich  beständig,  aber  ihr  Mittel- 
At'fth  für  eine  gewisse  Zeit  t  nähert  sich  bei  unverändert  bleibendem 
W:tnnezu8tande  um  so  mehr  einer  gewissen  durch  diesen  Zustand  bestinnn- 
*•  n  Grenze  «,  je  grösser  die  Zeit  t  genommen  wird.   Denkt  man  sich  weiter 

/'Den  Raumtheil  /f  V  kleiner  und  kleiner  werden,  bis  er  im  Punkte  A  ver- 

n 
"abwindet,  so  wird  sich  auch  der  Quotient  -r—  einer  gewissen  Grenze 

9ra«kof,  tk«oi«t.  KMchinenlehre.  I.  16 
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nähern,  welche  als  eine  Function  der  Coordinaten  des  Punktes  ^  zu  h»- 
trachten  ist,  deren  Form  und  Coefficienten  von  dem  Wftrmezustande  011^1 
von  der  Art  des  Körpers  abhängen.  Wären  diese  Functionen  für  di«»  vr- 
schiedenen  Gruppen  von  materiellen  Punkton  des  Körpers  gejreben,  ^ 
wtlrde  dadurch  ihre  mittlere  Gruppirung  bestimmt  sein.  Zur  rechnaiu^ 
massigen  Verwerthung  dieses  Begriffes  muss  derselbe  freilich  durch  sjm  *  •  •.- 
lere  Bestimmungen  demnächst  ergänzt  und  auf  messbare  Grössen  zurütk- 
geführt  werden. 

Bei  festen  Körpern  ist  durch  die  relative  Lage  der  zu  Anfang  di--* 
§.  erklärten  mittleren  Oerter,  nämlich  in  diesem  Falle  durch  die  Gleich^:- 
wichtslagen  der  materiellen  Punkte  zugleich  die  mittlere  GnippimnK  <i'r* 
selben  bestimmt.  Im  Allgemeinen  dürfen  aber  beide  Begriffe  nicht  ur- 
wechselt  werden;  bei  jenem  kommen  die  materiellen  Punkte  einzeln  «»'l-'' 
individuell,  bei  diesem  nur  hinsichtlich  ihrer  Art  in  Betracht.  Durch  Vf^ 
tauschung  von  zwei  gleichartigen  materiellen  Punkten  können  die  mittler'*. 
Oerter  derselben  sich  ändern,  während  die  mittlere  Gruppiruug  der  mat^p- 
eilen  Punkte  unverändert  bleibt;  umgekehrt  kann  letztere  mit  der  imi«*M 
Bewegung  sich  ändern,  ohne  dass  die  mittleren  Oerter  der  niateheH*t 
Punkte  andere  werden. 


§.  47.   Bestandtheile  des  Inneren  ArbeftsTermS^ens  nnd  der  K5r|ierwlnBf> 

Gemäss  den  Begriffen,  welche  den  früheren,  von  der  Molekiüarr«»a>i.- 
tution  der  Materie  abstrahircnden  Entwickelungen  dieses  Abschnitt«*^  r~ 
Grunde  liegen,  ist  mit  der  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines  Kör|>^:^ 
im  Allgemeinen  zugleich  eine  Aenderung  seines  inneren  ArbeitSTenn«V*L* 
nnd  eine  Deformationsarbeit  verbunden;  letztere  ist  die  Arbeit,  welcho  ui 
durch  die  äusseren  Kräfte  verursachten  inneren  Flächenkräite  Spannanct  :• 
infolge   der  Deformatiousänderung  verrichten.    Nach   den  in  den  b«*^^*. 
vorigen   §$.  auseinandergesetzten  Anschauungen  beruht  die   DefonBAtn'S 
eiues  Körpers  auf  einer  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung  seiner  au^- 
Hellen  Punkte,  während  die  Spannung  für  irgend  ein  FlächeneU*jneot  ir- 
Inneren  des  Körpers  als  die  Resultante  der  Molekularkräfle  xu  betncbt* : 
ist,  mit  welchen  die  auf  der  einen  Seite  dieses  Fläcbenelemenles  liegi^fti* : 
materiellen  Punkte  auf  die  jenseits  desselben  liegenden  wirken;  die  fmh«* 
so  genannte  Deformationsarbeit  ist  also  eine  Arbeit  der  Moleknlarkri^ 


§.47.  INNERE  ABBEIT  UND  INNERE  LEBENDIGE  KRAFT.  243 

QBd  zwar  eine  solche,  welche  mit  einer  messharen,  an  einer  Deformations- 
ändening  des  Körpers  erkennbaren  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung 
dt^r  materieUen  Punkte  verbunden  ist. 

Den  in  den  vorigen  §§.  niedergelegten  Anschauungen  gemäss  ist  nun 
aber  eine  Aenderung  jener  mittleren  Gruppirung  auch  denkbar,  ohne  dass 
damit  eine  Deformationsänderung  verbunden  zu  sein  braucht;  infolge  einer 
M)]chen  unmessbaren  Gruppirungsänderung  der  materiellen  Punkte  leisten 
ihiv  Molekularkräfte  auch  eine  gewisse  Arbeit,  und  umgekehrt  muss  eine 
^rselben  gleiche  Arbeit  entgegengesetzten  Zeichens,  welche  eine  innere 
Arbeit  genannt  werden  soll,  dazu  aufgewendet  werden,  jene  Gruppirungs- 
iudenmg  zn  bewirken.  Ist  die  innere  Arbeit  für  eine  gewisse  Zustauds- 
iüdening  eines  Körpers  positiv,  so  wird  um  den  Betrag  dieser  Arbeit  sein 
inneres  Arbeitsvermögen  vergrössert,  indem  er  das  Vermögen  erhalten  hat, 
Wi  der  umgekehrten  Zustandsänderung  eine  ebenso  grosse  Arbeit  durch  die 
Mnlekolarkräfte  verrichten,  also  gewiouen  zu  lassen.  Die  innere  Arbeit  ist 
t'ulglich  als  Bestandtheil  der  Aenderung  des  inneren  Arbeitsvermögens  zu 
betrachten. 

Der  Unterschied  zwischen  einer  solchen  Gruppirungsänderung,  welche 
»be,  und  einer  solchen,  welche  mit  einer  Deformationsänderung  des  Kör- 
pers Terbunden  ist,  beruht  darauf,  dass  im  ersten  Falle  die  Verschieden- 
beit  der  Entfernungen  nächstbenachbarter  materieller  Punkte  zu-  oder  ab- 
oimmt  bei  unveränderter  mittlerer  Grösse  derselben,  während  im  zweiten 
Falle  gerade  diese  mittleren  Entfernungen  sich  ändern  und  zwar  in  ver- 
^hiedenen  Punkten  sowie  in  demselben  Punkte  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen in  gesetzmässig  verschiedenem,  durch  die  Art  und  Grösse  der  De- 
tiirmationsänderung  bedingtem  Grade. 

Ausser  mit  der  besprochenen,  theils  durch  die  Deformation  des  Kör- 
^n  messbaren,  theils  unmessbaren  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung 
dt-r  materiellen  Punkte  eines  Körpers  kann  eine  Aenderung  des  Wärmezu- 
«^iandes  desselben  nur  noch  mit  einer  Aenderung  seiner  inneren  Bewegung 
fnrbunden  sein.  Mit  dem  inneren  Arbeitsvermögen  hängt  diese  innere  Be- 
legung nnr  dorch  ihre  entsprechende  innere  lebendige  Kraft  zusammen  so, 
dah8  eine  Vermehrung  der  letzteren  eine  ebenso  grosse  Vermehrung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  bedingt.  Eine  Aenderung  des  inneren  Arbeits- 
^Tmögens  besteht  also  aus  der  inneren  Arbeit  und  der  Aenderung  der  in- 
üt-ren  lebendigen  Kraft. 

Ebenso  wie  die  innere  lebendige  Kraft  von  dem  hypothetischen,  that- 
^Achlidi  nicht  herstellbaren  Zustande  innerer  Ruhe  aus  zu  rechnen  ist,  kann 
iwn  sich  auch  in  Betreff  der  inneren  Arbeit  einen  solchen  Zustand  mitt- 

IG* 
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Iftrer  Grupjiining  dor  materiellen  Punkte  denken,  dass  jede  mögliche  A«n- 
(h*rnnü  dr^ssclhen  mit  einer  positiven  inneren  Arbeit  verbunden  sein  wfmlr. 
Die  Arbeit,  welche  aufzuwenden  wäre,  um  dif»se  hypothetische  Gruppirumr 
(abzOf(Iieh  einer  durch  äussere  Kräfte  etwa  gleichzeitig  bedingten  Defoniu- 
tioTisarbelt)  in  diejenige  mittlere  Gmppimng  überzufilhrea,  welche  riu.M 
gewissen  Wärmezustande  entspricht,  heisse  der  Arbeitsinhalt  des  Kör|H^ 
für  diesen  letzteren  Zustand;  die  innere  Arbeit  kann  dann  anch  ^U  Afi- 
derung  des  Arbeitsinhaltes  fals  Vermehrung  oder  Verminderung  desNi^llh  lu 
jenaclidem  sie  positiv  oder  negativ  ist)  aufgefasst  und  bezeichnet  wcni»" 
Wenn  endlich  das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Körpers,  welches  im  V«r- 
hergeh(»nden  stets  von  irgend  einem  conventioneil  gewählten  anderen  Wäni:«- 
zustünde  aus  gerechnet  wurde,  in  der  Folge  von  dem  hypothetischen  Zt- 
Stande  aus  gerechnet  wird,  für  welchen  zugleich  innere  Ruhe  statttin«!'* 
und  der  Arbeitsinhalt  =  Null  ist,  so  ist  allgemein  das  innere  Arbeit- 
vermögen die  Summe  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  •!  — 
Arbeitsinhaltes;  sein  Ausdruck  wird  dann  freilich  stets  ebenso  wi«»  ♦!••: 
des  ArbeitHinhalt(»s  einen  unbekannten  constanten  Summanden  enthalteri. 

Die  Deformationsarbeit  soll  mit  Rücksicht  auf  die  äusseren  Kuiii». 
von  w«»lcb(»n  sie  al)hängt,  und  im  Gegensatze  zur  inneren  Arbeit  hint*«»rtj 
aiM'h  die  äussere  Arbeit  genannt  werden.  Gemäss  den  früheren,  unt»d 
ge\\iHS(»n  Hi)e('ielleren  Voraussetzungen  gebrauchten  besonderen  lUv«  i  •- 
ninigfMi  ist  also  die  tiussere  Arbeit  ==r  der  Expansionsarbeit,  wenn  alb-  T.»'»^ 
f/eutiulHpHnuungen  im  Körper  =^  Null  sind,  somit  nur  positive  oder  nruatr.  i 
Pressnng(»n  (negative  oder  positive  Normalspannungen'  vorkommen;  ««ie  -,*•] 
der  <ib!Ttiächlichen  Kxpansionsarbeit  oder  Oberflächenarbeit  des  Kör|N  r*| 
fj.  \l\\  wiMui  zudem  die  Pressung  in  allen  seinen  Punkten  gleich,  alv4»  -\ 
dt»in  Hpeeit'.  äusseren  Drurke  ist. 

D«M  gt»s5unmte  Arbeitsvermögen  eines  zugleich  in  aussen« r  H—i 
weKinig  betindlielien  Kr»rpers,  bestehend  aus  seiner  äusseren  leh<Mi«I./-  ! i 
Kraft  \\\\{\  seinem  ii\ueren  Arbeitsvermögen,  ist  nun  anch  die  Snrome  ^••ii;. - 
uuHNonMi  und  inneren  lebendigen  Kraft  und  seines  Arbeitsinhalt e<5.  «-!•  ^ 
mieh  naeb  5j.  It^  Gl.  ^.T  dit»  Summe  seiner  gesammten  lebendigen  Kr*ft  n»  •! 
»»eiueN  VrbeitsiuhalttK,  Die  /ustandsänderung  eines  Körpers  ist  im  AP:.-^ 
meinen  mit  einer  Aetulernui»  »meiner  ;iu<^enMi  und  inneren  leln^ndigeü  Krj'*i 
Nouie  \\\\\  ;uivM>rt>r  \\\\\\  innetvr  Arl»eit  verbunden. 

KbeiiM»  xue  diW  inut^re  Vrbeits\ennoiren  i<it  schliesslich  auch  ihr  ^ in  ■  - 
xxertlu  du»  K.»rpei*\\änne,  aK  aus  zwei  entspnH-henden  Theilen  bestehfiiii  .  «ii 
betuu'l  ten.  weKbe  die  freie  Ki»rporwärmo  Wännewcrth  der  in»f r-  i 
b  b»ii.'v.>n  Kt '♦^^  v>Ki  .*»o  gebundene  Korpema&rmt*    WÄnDCn«*rth 
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Arbintsinhalt^s)  genanut  werden  mögen.  Diese  Begriffe  dürfen  nicht  ver- 
w^i'hselt  werden  mit  anderen,  welche  in  der  Physik  vielfach  noch  jetzt  mit 
ik'a«»olben  Namen,  mit  Rücksicht  auf  die  mechanische  Wärmetheorie  weniger 
"irreffend,  bezeichnet  werden.  Als  gebundene  Wärme  findet  man  dort  oft 
il«ni  älteren  Sprachgebrauche  gemäss  nur  diejenige  Wärme  bezeichnet, 
^flche  zur  Schmelzung  eines  festen  oder  zur  Verdampfung  eines  flüssigen 
Kori>ers  verbrancht  wird,  und  welche  nicht  nur  einen  Zuwachs  an  Körper- 
warme, sondern  zugleich  den  Wärmewerth  der  vom  Körper  bei  der  Aen- 
'i-rung  seiner  Aggregatform  verrichteten  äusseren  Arbeit  in  sich  begreift. 
Auch  kann  es  bei  unveränderter  Aggregatform  und  bei  unverändertem  Vo- 
lumen der  Fall  sein,  dass  mit  einer  Aenderung  des  inneren  Zustandes  durch 
Mittheilaug  von  Wärme  nicht  nur  ein  Zuwachs  an  freier,  sondern  zugleich 
aa  frebuadener  Körperwärme  verbunden  ist,  während  in  der  Physik  diese 
iranze  Wärme  lediglich  als  ein  Zuwachs  an  freier  Körperwärme  bezeichnet 
/u  werden  pflegt.* 


*  In  Betreff  der  Benennung  der  in  diesem  §.  und  in  §.11  erklärten  ßc- 
jriffe  der  mechanischen  Wärmetheorie  hat  sich  ein  allgemein  anerkannter  wis- 
senschaftlicher Sprachgehrauch  überhaupt  noch  nicht  ausgebildet. 

Die  Grdsse,  welche  ich  das  innere  Arbeitsvermögen  genannt  habe,  be- 
zeichnet Kirch  hoff  als  „Wirkungsfunction",  Thomson  als  „mechanische  Ener- 
,:ie"*,  Zeuner  als  „innere  Arbeit",  während  ich  diese  letztere  Bezeichnung  in 
demselben  Sinne  wie  Clausius  gebraucht  habe.  Nach  den  auch  von  Briot 
Lehrbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie,  deutsch  herausgegeben  von  Dr. 
H.  Weber)  angenommenen,  von  Rankine  vorgeschlagenen  Bezeichnungen  be- 
*teht  die  „totale  Energie"  eines  Körpers  =^  seinem  gesammten  Arbeitsvermögen 
i'i«  der  „potentiellen  Energie"  =  dem  Arbeitsinhalt  und  der  „wirklichen  P]ner- 
z\fi^  =^  der  gesammten  lebendigen  Kraft,  letztere  aus  der  „äusseren  und  inneren 
rirkiichen  Energie",  der  äusseren  und 'inneren  Bewegung  entsprechend. 

Claasius  versteht  unter  „Energie  eines  Körpers"  den  Wärmewerth  des 
•onereD  Arbeitsvermögens,  welche  Grösse  ich  die  Körperwärme  genannt  habe 
aI»  Verallgemeinerung  der  von  Zeuner  für  die  in  §.27  besprochenen  beson- 
litnn  Fälle  zweckmässig  gebrauchten  Bezeichnungen:  Flüsbigkeitswärmc  und 
;»amptwärme.  Clausius  versteht  unter  der  Körperwärme  oder  dem  „Wärme- 
.'iialt  eines  Körpers"  nur  den  Theil  der  fraglichen  Grösse,  welchen  ich  als 
-r*-!»-  Körperwärme  bezeichnet  habe. 

Die  alä  Wärme  gemessene  Arbeit,  also  das  Maass  einer  Arbeit  für  W 
\  -^  424)  Kgmtr.  als  Einheit,  odgr  den  Wärmewerth  einer  Arbeit  nennt  Clau- 
•i'is  ein  „W^erk";  die  von  ihm  so  genannte  Energie  eines  Körpers  ist  danach 
A**  Summe  seines  Wärme-  und  Werkinhaltes.  Eine  Aenderung  des  letzteren 
'.«'i->t  bei  ihm  auch  ein  „inneres  Werk"  im  Gegensatz  zum  „äusseren  Werk" 
-^  der  als  Wärme  gemessenen  äusseren  Arbelt. 


246  VEBWAKDLUNG8IKHALT  EINES  KÖBPEB8.  §.4' 


§.  48.    Der  TerwaBdlangrsinhalt  eines  Körpers  and  seine  Bestondtkeilf. 

Für  einen  gewissen  Wännezustand  eines  Körpers  sei 
U  das  innere  Arbeitsvermögea,' 
Ä'die  freie  Körperwärme,  also  ^jr(=deni  Arbeitswertli  derselben  A> 

innere  lebendige  Kraft, 
/  der  Arbeitsinhalt;  dem  vorigen  §.  zufolge  ist  dann 

und  fUr  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung 

dU=  JF.dJEr+dl i 

Für  eine  solche  ist  andererseits  nach  der  allgemeinen  Wärmegleicba*  .- 
(§.11,  Gl.  2) 

dU=  W.  dQ  +  dR  +  dS  —  dE, 

worin  dQ  die  mitgetheilte  Wärme  bedeutet,  dR  die  Arbeit  der  ftu^^^rs 
Reibung  (der  Reibung  an  der  Oberfläche),  dS  die  Arbeit  der  luH^ren  I-- 
wegugswiderstände,  dE  die  äussere  Arbeit  Aus  der  Verbindang  dit«- 
Gleichung  mit  Gl.  (1)  folgt 

W.dQ-\-dR^dS=  W.dn-\-d{^E+r) 
oder  bei  Multiplication  mit  ^  =  -  —  und  mit  Rücksicht  darauf,  da^«  « * 

rr 

und  dS  nur  positiv  oder  =  Null  sein  können, 

dQ<dHJ^A.d(E+  T) 

wobei  das  Zeichen  =  oder  <C  gilt,  jenachdem  dR  und  dS  =  Null  *. 
oder  nicht. 

Die  äussere  und  die  innere  Arbeit  dE  und  dl  bewirken  bcid<*  • 
Veränderung  der  mittleren  Gruppirung  der  materiellen  Punkte,   nnr  ■ 
dem  Unterschiede,  dass  der  dabei  zu  bewältigende  Widerstand  im  t  r- 
Falle  von  äusseren  Kräften  abhängt,  im  zweiten  nichts  doss  ferner  dir  fr . 
liehe  Gruppiningsäuderung  im  ersten  P'alle  sich  durch  eine  me^iort  1  - 
formationsänderung  zu  erkennen  giebt,  im  zweiten  Falle  nicht.   I>ah>*i  % 
man  sich  mit  positiven  Werthen  der  Arbeiten  dE  und  dF^  abo  aaoh 
einem  positiven  Werthe  der  Gesammtarbeit  d{E -\- Ij  eine  Auflock»  r  - 
der  Körpermaterie,  eine  zunehmende  Zertheilung  des  Aggregat:»  nui«  "- 
Punkte,  als  welches  der  Körper  betrachtet  wird,  verbunden  dcnkriu  u  • 
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nur  dieser  Begriff  des  Zertheilungsgrades  entsprechend  definirt  wird,  wie 
a^  von  Clansins  geschah,  indem  er  diesen  Begriff  als  den  einer  mathe- 
matisch aasdrückbaren  Grösse  unter  dem  Namen  der  Disgregation  eines 
Körpers  in  die  mechanische  Wärmetheorie  einführte  * 

Um  diese  Grösse  mathematisch  zu  definiren,  mag  von  einem  besonderen 
Fall^  nämlich  vom  Gaszustande  ausgegangen  werden.  Wenn  man  im  An- 
schlüsse an  das  über  das  Wesen  dieses  Grenzzustandes  bereits  früher  Ge- 
sagte annimmt,  dass  in  demselben  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  bei 
mittlerer  Gmppirung  ganz  gleichförmig  vertheilt,  und  dass  auch  die  Mole- 
küle ans  den  betreffenden  Atomen  mit  so  grossen  Entfernungen  der  mitt- 
leren relatiyen  Oerter  dieser  Atome  in  den  einzelnen  Molekülen  und  dabei 
so  einfach  (aus  so  wenig  Atomen)  gebildet  sind  wie  es  ohne  chemischen 
Zerfall  derselben  möglich  ist,  so  kann  die  mittlere  Gmppirung  der  materi- 
ellen Punkte  eines  Gases  nur  zugleich  mit  dem  Volumen  sich  ändern,  so 
dass  mit  irgend  einer  Zustandsänderung  nur  eine  äussere,  keine  innere 
Arbeit  verbunden  sein  kann.  £s  ist  dann  der  Gaszustand  als  der 
Grenzzastand  zu  bezeichnen,  für  welchen  der  Arbeitsinhalt 
eiacn  constanten  Maximalwerth  erreicht  hat  und  der  Zerthei- 
'oDgsgrad,  bei  gegebenem  Volumen  so  gross  wie  möglich,  nur 
Doch  mit  dem  Volumen  sich  ändern  kann,  natürlich  so,  dass  er  mit 
^-  oder  abnehmendem  Volumen  selbst  zu-  oder  abnimmt,  indem  die  mitt- 
lren Entfernungen  der  an  und  für  sich  unverändert  bleibenden  nächstbe- 
aachbarten  Moleküle  zu-  oder  abnehmen.  Ist  nun  p  die  Pressung,  p  das 
^peei£.  Volumen  und  T  die  absolute  Temperatur  eines  Gases  von  gleichför- 
iQigem  Wärmezustande,  so  ist  pro  1  Kgr.  desselben  mit  dl=0 

A.d{E'{-l)  =  A,  dE=  Apdv 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung  RT=pv  (§.  17) 

A.d(E4-I)  =  AET—=T.d(ARJnv) (3), 

V 

nw\   da   dem  Obigen  zufolge  für  ein  Gas  der  Ausdruck  AR.lnv  als  das 
^aass  des  Zertheilungsgrades  definirt  werden  kann,  so  mag  nun  allgemein 
d(T  Zertheilungsgrad  oder  die  Disgregation  deines  beliebigen  Kör- 
pers von  gleichförmiger  Temperatur  mit  Clausius  definirt  werden  durch 
die  Gleichung: 

A,d{E-\-r)=T.dZ (4), 

wonach   für  irgend  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  die  Summe 

üeber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwand- 
iungen  auf  die  innere  Arbeit.    Poggendorff  s  Annalen,  Bd.  IIG,  S.  73. 
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der  äusseren  nnd  inneren  Arbeit  prdportional  ist  der  exit- 
sprechenden  Disgregationsänderung  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur, bei  welcher  dieselbe  stattfindet.  Aus  dieser  Gleichung  fnljt 
für  die  Bispregiition  selbst  der  Ausdruck: 


= ^.  +j^ 


E_ 
T 


unter  Z^  den  Werth  der  Disgregation  in  demjenigen  Zustande  verstan^ir^r 
welchem  die  untere  Grenze  des  Integrals  entspricht;  insbesondere  fOr  ^ii 
Gas  ist  pro  1  Kgr.  nach  Gl.  (3) 

Z^Z^  +  ÄRJn-    *"»•* 

Bei  einem  Gase  ist  durch  Z  auch  v  und  somit  die  mittlere  Gmppininj 
der  materiellen  Punkte  bestimmt.    Im  Allgemeinen  kann  man  aber  i*  - 
sagen,  dass  durch  diese  mittlere  Gruppirung  die  Disgregati^in  / 
bestimmt  sei,  nicht  umgekehrt;  denn  indem  Z  als  abhängig  zu  ^- 
trachten  ist  von  dem  Verschiedenheitsgrade  der  Entfernungen  nächstbeti:i  • 
barter  materieller  Punkte  und  von  den  mittleren  Grössen  dieser  Entf« : 
nungen,  ist  es  denkbar,  dass  in  beiden  Beziehungen  zugleich  solche  \^\\u- 
rungen  stattlindou,  welche,  indem  sie  einzeln  entgegengesetzte  AendonniL'- 
von  Z  bewirken  würden,  zusammen  diese  Grösse  unverändert  las<ien  * 


*  In  einem  späteren  Aufsatze  (über  die  Zurückführung  des  zweiten  Hnr^- 
Satzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  allgemeine  mechanische  Princtp  *  • 
Sitzungsberichte  der  niederrheinischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilk.... 
1870,  S.  107  und  Pogg.  Ann.  Bd.  142,  S.  433)  hat  Clausius  für  die  DisimYtti  i 
eines  Körpers  von  gleichförmiger  Temperatur  unter  gewissen  Vorauss«*tniL:'' 
den  folgenden  allgemeinen  Ausdruck  entwickelt: 

Z  =  A:Emc.  In  ( T%^)  +  (^omt. 

Darin  haben  A  und  T  die  obigen  Bedeutungen;  i  bedeutet  die  mittlere  ^s:.•  ■ 
gungndauer   bei  der  stationären  Bewegung  eines  materiellen  Punkte«  (At<*' 
von  der  Masse   m,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe,  auch  wenn  die  inneren  Br^- 
gungen  nicht   in  geschlossenen  Bahnen  stattfinden,  für  die  lYojectionen  tii 
Punktes  auf  drei  ('oordinatenaxen  gleich  zu  setzen  ist.     Ks  ist  also  T  eior  ff 
alle  I^uikte  gleiche,  i  eine  für  die  verschiedenartigen  materielleii  IVukt«*  i- 
Allgemeinen  verschiedene  veränderliche  Grösse.     Die  Bedeutune  %on  r  Ut     . 
durch  bestimmt,  dass  bei  der  Entwickelung  jenes  Ausdrucks  von  Z  die  uii  .t 
innere  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punktes 

_  MIM*  =-  mcT 
2 

gesetzt  und  c  als  eine  für  die  verschicdeuartigeu  materiellen  Punkte  v«x>4'. 
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Ans  der  Verbindung  von  Gl.  (4)  mit  Gl.  (2)  folgt 

dQ<dir+  T.  dZ  oder    ^  <  ^ -\- dZ 

and  f&r  eine  Zustandsänderung  von  endlicher  Grösse 

^dH 


fdQ^   fdJ2 


+  Z-Z^ (6). 

Insbesondere  für  einen  Kreisprocess  ist  Z=Zq  und,  wenn  derselbe 
arakebrbar  ist  (u.  A.  also  für  jedes  Element  desselben  dR  und  dS  =  Null 


/^«=o. 


MDd;,  nach  §.14  auch  /  —  =  0.    Aus  der  Beziehung  (6),  in  welcher  für 

«liesen  Fall  das  Zeichen  ^=r  gilt,  folgt  also  für  einen  umkehrbaren  Kreis- 
process auch 


/■ 


dH 


dR 
^>  da.ss  --J-  das  vollständige  Differential  einer  Function  von  Veränderlichen 

^•in  muss,  welche  den  Wärmezustand  bestimmen.  Angenommen,  der  letz- 
tere sei  bestimmt  durch  T  und  eine  andere,  von  T  unabhängige  Grösse  X, 
^^  hi  auch  die  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  freie  Körperwärme  R 
iin  Allgemeinen  als  eine  Function  von  T  und  X  zu  betrachten,  also 

dR=M,dT^N,dX',    ^=^dT+  ~dX (7), 

hR  bR 

»intor  M  =  J--  und  N=  j—  Functionen  von  Tund  X  verstanden,  welche 

<ier  Bedingung  genügen: 

bM_hN 

bX~hT 


rs). 


.™.  ^,  f..  ..,^.^  „..„..  ..„.„-..„. 


nach  GL  (7)  auch 

t) 


hX\T)~'hl\T 


'It-Dp  CoDStante  betrachtet  wurde,  was  also  voraussetzt,  dass  diese  mittleren  le- 
iifndigeo  Kräfte  alier  Punkte  ein  constantes  Verhältuiss  zu  einander  haben. 

Bei  der  noch  zweifelhaft  erscheinenden  Fruchtbarkeit  jenes  Ausdruckes 
wjb  Z  mag  seine  Anführung  hier  genügen. 
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oder  (mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  von  T  and  X) 

1  hM       1  hN       N 


also  wegen  Gl.  (8) 


ThX       ThT       2«' 


d.  h.  ^  eine  Function  von  2  allein  sein.  Es  hat  sich  somit  die  bemiTktu>- 
werthe  Folgerung  ergeben,  dass  die  freie  Wärme  eines  Körper* 
durch  seine  Temperatur,  also  auch  letztere  durch  die  frei» 
Körperwärme  oder  durch  die  innere  lebendige  Kraft  vonkom- 
men bestimmt  ist.* 

dH 

Setzt  man  -^  =  dT^  so  ist,  unter  Fq  den  der  unteren  Grenze  A*  - 

Integrals  entsprechenden  Werth  von  Y  verstanden, 

r=Fo+j^^^ •• 

eine  Function  von  T,  welche  im  Anschluss  an  die  Begriflfsbestimmungen  \«': 
§.  14  der  Verwandlungswerth  der  freien  Körperwärme  gonunrt 
werden  mag.  Bei  Einführung  dieser  Grösse  Y  ist  die  Beziehung  6  /r. 
schreiben: 


/ 


i^<Y+Z-{l\  +  Z,) ,Io 


wobei  Yq  und  Z^  die  Werthe  von  Y  und  Z  für  denselben,  nämlich  t .: 
denjenigen  Anfangszustand  bedeuten,  welchem  die  untere  Grenze  dt^  lut— 
grals  auf  der  linken  Seite  entspricht  Uebrigens  ist  der  Ausdruck  h  0»r 
Z —  Zq  von  derselben  Art  wie  der  Ausdruck  (9)  für  Y —  Y^^  in«!- u 
A.d{E--\-r)  ebenso  wie  rfJ?"  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  bedeat»\ 
so  dass  im  Sinne  von  §.14  auch  die  Disgregation  Z  als  ein  ge^i^v.  r 
Verwandlungswerth,  nämlich  als  Verwandlungswerth  der  mittlere  l 


*  Es  könnte  dieser  Satz  auch  als  Annahme  hingestellt  werden,  und  «  un:« 

sich  dann  der  za  seiner  Ableitung  hier  benutzte  Satz  als  Folgerung  en*'hr : 

nämlich   der  Satz,   dass  bei  jedem  umkehrbaren  Kreisprocesse  eines  Kör]  • -^ 

dO 
j,  "-'  0,   der  Verwandlungswerth  der  dem  Körper  (algebraisch  versuii«i' 

mitgetheilten  Wärme  =  Null  ist,  dessen  Herleitung  in  §.  14  auf  der  Tonu-v  - 
setzten  Unmöglichkeit  eines  ohne  Compensation,  d.  h.  ohne  sonstige  Verftoderui  . 
stattfindenden  Wärmeüberganges  von  niederer  zu  höherer  Temperatur  Utu^  - 


/ 
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Grappirang   der   materiellen  Pnnkte   eines  Körpers   bezeichnet 
Verden  kann. 

Die  Snmme  dieser  beiden  Grössen  Y  and  Z  nennt  Clausins  den 
Yerwandlnngsinhalt  oder  die  £ntropie  0i  rgojti],  die  Verwandlung) 
des  Körpers.*  Sie  ist  bestimmt  durch  die  Temperatur  und  durch  die  Dis- 
gregation,  also  auch  durch  die  Temperatur  und  durch  die  mittlere  Grup- 
piruug  der  materiellen  Punkte,  um  so  mehr  durch  den  Wärmezustand  des 
Körpers;  umgekehrt  kann  aber  bei  gegebener  Temperatur  und  verschiedenen 
mittleren  Gruppirungen,  um  so  mehr  bei  verschiedenen  Wärmezuständen 
die  Entropie  denselben  Werth  haben**  Wird  dieselbe  mit  S  bezeichnet, 
90  hat  man  nach  (10) 


P 


T 


<Ä  — Äo (11). 


Bisher  wurde  vorausgesetzt,  die  Temperatur  sei  in  demselben  Augen- 
blicke in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss 
der  letztere  in  Elemente  zerlegt  werden  der  Art,  dass  die  bisherige  Voraus- 
««»tzung  för  jedes  einzelne  Element  zutrifft,  und  sind  dann  unter  der  Dis- 
gregation,  dem  Verwandlungswerth  der  freien  Wärme  und  der  Entropie  des 
Körpers  für  einen  gewissen  Zustand  desselben  die  Summen  der  betreffenden 
Grössen  fftr  alle  jene,  im  Allgemeinen  als  unendlich  klein  vorauszusetzenden 
Elemente  zusammengenommen  zu  verstehen.  Das  Integral  auf  der  linken 
S<»ite  der  Beziehung  (11)  ist  dann  ebenso  durch  die  Summe  der  ent- 
sprechenden Integrale  für  die  einzelnen  Körperelemente  zu  ersetzen,  also 
doreb  ein  zweifaches  Integral,  bei  welchem  die  eine  Integration  sich  wie 


*   Ueber  verschiedeue  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Haupt- 
rleichongen  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Poggendorff  *8  Annaleu,  Bd.  125, 

*^  Entsprechend  der  in  der  obigen  Anmerkung  (S.  248)  erwähnten  Substitution 

—  mi**  =  mc  T, 

velche  za  dem  dort  angeführten  Gl  aus  ius 'sehen  Ausdrucke  der  Disgregation 

Z  =  A:Smc .  In  (  TP)  +  Const. 
geführt  hat,  ist  die  freie  Körperwärme 


»m* 


2 


dH 


al^o  Y^Jy  +  Consi.  =  AXmc.lnT  -f  Const 

und  die  Entropie 

^«  Y+Z^AS)imc.ln{Ti)  +  C<m8t, 
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bisher  auf  die  Zeit,  die  andere  aber  auf  den  Ort  (auf  den  Uebergang  von 
einem  zum  anderen  Körpereloment)  bezieht.  Indem  aber  dieses  zw^ifarbe 
Integral  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  kann,  entsprechend  dem  Wänu«- 
austausch  an  der  Oberfläche  des  Körpers  und /demjenigen,  welcher  zwi^ch»*« 
den  Körporelementen  gegenseitig  stattfindet,  hat  man  in  (11)  zu  setzen: 


[dQ       (Td^Q   .    ffd^Q' 
J   T^JJTIJ     T- 


worin  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsüudorung  des  Körpt*r>  d^U  üi- 
Wärme  bedeutet,  welche  ihm  durch  ein  Element  seiner  Obertläche,  wo^  !!•>♦ 
seine  augenblickliche  Temperatur  ^-=-  T  ist,  von  aussen  mitgethoilt  winl. 
d'^Q'  dagegen  die  Wärme,  welche  ein  unendlich  kleines  Körpfrelemmi. 
dessen  augenblickliche  Temperatur  ^^  T  ist,  von  den  anorronzenden  Körj»'T- 
elementen  empfangt,  deren  augenblickliche  Temperaturen  unendlich  »fn:. 


#?'^ 


von  T  verschieden   sind.    Das  Doppelintegral  /  /  -  ,j^  ist  dann  jedeutall'« 

positiv,  weil  seine  Elementarbestandth(»ile  sich  paarweise  so  gruppinni 
lassen,  dass  jedes  solche  Paar  einen  positiven  Werth  hat;  ist  nämlich  '/-y 
die  positive  Wärme,  welche  ein  Körpereleraent,  dessen  Temperatur  --  7 
ist,  von  einem  angrenzenden  empfangt,  dessen  Temperatur--  T-\-  dT \v\\\i' 
wendig  ]>»  T  ist,  so  ist  —  d-q^  die  negative  Wärme,  welche  dieses  /*iiT' 
wärmere  Körperelement  von  dem  ersten  enipfiiugt,  und 

Somit  ist  in  der  Beziehung  (11' 


mn 


und  um  so  mehr  für  alle  Fälle 


f 


d^Q 
T 


S  -    .% K'. 


d.  h.  bei  jeder  Zustandsänderung  eines  Körpers  ist  der  V.  r- 
wandlungswerth  der  ihm  von  aussen,  mitgetheilten  Warn» 
höchstens  _=  der  Aenderung  seiner  Entropie.  Bei  einem  Kn  ^- 
process  ist  N  -.T  s^,  also  jener  Verwandluugswerth  (in  §.  14  mit  y  U/'  uh- 
net;  *--.  0,  nämlich —--- 0  oder  <^  0,  jenaclidem  der  Kreisprocess  mnk«  hr -•: 
ist  oder  nicht,  wie  schon  in  §.  14  nachgewiesen  wurde. 
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Denkt  man   sich  die  Beziehungen  (12)  demselben  Zeitintervall  ent- 
sprechend för  alle  Körper  des  Weltalls  zusammen  addirt,  so  ergiebt  sich 


wnl  die  den  einzelnen  Weltkörporn  mitgothoilten  Wärmemengen  nur  von 
änderen  Weltkörpern  herrühren  können,  deren  Oberflächentemperaturen 
mindestens  ebenso  hoch  sind,  und  somit 


7  /  /  — —  ^  0  ist,  ebenso  wie  oben  /  /  — — - 


>0 


^AT  bezüglich  auf  die  Elemente  eines  einzelnen  Körpers,  denen  hier  die 
Minmtlicben  Körper  des  Weltalls  entsprechen.  Daraus  würde  sich  ergeben 
iliiresehon  von  einer  Specialuntersuchung,  welche  hierbei  die  Rolle  der 
^trahJenden  W'ärme  erfordern  mag),  dass  die  Entropie  der  Welt  nie  ab- 
:i*hmen  kann,  oder  (nach  dem  Ausdrucke  von  Clausius)  dass  die  En- 
tropie der  Welt  einem  Maximum  zustrebt.  Dieses  Maximum  wäre 
erreicht,  wenn  kein  unmittelbarer  Uebergang  der  Wärme  (durch  Leitung 
'-•d^r  Strahlung)  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  und  weder  Reibung 
norh  ein  sonstiger  mit  Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  verbundener 
Brwegungswiderstand,  also  vielleicht  überhaupt  keine  äussere  Bewegung 
iiif'hr  stattföude,  sofern  auch  die  Bewegung  der.  Weltkörper  im  Aether 
ukht  ganz  ohne  Widerstand  geschehen  mag;  das  zeitliche  Ende  der  Welt 
wäre  ein  Zustand  allgemeiner  äusserer  Ruhe,  wenigstens  nur  widerstands- 
loser äusserer  Bewegung,  und  gleichförmiger  Temperatur.* 


•  Auf  diese  Folgerung  wurde  zuerst  von  W.  Thomson  hingewiesen  (Phil. 
Map.  4tfc.  Ser.  Vol.  IV,  p.  304).  Raukin e  nahm  davon  Veranlassung  (ebenda- 
"Mt  p.  3.^),  die  Vermuthung  auszusprechen,  dass  die  Welt  in  sich  selbst  die 
''♦•iTenmittel  zur  beständigen  Erhaltung  ihres  Lehens  besitzen  werde,  welches 
in  ihrem  Grenzzustande  erloschen  wäre;  er  denkt  sich  den  Wcltäther  begrenzt, 
jenseits  dieser  Begrenzung  einen  leeren  Raum,  und  nimmt  es  als  möglich  an, 
•ia.«  die  tob  den  Weltkörpern  ausgestrahlte  Wärme  nach  ihrer  Rettexion  von 
j'^ner  Aethergrenze  an  gewissen  Stellen  des  Weltraums  so  concentrirt  werden 
k'  nric.  dass  die  an  diese  Stellen  gelangenden  Körper  zu  einer  höheren  Tempe- 
ra ur  erhitzt  werden,  als  mit  welcher  sie  die  Wärme  ausgestrahlt  hatten,  so 
''•1^  also  mit  Hülfe  der  Strahlung  gegen  die  Aethergrenze  eine  gewisse  Menge 
^Tfier  Körperwärme  von  mittlerer  Temperatur  in  einen  Theil  von  höherer  und 
»inen  Theil  von  niederer  Temperatur  zerfallen  könnte.  Diese  Annahme  würde 
<>r  Voraussetzung,  dass  ein  unmittelbarer  (ohne  Vermittelung  von  Zustands- 
^derongen  eines  dritten  Körpers  stattfindender)  Uebergang  der  Wärme  stets 
tar  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  erfolgen  kann,  widersprechen,  und  es 


254  ARBEITSVEKMÖOEN  DEB  WELTALLS.  §:4<S. 

Im  Anschluss  an  den  so  eben  ausgesprochenen,  das  Weltganze  betreff 
fenden  Satz,  welcher,  obschon  der  Tendenz  dieses  Baches  fem  liegend, 
doch  zu  unmittelbar  an  dieser  Stelle  sich  darbot,  als  dass  er  bei  seioem 
Charakter  allgemeinsten  Interesses  nicht  hätte  ausgesprochen  werden  sollen, 
mag  zur  Ergänzung  hier  noch  das  andere  Grundgesetz  des  Weltalls  erwähnt 
werden,  welches  Clausius  in  dem  Satze  ausspricht:  „Die  Energie  drr 
Welt  ist  constant'^,  und  zu  welchem,  abgesehen  yen  der  Ausdnicksweis«', 
die  allgemeine  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  —  §.11,  Gl.  (1)  — 

rf(X4-  ü)  =  dM-\-dP-\-  W.dQ 

führt,  indem  sie  auf  die  Gesammtheit  aller  Weltkörper  ausgedehnt  wini. 
In  dieser  Gleichung  ist  X  die  äussere  lebendige  Kraft,  U  das  innen*  Ar- 
beitsvermögen eines  Körpers,  und  für  eine  unendlich  kleine  Zostand^u- 
derung  desselben  dM  die  Arbeit  der  äusseren  Massenkräfte  '^zu  wolcb»T. 
im  Gegensatze  zu  den  Molekularkräften  auch  die  GravitationskrftAo  «it-r 
Körperelemente,  insoweit  sie  auf  messbare  Entfernung  wirken,  genvhH»*: 
wurden),  dP  die  Arbeit  des  äusseren  Druckes  auf  die  Oberfläche,  IT.  < v 
der  Arbeitswerth  der  dem  Körper  von  aussen  mitgetheilten  Wärme.  \^\ 
der  Addition  der  entsprechenden,  für  alle  Weltkörper  bezüglich  auf  d4.*- 
selbe  Zeitelement  aufgestellten  Gleichungen  hat  man 

2:d{L  —  M-^  ir)  =  dJS{L  —  M-\-  U)  =  0 
oder 

^(L  —  M+  U)  =  Const 14 

Die  Bewegung  des  Weltalls  kann  nur  auf  ein  Coordinatensystein  h^ 
zogen  werden,  welches  in  ihm  selbst  auf  irgend  eine  Weise  fixirt  ist  «ni 
absolut  ruhend  gedacht  wird;  2L  ist  seine  entsprechende  äussere  ]eb«^Ddu> 
Kraft.  Analog  dem  in  §.47  erklärten  Arbeitsinhalt  eines  Körpers  kiiii-i 
J2( — JUT)  der  äussere  Arbeitsinhalt  des  Weltalls  genannt  werden,  indMi. 
darunter  die  Arbeit  verstanden  wird,  welche  aufgewendet  werden  ma>^*- . 
um  die  Weltkörper  und  ihre  messbaren  Theile  mit  Rücksicht  auf  •:> 
zwischen  ihnen  wirkenden  gegenseitigen  äusseren  Massenkrälte  (Gn^itir' 
tionskräfte)  aus  einem  gewissen  hypothetischen  Zustande  dichtester  Ma^^  d- 
gruppirung  in  ihre  augenblickliche  relative  Loge  zu  versetzen.  Die  a«f  <ij> 
Weltall  be7.ogene  Summe  2!{L  —  AT)  ist  also  eine  Grösse  analog  deij«*Bi£  *. 

würde  dadurch  auch  die  sogenannte  zweite  Hauptgleichiuig  (§.15»  aete  allri 
daraus  gezogenen  Folgerungen  in  Frage  gestellt.    ClausiuB  discatirte  vM  W- 
stritt  jene  Annahme  in  der  Abhandlung  über  die  Wärmeatrahlaog,  derra  <«« 
dankengang  und  Resultate  früher  in  §.  10  der  Hauptsache  nach  viedctfVfeWi 
wurden. 
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welche  ftür  einen  einzigen  Körper  sein  inneres  Arbeitsvermögen  genannt 
wurde  ^  sofern  nämlich  das  Weltall  mit  einem  einzelnen  Körper  in  der 
Weise  verglichen  wird,  dass  die  mit  messbaren  Ortsänderungen  verbundenen 
Bewegungen  im  Weltall  an  die  Stelle  der  inneren  Molekularbewegungen 
•it«^  Körpers,  und  die  auf  messbare  Entfernungen  wirkenden  gegenseitigen 
Gravitationskräfte  aller  Massenelemente  des  Weltalls  an  die  Stelle  der  auf 
(inmessbar  kleine  Entfernungen  wirkenden  Molekularkräfte  des  einzelnen 
Körpers  gesetzt  werden.  Diese  Summe,  welche  somit  das  äussere  Arbeits- 
urmögen  der  Welt  genannt  werden  könnte,  vermehrt  um  ^C^=  der  Summe 
'ier  inneren  Arbeitsvermögen  aller  einzelnen  Weltkörper  für  sich  betrachtet, 
ist  das  gerammte  Arbeitsvermögen  der  Welt,  und  es  kann  Gl.  (14)  so  aus- 
L'rsprochen  werden:  das  gesammte  Arbeitsvermögen  der  Welt  ist 
constant.* 


§.  49     Wahre  speeiflsehe  Wärme. 

Unter    der   specifischen  Wärme    eines  Körpers  von  gleichförmigem 

Wärmeznstande  für  ein  gewisses   Gesetz  einer  umkehrbaren  Aenderung 

dQ 
dieses  Znatandes  wird  das  Verhältniss  — -,  verstanden,  wenn  dQ  die  Wärme- 

dT 

menge  bedeutet,  welche  dabei  einem  Kgr.  des  Körpers  behufs  der  unendlich 

kleinen  Temperaturänderung  dT  mitzutheileu  ist;  dem  vorigen  §.  zufolge 

ist  sie  allgemein 

dQ^d^         d^ (1). 

dT       dT^     dT 

Sü'  beisse  nach  Rankine  die  wahre  specifische  Wärme  und  sei  mit  e 
t/f zeichnet,  wenn  die  Zustandsänderung  ohne  Disgregationsänderung  statt- 
tindet,  d.  h.  dZ=0  ist  und  folglich  die  mitgetheilte  Wärme  nur  zur  Ver- 
lüf^hning  der  freien  Körperwärme  dient;  es  ist  also 


*  Wenn  Claus  ins  den  fraglichen  Salz  in  der  Weise  ausspricht,  dass  er 
'.if  Energie  der  Welt  als  constant  bezeichnet,  so  ist  zu  bemerken,  dass  er  so- 
-^K^h]  diesen,  als  den  anderen  Satz  in  Betreff  des  Aendcrungssinnes  der  Entropie 
•IT  Welt  nar  gelegentlich  am  Schlüsse  seiner  oben  citirten  Abhandlung  „über 
t  »-rsrhiedene  f&r  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Hauptgleichungen  der 
mechanischen  Wärmetheorie'*  ohne  Mittheilung  ihrer  näheren  Begründung  aus- 
'pncht.  Es  ist  aber  wohl  nicht  zu  bezweifeln,  dass  er  im  Anschlüsse^  an  die 
*'.B!*t  fon  ihm  gebrauchte  Terminologie  hier  unter  der  Energie  der  Welt  den 
Wännewerth  derselben  Grösse  versteht,  welche  ich  oben  als  das  gesammte 
Arbeitsvermögen  der  Welt  bezeichnet  habe. 
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^~  dT    " 

Da  H  dem  vorigen  §.  zafolge  för  einen  gegebenen  Stoff  nur  von  sein»  r 
Temperatur  abbängt,  unabhängig  von  der  mittleren  Gmppiniug  seiner  ma- 
teriellen Punkte  und  folglich  auch  von  der  Aggregatform,  so  gilt  da»» iW 
von  der  wahren  specif.  Wärme.  Nun  ist  aber  nach  Gl.  «5,a)  im  voripn  §. 
für  den  Gaszustand  dZ=0^  wenn  de  =  0  ist,  also  tf  =  r,  =  der  sjMcif. 
Wärme  bei  constantem  Volumen,  und  da  letztere  für  Gase  als  con«tant  zu 
betrachten  ist  (§.19],  so  gilt  dasselbe  von  e  f^r  jede  Aggregatform.  Ih^ 
wahre  specifische  Wärme  e  ist  also  eine  von  der  Art  des  betref- 
fenden Stoffes  abhängige  Constante.  Sie  ist  der  Grenzwertb,  welchfin 
sich  die  specif.  Wärme  e^  des  betreffenden  Dampfes  mit  zunehmcnil'U' 
Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  Ausser  diesem  Grenzzustande  ist  im  All- 
gemeinen Cr  von  c  verschiedea,  nämlich  nach  Gl.  (1),  worin  für  drz=r{\  aU. 
dE  =  0  'vorausgesetzt  dass  auch  im  Falle  eines  festen  Körpers  kein« 
Tangontialspannungen  vorkommend  nach  Gl.  (4)  des  vorigen  §.  zu  setzen 
ist:  T.dZ=A.dI, 

fr  =  c  -4-  -  -  -     *' 

dT 

Wenn  also  die  £rfa]irung  lehrt,  dass  die  specif.  Wärme  e,    abgeseh« «  \"- 
ihrer   meist    geringen  Veränderlichkeit  für  eine  bestimmte  Aggregat f^r: 
für  die  verschiedenen  Agjrrcgatforinen  oft  erheblich  verschieden  i«t,  /.  1» 
für  Wasser  ungeföiir  doppelt  so  gross,  als  für  Eis,  und  mehr  wie  «h'pi- !? 
so  gross,  als  für  Wasserdampf,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  days  v\x'\\ 
Teniperaturanderungen  desselben  Stoffes  bei  verschiedenen  Aggregatfom  •  ■. 
mit  s«'hr  verschiedenen  inneren  Arbeiten  verbunden  sein  könueo. 
Aus  der  Gleichung 

dif—c,  dT  mit  c  —  Cont^t, 

ergiebt  sieh  die  freie  Wärme  pro  1  Kgr.  eines  Körpers  von  gleuL* 
förmiger  Temperatur  T 

UT=^cT-\-Comt.  =  cT »• 

wenn  anssenlem  aiiufiMnuinen  wird,  dass  dem  absoluten  Nullpunkte  T-  " 
die  freie  Wärme  ^^  Null,  also  innere  Ruhe  entspricht;*  und  Innm  l'tlMr- 


•  Nach  einer  Anmerkung  «um  vorigen  §,  in  weleher  die  Clausiu>'^«^'- 
Ausdrücke  für  den  Verwamllungswerth  Y  der  freien  Wärme  H,  die  iJ.^r«  .* 
tion   Z  und   die  Entropie  S  eines  Körper«  von  gleichförmiger  Tempen'ur  T 
an-jefülirt  wurden,  war 
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jange  von  der  Temperatur  Tq  zur  Temperatur  T  ändert  sich  der  Yer- 
undJangswerth  der  freien  Körperwärme  nach  §.48,  Gl. (9)  um 

T 


—  ^0  =  0/-;^  =cin  -— 


(5). 


Findet  dieser  Uebergang  ohne  Mittbeilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
^4=0)  in  umkehrbarer  Weise  statt,  also  auch  ohne  Aenderung  der  En- 
-ropie,  so  ist  damit  nach  §.48,  Gl.  (10)  die  Disgregationsänderung 

Z-Z,=  T,-T=o.ln^ 

verbanden;  insbesondere  zur  Abkühlung  des  Körpers  bis  zum  absoluten 
NnDpunkte  wäre  eine  unendlich  grosse  positive  Disgregationsänderung  und 
*ifi  unendlich  grosser  negativer  Yerwandlungswerth  der  freien  Körperwärme 
iiOthig,  woraus  zu  schliessen,  dass  dieser  absolute  Nullpunkt  thatsächlich 
Böerreichbar  ist 


i^)    Allgemeine  Form  der  Zustandsgieichung  eines  Körpers  von  gleich- 
förmigem Wärmezustande. 

Nachdem  sich  ergeben  hat,  dass  gemäss  Gl.  (4)  in  vorigem  §.  die  freie 
^^ärme.  also  auch  die  innere  lebendige  Kraft  eines  Körpers  seiner  abso- 

Ac 
H^  ASmcT  «  TJ:Amc  =  Ti:mg  —  , 

9 
Tnter  c  eine  den  Terschi edenartigen  Atomen  oder  materiellen  Punkten  von  den 
^'^sen    m   cigcnthümliche  Constonte  verstanden.    Die  Bedeutung  dieser  Con- 

^•aaten  würde  also  mit  Rücksicht  auf  obige  Gl.  (4)  darm  bestehen,  dass  — 

*  «^  wahre  specif.  Wirme  eines  nur  aus  materiellen  Punkten  der  betreifenden 
Art  bestehenden  Körpers  ist.  Wird  dieselbe  mit  c  und  das  Gewicht  mg  eines 
ciatenellen  Punktes  mit  m  bezeichnet,  so  gehen  die  früher  angeführten  Aus- 
Jnicke  Tou   Y  und  ^  ober  in: 

•^*^r  mit  Rack&icht  darauf,  dass  T  für  alle  Punkte  denselben  Werth  hat,  für 
orper  von  1  Kgr.  Gewicht,  dessen  wahre  specif.  Wärme 

c=^Smc 


t»i 


y^^clnT-i. Canst.,    Z=^  c.ZwT -f  21mclni  +  Conat. 
^-=  y-i-Z^  2c.lnT  +  2i'w'c7nt  +  Const 
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luten  Temperatur  T  proportional  ist,  fragt  es  sich,  wie  damit  die  für  Ter- 
schiedene  Fälle  empirisch  bekannte  Beziehung  zwischen  7*,  dem  specif 
Volumen  v  und  der  Pressung  p  zusammenhängt,  nach  welcher  im  Allge- 
meinen, wenn  T  wächst,  auch  v  bei  constantem  p  oder  p  bei  constantem  r 
zunimmt,  während  bei  constanter  Temperatur  sich  p  und  v  in  entgegenKe- 
setztem  Sinne  gleichzeitig  ändern.  Zur  Erörterung  dieser  Frage  mag  eiu 
von  Clausius  vor  Kurzem  (1870)  aufgestellter  mechanischer  Satz*  vorausr 
geschickt  werden. 

Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  befinde  sich  bezüglich  auf  «4u 
rechtwinkeliges  System  von  Coordinatenaxen  in  einer  stationären  d.  h. 
solchen  Bewegung  (§.46),  dass  seine  Coordinaten  ^,  y,  2  und  Geschwindie- 

dx    dy    dz 
keitscomponenten  — ,  -3-,   —    zwischen  gewissen  endlichen  Grenzen  vari- 

dt    dt    dt 

iren,  indem  erstere  abwechselungsweise  zu-  and  abnehmen,  letztere  alst» 

^/  f~dx\^       /dy\*       (dz  ' 
I       I    -f-  (  -    I  +  ^ 

die  resultirende  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  und  sind  X,  \\  2 
die  nach  den  Coordinatenaxen  genommenen  Componenten  der  auf  ihn  «ir- 
kenden Kraft  (der  relativen  bewegenden  Kraft,  sofern  die  CoordinateuaxtD 
im  Allgemeinen  selbst  in  Bewegung  sein  können),  so  ist,  wenn  durch  einen 
übergesetzten  Strich  wie  in  §.46  der  Mittclwerth  der  betreffenden  Grö»<* 
für  ein  Zeitintervall  bezeichnet  wird,  welches  im  Vergleich  mit  dem  Zeit- 
intervall zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Maximal-  oder  Mininui- 
werthen  von  x^  y,  s  sehr  gross  ist, 

1     ^  1 


^mu^  =  —  ^(^Kx+Yy  -\-  Zt) 1  . 

Für  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  einzeln  in  stationänr 
Bewegung  bezüglich  auf  die  zu  Grunde  liegenden  Coordinatenaxen  begrifft  l 
sind,  hat  man  dann 

^"'i  =~\  ^^^  +  ^^  +  "^'^ - 

Den  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.(l)  oder (2)  stehenden  Krän<fun«^ 
tions-Mittelwerth  nennt  Clausius  das  Yirial  des  materiellen  Punktes  nK|v 
Punktosystems  (von  vis,  Kraft).  Der  fragliche  Satz  kann  dann  so  auv^*«"- 
sprechen  werden:  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  in  stationd^rtr 


*   Ueber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  mechanischeD  Satz.    lH«gir 
Ann.  Bd.  141,  8. 124. 
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Bewegung  befindlichen  materiellenPunktes  oderPunktesystems 
ist  =  seinem  Virial* 

Zam  Beweise  des  Satzes  (1),  ans  welchem  der  Satz  (2)  ohne  Weiteres 
hervorgeht,  kann  man  ausgehen  von  der  identischen  Gleichung 


^  Ein  besonderer  Fall  station&rer  Bewegimg  eines  Punktes  ist  die  perio- 
dische Schwingung  desselben,  wobei  er  in  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeit- 
bterrallm  (Perioden)  dieselbe  geschlossene  Bahn  wiederholt  der  Art  durchläuft, 
dass  einem  bestimmten  Punkte  der  Bahn  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  des 
beveglichen  Punktes  entspricht;  auch  eine  begrenzte  Linie,  welche  abwechse- 
Inngsweise  im  einen  und  im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen  wird,  ist  als  eine 
geschlossene  Bahn  zu  betrachten,  deren  zwei  gleiche  Theile  zusammenfallen. 
Um  den  durch  obige  Gl.  (1)  ausgedrückten  Satz  an  einem  einfachen  Beispiele 
zu  prüfen,  werde  die  geradlinig  schwingende  Bewegung  eines  Punktes  P  be- 
trachtet, auf  welchen  eine  Kraft  wirkt,  die  gegen  einen  anderen  Punkt  0  von 
fester  Lage  gegen  die  Coordinatenaxen  hin  gerichtet  und  dem  Abstände  OP 
proportional  ist.  Wird  dieser  Punkt  0  als  Ursprung  der  Coordinatenaxen  und 
die  posidve  x-Axe  in  der  Richtung  OA  angenommen,  wenn  Ä  eine  der  beiden 
Ruhelagen  des  Punktes  P  bei  grösster  Entfernung  OÄ  =  a  vom  Punkte  0  ist, 
so  hat  man 

X^  —  mk^x;     r=^=0 

aod  bekanntlich,  wenn  die  Zeit  t  von  einem  solchen  Augenblicke  an  gerechnet 
wird,  in  welchem  der  Punkt  P  den  Punkt  0  im  Sinne  der  positiven  x-Axe 
passirt. 


Daraus  folgt: 


dx 
o:  =3  a  sin  kt;    t*  ==    , ^  ^  ka  cos  kt. 


l—cos2kt 
—  Xx  =  rnk^x*  =  wfc'o* ^i 


also  das  Virial  =  —  -^  Xx  =  -t  wfc'a' , 

t 


weil  CO«  2At  =  _     co8  2kt.dt 


»-7/ 


sin  2kt 


2kt 
0 

äich  danemd  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  t  ohne  Ende  wächst.    Anderer- 
ititA  ist 

1        a       1     ,0     1  +  C082kt 
n  fnu^  =  ^  mk^a' ^ > 

also  die  mittlere  lebendige  Kraft 

1    -. 


~  dem  Virial,  wie  es  der  Satz  verlangt.  Im  vorliegenden  Specialfalle  ist  die 
mittlere  lebendige  Kraft  halb  so  gross  wie  der  Maximalwerth  derselben  =  dem 
arithmetischen  Mittel  der  kleinsten  und  grössten  lebendigen  Kraft. 

17* 
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[x -)  =  (-]  dt  +  x--,dt 

\    dt         \dt         ^     dt^ 


d[x^ 

J       \dtj         '       dt"" 

Ans  derselben  folgt  durch  Multiplicatiou  mit  —  m  und  mit  Racksieht 


darauf,  dass  «*—-=:  X  ist, 


dh: 
dt' 


^m[--\  dt  =  —  —Xx,dt'\---m,d\x    - 
2      \dtj  2  '2  \    dt) 

und  bei  Integration  von  0  bis  t  und  Division  durch  t 

t  t 

m  Cfdx\^^  1   (\      ,^    ,    m\  dx  fdx\  T 

0  0 

(dx\  dx 

—  )    die  Werthe  von  x  und  -     für    ^  =  0,    und  da 
dtj  Q  dt 

diese  letzteren  Grössen  dem  Begriffe  der  stationären  Bewegung  gemäss 
zwischen  bestimmten  Grenzen  variiren,  so  kann  immer  der  Divisor  t  hin- 
länglich gross  genommen  werden,  um  das  zweite  Glied  auf  der  rechten 
Seite  dauernd  beliebig  klein  zu  machen;  man  erhält  dann 


1    (dxy         1  — 


Ebenso  ergiebt  sich 


also  durch  Addition 

Aus  dieser  Beweisführung  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  der  Satz  nicht 
nur  im  Ganzen  für  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  und  Kräfte,  sondern 
auch  einzeln  für  die  nach  einer  beliebigen  Richtung  genommenen  Geschm  in- 
digkeits-  und  Kraftcomponenten  gültig  ist.  — 

Bei  der  Anwendung  von  Gl.  (2)  auf  die  innere  Bewegung  einr< 
Körpers  von  gleichförmigem  Wärmezustande  (unter  Ausschluss  \«n 
Tangentialspannungen  im  Falle  eines  festen  Körpers)  bedeutet  die  Unk«' 
Seite  jener  Gleichung  die  innere  lebendige  Kraft  =  dem  Arbeitswerth  il^r 
freien  Körperwärme  TT,  und  ist  also  mit  Rücksicht  auf  §.49,  GL  ^4)  boxoi;*  u 
auf  1  Kgr.  des  Körpers 
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mu^ 


-£— -=  1FK=  WcT. 

Entsprechend  der  Voraussetzung  eines  gleichförmigen  Wärmezu- 
standes,  ansser  der  gleichförmigen  Temperatur  T  also  auch  einer  in  allen 
Paukten  gleichen  Pressung  =  dem  specif.  äusseren  Druck  f^  kommen  als 
Kräfte  zur  Bildung  des  Yirials  nur  dieser  gleichförmig  auf  der  Oberfläche 
vertheilte  äussere  Druck  und  die  Molckularkräfte  in  Betracht,  welche 
zwischen  den  materiellen  Punkten  des  Körpers  bei  uniQessbar  kleinen  Ent- 
fernungen derselben  stattfinden.  Andere  Kräfte  bedingen  den  Wärmezustand 
nur  insofern,  als  sie  eine  ungleichförmige  Pressung  verursachen,  in  welchem 
Ftlle  der  Körper  in  Elemente  von  gleichförmigen  Pressungen  zerlegt  werden 
mässte,  nnd  die  zu  entwickelnde  Gleichung  nur  auf  je  ein  solches  Element, 
d.  h.  auf  1  Kgr.  eines  Körpers  zu  beziehen  wäre,  dessen  gleichförmiger 
Vännezustand  dem  des  betreffenden  Elementes  gleich  ist.  Sind  nun  V^ 
Qßd  F^  die  beiden  Bestandtheile  des  Yirials,  welche  dem  äusseren  Druck 
and  den  Molekularkräften  entsprechen,  so  hat  man  nach  Gl.  (2) 

WcT=  Vp+Vr    (3). 

Zar  Bestimmung  der  Yiriale  Vp  und  Fr  werde  ein  rechtwinkeliges 
Axensystem  der  x^  y,  s  angenommen  von  fester  Lage  in  dem  Räume,  welchen 
der  Körper  bei  seinem  augenblicklichen  lYärmezustande  einnimmt.  Sind 
dann  a,  ^,  e  die  Richtungscosinus  der  Normalen  zur  Körperoberfläche  F 
in  einem  Punkte  A  derselben,  dessen  Coordinaten  x^  y,  2  sind,  diese  Nor- 
male im  Sinne  von  innen  nach  aussen  genommen,  so  sind  die  Componeuten 
des  äofseron  Drucks  auf  ein  bei  A  gelegenes  Oberflächenelemont  dF 

dX=  —  ap.dF,     dY=-'bp.dF,     dZ=—op,dF. 

I^amit  ergiebt  sich  das  Yirial  Vp,  welches  hier  nicht  als  Mittelwerth  einer 
veränderlichen  Grösse,  sondern  als  eine  durch  den  Wärmezustand  unver- 
änderlich bestimmte,  von  den  einzelnen  Phasen  der  inneren  Bewegung  un- 
abhängige Grösse  zu  verstehen  ist, 

r,  =  —  ^^ J(ar . rfX  +  y . rf F  +  2 . dZ)  =  ^ßcx  ,dF-\-hy.dF'\-cz,  dF) 


=  lJ(x,  dF,  +  y.  dF,  +  z.  dF,\ 


2 

wobei  die  Integrationen  sich  Aber  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken  haben 
nnd  dFjg,  dF^  dFg  die  Projectionen  von  dF  auf  die  Coordinatenebenen  ya, 
IX,  ly  bedeuten,  positiv  oder  negativ  genommen,  jenachdem  a^  6,  c  positiv 
uder  negativ  sind,  jenachdem  also  die  von  innen  nach  aussen  gerichtete 
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Normale  an  der  betreffenden  Stelle  einen  spitzen  oder  stumpfen  Wink») 
mit  der  positiven  Axe  der  x^  y^  z  bildet.    Dann  ist  aber  offenbar 

fx.dF^=fy.dFj,=f%.dF, 

==:dem  Yolumeu  des  Körpers,  insbesondere  pro  1  Kgr.  desselben  =  d<» 

specif.  Volumen  p^  also 

3 


r,=  ^pv 


Was  ferner  das  Yirial  Vr  betrifft,  so  seien  A  and  A'  zwei  materieUr 
Punkte  des  Körpers,  welche  bei  unmessbar  kleiner  Entfernung  AA'  =  r  in 
der  Geraden  AA'  mit  einer  Kraft  E  gegenseitig  auf  einander  wirken,  h" 
positiv  oder  negativ  gesetzt  werden  soll,  jenachdem  diese  in  A  und  A*  vy 
greifenden  gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte,  einer  Anziehung  oti«! 
Abstossung  entsprechend,  die  Entfernung  r  zu  verkleinem  oder  zu  v^r- 
grössem  streben.  Sind  dann  x^  t/y  *  die  Coordinaten  von  A  und  x\  y\  i 
die  Coordinaten  von  Ä^  so  ist  der  Bestandtheil  des  Yirials  F^ ,  welditr 
von  den  fraglichen  zwei  Kräften  R  herrührt,  der  Mittelwerth  von 

1  j.(^—^    ,  y—y    ,  «'  — 2  \      ^  -ni^—^  *  ,  y  — y   > 

—  --RX xA yA « R\ -«  4-  -    -.  -  y 

,  g-2^  A_ijj(^-^)'  +  (y^-y)»  +  (g^  -"-^'^^ja- 

und  somit 

falls  die  Summation  auf  je  zwei  materielle  Punkte  ausgedehnt  wird,  zvisr^o 
welchen  Molekularkräftc  stattfinden.  Weil  übrigens  die  materiellon  Punii' 
eines  Körpers  so  in  Gruppen  getheilt  werden  können,  dass  dio  tuulhlu 
vielen  Punkte  je  einer  solchen  Gruppe  von  einerlei  Art  sind  and  gl«iii- 
artige  innere  Bewegungen  haben,  in  demselben  Augenblicke  aber  sich  r. 
den  verschiedensten  Phasen  dieser  Bewegung  und  in  den  verschieden«!^, 
relativen  Lagen  gegen  einander  und  gegen  Punkte  der  anderen  (irupi*. 
befinden,  so  ist  es  schliesslich  auch  nicht  uöthig,  von  den  Prodncten  Rr  J* 
Mittelwerthe  zu  nehmen,  indem  sich  annehmen  lässt,  dass,  wie  sie  wi 
einzeln  mit  der  inneren  Bewegung  sich  ändern,  doch  der  Werth  ihr' 
Snnune  für  den  ganzen  Körper  keine  merkliche  Acnderung  erfährt  L^  >* 
also  auch 

^^->'- 

wenn  R  und  r  auf  die  Gruppirong  der  materiellen  Punkte  in  irgend  etsft 
Augenblicke  bezogen  werden. 
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Die  Substitation  der  Ausdrücke  von  Vp  und  Fj.  in  Gl.  (3)  giebt: 

JFcT  =  lpv+  ^~2:iir (6). 

3 
Diese  Gleichung  ist  zwar,  was  die  Glieder  TFeT  und  —  pv  betrifft,  in  Ein- 

Uang  mit  dem  Sinne,  in  welchem  sich  im  Allgemeinen  p^  f ,  T  bei  irgend 
eioem  Körper  erfahrungsmässig  zusammen  ändern ;  weil  aber  bei  festen  und 
fl&ssigen  KOrpem  sich  t^  für  J  ==  Const.  in  viel  geringerem  Verhältnisse, 

als  - ,  und  für  p  =  Canst.  in  viel  geringerem  Verhältnisse,  als  T  ändert, 

P 

3 

das  Glied  —  pv  folglich  nur  klein  im  Vergleich  mit  den  anderen  Gliedern 

der  Gleichung  sein  kann,  so  ist  auf  jenen  Einklang  in  dioseu  Fällen  nur 

ein  untergeordneter  Werth  zu  legen,  so  lange  nicht  das  Virial  FJ.  =  ^^^^ 

in  rationeller  Weise  als  Function  der  den  Wärmezustand  charakterisirenden 
Grössen  p,  r,  T  bestimmt  werden  kann,  was  nur  auf  Grund  speciellerer 
.Vnnahmen  in  Betreff  der  Gruppirung  und  inneren  Bewegung  der  materi- 
tUen  Punkte  und  der  zwischen  ihnen  wirksamen  Einzelkräfte  zu  erwarten, 
bisher  aber  nicht  genügend  gelungen  ist. 

Anders  verhält  es  sich  mit  Gasen  und  Dämpfen,  für  welche  durch  ein- 
lache und  den  Umstanden  wohl  entsprechend  scheinende  Annahmen  immer- 
hin schon  jetzt  eine  bemerkenswcrthe  Uebereiustimmung  der  empirisch  gc- 
fondenen  Thatsachen  mit  der  theoretischen  Gleichung  (6)  herbeigeführt 
werden  kann,  falls  dieselbe  zuvor  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht 
wird  durch  Zerlegung  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  des  Virials  Fj.  in 
Y  zwei  Theile  entsprechend  der  in  §.45  erörterten  Vorstellung,  nach 
welcher  irgend  ein  Körper  zunächst  als  ein  Aggregat  von  Molekülen,  jedes 
Molekül  als  ein  Aggregat  von  Atomen  oder  materiellen  Punkten  betrachtet 
wird,  welche  (unabhängig  von  der  inneren  Bewegung  des  Moleküls  im 
Körper)  beständig  in  engerer  Gruppirung  beisammen  bleiben,  so  lange  die 
Aggregatform  und  der  chemische  Charakter  des  Körpers  sich  nicht  ändern. 
Wenn  man  dann  die  innere  Bewegung  eines  Moleküls  zerlegt  denkt  in  die 
Bew^nng  seines  Massenmittelpunktes  S  bezüglich  auf  die  vorausgesetzten 
Coordinatenaxen  der  «,  y,  %  und  in  die  relative  Bewegung  der  Atome  des 
Moleküls  gegen  drei  Ajten,  welche  von  S  aus  mit  jenen  parallel  gezogen 
werden,  so  ist  die  innere  lebendige  Kraft  des  Moleküls  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Mechanik  stets  die  Summe  derjenigen  lebendigen  Kräfte, 
welche  jenen  Partialbewegungen  entsprechen,  falls  bei  der  ersteren  die 
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Molekttlmasse  im  Punkte  8  vereinigt  gedacht  wird.  Somit  kann  auch  div 
innere  lebendige  Kraft  =  WeT  pro  1  Kgr.  des  ganzen  Körpers  in  zwei 
Theile  zerlegt  werden: 

XJFcT  =  der   lebendigen  Kraft  der  inneren  Translationsbe- 
wegung der  Moleküle,  d.  h.  der  in  ihren  Massenmittelpunkten 
vereinigt  gedachten  Molekülmassen,  und 
(1 — X)  WeT  =  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome   io 
den  Molekülen,  d.  h.   in  Beziehung  auf  Axen,   welche  von   den 
Massenmittelpunkten  der  Moleküle  aus  mit  gewissen  im  augeublick* 
liehen  Körpervolumen  festen  Axen  parallel  gezogen  werden. 
Diese  letztere  Bewegung,  nämlich  die  relative  Bewegung  der  Atome 
in  den  Molekülen  bezüglich  auf  feste  Axrichtungen,  könnte  weiter  zorlev't 
werden  in  die  relative  Bewegung  bezüglich  auf  ihre  mittleren  oder  Gleich- 
gewichtsörter  in  den  Molekülen  und  in  die  Rotationen  der  Systeme  dies<*r 
mittleren  Oerter  um  die  Massenmittelpunkte  S  der  Moleküle;  doch  wünl* 
diese  weitere  Zerlegung  nur  in  Verbindung  mit  specielleren,  als  den  hier 
beabsichtigten,  Annahmen  und  Erörterungen  von  Werth  sein  können.    Mit 
Rücksicht  auf  den  inneren  Zustand  luftförmiger  Körper  ist  aber  vor  Allem 
die  innere  Translationsbewegung  der  Moleküle  von  Interesse;  sie  hänk't 
ausser  vom  äusseren  Drucke  nur  von  den  in  §.  45  mit  P  bezeichneten 
gleichen  und  parallelen  Kräften  entgegengesetzten  Sinnes  ab,  mit  welchen, 
in  ihren  Massenmittelpunkten  S  und  S'  'angreifend,  irgend  zwei  Moleküle 
A  und  A'  auf  einander  wirken.    Zerlegt  man  diese  Kräfte,  wie  dort,  in  je 
zwei  Gomponenten  E  nach  der  Richtung  SS'  resp.  i^S  und  ^V  sonknvbt 
darauf,  so  ist  der  Theil  des  Virials  des  ganzen  Körpers,  welcher  von  dm 
Gomponenten  Ä  herrührt,  analog  der  obigen  Gl.  (5^ 

2  2         ' 

unter  r  hier  die  Entfernungen  SS'  verstanden.  Das  den  Componenttui  T 
entsprechende  Virial  ist  dagegen  ^=  Null;  denn  wenn  jr, y, »  die  C'oordinatfu 
von  S  sind,  x\  y\  %  dieselben  von  ^S*,  ferner  <i,  ^,  c  die  Richtungscosmu-» 
der  in  Ä',  also  —  ä,  —  i,  —  c  dieselben  der  in  S'  angreifenden  Kraft  X 
so  ist  der  von  diesen  zwei  Kräften  N  herrührende  Elementarbt^standth-  il 
des  ft*aglichen  Virials  der  Mittelworth  von 

—     {aNx  -\-  hNy  -f-  cNz  i  —  \  (  -   aNx  —  bXy       cSz) 
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weil  X  —  jp,  y'  —  y,  «  —  %  den  Ricbtungscosiiiüs  der  zur  Richtung  (ä,  3,  c) 
«enkrechten  Richtung  iS/S'  proportional  sind. 

Somit  kann  statt  Gl.  (6)  auch  geschrieben  werden: 

XWcT=\v^ +  \sRr (7), 

DQt^r  R  die  positive  oder  negative  (Anziehungs-  oder  Abstossungs-)  Kraft 
verstanden,  welche  irgend  zwei  Moleküle  innerhalb  des  Bereichs  ihrer 
!j»^genseitigen  Molckularwirkung  bei  der  Entfernung  ^i^  =  r  ihrer  Massen- 
mittelpunkte in  der  Geraden  S^  auf  einander  ausüben. 


VdV    Molekulartheorie  und  Zustandsgleiehung  von  Gasen  und  Dftmpfen. 

Für  irgend  einen  Augenblick  sei 
Z«  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Bewegung  eines  Moleküls  A^  falls 

seine  Masse  im  Massenmittelpunkte  S  vereinigt  gedacht  wird,  und 
Lr  die  relative  lebendige  Kraft  der  Atome  dieses  Moleküls  bezüglich  auf 
Axen,  welche  mit  8  als  Ursprung  sich  parallel  mit  gewissen  im  Körper 
festen  Axen  bewegen. 

Von  einer  relativen  Bewegung  der  Atome  gegen  einander  werde  zu- 
nichst  abgesehen,  das  Molekül  folglich  als  ein  starres  System  von  Atomen 
<xler  materiellen  Punkten  betrachtet;  L^  ist  dann  die  lebendige  Kraft, 
««^Jche  der  Rotation  dieses  starren  Moleküls  um  seinen  Massenmittelpunkt 
•^'  entspricht 

Wenn  man  nun  annimmt,  die  Moleküle  eines  luftförmigen  Körpers 

i^ien  im  Mittel  so  weit  von  einander  entfernt,  dass  sie  keine  Molekular- 

vuknng  auf  einander  ausüben,  so  muss,  wie  schon  in  §.  46  bemerkt  wurde, 

«ier  Massenmittelpunkt  S  eines  Moleküls  J^  so  lange  er  nicht  in  den  Wir- 

WuQgsraum  eines  anderen  Moleküls  gelangt,  sich  geradlinig  mit  constanter 

tK^schwindigkeit,  also  auch  mit  constanter  lebendiger  Kraft  X,  bewegen; 

dii»  Rotation  um  S  kann  sich  dabei  bezüglich  auf  die  Richtung  der  Rota- 

riüosasLe  und  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  nach  bekannten  Ge- 

M^tzea  todem,  doch  so,  dass  auch  die  lebendige  Kraft  X^constant  bleibt. 

I>a^B<lbe  gut  von  irgend  einem  anderen  Molekül  Ä  mit  dem  Massenmittel- 

punlcle  ^  beiftglich  der  betreffenden  lebendigen  Kräfte  Z',  und  X', . 

KVnunen  aber  A  und  Ä  einander  so  nahe,  dass  8  und  &'  durch  die  Wir- 

«wan^sT&une  \on  A  resp.  A  hindurchgehen,  so  werden  unter  der  Einwirkung 

Her     m»  i45  erklärten  Krftfle  P,  aus  den  Componenten  R  und  N  bestehend, 
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sowie  der  Kräftepaare  M  und  M'  nicht  nur  die  Punkte  S  und  ^  tob  ihren 
Bewegungsrichtuugen  abgelenkt,  sondern  es  können  auch  die  lebendigeD 
Kräfte  Z«  und  L^ ,  L\  und  L%  einzeln  geändert  werden;  nur  ihre  Summ« 
X«  +  A-  +  I^'s  +  J^'r  ist,  sobald  die  Moleküle  aus  dem  Bereiche  ihnr 
gegenseitigen  Molekularwirkung  wieder  heraus  sind,  also  S  und  N'  nach 
veränderten  Richtungen  sich  wieder  geradlinig  fortbewegen,  ebenso  f!TO^- 
wie  sie  vorher  war,  weil  die  genannten  Kräfte  und  Kräftepaare  aus  EinzcK 
kräften  zwischen  den  Atomen  von  Ä  und  denen  von  J!  zusanunengesetzt 
sind,  welche  bei  der  Annäherung  und  Wiederentfemung  dieser  Atome  ent- 
gegengesetzt  gleiche  Arbeiten  verrichten.    Ein  ähnlicher  Vorgang  find«  t 
statt,  wenn  ein  Molekül  A  an  der  Oberfläche  in  den  Wirkungsranm  eiut^» 
Molekttls  der  Gefässwand  gelangt,  wodurch  der  luftförmige  Körper  begrenzt 
wird ;  nachdem  es  von  der  Wand  reflectirt  worden  ist,  indem  die  gegen  di»' 
Wand  hin  gerichtete  geradlinige  Bahn  seines  Massenmittelpunktes  «S  dunb 
eine  Curve  in  eine  von  der  Wand  weg  gerichtete  geradlinige  Bahn  ühtT- 
ging,  können  nicht  nur  seine  partiellen  lebendigen  Kräfte  Z,  und  Z, ., 
sondern  auch  seine  ganze  innere  lebendige  Kraft  =:  Z«  -|-  Z^  sich  getmlen; 
haben,  einer  Wärmeleitung  von  der  Wand  zum  Molekfil  A  oder  omgekehnl 
entsprechend,  jenachdem  die  Aeuderung  von  ( Z«  -|~  Z^  )  positiv  oder  n<  ^ 
gativ  ist.  Im  Durchschnitt  für  alle  Moleküle  des  luftförmigen  Körpers  ab«>r^ 
welche  in  irgend  einer  messbaren  Zeit  mit  der  Gefiteswand  in  Berflhrui«^ 
kommen,  d.  h.  mit  ihren  Massenmittelpunkten  in  die  Wirkungsrftnme  \^ 
Wandmolekülen  gelangen,  ist  die  Aenderung  ihrer  inneren  lebendigen  Krsf^ 
{Lg  -\~  Lr)  =  Null,  wenn  dem  luftförmigen  Körper  Wärme  von  snsi^ 
weder  mitgetheilt  noch  entzogen  wird,  wenn  er  überhaupt,  wie  hier  vorai» 
gesetzt  wird,  in  einem  unverändert  bleibenden  gleichförmigen  Wänne/u 
Stande  sich  befindet. 

Während  die  beschriebenen  Vorgänge  in  irgend  einer  beliebig  kleis«*^ 
messbaren  Zeit  an  unzählig  vielen  Stellen  de?  vom  luftförmigen  Knrp-'l 
eingenommenen  Raumes  unter  den  verschiedensten  Umständen  sich  wieder] 
holen  und  somit  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  genöthigt  woni*  i^ 
in  vielfach  verschlungenen  Bahnen  sich  zu  bewegen  so,  dass  jede  ^»Ifhj 
Bahn  aus  geradlinigen  Strecken  von  den  verschiedensten  Richtnng^n  W\ 
steht,  die  durch  verhältnissmässig  kurze  Curvenstücke  stetig  in  eisnndti 
übergehen,  können  zwar  die  lebendigen  Kräfte  Z«  und  Z^  ebenso  «ie  ikr 
Summen  für  die  einzelnen  Moleküle  in  demselben  Augenblicke  sehr  \  •  i 
schieden  sein;  ebenso  aber,  wie  die  Summe  ^(Z,  4*  ^r )  ^r  ^^  M<»k*kiL^ 
zusammen  eine  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  constante  Grö69«\ 
lieh  pro  1  Kgr.  des  Körpers  ==  H'cT'  ist,  so  ist  dasselbe  auch  voa 
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Partialmiiimeii  £Lg  and  SLr  anzunehmen,  also  auch  von  dem  in  §.  50  mit 
X  bezeichneten  Terhältnisse 

welches  von  der  Art  abhängt,  wie  im  Durchschnitt  zwei  Moleküle,  während 
5ie  innerlialb  des  Bereichs  ihrer  gegenseitigen  Molekularwirkung  an  ein- 
ander vorbeigehen,  auf  einander  wirken  und  somit  ihre  partiellen  leben- 
digen Kräfte  X«  und  Lr  gegenseitig  beeinflussen.  Diese  durchschnittliche 
Art  der  gegenseitigen  Einwirkung  kann  aber  mit  dem  Wärmezustande  sich 
ändern,  insbesondere  von  der  durchschnittlichen  Translationsgeschwindigkeit 
der  Moleköle  abhängig  sein,  weil,  je  grösser  diese  Geschwindigkeit  ist, 
desto  tiefer  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die  Massenmittelpunkte  8 
Qod  iS^  zweier  solcher  Moleküle  in  ihre  Wirkungsräume  gegenseitig  ein- 
dringen werden,  wodurch  insofern  eine  verschiedene  durchschnittliche 
Wirkung  bedingt  werden  kann,  als  die  vorgenannten  Kräfte  R  und  N  nach 
anderen  Gesetzen  mit  Sl^  =  r  sich  ändern  können  wie  die  Kräftepaare  M 
und  It. 

Wenn  schliesslich  noch  darauf  Rücksicht  genommen  wird,  dass  die 
Atome  in  den  Molekülen  beständig  in  relativer  Bewegung  gegen  einander 
beändlich  sein  können,  wodurch  die  partielle  lebendige  Kraft  Z^  eine  zu- 
sammengesetzte Bedeutung  erhält  und  auch  diejenigen  Kräfte  mit  in  Be- 
tracht kommen,  womit  die  Atome  eines  Moleküls  gegenseitig  auf  einander 
wirken,  so  wird  dadurch  zwar  eine  weitere  Complication  der  oben  be- 
^pruchenen  Vorgänge  bedingt,  doch  bleiben  die  Folgerungen  dieselben;  es 
kommt  aar  eine  weitere  Ursache  hinzu,  weshalb  das  Yerhältniss  X  vom 
Wärmeznstande  abhängig  sein  kann,  indem  es  denkbar  ist,  dass  mit  letz- 
ttrem  noch  die  mittlere  Gruppirung  der  Atome  in  den  Molekülen  sich 
ändert.  Im  Allgemeinen  ist  somit  X  als  eine  Function  der  den  Wärmezu- 
«tand  bestimmenden  Grössen  zu  betrachten,  und  zwar  offenbar  nicht  nur 
t'ei  ]nftf5nnigen  Körpern,  sondern  allgemein  für  jede  Aggregatform;  dass 
ansserdem  X  von  der  Körperart  abhängen  wird,  also  von  der  Art  und  Zahl 
d^r  Atome,  welche  ein  Molekül  constituiren,  ist  selbstverständlich. 

So  lange  nun  zwei  Moleküle  sich  ausserhalb  des  Bereichs  ihrer  Mole- 
kviarwirlning  befinden,  ist  für  dieselben  die  in  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  mit 
R  bezeichnete  Kraft  =  Null,  und  wenn  es  als  charakteristisch  für  den 
^irenzznstand  eines  vollkommenen  Gases  angenommen  wird,  dass 
ii«  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  Curvenstücke,  durch  welche  die  gerad- 
iiiiigen  Bahnstrecken  der  Massenmittelpunkte  S  zusammenhängen,  im  Yer- 
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gleich  mit  den  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  letzteren  verschwindend  klein 
sind,  so  ist  in  jener  Gleichung  auch  SRr  verschwindend  kleiu,  also 

'^XW€T=pv 1. 

Soll  diese  Gleichung^  mit  der  empirisch  bekannten  Zustandsgleichuog 

RT=^pv 
der  Form  nach  übereinstimmen,  so  ist  nur  nöthig  anzunehmen,  dass  x  r«ii- 
stant  ist,  dass  also  bei  Gasen  die  lebendige  Kraft  der  innt^rm 
Trauslationsbewegung  der  Moleküle  zur  ganzen  inneren  lebten- 
digen  Kraft  ein  constantes,  vom  Wärmezustande  unabhäugi^«-^ 
Verhältniss  hat,  welches  Übrigens  für  verschiedene  Gase  verschio<loL 
sein  kann.    Dasselbe  ergiebt  sich 

SÄ         ^  AR       3  AR, 


0 


2Wc       2    c         2   c6 

unter  Rq  den  Werth  von  R  für  atmosphärische  Luft  und  unter  6  i\v\ 
Dichtigkeit  des  Gases  bezüglich  auf  Luft  von  gleicher  Temperatur  ods 
Pressung  verstanden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  cd  folgt  au-^ 
Gl.  (2),  dass  das  Verhältniss  der  lebendigen  Kraft  der  innertu 
Trauslationsbewegung  der  Moleküle  zur  ganzen  inneren  Ieb«uJ 
digen  Kraft  eines  Gases  umgekehrt  proportional  ist  der  anj 
die  Volumeneinheit  (bei  gleichen  Werthen  von  p  und  T)  bezogen»-:] 
wahren  specifischen  Wärme,  oder  auch,  sofern  in  gleichen  Rämmij 
unter  gleichen  Umständen  gleich  viel  Moleküle  verschiedener  Gase  \-\A 
halten  sind  (§.  19),  dass  jenes  Verhältniss  X  umgekehrt  pro|Miri 
tional  ist  der  wahren  specifischen  Wärme  eines  Moleküls.  L<t 
tere  ist  =  »«?,  wenn  m  das  Molektilgewicht  bedeutet,  und  es  ist  also 

Xm€=C i| 

unter  C  eine  für  alle  Gase  gleiche  Constante  verstanden.  Bei  der  T<ai|»'i 
ratur  T  ist  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Trauslationsbewegung  oino>  M-  j 
\{ikiXh  =  X}rmeT=  WCTy  die  Moleküle  je  zweier  Gase  von  gleich«  1 
Temperatur  haben  also  dieselbe  lebendige  Kraft  ihrer  inm^r*  | 
Trauslationsbewegung. 


*  Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  nach  Krön  ig  ^Pogg.  Ann.  B«l  !»{ 
8.  815)  und  nach  Clausius  (Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  353)  die  PreMunir  narj 
Gases  erklärt  wird  als  das  Resultat  von  Stössen,  welche  die  Moleküle  vfra  ^| 
ihrer  Translationebewegung  auf  die  Gefässwand  ausüben,  und  welche  einzrln  4 
Rchwach  sind,  dabei  in  so  grosser  Zahl  an  so  nahe  beisammen  lifg^on«!«! 
Punkten  und  nach  so  kurzen  Zeitiutervalieu  sich  wiederholen,  dass  sir  .-{ 
Ganzen  wie  ein  stetiger  Druck  sich  zu  erkennen  geben. 
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Nach  Gl.  (3)  würde  das  Gesetz  von  Du  long  und  Petit  in  Betreff  des 
Zusammenhanges  zwischen  der  specif.  Wärme  und  dem  Aequivalentgewichte 
venu  es  auf  die  wahre  specifische  Wärme  und  das  Molekfilgewicht  bezogen 
Tiri  darin  bestehen,  dass  das  Product  aus  der  wahren  specifischen 
Wärme  und  dem  Molekülgewicht  eines  Stoffes  umgekehrt  pro- 
portional ist  dem  Verhältnisse  2,  welches  im  Gaszustande  zwi- 
schen der  lebendigen  Kraft  der  inneren  Translationsbewegung 
Qnd  der  ganzen  inneren  lebendigen  Kraft  der  Moleküle  statt- 
findet. 

Dieses  Yerhältniss  X  steht  in  Beziehung  zu  dem  Verhältnisse  n  der 

specifischen  Wärmen  eines  Gases  bei  constanter  Pressung  und  bei  con- 

^tantem  Volumen.     Indem   nämlich   letztere  bei  Gasen  mit  der  wahren 

specif.  Wärme   identisch  ist  (§.  49)  und  deshalb  in  GL  (2)  auch  gesetzt 

werden  kann: 

AH  =  e(n  —  1)  nach  §.  19,  GL  (1), 
so  folgt 

A  =  |(n-1) (4). 

Mit  n  ==  1,41  für  atmosphärische  Luft  und  überhaupt  für  chemisch 
(.infache  Gase  oder  Gemenge  von  solchen  ergiebt  sich  X  =  0,615.  Setzt 
cun  allgemein  nach  der  in  §.  19  erwähnten  A.  Naumann'schen  Formel* 

*  Diese  Formel  ergiebt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung.  Wenn  durch 
WÄnnemittheilnng  die  Temperatur  eines  Gases  bei  constantem  Volumen  um  1*^ 
•^rköht  wird^  so  wird  durch  die  mitgetheilte  Wärme  theils  die  relative  lebendige 
^afi  der  Atome,  theils  die  lebendige  Kraft  der  Translationsbewegung.der  Mo- 
Ifk&le,  und  zvar  letztere  pro  1  Kgr.  des  Gases  um  XWc  gesteigert.  Geschieht 
>bfr  die  Temperaturerhöhung  um  l*'  bei  constanter  Pressung,  so  ist  durch  die 
Ciiteetheilte  Wärme  ausserdem  eine  äussere  Arbeit,  nämlich  nach  Gl.  (1)  die 
Arbeit 

p./dv==-K  XWc 

^  ^errichten,  welche  sich  also  zur  entsprechenden  Vermehrung  der  lebendigen 

^nft  der  Molekular-Translationsbewegung  verhält  =  2:3.   Nimmt  man  nun  an, 

^^  die  entsprechende  Vermehrung  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome 

•it-rfD  Anzahl  =  a  in  den  Molekülen  proportional  sei,  so  kann  man  setzen : 

Cj ofa +  3-1-2 xa-\-b 

c  xa  -\-S  xa  -{-  3 

'M  erhält  daraus 

x^h  also  n  =  - _^3, 

'^Q  In  nahem  Anschlüsse  an  die  vorhandenen  Bestimmungen  von  n  besonders 

I  ir  atmosphärische  Luft)  für  alle  einfachen,  d.  h.  aus  zweiatomigen  Molekülen 

7 
^'(»teheaden  Gase  oder  Gasgemenge  n  =  t^  =  1,4  gesetzt  wird,  indem  die  Dil 
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n 


Ä+5 


a  +  3' 
unter  a  die  Atomzahl  des  Moleküls  Terstanden,  so  folgt 


ferenz  von  etwa  0,01  theils  den  anvermeidlichen  Beobachtungsfehlem,  theüi 

den  Abweichungen  der  bei  den  Versuchen  benutzten  Gase  von  dem  eigentlich 

vollkommenen  Gaszustände  zugeschrieben  wird.   Eine  Prüfung  der  Formel  aoch 

in  Betreff  solcher  Gase,  für  welche  n  nicht  eiperimentell  bestimmt  ist,  kann 

dadurch  geschehen,  dass  aus  der  Gleichung 

c,       a  -f-  5 

c    ~  a  -h  3 
gefolgert  wird: 


Cj  —  c 


oder  wegen 


__2 
AJR      AR^ 
AB. 


-="  -^    ==■  Const. 


Dieser  Gleichung  entsprechen  in  der  That  die  für  verschiedene  chemisch  ein- 
fache  und  zusammengesetzte  Gase  oder  D&mpfe  bekannten  Werthe  von  a .  * 
und  C|  insoweit,  dass  die  Abweichungen  durch  Beobachtungsfehler  und  munent* 
lieh  durch  den  unvollkommenen  Gaszustand  erkl&rt  werden  können,  wie  di« 
folgenden  Beispiele  erkennen  lassen. 


Sauerstoff 

Stickstoff 

Wasserstoff   .... 

Chlor 

Stickozyd 

Kohlenoxyd  .... 
Chlorwasserstoff  .  . 
Kohlensäure  .... 
Stickoxydul    .... 

Wasser 

Schwefelwasserstoff 
Schwefelkohlenstoff 

Ammoniak 

Sumpfgas     

Chloroform 

Holzgeist 

Aethylen 

Acthylchlorid   .  .  . 

Alkohol    

Aether 


0. 

2 

1,1066 

0,2175 

0At34^ 

N. 

n 

0,9713 

0,2438 

0,U*i3b3 

H. 

»» 

0,0692 

8,4090 

0,03370 

Clt 

»» 

2,4502 

0,1210 

0,04235 

NO 

»♦ 

1,0384 

0,2317 

0,Oa4:<7 

CO 

>« 

0,9673 

0,2450 

0.0»»^ 

HCl 

♦» 

1,2596 

0,1852 

0,033:^5 

CO, 

3 

1.5201 

0,2169 

a,imii 

NjO 

»» 

1,5201 

0,2262 

0J4Ä«? 

H,0 

1» 

0,6219 

0,4805 

OArtT;« 

HjS 

»» 

1,1747 

0,2432 

0,UC»7I 

CS, 

»> 

2,6258 

0,1569 

o,um:»» 

NH, 

4 

0,5894 

0,5084 

iuias:*! 

CH^ 

5 

0,5627 

0,5929 

tMÖ:fT7 

CHCl, 

»» 

4,1244 

0,1567 

(M**4«*.l 

CH^O 

6 

1,1055 

0,4580 

o,m6(ii 

C,H, 

»» 

0,9672 

0,4040 

au*Cv\» 

C,H.C1 

8 

2,223 

0,2738 

U.l>ki*»*.i 

C,H.O 

9 

1,5890 

0,4534 

lU^l  «4 

C,H,oO 

15 

2.5573 

0,4797 

0.i)f«t>l.f 
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insbesondere  z.  B.  >l  =  0,6  für  a==  2  (einfache  Gase),  >l  =  0,5  für  «  =  3 
:iL  A.  fiir  Wassergas)  u.  s.  f.  Je  grösser  die  Atomzahl  der  Moleküle, 
desto  kleiner  ist  L 

Die  mittlere  innere  Translationsgeschwindigkeit  «  der  Mo- 
Itrküle  eines  Gases  oder  Gasgemenges,  Ton  gegebener  Temperatur  T, 
terstanden  als  diejenige  Geschwindigkeit,  deren  Quadrat  ==  dem  Mittel- 
lerthe  4ßs  Geschwindigkeitsquadrats  der  Punkte  8  ist,  ergiebt  sich  daraus, 
dass  die  lebendige  Kraft,  welche  dieser  inneren  Translationsbewegung  pro 
1  Kgr.  des  Gases  entspricht. 


Die  Werthe  von  6  und  c,  sind  der  voo  A.  Naumann  mitgetheilten  yoU- 
«^ändigeren  Tabelle  (Ann.  d.  Chem.  u.  Pharm.  £d.  142,  S.  265)  entnommen,  und 
zwar  sind  die  Werthe  von  S  zum  Theil  nicht  die  beobachteten,  sondern  die 
theoretischen  Dichtigkeiten,  aus  dem  Molekulargewicht  m  vermittels  der  Formel 

m 
S  -=  ^y  y  -*  0,0846  m  (§.  19,  Gl.  3) 

lierechnet.    Die  Werthe  von  ^-  .  ^    sind   besonders  für  Sauerstoff,    Stickstoff, 

Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxyd,  welche  Körper  aus  anderen  Gründen 
ih  dem  vollkommenen  Gaszustande  vorzugsweise  nahe  kommend  zu  betrachten 
^iod,  wenig  verschieden,  im  Mittel  ==  0,03402,  woraus  sich  mit  Eg  =  29,27  er- 
geben würde: 

Ä^  2 . 0,03402      ^^• 

Für  die  übrigen  Inftförmigen  Körper  ergiebt  sich  —775  im  Allgemeinen  grösser, 

nad  zwar  Um  so  mehr,  je  grösser  d,  also  m  ist;  je  grösser  in  der  That  das 
Molekülgewicht  ist,  desto  mehr  muss  sich  die  gegenseitige  Anziehung  der  Mo- 
leküle geltend  machen  und  die  specif.  Wärme  e^  ausser  den  drei  oben  ge- 
Daanien  noch  einen  vierten  Bestandtheil  in  sich  schliessen  entsprechend  der 
inneren  Arbeit,  welche  aufgewendet  werden  muss,  um  die  Moleküle  entgegen 
ihrer  gegenseitigen  Anziehung  weiter  von  einander  zu  entfernen.  Setzt  man 
7.  B.  die  specif.  Wärme  c,  des  Wasserdampfes  ^  dem  in  §.  39  unter  2)  nähe- 
pingsweise  bestimmten,  von  jenem  Bestandtheile  befreiten  Grenz  werthe 

c,  =  lim.  Cp  ==  0,4632, 

^1  ergiebt  sich 

c^S        0,4632  . 0,6219      ^  ^^^^^ 
-^  = 8 -^^^^^ 

in  schon  besserer  Uebereinstimroung  mit  dem  Mittelwerthe  für  die  permanenten 
Gase. 
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ist,  woraus  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1)  folgt: 

u  =  y  2g,^^pv=^ZgRT=Y  ^gR^  ^ 6 

und  mit  y  =  9,81  und  R^  =  29,27  (§.  17) 


u  =  29,35  |/^=485  j/^T^^tr.  pro  See. 


<  I 


Mit  d=  1  und  r=273  ergiebt  sich  «  =  485  Mtr.  pro  See.  als  mittlere 
Translationsgeschwindigkeit  der  atmosphärischen  Luftmolek&lo  bei  derTent- 
pcratur  des  schmelzenden  Eises;  dabei  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  dt^r 
Sauerstoffmoleküle  etwas  kleiner,  die  der  Stickstoffmolekaie  etwas  gröss^T. 
als  jene  Zahl,  weil  ö  für  Sauerstoff  etwas  >>  1,  für  Stickstoff  etwas  <C  1 
ist.  — 

Was  nun  die  Zustandsgieichung  der  Dämpfe  und  selbst  schon 
der  wirklichen,  mehr  oder  weniger  unvollkommenen  Gase  betrifft,  so  kann 
die  Ursache  ihres  Abweichens  von  dem  Mariotte'schen  und  dem  Gav- 
Lussac'schen  Gesetze,  also  von  der  einfachen  Gleichung 

pv  ^=  RT  =  CwMt,  T 

theils  darin  begründet  sein,  dass  in  Gl.  (7),  §.  50  oder  in  der  Gleichung 

\xWeT=pv'{'\2:Rr > 

das  Yerhältniss  X  nicht  constaiit,  theils  darin,  dass  für  sie  nicht  iiRr  ■- 
Null  ist  Indem  aber  X  nicht  sowohl  von  der  grösseren  oder  geriu^i  r«  u 
Häufigkeit  der  ihre  partiellen  inneren  lebendigen  Kräfte  Z,  und  L^  ^}iy*v^ 
seitig  modificirendcn  Begegnung  der  Moleküle,  als  vielmehr  von  der  reU* 
tiven  Lage  abhängt,  in  welcher  sich  bei  solcher  Begegnung  im  Darchscimitt 
die  Atome  des  einen  Moleküls  gegen  die  des  anderen  befinden,  so  wäiv, 
nachdem  sich  für  Gase  X  als  unabhängig  vom  Wärmezustande  und  nur  aN 
abhängig  von  der  Gasart,  nämlich  von  der  Constitution  der  Molekülo  t  r- 
geben  hat,  ein  abweichendes  Verhalten  bei  Dämpfen  und  unvollkommt^n«  u 
Gasen  kaum  anders  zu  erklären,  als  durch  eine  Abhängigkeit  der  Gru|»- 
pirung  der  Atome  in  den  einzelnen  Molekülen  vom  Wärmezustamlo  dtt 
Dampfes  resp.  unvollkommenen  Gases.  Die  hauptsächlichste  Ursachv  >i*r 
Abweichung  ist  wahrscheinlich  in  dem  Gliede  ]äRr  zu  suchea,  weicht^  u*ii| 
so  mehr  in  Betracht  kommen  muss,  je  dichter  ein  Dampf  ist,  je  hlutic*  r 
also  der  Massenmittelpunkt  S  eines  Moleküls  A  in  den  Wirkungsraum  ein«  ^\ 
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MolekOls  Ji  eindringt.  Wenn  hierbei  der  kürzeste  Abstand  der  geradlinigen 

Bahnstrecken,  welche  die  Massenmittelpunkte  8  und  i^'  der  Moleküle  un- 

mittolbar  Tor  ihrer  Begegnung  durchlaufen,  nur  wenig  kleiner  ist,  als  der 

Halbmesser  der  betreffenden  Wirkungsräume,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass 

>'  and  ^  nur  durch  die  äusseren  Theile  fieser  Wirkungsräume,  die  in  §.  45 

sn  genannten  Anziehungsräume  hindurchgehen,  so  dass  einer  solchen  Be- 

^ejEmnng  nur  positive  Werthe  der  Kraft  R  entsprechen.  Ist  jener  kürzeste 

Atistand  kleiner,  so  können  jswar  8  und  S'  auch  in  die  Abstossungsräume 

ifindringen,  müssen  aber  vorher  und  nachher  durch  die  betreffenden  An- 

ziehnngsräume  hindurchgehen.  Die  Begegnung  der  Moleküle  veranlasst  also 

♦  ntweder  nur  positive  oder  positive  und  negative  Glieder  der  Summe  SRr 

Qfid  lasst  es  sich  erwarten,  dass  diese  Summe  einen  positiven  Werth  haben 

«^rde.  Jedenfalls  wird  dieser  Werth  absolut  genommen  um  so  grösser  sein, 

j^'  häufiger  die  ihn  veranlassenden  Begegnungen  der  Moleküle  sich  wieder- 

bMlon,  je  kleiner  also  die  mittlere  Entfernung  nächstbonachbarter  Moleküle 

i>t,  welche  als  Cubikwurzel  des  Volumens  definirt  werden  kann.   Setzt  man 

hiernach  in  Gl.  (8) 

V  3 

w^obei  9  aosser  von  der  Art  des  Dampfes  auch  noch  von  seinem  Wärmezu- 
^ande  abhängen  kann,  so  folgt 

IxW'eT^pv  +  — ^     .  .  0». 

ö  

In  §.  39,  Gl.  (13)  wurde  unter  der  Voraussetzung,  dass  c„  eine  Function 
i'fir  von  f?  sei,  in  welchem  Falle  sich  dann  c^,  =  Cond.  ergab,  also,  wie  jetzt 
ninzngefügt  werden  kann,  =  der  wahren  specif.  Wärme  c,  als  Zustands- 
.'idchang  der  Dämpfe  gefunden: 

S 


RT=  pv  + 


,w-l 


V 

lüter  JB  nnd  8  Constante  verstanden,  welche  aber  ebenso  wie  die  Cou- 
^Unte   n   für  verschiedene  Dämpfe  verschiedene  Werthe  haben  konnten 
vLiliei  standen  R  und  n  in  der  Beziehung 

A 
^'  ilass  die  Zustandsgieichung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

8 

i>  r  a  9  h  o  f .  Uieorei.  ÜMehinenlelire.    I.  18 
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Diese  empirisch  gefundene  Gleichung  stimmt  mit  Q\  (9)  flbereim  wem 
in  letzterer  gesetzt  wird: 

4 

insbesondere  z.  B.  für  Wasserdarapf  s  =  S  =  Const^  indem  fQr  doustll.- . 

4 
in  §.39  aus  den  Versuchen  von  Hirn  und  Caziu  »  =  -^  gefolgert  wurde 

3 

in  Uebereinstimmung  mit  der  Kaumann*schen  Formel 

_g  +  5_3  4-5_4 
''~<r+ll~3'+l~  3' 

und  wenn  ferner  gesetzt  wird: 

=  dem  Constanten  Werth  dieses  Verhältnisses  für  den  Grenzzustand  pü»  * 
vollkommenen  Gases.  Gemäss  dem  empirisch  bekannten  Verhalten  dr 
Dämpfe  und  unvollkommenen  Gase  ergab  sich  'S  in  §.39  als  eine  positii* 
Constante,  so  dass  auch  s  oder  SRr  positiv  ist,  wie  zu  erwarten  «■* 
Uebrigens  wurde  schon  in  §.  39  hervorgehoben,  dass  in  Ermangelung  \ 
kommen  ausreichenden  Versuchsmaterials  die  dort  abgeleiteten  verM-Li 
denen  Formen  von  Zustandsgieichungen  der  Dämpft  zunächst  nur  als  Näc- 
rungen  zu  betrachten  sind.  — 

Es  ist  hier  der  Ort  zu  einigen  Bemerkungen  aber  das  Wesen  d»T 
Verdampfung,  wie  es  in  der  Hauptsache  auf  Grund  der  im  Vorb«  r. 
hcuden  besprochenen  Vorstellungen  von  der  Molekularconstitntion  a»*! 
inneren  Bewegung  von  Körpern  überhaupt  und  der  luflfDrmigen   K<>r;- 
insbesondere  zuerst  von  Clausius  erklärt  wurde.* 

Die  innere  Bewegung  der  Moleküle  einer  Flüssigkeit  besteht   :z 
Theil  auch  in  einer  Translationsbcwegung,  und  es  können  die  entspr^Nrln  o : 
Translationsgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Moleküle  sehr  verschU  . 
Werthe   haben,    indem   nur   die  Summe  der  entsprechenden   leb«*ii<iu 
Kräfte  für  alle  Moleküle  irgend  eines  beliebig  kleinen  messbaren  Tb- 
der  Flüssigkeit  eine  durch  den  Wärmezustand  dieses  Theiks  bcvtmr 
Grösse  ist.    Wenn  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Molekftl  vera^^'  «« u 
Translationsgeschwindigkeit  die  Wirkungsriume  benachbarter  Moldrtlr  • 
lässt,  so  gelangt  es  im  Allgemeinen  sofort  in  die  Wirkungsrftnme  a^-i- . 
Moleküle;  der  continuirliche  Zusammenhang  der  Wirkungsr&ume  winl  - 
unterbrochen  und,  da  die  Moleküle  nicht  individuell  unterüchiedt-ai  vtr 
können,  giebt  sich  der  fragliche  Umstand  nicht  durch  irgend  eine 

*  Poggeiidorff  8  Annslen,  Bd.  1(H).  8.353. 
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■nig ZU  erkennen*  An  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kann  es  aber 

<ier  Fall  sein,  dass  der  Massenmittelpunkt  S  eines  Molekttls  sich  bis  über 

<iie  Grenzen  der  Wirkungsräame  aller  Nachbarmoleküle  hinaus  bewegt, 

Ü.  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  wie  sie  in  §.45  definirt  wurde,  durch- 

^;  Qüt  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt  S  in  diesem  Augen- 

besitst,  bewegt  er  sidi  dann  geradlinig  in  den  oberhalb  der  Flüssig* 

eUchen  Raum.  Ist  dieser  Kaum  durch  Wände  eingeschlossen  und 

äuünglich  leer,  so  wird  er  durch  die  Moleküle,  welche  ebenso  wie  das  zu- 

^ai  erwälmte  nach  nnd  nach  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdringen, 

ait  inaner  dichter  werdendem  Dampfe  erfüllt  Während  die  zuerst  von  der 

flliäigkeit  aoBgestossenen  Moleküle  sich  bis  zur  Berührung  mit  der  Gefäss- 

^  geradlimg   fortbewegen  und  dabei  von  dieser  Wand  je  nach  Um- 

^<ieB  tbeils  abprallen,  theils  (als  eine  successive  sich  ansammelnde  con- 

^iQsirte  Flflssigkeitsschicht)  zurückgehalten  werden,  können  nachfolgende 

*olekiüe  in  zunehmendem  Grade  schon  eher  von  ihrer  anjQlnglich  geraden 

^0  gelenkt  werden,  indem  sie  in  die  WirkungsiCäume  von  Dampfmole- 

kalen  gelangen,  welche  sich  bereits  in  dem  Gefässraume  über  der  Flüssig- 

^^it  befinden.   Indem  nun  die  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise  von 

»liKö  Richtungen  abgelenkten  Dampfmoleküle  auch  in  umgekehrtem  Sinne 

«i^  OberflÄche  der  Flüssigkeit  wieder  durchdringen  und  von  ihr  zurückge- 

^n,  der  Flüssigkeit  als  solcher  wieder  einverleibt  werden  können,  dieser 

Vorgang  aber  um  so  häufiger  sich  wiederholen  muss,  je  mehr  Dampf  im 

^reii  Gefifisraume  sich  angesammelt  hat,  ist  klar,  dass  die  Dichte  dieses 

wmpfes  sich  mit  abnehmender  Schnelligkeit  einer  Grenze  nähert,  welche 

«M  erreicht  ist,  wenn  in  derselben  Zeit  gleich  viel  Moleküle  im  einen 

^'^  im  anderen  Sinne  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdringen,  d.  h. 

<*fnso  viel  Moleküle  von  ihr  entsendet  wie  zurückempfangen  werden.    In 

^i^m  GrcnznisUnde  ist  der  obere  Gefässraum  mit  Dampf  gesättigt;  letz- 

^fer  selbst  ist,  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt,  gesättigter  Dampf. 

^üJe  Dichtigkeit  ist  um  so  grösser,  je  mehr  Moleküle  in  der  Zeiteinheit 

'{•Q  der  FJOssigkeit  entsendet  werden,  je  grösser  also  die  Geschwindigkeit 

'^^f  RflasigkeitamoleköJe,  d.  h.  je  grösser  die  innere  lebendige  Kraft  oder 

Mittelbar  sind  librigeas  hierdurch  vielleicht  die  eigenthümlichen  unregel- 
***»|g  zitternden  Bewegungen  zu  erklären,  welche  kleine  in  Flüssigkeiten  sus- 
-tdirte  Theilchen  fester  Körper  unter  dem  Mikroskope  erkennen  lassen,  und 
'<Khe  TOD  R.  Brown  im  Jkhre  1827  zuerst  beobachtet  wurden.  Die  wahrge- 
'Cöeoe  messbare  Bewegung  eines  solchen  Theilchens  kann  dabei  das  Resultat 
^^  einzeln  unmessbaren  inneren  Bewegungen  (Stösse)  von  vielen  Flüssigkeits- 
^^«'^itftJen  in  leiner  Umgebnng  sein. 

18* 
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die  Temperatur  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Beziehung,  welche  zwischen  der 
Dichtigkeit  und  Temperatur  sowie  auch  (mit  Rücksicht  auf  die  Zustand«»- 
gloichung)  der  Pressung  gesättigten  Dampfes  stattfindet,  würde  durch  solch«' 
Erwägungen  sich  rationell  bestimmen  lassen,  wenn  der  Molekularzustantl. 
die  innere  Bewegung  und  die  Wirkungsgesetze  der  Molekularkräfto  voll- 
ständiger und  sicherer  bekannt  wären,  als  es  thatsächlich  bis  jetzt  der 
Fall  ist. 

Gesättigter  Dampf  in  Berührung  mit  gleichartiger  Flüssigkeit  ist  nach 
vorstehender  Auffassung  nicht  eine  individuell  bestimmte  Materie,  soDdera 
es  findet  ein  beständiger  Austausch  zwischen  seinen  Massentheilchen  an*l 
denen  der  Flüssigkeit  statt.  Indem  beide  Theile,  Flüssigkeit  und  gesät- 
tigter Dampf,  dieselbe  Temperatur  haben,  hat  auch  ein  Molekfll  beidt^r 
Theile  im  Durchschnitt  dieselbe  innere  lebendige  Kraft  =  TTmeT^  unter  »i 
das  Molekülgewicht  verstanden,  und  ebenso  mnss  des  Beharmngszustando^ 
wegen  die  mittlere  lebendige  Kraft  der  von  der  Flüssigkeit  entsendeten 
Flüssigkeitsmoleküle  und  der  von  ihr  zurückempfangenen  Dampfinolekül«! 
gleich  gross  sein.  Diese  mittlere  lebendige  Kraft  der  gegen  einander  ansgi^ 
tauschten  Flüssigkeits-  und  Dampfmoleküle  ist  aber  grösser,  als  die  untxi 
lere  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  der  ganzen  Masse,  weil  es  vorzugsw  eiH 
die  mit  den  grössten  augenblicklichen  Translationsgeschwindigkeiten  b«H 
wegten  Moleküle  sein  werden,  welche,  indem  sie  der  Oberfläche  der  Hu^ 
sigkeit  von  unten  oder  oben  her  nahe  kommen,  dieselbe  im  ersten  Fali^ 
überhaupt  durchdringen,  also  vorläufig  ungehindert  im  Dampfraume  st«-^ 
weiter  bewegen,  im  anderen  Falle  so  weit  durchdringen,  dass  sie  von  tie{ 
Flüssigkeit  zurückgehalten  werden.  So  lange  aber  das  Gleichgewicht  zwisch«-] 
Verdampfung  und  Condensation  nicht  erreicht  ist,  insbesondere  also  anr£ 
wenn  die  Verdampfung  gegen  einen  unbegrenzten  oder  weni|itsteii5  s.«»'!^ 
grossen  Raum  hin  stattfindet,  verliert  die  verdampfende  Flüssigkeit  \eriia>^ 
nissmässig  mehr  freie  Wärme,  als  materielle  Theilchen,  wodurch  die  V--^ 
dunstungskälte  ihre  Erklärung  findet.  i 

Wenn  in  dem  Räume  über  der  Flüssigkeit  ein  laftförmiger  Ki»r|H 
von  anderer  Art  sich  schon  befindet,  so  wird  dadurch  nur  die  Verdampfoü 
und  (bei  geschlossenem  Räume"!  der  Eintritt  des  Gleichgewichtes  swisscb«! 
Verdampfung  von  Flüssigkeit  und  Condensation  von  Dampf  venöftert»  \i 
dem  dann  sowohl  die  von  der  Flüssigkeit  entsendeten  Moleküle  schon  dar*{ 
diejenigen  des  fremden  luftförmigen  Körpers  von  ihren  Richtungen  i^-^ 
lenkt  und  zur  Flüssigkeit  zurückgetrieben,  als  auch  umgekehrt  Moltki. 
des  bereits  gebildeten  Dampfes  bei  ihrer  Annäherung  an  die  Flüssig«*  ai 
obeHiäche  gestört  und  in  den  Dampfraum  reflectirt  werden  können.      l 


§.51.  WKSKN  DBB  VEBDAMPFUKG.  277 

einen  wie  im  anderen  Sinne  findet  die  hemmende  Wirkung  des  fremden 
hdlformigen  Körpers  in  gleichem  Grade  statt,  und  wird  also  schliesslich 
(las  Gleichgewicht  zwischen  Verdampfung  und  Coudensation  bei  derselben 
iMmpfdicfate,  nur  langsamer,  eintreten  wie  wenn  der  fremde  Körper  nicht 
«oriMudea  wftre. 

Die    vorstehenden  Bemerkungen  betreffen  nur  die  Verdampfung  an 

der  frcieu  (von  einem  leeren  Räume  oder  einem  luftförmigen  Mittel  be- 

en'iuten)  Oberfläche,  die  sogen.  Verdunstung,  welche  zwar  mit  der  Tem*- 

peratur  w&chst,  nicht  aber,  wenigstens  bei  Flüssigkeiten  nicht  an  eine  bc- 

^tünmte  Minimaltemperatur  zu  ihrer  Ermöglichung  an  sich  gebunden  ist. 

Dil'  Möglichkeit  einer  solchen  Verdunstung  ist  nämlich  auch  bei  festen 

Körpern  nicht  ausgeschlossen,  wenn  es  hier  auch  seltener  der  Fall  ist,  dass 

<(ie  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  eines  oberflächlichen  Moleküls 

^Toss  genog  wird,  um  es  ihm  bei  günstigster*  Bichtung  zu  ermöglichen,  bis 

ober  die  Grenzen  der  Wirkungsräume  der  benachbarten  Moleküle  l^naus 

Mch  zu  bewegen,  sei  es  in  Folge  grösserer  Halbmesser,  welche  die  Wir* 

knugsränme  der  zusammengesetzteren  Moleküle  eines  festen  Körpers  haben, 

»der  sei  es  in  Folge  des  Umstandes,  dass  die  lebendige  Kraft  der  inneren 

Translationsbewegung  dieser  Moleküle  einen  kleineren  Theil  ihrer  ganzen 

iQQen*n  lebendigen  Kraft  ausmacht,  sei  es  endlich,  dass  die  inneren  Icben- 

'Utsen  Kräfte  der  einzelnen  Moleküle  weniger  von  einander  verschieden 

Mnd,  den  Mittelwerth  nur  in  geringcrem  Grade  tibertreffen  können,  wie  es 

namentlich  von  den  regelmässig  gruppirten  Molekülen  eines  krystallisirten 

KArperg  anzunehmen  sein  mag. 

Bei  einer  Flüssigkeit  können  übrigens  auch  im  Inneren  oder  an  der 
^00  der  Ge&sswand  begrenzten  Oberfläche  die  Moleküle  sich  unter  Um- 
^tdnden  mit  so  grosser  Geschwindigkeit  aus  einander  bewegen,  dass  der 
-'intinoirliche  Zusammenhang  der  Masse  momentan  unterbrochen  wird,  d.  h. 
(4<ss  die  Massenmittelpunkte  einer  gewissen  Gruppe  von  Molekülen  sich 
..a^Hoblicklich  ausserhalb  der  Wirkungsräume  der  übrigen  Moleküle  befinden. 
In^^e  Gruppe  isolirter  Moleküle  bildet  eine  zunächst  unmessbare  kleine 
r>arapfb]ase,  welche  auch  durch  Compression  und  Coudensation  alsbald 
jrif-ii<*r  verschwindet,  wenn  die  aus  ihrer  inneren  Bewegung  resultirende 
l'r<^«isang  nicht  dauernd  im  Stande  ist,  dem  Druck  der  umgebenden  FIüs- 
"uekcit  Gleichgewicht  zu  halten,  wenn  nämlich  die  Moleküle,  welche  die 
i-^ine  Dampfblase  an  die  umgebende  Flüssigkeit  abgiebt,  eine  durchschnitt- 
-i<  b  grössere  lebendige  Kraft  der  Translationsbewegung  haben,  als  dieje- 
uiefti  Moleküle,  welche  sie  von' der  umgebenden  Flüssigkeit  durch  Ver- 
l'in^tnng  empfiingt;  in  diesem  Falle  ist  auch  die  Zahl  der  in  derselben  Zeit 
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von  der  Dampfblase  verlorenen  Moleküle  grösser,  als  die  der  Moleküle, 
welche  von  der  Flüssigkeit  aus  in  den  Raum  der  Dampfblase  hinein  ver- 
dunsten. Wenn  aber  zwischen  Temperatur  T  und  Pressung  p  der  Flüssie- 
keit  an  der  betreffenden  Stelle  eine  gewisse  Beziehung  stattfindet,  wenn 
nämlich  durch  Wärmemittheilung  an  die  Flüssigkeit  oder  durch  Termin- 
derung  des  äusseren  Drucks  auf  ihre  Oberfläche  die  Temperatur  verhält- 
nissmässig  bis  zu  demjenigen  Werth  gesteigert  wird,  welcher  gesättigtem 
Dampfe  von  der  Pressung  p  entspricht,  so  kann  sich  die  Dampfblase  er- 
halten und  so  lange  vergrössern,  bis  der  ihrem  Volumen  proportional 
wachsende  Auftrieb  den  ihrem  Querschnitte  proportional  wachsenden  Be- 
wegungswiderstand (event.  auch  die  Adhäsion  der  Gefässwand)  überwindet 
und  die  Dampfblase  in  der  Flüssigkeit  aufsteigt.  Auf  solche  Weise  entsteht 
das  Kochen,  nämlich  die  Verdampfung  im  Inneren  einer  Flflssig- 
keit,  bei  welcher  der  Dampf  als  gesättigter  Dampf  gebildet  wird  nnd 
welche  deshalb  im  Gegensatze  zur  oberflächlichen  Verdampfung  oder  Ytr- 
dunstung  an  die  betreffende,  gesättigtem  Dampfe  zukommende  Beziehniu: 
zwischen  Temperatur  und  Pressung  als  Bedingung  gebunden  ist. 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 


Hydraulik. 


§52.    Charakterisirangr  der  Flttsslgrkeiten;  ErffthrungTscoefflclenteii. 

Die  Hydraulik  ist  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  und  von  der  Bewegung 
der  Flüssigkeiten,  indem  bei  dieser  Bezeichnung  das  Wasser  (vöo}q)  als  Bo- 
Präsentant  irgend  einer  Flüssigkeit  im  weiteren  Sinne  betrachtet  wird, 
wie  solche  in  §.  3  als  ein  Körper  definirt  wurde,  dessen  Masseuelemente 
^iner  unbeschränkten  Gestaltsänderung  und  relativen  Bewegung,  insbeson- 
dere auch  benachbarte  Elemente  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  längs 
ihrer  Berfthrungsfläche  fähig  sind,  im  Gegensatze '  zu  festen  Körpern,  bei 
welchen  nicht  itur  diese  Gestaltsänderung  und  relative  Bewegung  beschränkt 
sind,  sondern  auch  benachbarte  Elemente  überhaupt  keine  relativ  gleitende 
Bewegung  längs  ihrer  Bertüirungsfläche  haben  können. 

NVenn  man  übrigens  auch  bei  Flüssigkeiten  von  dem  Stattfinden  solcher 

Müchungsbewegungen  absieht,  welche  mit  dem  Eindringen  der  einzelneu 

Moleküle  in  die  Zwischenräume  zwischen  anderen  Molekülen,  mit  beliebigen 

tkhnversehlingungen  der  Massenmittelpunkte  einzelner  Moleküle  verbunden 

20  denken  sind,  wie  es  in  der  Hydraulik  thatsächlicb  geschieht  und  wegen 

n»imgelhafter  Kenntniss  der  solche  Bewegungen  bedingenden  Ursachen  und 

iiin^r  Gesetze  geschehen  muss,  wenn  man  femer  auch  von  solchen  Strö- 

tanngen  und  Mischungen  absieht,  wie  sie  durch  Temperaturausgleichuiigen 

ia  ungleich  warmen  Flüssigkeiten  verursacht  werden  und  welche  sich  ebenso 

^*'nig  im  Einzelnen  rechnungsmässig  verfolgen  lassen,  desgl.  auch  von  den 

duTc^  Stösse  verursachten  wirbeiförmigen  Mischungen  eingeschlossener  und 

Z^rreiasungen  freier  Flüasigkeitsstrahlen  u.  s.  w.,  so  ist  es  nicht  nöthig,  die 

M&^khkeit  odei:  Unmöglichkeit  relativ  gleitender  Bewegung  benachbarter 

'MaÄsenelemente  längs  ihren  Berührungsflächen  als  unterscheidendes  Merk- 

a^ai  der  üüasigen  und  der  festen  Aggregatform  aufzustellen.    Der  Voraus- 

*-fc^inng  continuirliclier  Geschwindigkeitsänderung  von  Punkt  zu  Punkt, 
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welche  den  Differentialglcichungeu  zur  Untersuchung  der  Zustandsändeniuc 
irgend  eines  Körpers  zu  Grunde  liegt,  entspricht  vielmehr  in  allen  Ffilltii. 
bei  flüssigen  wie  bei  festen  Körpern,  die  Vorstellung,  dass  jede  relativ«' 
Bewegung  im  Inneren  nur  durch  entsprechende  Deformattoucu 
der  Massen elemente  vermittelt  wird,  eine  eigentlich  gleitende  B*»- 
wegung  längs. ihrer  Berührungsfläche  also  auch  bei  benachbarten  Elemeiitcu 
flüssiger  Körper  nicht  stattfindet.  Die  feste  und  flüssige  Aggregatforni 
unterscheiden  sich  dann  im  Wesentlichen  nur  dadurch,  dass  die  Defor- 
mationen der  Massenelemente,  welche  überhaupt  in  Volumou- 
und  Gestaltsändorungen  bestehen  können,  bei  festen  Körperu 
in  beiden  Beziehungen  begrenzt,  bei  flüssigen  aber  in  Beziehung 
auf  Gestaltsänderung  unbegrenzt  sind. 

Die  Flüssigkeiten  werden  unterschieden  in  Flüssigkeiten  im  in- 
goren  Sinne*  (tropfbare  oder  wässerige  Flüssigkeiten)  und  luftförmis«' 
Flüssigkeiten;  bei  letzteren  ist  auch  die  Veränderlichkeit  des  Volumen^ 
der  Massenelemente  wenigstens  in  Beziehung  auf  Vergrösserung  onbogreuTt, 
wogegen  sie  bei  ersteren  nicht  nur  begrenzt,  sondern  auch  bei  constanter 
Temperatur,  also  bei  nur  veränderlicher  Pressung,  sehr  eng  begrenzt  i<t 
Die  luftförmigen  Flüssigkeiten  heissen  Gase  oder  Dämpfe,  jenachdem  fttr 
sie  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz,  also  die  Zustand^leichouj 
RT=pv  (§.  17)  gilt  resp.  als  gültig  vorausgesetzt  wird  oder  nicht. 

Ausser  in  Beziehung  auf  die  Deformationsfähigkeit  der  Massou«*)«^ 
inente  unterscheiden  sich  die  verschiedenen  Aggregatformen  und  verschi«^ 
dene  Aggregatzustände  bei  gleicher  Aggregatform  auch  in  Beziehung  ^^nt 
die  Widerstände,  welche  mit  jenen  Deformationen  verbunden  sind.  Vi*- 
selben,  welche  von  den  Molekularkräften  herrühren,  jedoch  als  innir« 
Flächenkräfte  (§.3)  in  die  mathematische  Untersuchung  eingeführt  ^«t- 
den,  sind  theils  als  S-panuungen  durch  die  Grössen  der  Deformation*'!*. 
theils  als  innere  Reibungen  durch  die  Geschwindigkeiten  bedingt  nr 
welchen  die  Deformationsänderungen  stattfinden. 

Ein  Körper  ist  mehr  oder  weniger  elastisch  je  nach  den  Beziehun^ü 
zwischen  seinen  Spannungs-  und  Deformationszuständen.  Bei  einem  voll- 
kommen elastischen  Körper  entspricht  bei  gegebener Temperalnr  ein*  *> 
bestimmten  Deformationszustando,  wie  lange  er  auch  dauern  und  mit  «i*lrb*  r 
Geschwindigkeit  er  auch  in  der  Aenderung  begriffen  sein  mag,  stet»  d«  r« 
selbe  Spannungszustand  und  umgekekrt.  Werden  die  Spaunnugen  für  j««!*- 

*  Der  deutschen  Sprache  fehlt  es  an  kurzen  besonderen  Bczeirbnub^- 
für  Flüssigkeiten  im  weiteren  und  engeren  Sinne,  entsprechend  s.  B.  den  frai 
jsösischen  Bezeichnungen  flnides  und  liquides. 
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Köiperelement  Yerstauden  im  Sinne  von  Kräften,  welche  dieses  Element 
an  seiner  Oberfläche  auf  die  benachbarten  Elemente  ausübt,  so  verrichten 
diese  Spannungen  bei  irgend  einer  Deformation  des  Körpers  die  positive 
öder  negative  Arbeit,  welche  in  §.  6  allgemein  als  Deformationsarbeit  be- 
zeichnet wurde.  Die  Arbeit  der  inneren  Beibungeu  ist  dagegen  stets  ne- 
gativ, indem  durch  dieselben  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  verbraucht  und 
iii  Wärme  umgesetzt  wird.* 

Unter  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  wurde  in  §.5  eine  solche 
verstanden,  bei  welcher  die  Deformation  der  Massenelemente,  insoweit  sie 
»DT  eine  Gestaltsänderung  derselben  betrifft  (und  abgesehen  von  der  Ge- 
sdhwindigkeit,  womit  sie  stattfindet),  keinen  Widerstand  verursacht,  so  dass 
die  Spannungen  nur  als  Normalspannuugen  vorkommen,  welche  in  dem- 
^Iben  Punkt  für  alle  Ebenen  gleich  sind.  Sie  werden,  da  sie  im  AUge- 
laeinen  negativ  sind,  entgegengesetzt  genommen  als  Pressungen  in  die 


*  In  dieser  Beziehung  ist  hier  eine  Uucorrectheit  der  Entwickeluug  in 
^.  »^  zn  berichtigen.  Die  daselbst  mit  dO  bezeichnete  Arbeit  der  Oberflächeu- 
l^rifte  eines  Massenelemeutes  enthält  nicht  nur  insofern,  als  dieselben  Span- 
sDDgen  sind  (S.  29,  Zeile  7  v.  \}.\  sondern  auch  insofern,  als  sie  innere  Reibungen 
>iiHi,  ansser  dO^  (GL  2)  noch  einen  anderen  Bestandtheil  dO^,  welcher  von  der 
Dfformation  des  Massenelementes  abhängt,  und  es  hat  deshalb  der  letzte  Absatz 
«■uf  :<.  30  folgendermassen  zu  lauten: 

..Diese  Arbeit  dO^  kann  selbst  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachtet 
▼erden,  entsprechend  den  Bestandtheilen  der  Grössen  o  und  t,  welche  theils 
Npanmingen,  theiis  innere  Reibungen  sein  können.  Der  erste  Theil  von  dO^, 
dro  SpftoBungen  entsprechend,  wird  zur  Deformation  des  Massen elementes  ver- 
inucht;  er  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit,  welche  das  Massenelement 
>Hlbst  durch  seine  Deformation  verrichtet  und  welche  die  Deformatious- 
nbeit  desselben  bei  der  fraglichen  unendlich  kleinen  Zustandsänderiug  ge- 
ütnnt  und  mit  dE  bezeichnet  werden  soll.  Der  andere  Theil  von  dO^^  der 
ioneren  Reibung  entsprechend,  sei  »=  d8\  er  wird  durch  die  innere  Reibung 
>erbraacht  und  ist  jedenfalls  positiv,  nämlich  nach  §.  5,  Gl.  (2)  und  (5): 

,,,sr  =.  rfr.^ (?f!  +.V_t^'!-  +  ,V  +  ,V  +  ü'  )  dt. 

in^rmit  ist 

dO^  ^  —  dE-\'  dS\     du,    -  ilO  -f  dE—  dS/' 

Die  Gl.  (6)  auf  S.  31  wird  also 

dL  -=  dM  +  dO  -f  dE      dS 

'C(I  iu  Gl.  (7)  auf  S.  32  sowie  im  Folgenden  ist  unter  der  mit  dS  bezeichneten 
it-t«^  positiven  Arbeit,  welche  bei  der  unendlich  kleinen  Zustandsäuderung  eines 
^•»rpers  durch  die  inneren  Bewegungswiderstände  verbraucht  (in  Wärme  um- 
.r>ietzt'>  wird,  die  entgegengesetzte  Arbeit  der  inneren  Reibung,  d.  h.  die  durch 
->  ^erbraachte  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  mit  zu  verstehen. 
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Rechnung  eingeftihrt.    Ist  p  diese  Pressung  oder  der  Drnck,  y  das  q>eii- 

fische  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  einem  gewissen  Punkte,  so  pflegt      dio 

Druckhöho  für  diesen  Punkt  genannt  zu  werden;  sie  ist  die  Höhe  einer 
Flttssigkeitssäule  vom  specifischen  Gewicht  /  und  der  Gmndflftche  ^^  K 
deren  Gewicht  =j?  ist. 

Eine  vollkommene  Flüssigkeit  braucht  nicht  vollkommen  elastisch, 
insbesondere  aber  nicht  von  innerer  Reibung  frei  zu  sein.  Auch  bei  Gasen, 
welche  im  höchsten  Grade  vollkommene  Flüssigkeiten  sind,  findet  innere 
Reibung  in  kaum  geringerem  Grade  statt,  als  bei  Wasser.  Wenn  man  bt'i 
tropfbaren  Flüssigkeiten  von  der  sehr  geringen  Zusammendrflckharkeit 
ganz  absieht,  so  fallt  damit  auch  die  Unterscheidung  zwischen  vollkommener 
und  unvollkommener  Elasticität,  die  sich  bei  vollkommenen  FlQssdgkeitiQ 
überhaupt  nur  auf  die  Veränderlichkeit  des  Volumens  beziehen  kann,  f!^ 
sie  hinweg.  — 

Die  Gestalt,  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  der  Flüssigkeit»*u 
pflegen  durch  Gefässe  oder  Canäle  (Rohren  oder  Rinnen),  in  denen  si« 
enthalten  sind,  überhaupt  durch  feste  Wände  bedingt  und  begrenzt  zu  u^in. 
Im  Gleichgewicht  (in  relativer  Ruhe)  kann  sich  eine  luftförmige  Flttssigkeit 
nur  in  einem  ganz  geschlossenen  Gefösse  befinden,  so  dass  ihre  Obcrflärhi 
mit  der  inneren  Oberfläche  des  Gefässes  zusammenfällt.    Eine  tropfbar* 
Flüssigkeit  kann  (abgesehen  von  der  Verdunstung)  auch  in  einem  theilwiü<( 
offenen  Gefässe  im  Gleichgewicht  sein;  deijenige  Theil  ihrer  Oborflärhe. 
an  welchem  sie  von  der  Gefilsswand  nicht  berührt  wird,  soll  dann  ihrr 
freie  Oberfläche  heissen,  während  der  andere  Theil  im  Gegensatz  tUm 
ihre  unfreie,  gezwungene  oder  Wand-Oberfläche  genannt  worden  ksuii; 
An  der  freien  Oberfläche  pflegt  die  tropfbare  Flüssigkeit  von  einer  lul^- 
förmigen,  insbesondere  von  der  atmosphärischen  Luft  berührt  za  monliu 

Die  Voraussetzung  vollkommener  Flüssigkeit^  welche  den  a]lg«»meiuirii 
Gleichungen  in  §.  5  und  §.12  sowie  auch  den  folgenden  £ntwickoluui.i  ui 
im  Allgemeinen  zu  Grunde  liegt,  ist  gewöhnlich  nur  hinsichtlich  des  lvi*%«»ii~ 
deren  Zustandes  merklich  fehlerhaft,  in  welchem  sich  die  Flüssiekoit  .u 
der  Oberfläche  befindet,  so  dass  der  Fehler  wenigstens  in  solchen  Fal.« ;., 
in  welchen  sich  die  Flüssigkeit  nicht  zwischen  sehr  nahen  Wänden  ht^tiuiit  *  ^ 
durch  die  auch  aus  anderen  Gründen  nöthige  Einführung  erfahmngsuUv^i^ 
zu  bestimmender  Coefficienten  in  die  betreffenden  Formeln  genUs^cnd  <•«  r  i 
rigirt  werden  kann. 

Die  innere  Reibung  ist  zwar  oft  von  wesentlicher  Bedeutong  uiih*i 
nur  in  Betreff  der  Arbeitsverluste,  sondern  auch  insofern^  ak  sie  da»  «««^ 


§.5i  BSFABBimOSGOEFFIOnBVTBK.  283 

Ktz  bedingt,  nach  welchem  sich  die  Geschwindigkeit  von  Punkt  zn  Pnnkt 
iaderFlOssigkeit  stetig  ändert;  rar  Yereinfkchang  der  betreffenden  ünter- 
^Qogeii  ist  man  indessen  meist  genöthigt,  auch  sie  zu  eliminiren  durch 
gewisse  Yoraussetzungen,  welche  in  Betreff  jenes  Aenderungsgesetzes  a 
priori  za  Grunde  gelegt  werden,  wobei  man  sich  dann  wiederum  vorbe- 
Ittiten  moM,  den  etwaigen  Fehlem  dieser  Annahmen  nebst  den  betreffenden 
Arbeitsrerlusten  durch  entsprechende  Bestimmung  von  ErfahruDgscoef- 
üdenten  Rechnung  zn  tragen. 

Die  äussere  Reibung  oder  Reibung  an  der  Oberfläche,  insbesondere 
»BderWand'Oberfiäche,  kann  von  anderer  Art  sein,  als  die  innere  Reibung, 
sowohl  wegen   discontinuirlicher  Geschwindigkeitsänderung,    welche  hier 
stt^tiadet,  d.  h.  wegen  endlicher  Grösse  der  relativen  Geschwindigkeit, 
Büt  der  sich  die  oberflächlichen  Flttssigkeitselemente  längs  den  Wänden 
^wegen,  als  auch  wegen  abweichenden  Zustandes  unvollkommener  Flflssig- 
keit  dieser  Oberflächenschichten.    Die  dadurch  verursachten  Verluste  an 
iebeadiger  Kraft  oder  entsprechender  Arbeit  mflssen  durch  weitere  Coef- 
teenten  berflcksichtigt  werden,  die  nur  erfahrungsmässig  zu  bestimmen 
und,  ebenso  wie  endlich  noch  die  Arbeitsverluste  durch  solche  Bewegungs- 
vJdeiwttDde,  insbesondere  Stosswiderstände  an  Wänden  und  im  Inneren 
d«r  Fitissigkeit,   welche  auf  discontinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen 
^väckgefthrt  zu  werden  pflegen,  wenn  sie  auch  zum  Theil  als  örtlich  ver- 
bitte imiere  Reibungen  in  sehr  schnell  stattfindenden  Deformationsän- 
(ienmgen  der  Flüssigkeitselemente,  zum  Theil  in  wirbeiförmigen  Mischungs- 
bewegnogen  ihren  Grund  haben  mögen,  deren  lebendige  Kraft  für  die 
reehnnnggmässig  allein  zu  verfolgende'  und  technisch  allein  in  Betracht 
Iroouneiide  lebendige  Kraft  der  regelmässig  strömenden  oder  schwingenden 
Bewegmig  verloren  ist. 

Dergleichen  empirische  Coefficienten  spielen  somit  nothgedrungen 
eiae  bedeutende  Rolle  in  der  Hydraulik  zum  Nachtheil  ihres  wissenschaft- 
lidien  Charakters;  sie  heissen  insbesondere  Widerstandscoefficienten, 
^nm  sie  den  erwähnten  im  engeren  Sinne  so  genannton  Bewegungswidor- 
^täaden  Rechnung  tragen  sollen.  Indem  diese  Widerstandscoefficienten  fttr 
f^ncbiedene  Arten  von  Flttssigkeiten  und  event  für  verschiedene  Zustände 
<i^nelben  besonders  bestimmt  werden,  begreifen  sie  zugleich  die  empirische 
^'orrectjon  des  Fehlers  in  sich,  welcher  durch  die  Voraussetzung  vollkom- 
mf'Qer  Flftsdgkeit  in  verschiedenem  Grade  je  nach  der  Art  und  dem  Zu- 
stande der  betreffenden  Flüssigkeit  etwa  begangen  wurde  und  dessen  Ein- 
-0»  nicht  getrennt  von  jenen  Widerständen  constatirt  werden  kann.  Die 
F^'hJer  der  a  priori  gemachten  Yoraussetzungen  in  Betreff  des  Aenderungs- 
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gcsetzcs  der  Geschwindigkeit  yon  einem  zum  anderen  Punkte  sind  jedoeh 
im  Allgemeinen  durch  besondere  Coefficicnten  zu  corrigiren,  welche  z.  B. 
dadurch  gesondert  von  den  Widerstaudscoefficienten  gefunden  werden 
können,  dass  zugleich  die  Gewichte  und  die  lebendigen  Kräfte  der  unter 
gewissen  Umständen  durch  gewisse  Querschnitte  strömenden  FlQssigkeit^ 
mengen  durch  Beobachtung  ermittelt  und  mit  den  theoretischen  Wertheo 
dieser  Grössen  verglichen  werden.  — 

Die  innere  und  äussere  Reibung  einer  voUkommenen  Flüssigkeit  sind 
von  der  Reibung  zwischen  zwei  festen  Körpeni  dadurch  wesentlich  ver- 
schieden, dass  sie  von  der  Pressung  unabhängig,  vielmehr  ausser  von  der 
Art  der  Flüssigkeit  sowie  (bei  der  äusseren  Reibung)  von  der  Art  nml 
Oberflächenbeschaffenheit  einer  festen  Wand  nur  von  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit der  Elemente  abhängig  sind,  zwischen  denen  die  Reiboo^ 
stattfindet  (§.  ö).  Eine  Unterscheidung  zwischen  Reibung  der  Ruhe  und  der 
Bewegung^  wie  sie  bei  festen  Körpern  gemacht  zu  werden  pflegt,  ist  also 
hier  ohne  Bedeutung.  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  (^der  relativeu 
Ruhe)  finden  bei  vollkommenen  Flüssigkeiten  keine  Reibaugen  statt;  über- 
haupt können,  was  die  oben  erwähnten  Umstände  betrifft,  welche  im  All- 
gemeinen zur  Einführung  von  Erfahrungscoefficienten  Voranlassang  geben, 
die  Gesetze  des  besonderen  Theils  der  Hydraulik,  welcher  vom  Glcich^*- 
wichte  der  Flüssigkeiten  handelt  (Hydrostatik),  höchstens  der  on^oll- 
kommenen  Flüssigkeit  wegen  und  mit  Rücksicht  auf  den  abweichenden 
Zustand  der  Oberflächenschicht  zuweilen  einer  Correction  bedürfen. 

Die  Gesetze  der  Hydraulik  gelten  ihrer  allgemeinen  Form  nach,  d.  h 
abgesehen  von.  verschiedenen  Fornien  und  Werthon  gewisser  darin  vor- 
kommender einzelner  Functionen  und  Coeflicienten,  theils  allgemein  für 
alle  Arten  von  Flüssigkeiten,  theils  ist  es  nöthig  oder  zweckmässig,  schon 
bei  ihrer  Entwickelung  zwischen  tropfbaren  und  luflförmigen  FlOssigkeiten, 
in  Betreff  der  letzteren  zwischen  Gasen  und  Dämpfen  zu  unterscheiden 
Wenn  dabei  im  Folgenden  des  einfacheren  Ausdruckes  wegen  vom  allge- 
meinen Verhalten  des  Wassers  oder  der  Luft  die  Rede  sein  wird,  so  frilt 
ersteres  als  Repräsentant  irgend  einer  homogenen  tropfbaren  (Iflssigkeit 
oder  eines  gleichförmigen  Gemisches  von  solchen,  die  Luft  als  Repräsentant 
irgend  eines  Gases  oder  gleichförmigen  Gasgemisches.  Nur  den  für  Wa«>4'r 
oder  für  atmosphärische  Luft  anzuführenden  Zahlenwerthen  der  betrvffetidon 
Erfahningscoefficienteu  ist  nicht  ohne  Weiteres  eine  allgemeinere  BtMleu- 
tung  beizulegen. 
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'    A.   Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 

(Hydrostatik.) 

§.53.    Allgemeine  Gesetze;  XiTeaulIXelieii. 

Für  ein  rechtwinkeliges  Axensystem,  gegen  welches  die  Flüssigkeit  in 
relativer  Ruhe  ist,  seien  ar,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
FlQssigkeit,  und  in  demselben 
X,  F,  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  (auf  die  Masseneinheit 

bezogenen)  Massenkraft, 
p  die  Pressung,  *  ^ 

fi  die  spccifische  Masse. 
Diese  Grössen,  welche  in  §.  5  Functionen  von  «,  y,  z  und  der  Zeit  t 
varen,  sind  hier  nur  von  den  Coordinaten  abhängig,  sofern  sie  überhaupt 
Terftnderlich  sind.  In  den  allgemeinen  Gleichungen  (6)  jenes  §.  5  sind 
ferner  die  Geschwindigkeitscomponenten  «,  r,  to  hier  =  Null,  und  ergiebt 
sich  somit 

l^==:l,X^     f  =  ^Y,     ^=.(.Z (X) 

CSX  oy  Os 

niid  das  vollständige  Differential  von  p\ 

dp  =  fi[Xdx  +  Ydy  +  Zdz) (2), 

woraus  folgt,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  das  vollständige  Di^ 
ferential  einer  gewissen  Function  F{x,  y,  s)  der  Coordinaten  ist,  dass  also 
fi  eine  solche  Function  von  ^,  y,  s  sein  muss,  welche  den  Bedingungen 
entspricht: 

bz  hy     ^        bx  dz     '        hy  hx 

Ist  je  nach  den  Umständen  des  betreffenden  Falles  das  Integral  von 

p  =  F(x,y,z)-\^£ (4) 

iseftiiiden,  wobei  die  Constante  B  durch  die  in  einem  gewissen  Punkte  ge- 
^'ebene  Pressung  bestimmt  ist,  so  ist  dadurch  auch  p  für  jeden  anderen 
Punkt  bestimmt  sowie  mit 

_  1  bF_  1  bF_  1  bF 
''~  Xbx^  Yby~  Z  bz 
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P  P 

auch  die  Drackhöhe       ^=  -—  .    Insbesondere  ergiebt  sich  ans  GL  (4  der 

7       ('S 

an  verschiedenen  Stellen  auf  eine  Gefässwand  aasgeübte  Druck»  während 
umgekehrt,  wenn  z.  B.  fttr  die  fireie  OberflÄche  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
p  =  dem  äusseren  Druck  gegeben  ist,  Gl.  .'4;  die  Gestalt  dieser  OberfläclK' 
bestimmt. 

Niveaufläche  heiwt  bei  einer  im  Gldchgefwicht  befindlichen  Flü^ 
sigkeit  jede    so   beschaffene  Fläche,    dass  die  resultirende  Kraft  F  - 

yx*  +  Y^  -f-  ^^  ^  jedem  ihrer  Punkte  normal  zu  derselben  gerichift 
ist.  Werden  also  unter  den  in  den  Ausdrücken  von  X,  Y^  Z  im  Allge- 
meinen vorkommenden  Coordinaten  die  laufenden  Coordinaten  einer  solcht-n 
Fläche,  unter  dx^  dy^  dz  ihre  Differentiale  verstanden,  so  ist 

Xdx  -\-Ydy-\-  Zdz  =  0 o    i 

die  gemeinschaftliche  Differentialgleichung  aller  Niveauflächen,  indem  die?«* 
Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Kraft  P,  deren  Richtungscosiniis  propor- 
tional X,  F,  Z  sind,  mit  irgend  einer  Tangente  im  betreffenden  Punkt  dt* r 
Fläche,  deren  Richtungscosinus  proportional  dx^  dy,  d^  sind,  einen  rechtt^o 
Winkel,  nämlich  einen  Winkel  bildet,  dessen  Cosinus  =  Null  ist.  Mit 
Rücksicht  auf  Gl.  (b ;  folgt  aus  Gl.  (2),  dass  für  alle  Punkte  einer  Kivean- 
fläche 

dp^=i)^  also  p  ^=  Connt, 

ist,  dass  also  die  Niveauflächen  auch  als  Flächen  gleicher  Pres- 
sung bezeichnet  werden  können  (einerlei  mit  den  am  Schlüsse  t<>ii 
§,4  besprochenen  Flächen  gleicher  Spannung);  diese  Eigenschaft  hätte  auob 
zur  Definition  der  Niveauflächen  dienen  können,  indem  damit  ans  GL  '2 
umgekehrt  die  Gl.  (5),  also  die  oben  durch  Definition  festgestellte  charak- 
teristische Eigenschaft  sich  als  Folgerung  ergeben  hätte. 

Im  Allgemeinen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  r> 
kein  vollständiges  Differential,  nach  Gl.  (2)  aber  ist  (i  ein  Factor,  welcher 
ihn  dazu  macht  Tintegrirender  Factor);  das  Integral  von  Gl.  ''5)  oder  di» 
endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  ist  also 

Fix. y,zi=r  C t.  , 

unter  Fix,  y,  z)  dieselbe  Function  verstanden  wie  in  Gl.  (4),  deren  Diff»^ 
rential  =r  f/iXdx-^  Ydy -^  Zdz)  ist,  während  C  eine  Conatante  bede«t«-u 
deren  Werth  z=^p  —  B  sich  von  einer  zur  anderen  NiveanflAche  ändert. 

Ist  P  die  resultirende  Kraft  für  einen  Punkt  A  der  NiTeaafläcli«  A\ 
in  welcher  die  Pressung  =  p  ist,  JA^  =  dn  das  Stück  der  Nonnak^n  lai 
Punkte  A  dieser  Fläche  N^  welches  sich  bis  zur  folgenden  NiveautUch^ 
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erstreckt,  in  welcher  die  Pressung  =  p-\- dp  ist^  ao  ist  nach  GL  (2),  wenn 
df r  x-Axe  die  Richtung  uLä^^  gegeben  wird,  also 

dx=dn,  X=  +  P,  Y=Z=0      ^ 
gesetzt  wird, 

dp=  +  fiF,dn  =  fiF.dn (7), 

£üls  dp  positiv  ist.  Es  hat  also  P  die  Richtung  ////^,  nach  welcher  p 
wächst.  Für  die  verschiedenen  Punkte  A  einer  Niveaufläche  N  ist  im 
.IDgemeinen  J»  verschieden  gross,  nämlich  umgekehrt  proportional  (iP-^ 
sofern  ftP  einen  endlichen  Werth  hat,  kann  nicht  ^  =  Nuil  sein,  können 
aJso  die  Niveauflftehen  sich  nicht  schneiden. 

Denkt  man  die  Flüssigkeit  von  Linien  durchzogen,  welche  die  Niveau- 
fliehen  rechtwinkelig  durchschneiden  und  welche  die  Linien  grösster 
PressnngBftnderung  genannt  werden  können,  so  ist  die  resultirende 
Kraft  P  in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  tangential  an  die  betreffende 
Linie  gröester  Pressungsänderung  gerichtet  in  dem  Sinne,  in  welchem  die 
Pressung  wächst,  und  das  Product  aus  dieser  Kraft  P  und  der  specil 
Masse  fi  ist  umgekehrt  proportional  dem  Bogenelement  fraglicher  Linie 
nrischea  zwei  Niveauflächen  von  constanter  Pressungsdifferenz  dp. 

Ist  hei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  tropfbaren  Flüssigkeit  der 
ioäsere  Druck  in  allen  Punkten  der  f)reien  Oberfläche  gleich,  so  ist  diese 
^bst  eine  Niveaufläche;  daher  der  Name  dieser  Flächen,  indem  jene  freie 
<^)herfläehe  im  engeren  Sinne  das  Niveau  der  Flüssigkeit  genannt  zu 
wprden  pflegt  — 

Ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  GL  (5)  ein  vollständiges 
Differential,  was  voraussetzt^  dass 

hT_hZ    hZ_hX    hX_hY  ,g. 

Ut  also  etwa 

Xdx  +  Ydy  4-  Zdz  =  dU, 

iuitef  U  eine  Function  von  x^  y,  s  verstanden,  welche  in  diesem  Falle  die 
Kraftfunction  genannt  wird,  so  geht  GL  (2)  über  in: 

dp  — (i. dir (9) 

nitd  die  endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  wird: 

U=c (10), 

unter  €  eine  Constante  verstanden,  deren  Werth  sich  von  einer  zur  anderen 
Niveaufläche  ändert    Aus  GL  (7)  und  (9)  ergiebt  sich 
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P=^? 11 

dn 
uud  ein  entsprechender  Ausdruck  gilt  allgemein  für  die  Componente  *V  der 
Kraft  P  nach   einer  beliebigen  Richtung  «;  sind  nämlich  dx^  </y,  iz  die 
Projectionen  des  Längenelementes  ds  dieser  Richtung  auf  die  Coordinateih 
axen^  so  ist 

^ X^^-4-  Y^^A-  7^^       hUdx       hUdy       hUdz dU      y^ 

dn  ds  dn        hx  ds        hy  dn        hz  ds        dt 

wenn  dU  die  Aenderung  bedeutet,  welche  die  Kraftfunction  dadaroh  er- 
fährt, dass  statt  der  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  diejenigen  eint*^ 
anderen  Punktes  gesetzt  werden,  welcher  von  jenem  nach  der  Richtung  « 
um  ds  entfernt  ist. 

Weil  fi.dU  nach  Gl.  (9)  ein  vollständiges  Differential  ist,  so  mnss  /i 
eine  Function  der  Function  27,  also  auch  mit  U  zugleich  constant  sein; 
in  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  ist  somit  im  vorliegenden 
Falle  nicht  nur  die  Pressung,  sondern  auch  die  specif.  Mas»t 
gleich  gross.  Wäre  die  Flüssigkeit  ein  continuirliches  Gremisch  (§. 3i  \on 
Flüssigkeiten  verschiedener,  durch  ihre  Pressung  bestimmter  Dichtigkeit 
insbesondere  von  Flüssigkeiten  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregat- 
form, so  mtlsste  in  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  dasselbe  Mischuntr^ 
verhältniss  y  stattfinden.  Der  Wärmezustand  eines  solchen  Gemisches  au 
irgend  einer  Stelle  ist  durch  p  und  y,  der  einer  homogenen  Flllssigkt*it 
durch  p  und  fi  bestimmt;  die  Niveauflächen  sind  also  in  beiden  Fällen  auch 
Flächen  gleichen  Wärmezustandes.  — 

Ist  fi  constant,  so  kann  die  rechte  Seite  von  Gl.  {2)  nur  dadurch  ein 
vollständiges  Differential  sein,  dass  schon  der  Factor  Xdx  -^  Tdp  -^  Zdz 
für  sich  ein  solches  ist.  Eine  gleichförmig  dichte  Flüssigkeit  kann 
also  überhaupt  nur  unter  der  Einwirkung  solcher  Massenkräftr 
im  Gleichgewicht  sein,  für  welche  es  eine  Kraftfunction  giebt 
Dasselbe  gilt  von  einem  discontinuirlichen  Gemisch  von  Flüssig- 
keiten verschiedener  Art  oder  Aggregatform,  für  welche  einA^in 
(i  constant  ist,  und  zwar  sind  dieselben  im  GleichgewichtszasUnde  notb- 
wendig  so  geschichtet,  dass  je  zwei  benachbarte  Schichten  sich  in  eia^ 
Niveautiäche  berühren.  In  diesen  besonderen  Niveaufiächen  ist  zwar,  «u 
immer,  p  constant,  die  speciiische  Masse  ^  aber  unbestimmt,  n&müch  um 
Endliches  verschieden,  jenachdem  man  eine  solche  Fläche  als  Grenze  dt  r 
einen  oder  anderen  von  beiden  angrenzenden  Schichten  betrachtet  Aa«*h 
ist  in  solchem  Falle  zwischen  stabilem  und  labilem  Gleichgewichte  ra 
unterscheiden,  jonachdem  eine  unendlich  kleine  Störung  desselben  tinrrl 
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die  wirksamen  Kräfte  rückgängig  gemacht  oder  vergrössert  wird;  die 
Stabilität  dos  Gleichgewichtes  erfordert,  dass  im  Sinne  der 
Hraft  P  die  Dichtigkeit  der  Schichten  wächst.  Ist  nämlich  rf/*  ein 
Element  der  Grenzfläche  N  zweier  Schichten,  //,  die  specif.  Masse  der 
eisen,  ^^  die  der  anderen,  und  hat  F  die  Richtung  von  der  ersten  zur 
^Veiten  dieser  beiden  Schichten,  so  werde  in  der  ersten  Schicht  über  df 
als  Grundfläche  ein  unendlich  kleines  prismatisches  Volumenelement  dV 
=  if.in  von  der  Höbe  dn  abgegrenzt  gedacht,  für  welches  die  Pressung, 
wenn  sie  in  der  Grundfläche  df^  d.  h.  in  der  Fläche  N:=p  ist,  in  der 
gegenüber  liegenden  Grundfläche  =  p  —  dp  zu  setzen  ist.  Dann  ist  die 
n^ultirende  Kraft  dR^  durch  welche  im  Gleichgewichtszustande  die  das 
Voliuneuelement  dV  erfüllende  Flüssigkeit  gegen  die  Grundfläche  N  hin 
u'etrieben  wird, 

dR  =  df{ity  Pdn  ^p  —  dp  —  p)-=r  dfin^Pdn    -  dp)  ^  O. 

Worde  aber  in  Folge  einer  Störung  des  Gleichgewichtes  das  fragliche  Vo- 
lamenelement  mit  Flüssigkeit  von  der  specif.  Masse  //^  erfüllt,  so  änderte 
^Ich  dR  um  in 

dR  =  d/(jt^Pdfi  —  dp) 

'«ipr  mit  dem  aus  obiger  Gleichung  folgenden  Werth  von  dp  --  ft^Pdn  in 

dR  z^  df(fj^  —  n^  )Pd7i, 

iHs  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  diese  Kraft  dR  positiv,  also  jtf^  ^  f^i  ist. 

Uebrigens  ist  ersichtlich,  dass  diese  Deduction  nicht  nothwendig  an 
''inen  endlichen  Werth  der  Differenz  (fjf^  —  /z^)  gebunden  ist,  dass  also 
ailftemein  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  nur  dann  stabil 
i*»!.  wenn  mit  der  Pressung  zugleich  auch  die  Dichtigkeit  über-> 
all  im  Sinne  von  P  zunimmt.  — 

Schliesslich  ist  in  Betreff  der  vorstehenden  Gesetze  ausdrücklich  her- 
vorzuheben, dass  im  Falle  der  Bewegung  des  Goordinatensystems,  gegen 
«elches  die  Flüssigkeit  sich  in  relativer  Ruhe  befindet,  die  resultirende 
Kraft  P  pro  Masseneinheit  mit  den  Componenten  X,  F,  Z  zugleich  die 
*r^  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  (§.2)  in  sich  be- 
:;reifl;  dieselbe  ist  entgegengesetzt  der  Beschleunigung  des  betreffenden 
Punktes,  wenn  er  mit  den  Coordinataxen  fest  verbunden  gedacht  wird. 
Ifv*  zweite  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  kommt  hier  nicht  in 
iMracht^  weil  sie  zugleich  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  verschwindet 

Die  im  Vorhergehenden  vorausgesetzte  relative  Ruhe  der  Flüssigkeit 
kargen  ein  System  von  Coordinateuaxen  erfordert  auch  relative  Ruhe  ihrer 
MjMsenelemeate  gegen  einander,  welche  nur  bei  unveränderter  Gestalt  der 

(*r««h«f,  t]i«or»t.  XMchineiilehre.    I.  19 
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Flflssigkeitsoberfläche  möglich  ist.    Ist  also  die  Flflsaigkeit  in  einem 
Gefässe  enthalten,  so  kann  sie  gegen  ein  Coordinatensystem  nur  dum 
in  Buhe  sein,  wenn  das  Gefäss  sich  entweder  selbst  in  relativer  Buhe  gingen 
dasselbe  befindet  oder  wenn  trotz  seiner  Bewegung  die  Wand-Obeffliche 
der  Flüssigkeit  unverändert  bleiben  kann,  wenn  nftnüich  dieselbe  eine  Um- 
drehungsfläche ist,  um  deren  gegen  das  Coordinatensyst^m  relativ  mbendf 
Axe  das  Gefäss  rotirt;  im  Falle  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  mit  theüweis^ 
freier  Oberfläche  müsste  diese  ausserdem  die  Wand- Oberfläche  in  einem 
Parallelkreise  schneiden.  Indessen  selbst  bei  diesen  ganz  speciellen  Yoran«- 
Setzungen  in  Betreff  der  Gestalt  des  Gefilsses  ist  wegen  des  Einflimes. 
welchen  bei  relativer  Bewegung  an  der  Wandoberfläche  die  Beibnng  daselbst 
ausüben  würde,  ein  vollkommenes  Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  bei 
relativer  Buhe  derselben  gegen  das  Ge&ss  möglich,  mit  welchem  deshalb 
im  Folgenden,  sofern  es  sich  überhaupt  um  das  Gleichgewicht  einer  in 
einem  Gefässe  befindlichen  Flüssigkeit  handelt,  die  Coordinatenaxen  fi»t 
verbunden  sein  sollen.  Wenn  ausnahmsweise  auch  vom  Gleichgewicht  eiii^r 
Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  die  Bede  sein  wird,  welches  gegen  die  (»»r- 
dinatenaxen  in  Bewegung  ist  (z.  B.  des  Wassers  in  einer  Wasserradiell«* . 
so  ist  darunter  der  Gleichgewichtszustand  zu  verstehen,  welcher  eintreten 
würde,  wenn  das  Gefäss  in  seiner  augenblicklichen  relativen  Lage  fe^tc^- 
halten  würde,  gleichwohl  aber  die  Kräfte,  wie  sie  zum  Theil  von  der  Be- 
wegung des  Gefässes  herrühren,  unverändert  fortwirkten,  ein  Zustand, 
welchem  der  wirkliche  augenblickliche  Zustand  der  Flüssigkeit  nur  mthr 
oder  weniger  nahe  und  zwar  um  so  näher  konmit,  je  langsamer  das  Geft«^ 
sich  bewegt  und  je  geringer  die  durch  seine  Bewegung  bedingte  Gestahs- 
Veränderung  der  Flüssigkeit  ist 

Zur  Möglichkeit  eines  vollkommenen  Gleidigewichtes  ist  vor  Alhv 
erforderlich,  dass  die  Kraftcomponenten  X,  Yj  Z  unabhängig  von  der  Ztv 
sind.  Ist  dies,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  hinsichtlich  derjenigen  h^ 
standtheile  dieser  Kraftcomponenten  der  Fall,  welche  von  der  Bevefennr 
des  mit  den  Axen  fest  verbundenen  Gefässes  unabhängig  sind,  «t 
muss  es  auch  in  Betreff  der  übrigen  der  Fall  sein,  welche  den  ücacklennh 
gnngscomponenten  des  Gefässpunktes  (x,  y,  s)  entgegengesetzt  gleich  m- 
LfOtztere  sind  ausser  durch  die  Coordinaten  x^  y^  %  bestimmt  dmrrli  <l> 
C/omponenten  der  Translationsbeschleunigung  des  Geftssea  im  Siame  ö-r 
Axen,  sowie  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  and  Winkelbe«cye«i  - 
gungen  um  diese  Axen.  Diese  Grössen  müssen  also  constani,  die  Wini«-t- 
beschleunigungen  insbesondere  =  Null  sein;  das  Oeftsa  kann  im  Aü- 
gemeinen   eine  Tranalationsbewegung  haben«   deren  Bewhleomig«^  ims 
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constanter  Grösse  und  Richtung  gegen  das  Geföss  ist,  nebst  einer  Rota- 
tionsbew^nng  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  im  Gefässe 
feste  Axe. 


L    Gleichgewicht  des   Wassers. 
§.  b^.    Toraussetzuugen. 

Die  homogene  tropfbare  Flüssigkeit  (resp.  gleichförmige  Mischung 
solcher  FlQssigkeitenX  als  deren  Repräsentant  hier  das  Wasser  betrachtet 
viril  befinde  sich  in  einem  Gefässe,  dessen  Dimensionen  im  Vergleich  mit 
»lenen  der  Erde  klein  genug  sind,  um  die  beschleunigende  Schwer- 
kraft y  in  allen  Punkten  als  gleich  gross  und  gleich  gerichtet 
roraussetzen  zu  dürfen.  Die  Schwerkraft  g,  wie  sie  nach  Grösse  und 
Kichtang  beobachtet  wird,  schliesst  den  £influss  der  Erdbewegung,  an 
woicber  das  Gefäss  als  irdischer  Körper  Theil  nimmt,  schon  in  sich;  einer 
Ergänzung  wegen  eigener  Bewegung  des  Gefässes  bedürfen  also  die  Kraft- 
romponenten  X^  Y^  Z  nur  insofern  als  diese  Bewegung  eine  relative  Be- 
«egang  gegen  die  Erde  ist,  welche  deshalb  schlechtweg  als  Bewegung 
if's  GefäBses  bezeichnet  wird  entsprechend  der  schon  in  §.  2  getroffenen 
Hertimmung  hinsichtlich  der  Bewegung  irgend  eines  irdischen  Körpers. 

Der  äussere  Druck  pro  Flächeneinheit  der  freien  Oberfläche  des 
Hassers  sei  in  allen  Punkten  derselben  gleich  gross  =  Pq\  in  der  Regel 
*jesteht  er  im  Druck  der  atmosphärischen  Luft.  Die  freie  Oberfläche 
i^t  hiernach  stets  eine  Niveaufläche. 

Die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  ist  an  die  Bedingung  wachsender 
birhtigkeit  im  Sinne  der  Pressungszunahme,  also  im  Sinne  der  resultirenden 
Kraft  P  =  yx*  -\^  Y^  -\-  Z^  gebunden.  Die  Dichtigkeit  einer  homogenen 
tropfbaren  Flüssigkeit  ist  aber  von  ihrer  Pressung  in  so  geringem  Grade 
ibhängig,  dass  die  Erfüllung  jener  Bedingung  fast  nur  von  der  Temperatur- 
•t^rtbeilang  abhängt,  welche  z.  B.  speciell  bei  Wasser  so  beschaffen  sein 
«lass,  dass  im  Sinne  von  P  die  Temperatur  zu-  oder  abnimmt,  jenachdem 
'^ic  kleiner  oder  grösser  ist,  als  4®.  Im  Folgenden  wird  die  Temperatur 
i:!^  $K>  wenig  veränderlich  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit,  also  die 
*P''Cifische  Masse  /u  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  als 
instant  anzunehmen  ist,  wenigstens  in  allen  Punkten,  deren  Ent- 
r^Tunng  Yon  der  Oberfläche  nicht  unmessbar  klein  ist.  Durch  den  Einflnss 
i't  Moleknlarkräfte,  welche  zwischen  den  Molekülen  des  Wassers  gegen- 

-•»itig  oder  zwischen  ihnen  und  denen  einer  festen  Wand  stattfinden,  kann 

19* 
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nämlich  die  uumessbar  düime  Oberflächenschicht  des  Wassers  aUerdiDg« 
eine  wesentlich  kleinere  oder  grössere  Dichtigkeit,  wie  die  übrige  Wasser- 
masso  besitzen,  und  es  können  dadurch  sowie  durch  andere  Abweichungea 
des  inneren  Zustandes  jener  Oberfiächenschicht  von  deni  der  Qbrigeu  Mas»* 
die  Erscheinungen  des  Gleichgewichtes  besonders  dann  wesentlich  modificirt 
werden,  wenn  das  Gefäss  sehr  enge  ist,  wenn  nämlich  das  Wasser  zwischen 
sehr  nahen  festen  Wänden,  in  einer  engen  Röhre  u.  s.  f.  sich  befindet  for 
welchen  Fall  die  durch  die  Molekularkräite  bedingten  Gleichgcwichtsir- 
scheiuungen  unter  dem  Namen  der  Capillarität  (Haarröbrchen-Wirkunjfen 
von  capillus,  Haar)  zusammengefasst  werden. 

Im  Folgenden  sind  deshalb  die  beiden  Fälle  unterschieden,  ob  das 
Gleichgewicht  ohne  oder  mit  Kücksicht  auf  die  Moleknlarkräfte  an  der 
Oberfläche  untei-sucht  werden  soll;  ausser  denselben  und  event  einer 
Ergänzungskraft  relativer  Bewegung  wird  in  allen  Fällen  nnr 
die  Schwerkraft  als  Massenkraft  vorausgesetzt 

Was  die  Art  der  etwaigen  Bewegung  des  Gefässes  betrifft,  welch* 
nach  der  Bemerkung  zu  Ende  des  vorigen  §.  im  Allgemeinen  in  einer  Tran«^ 
lationsbewegung  mit  constanter  Beschleunigung  nach  einer  im  GefiLsse  fiestec 
Richtung  und  in  einer  Rotation  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  nm 
eine  im  Gefüsse  feste  Axe  bestehen  könnte,  so  muss  hier  diese  Axo  b»^ 
ständig  vertical  bleiben,  dninit  die  Componenten  einer  besch)eaiiifpendt*i 
Schwerkraft  g  nach  den  im  GelUsse  festen  Coordinatenaxen  unabhftngig  ^oi. 
der  Zeit  seien. 

a.  Gleichgewicht  des  Wassers  ohne  Rücksicht  auf  Molekularkriftr 
§.  55.    Niveauflttehen  und  DruokhOhe  In  Terschledenen  FlUea. 


«kV* 


Die  Coordinatenaxen  seien  zunächst  fest  verbunden  mit  dem  Gefi 
die  verticiile  s-Axe  sei  positiv  in  der  Richtung  nach  oben,  und  es  stM 

\)  das  Gefäss  in  Ruhe,  oder  <'s  habe  eine  geradlinige  un 
^'1  ei i'h förmige  Translationsbewegung.  Die  Ergänzungskraft  d»^r  r 
lati^eH  Bewegung  ist  in  diesem  Falle  ==^  Null,  also 

A-   Y  -  {).    X  -        V   - 

und  die  Diflereutialgleichung  der  Niveauflächen: 

XfLr-\    Ydy-\    Z(h=^-:    -//</=-   dl'-    O. 

ihre  endliche  Gleichung:  %  =  ConH, 

Die  Niveauflächen,  insbesondere  also  die  freie  Uborflitb  < 
sind  horizontale  Ebenen. 
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Ffir  die  Pressang  p  an  irgend  einer  Stelle  hat  man  nach  §.  53,  Gl.  (2) 

oder  GL  (9) 

dp  =  fi( —  gdz)y  also  p==  —  fig%  -f-  B, 

bik  die  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  dem  Ursprung  der  Goordinaten, 
so  kt  Pq=  —  figh  +  ^,  also 


P  —  Pn 
p  —  Po  ^=  M(ä  —  2)  oder     -  ^     "^  •—  h 


(1)- 


Die  Grösse 


P  —Po 


d.  i.  der  Ueberschuss  der  Druckhohe  in  einem  ge- 


wissen Punkte  über  dieselbe  an  der  freien  Oberfläche  heisse  die  Ueber- 
(imckhöhe  in  jenem  Punkte;  nach  Gl.  (1)  ist  sie  =  der  Tiefe  dieses 
Punktes  unter  der  freien  Oberfläche. 

Bas  Gesetz  der  Gleichheit  des  Druckes  in  allen  Punkten  einer  hori- 
zontalen Ebene,  welches  unter  der  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzung 
gleichförmigen  äusseren  Druckes  auf  die  freie  Oberfläche  auch  unmittelbar 
diese  als  eine  horizontale  Ebene  kennzeichnet,  ist  von  der  Gestalt  des  Ge- 
ässes  unabhängig  und  gilt  insbesondere  auch  fürcommunicirende  Ge- 
fässe,  d.  h.  für  Gefässe,  welche  in  Folge  ihrer  Verbindung  zusammen  auch 
ak  ein  Gefäss  betrachtet  werden  können,  dessen  Theile  (Schenkel)  von 
denselben  Horizontalebenen  in  getrennten  Flächen  geschnitten  werden;  in 
'  ommnnicirenden  Gefässen  steht  das  Wasser  gleich  hoch,  falls 
der  Druck  auf  die  freie  Oberfläche  in  ihnen  gleich  gross  ist. 
^lemäss  der  Art  und  Weise,  wie  das  Gesetz  durch  Integration  einer  Diffe- 
rentialgleichung hervorgegangen  ist,  entsprechend  dem  stetigen  Uebergange 
von  einem  zum  anderen  Elemente  derselben  Flüssigkeit,  ist  es  aber  we- 
sentlich an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  man  von  irgend  einem  Punkte 
der  Flüssigkeit  zu  jedem  anderen  in  derselben  Horizontalebene  gelegenen 
Punkte  derselben  durch  eine  stetige  Folge  von  Flüssigkeitselementen 
gleicher  specifischer  Masse  fi  hindurch  gelangen  könne,  und  es  erfährt 
deshalb  das  Gesetz  eine  Einschränkung,  wenn  verschieden  dichte  Flüssig- 
k»»iten  F  und  F'  (specif.  Massen  =  /i  und  jt/'),  welche  sich  nicht  mischen, 
Fi«.  IS.  i^  communicirenden  Gefässen  G  und  G'  im  Gleich- 

gewichte sind.    Sie  berühren  sich  in  einer  horizon- 
talen Grenzfläche  ff,  welche  im  Gefässe  G  oberhalb 
der  Stelle  liegen  mag,  wo  beide  in  Verbindung  sind 
ff      ^  «  (Fig.  12),  und  zwar  befinde  sich  die  Flüssigkeit  /' 

im  Gefässe  G  oberhalb  der  Grenzfläche,  so  dass  die 
andere  Flüssigkeit  F'  sich  im  unteren  Theile  von  G 
und  zugleich  in  G^  boiinilet;  für  den  Fall  des  stabilen 
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Gleichgewichtes  setzt  diese  Annahme  voraus,  dass  F^  die  dichtere  Flflasig- 
keit,  also  //'  >^  ,a  ist.  Oberhalb  der  Horizontalebeno  M  findet  sich  nan  die 
fragliche  Bedingung  für  die  Gleichheit  des  Drucks  in  gleich  hoch  gelegenen 
Punkten  beider  Gefässe  nicht  mehr  erfüllt;  insbesondere  haben  somit  aach 
die  freien  Oberflächen  der  Flüssigkeiten  F  und  F'  verschiedene  Höhen  A 
und  K  über  der  Ebene  H^  welche,  da  in  dieser  Ebene  selbst  das  Ge<^*tz 
der  Gleichheit  des  Druckes  eben  noch  stattfindet,  nach  Gl.  (1)  in  der  Bt^ 
Ziehung  stehen: 

Pa  +  jWyÄ  =  J»o  +i^V^S  also  /'^'  =  l^'^'\ 
d.  h.  die  Höhen  verschieden  dichter  Flüssigkeiten  in  commnni- 
cirenden   Gefässcn,    von  ihrer  horizontalen  Berührungsfläcb*- 
aus    gerechnet,    sind    ihren  Dichtigkeiten    umgekehrt    propor- 
tional. 

2)  Ist  das  Gefäss  in  Bewegung,  so  kann  es  im  Allgemeinen  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  verticalo  s-Axe  rotiren  mvA 
zugleich  eine  Translationsbewegung  haben,  deren  Beschleunigung  von  cod* 
stanter  Grösse  und  Richtung  im  Gefässe  ist.  Die  Axen  der  x  und  der  > 
können  dabei  so  angenommen  werden,  dass  die  Componenten  dieser  B**- 

schleunigung  nach  den  Axen  der  x^  y,  z  beziehungsweise  =^  <7^,  0  und  '*  ; 
sind,  unter  a  und  e  positive  Constante  verstanden,  und  da  der  Rotation  ili- 
Boschleuuigungscomponenten  —  o)'x  und  —  to^y  im  Punkte  x,  y,  s  na,.u 
den  Axen  der  x  und  der  y  entsprechen,  so  hat  man 

X—  — ag  -\-  f/j*dr,      Y=  oi^y,     Z—  — y  ^  cy 

und  die  Diiferentialgleichung  der  Niveauflächen: 

( —  ag  -\-  oi'Xjdx  -\-  0}^ydy — (1    i'  c,i^rf2  =  0 *-| 

oder  mit  x  =     -^-V  x. 

m*  x^ dx^'\-ydy)—{\+  c)gdz  =  0. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


./+y*=(.-^.^)+y.=  2^^t/^^Z_-0.. 


A  I 


Die  Niveauflächen  sind  also  congruente  Umdrehangspjrai 

( 1  ^"  ('^ff 

boloide  mit  dem  Parameter  2       -   ,-    ,  deren  gemeinschaftli.  l' 
Axe  in  der  rs-Ebene  mit  der  s-Axe  im  Abstände     .pamllrl  ;^t 
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wihrend  ihre  Scheitel  in  verschiedenen  Höhen  C  Aber  der  xy- 
Ebene  liegen.  Insbesondere  ist  Gl.  (3)  die  Gleichung  der  freien  Ober- 
fiädie,  wenn  C  so  bestimmt  wird,  dass  das  Volnmen,  welches  das  betref- 
fende Paraboloid  vom  Gef&ssraume  abschneidet,  dem  gegebenen  Wasscr- 
volnmen  gleich  ist. 

Was  die  Pressung  betrifft,  so  folgt  ans  der  Gleichung 

;»  =  — /'^(i  +  ^)2+/(^,y) 

and  wenn  A  die  s-Coordinate  des  Punktes  der  freien  Oberfläche  ist^  welcher 
rertical  aber  dem  Punkte  ^,  y,  %  liegt, 

Pq=  —  ^^(1  "t  0  Ä  +  f{x,  y). 
Somit  ist 

P—  Po 


=  - ^  =  (l  +  r)(Ä-«) (4). 

Iig  y 

Die  Ueberdruckhöhe  in  irgend  einem  Punkte  ist  also  seinem 
Verticalabstande  von  der  freien  Oberfläche  proportional,  und 
zwar  derselben  gleich,  wenn  das  Gefäss  ohne  Yerticalbeschleu- 
nignng  ist  Die  Bestimmung  der  Pressung  in  allen  Punkten  ist  hierdurch 
aaf  die  Bestimmung  der  freien  Oberfläche  zurückgeführt,  was  bei  gegebener 
Gestalt  und  hei  gegebenem  Wasserinh^te  des  Gefässes  eine  rein  geome- 
trische Aufgabe  ist. 

Hat  das  Gefäss  nur  Translationsbewegung,  so  wird  mit  €o  =  0 
die  Gleichung  (3)  unbrauchbar;  das  Integral  von  Gl  (2)  ist  aber  jetzt 

«= i-^+^' (5). 

1  +  c 

Die  Niveauflächen  sind  parallele  Ebenen,  welche  die  «»-Ebene  rechtwin- 
keUg  acbneiden  in  Geraden,  die  mit  der  avAxe  den  Winkel 

/  — a 
^>z=:arctgA—.  - 

\1  X  ^ 

^wkÄfeu-  diese  Ebenen  sind  horizontal  wie  im  Falle  unter  1),  wenn  ^  =  0 
■■»,  Hao  das  Gefiias  nur  Verticalbeschleunigung  hat.  Wäre  aber  letztere 
—  f,  dem  freien  Fall  des  Gefässes  vermöge  seiner  eigenen  Schwere 
^*apw«hend,  bo  wäre 
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unbcstimint;  in  der  That  wäre  dann  die  resultirende  Kraft  P=  Z=0  und 
die  Flüssigkeit  bei  jeder  Lage  im  Gcfässe  in  relativer  Ruhe  gegen  dasselbe. 
Von  grösserem  Interesse  ist  der  Specialfall,  dass  das  Gefftss  nur 
um  die  s-Axe  rotirt.    Die  Gleichung  der  Niyeaaflächen  ist  dann 

**  +  y*  =  ^«('-fO. 

Die  innere  Wandfläche  des  Gefässes  sei  ein  Kreis-Cylinder  mit  der  Rota- 

tionsaxe  als  geometrischer  Axc  und  dem  Halbmesser  r.    Ist  dann  (Fij?-  1«^' 

i'^jg.  13.  ^  fj^[Q  Höhe  des  Scheitelpunktes  -4,  h  die  Höbe  des  Ran- 

des  BB  der  freien  Oberfläche  über  der  a?y-Ebene,  so  in 

ihre  Gleichung: 


9i 


^'+y*  =  -2(2— «) 


t> 


Zur  Bestimmung  von  a  und  h  kann  man  bemerken^  da.v> 
^  das  Volumen,   welches  von  dem  Umdrehungsparabolt»i«i 

Gl.  ((»)  und  der  P^bene  %  =  h  begrenzt  wird,*  =^  x^^^^  —  <i)=derHaint 

des  Cylinders  zwischen  den  Ebenen  2  =  «  und  a  =  5,  also  auch  ^^  tbr. 
Wasserinhalt  des  Gefässes  oberhalb  der  Ebene  %^=  a  ist;  der  letzten*  im 
aber  ^=  jtr^{h  —  «),  wenn  h  die  Wasserstandshöhe  über  0  bei  nihend**n. 
Gofässe  ist.    Aus  der  Gleichung 

\  Jtr\b  —  a)=  Jtr^ih  —  a)  folgt  b  +  ft=2h, 

und  da  nach  Gl.  (6) b  —  a  =  — - 

ist,  so  folgt,  wenn  die  Peripheriegeschwindigkeit  ro)  =  u  gesetzt  wini, 

2 


a  =^  h 


M« 


u 


,    b  =  h-\- 


Durch  die  Rotation  des  Anfangs  ruhenden  Gofilsses  wird  die  Was<t»niU  r 
fläche    am   Rande   ebenso   viel   gehoben   wie  sie  in  der  Mitte   nit^lor^ 
drückt  wird. 


*  Ist  für  ein  Umdrehungsparaboloid  y  der  Halbmesser  des  Par^lelkrtri« 
im  Abstände  jr  vom  Scheitel,  r  der  Halbmesser  der  Grundfläche,  h  die  Ih^l 
also  y  —  r  für  x  ~-^  h,  so  ist  das  Volumen 

h  h 


0 
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Wäre  aber  das  cylindrische  Goföss  oben  durcb  einen  borizontalen 
ebenen  Deckel  in  der  Höhe  H  (h<C^H<ih)  über  der  d^-Ebene  geschlossen, 
oder  auch  nur  mit  einem  nach  innen  so  weit  vortretenden  ebenen  Rande 
rersehen^  dass  dadurch  die  Erhebung  des  Wassers  über  die  Höhe  x  =  iJ 
verfaindert  wird,  so  hat  man  für  das  Volumen,  welches  von  der  freien  Ober^ 
däche  Gl.  (6)  und  der  Deckelebene  z  =  H  begrenzt  wird,  falls  q  den  Halb- 
messer des  Durchschnittskreises  zwischen  diesen  beiden  Flächen  bedeutet, 
<iie  Gleichung 

I  JTQ  2  (II—  a^  =  jrr^iH—  h\ 


Wenn  darin  nach  Gl.  (6) 


gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

^  (7/_^)2  =  ^S(//_Ä).    a^^II—ul^^^ W- 

o)^  r        g 

Die  üeberdruckhöhe  in  der  (positiven  oder  negativen)  Tiefe  a  unter 
jfiu  Scheitelpunkte  A  der  Oberfläche  und  in  der  Entfernung  ß  von  der 
Kotationsaxe  des  Gefässes  ist  mit  Rücksicht  auf  GL  (6)  und  das  allgemeine 
^;^>f'tz  Gl.  (4) 


'^        2 


nnd  die  Pressung  p=pQ-\-Yla-{-   -y-  )    (^) 

nnabhängig  von  der  Gestalt  des  Geßlsses  und  von  dem  Umstände,  ob  die 
Krhebung  des  Wassers  am  Rande  durch  einen  Gefässdeckel  beschränkt 
wird  oder  nicht;  was  bei  solcher  Beschränkung  an  Wasserstandshöhe  fehlt, 
ffird  durch  den  Druck  des  Deckels  ersetzt. 

3)  Das  Gefäss  rotire  um  eine  horizontale  Axe,  etwa  um  die 
y-Axe  von  fester  Lage  gegen  das  Gei&ss  und  im  Räume  (gegen  die  Erde); 
iie  s-Axe  sei  nach  wie  vor  vcrtical  und  positiv  in  der  Richtung  nach  oben, 
i!so  ebenso  wie  die  or-Axe  fest  im  Räume,  aber  nicht  gegen  das  Gc£ä^s. 
üiennit  liegt  ein  Fall  vor,  in  welchem  es  sich  nach  der  zu  Ende  von  §.53 
^•machten  Bemerkung  nicht  sowohl  um  einen  wirklich  stattfindenden,  als 
üi'Imehr  um  den  gedachten  Gleichgewichtszustand  handelt,  welcher  ein- 
mten  würde,  wenn  das  Gefäss  in  seiner  augenblicklichen  Lage  gegen  die 
\\irn  verharrte,  gleichwohl  aber  die  von  der  Bewegung  des  Gefässes  her- 
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rührende  Ergänzungskraft  fortwirkte.  Der  wirkliche  Zustand  kann  iadesbrij 
jenem  gedachten  Gleichgewichtszastande  ziemlich  nahe  kommen,  indra  t^ 
im  Wesentlichen  nur  die  relativen  Bewegungen  der  Wassertheilchen  xs- 
nächst  der  freien  Oberfläche  sind,  welche  die  stetige  Aendemng  der  reb- 
tiven  Lage  dieser  Oberfläche  gegen  das  Gefäss  bei  dessen  Bewegung  irr- 
mittein;  die  Aufgabe  ist  von  technischem  Interesse  z.  B.  zor  aagenähertn 
Bestimmung  des  Ortes,  wo  das  Wasser  aus  den  Zellen  eines  mn  eine  hon- 
zontale  Axe  rotirenden  Wasserrades  auszufliessen  anfängt.    Es  ist  hier 

X=G)^x,     r===0,     Z=mH~g, 

also  die  Differentialgleichung  der  Niveauflächen: 

a^xdx -\- {ßih — g)d%  =  Q 
und  ihre  endliche  Gleichung: 

(»* ^^-    —ffz=  Const  oder  a?«  +  s«  —  2  -^  «  =  dmsi, 

oder  auch  x^  +  f  a —  -^  j  =  Const=a*    (.10  . 

Die  Niveauflächen  sind  also  concentrische  Kreiscylinder,  deren  Axe  panL* ' 

der  Rotationsaxe  des  Gefässes  in  der  Höhe    *  -^  vertical  darüber  liegt  la«- 

besondere  für  die  freie  Oberfläche  ist  a  =  dem  Halbmesser  desjeni^« : 
dieser  Kreiscylinder,  welcher  von  dem  Gefässe  ein  Volumen  =  sein^^t. 
Wasserinhalte  abschneidet;  wenn  dieser  Kreiscylinder  im  Falle  der  Wadv^r* 
radzelle  nur  eben  noch  dessen  vordere  und  das  Wasser  tragende  SdiaiiftN  ii 
seiner  äusseren  Kante  trifft,  beginnt  der  Ausfluss  des  Wassers  aas  der  Zell- 


§.  56.    Hydrostaüseher  Braek  auf  ausgedehnte  Flleke«. 

Der  Druck,  welchen  das  im  Gleichgewicht  befindliche  Wasser  auf  ir* 
geud  eine  Fläche  ausübt,  der  sogenannte  hydrostatische  Druck  auf  die»^I>». 
ist    bestimmt    durch    die   nach   dem   vorigen   §.   bekannten   Presnnri':« 
welche  in  den  verschiedenen  Punkten  der  Fläche  stattfinden.    Ton  gr^?- 
serem  Interesse  ist  hierbei  nur  der  im  vorigen  §.  unter  1)  betraditr« 
Fall,  dass  das  Gefäss  in  Ruhe  ist  oder  eine  geradlinige  und  gleickfdn.»: 
Translationsbewegung   hat,   dass   also    die   freie  Wasseroberflärt 
eine    horizontale  Ebene   und   die  Ueberdruckhdhe   für  ircrr: 

einen  Punkt  =^  dessen  Tiefe  unter  dieser  Ebene,  die  Drnck- 

flu 
höhe    für  denselben  =  seiner  Tiefe   unter  einer  um  ^  h**«" 
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gelegenen  horizontalen  Ebene  ist.  Beiderlei  Tiefen  sollen  im  Fol- 
genden mit  s  bezeichnet  and  Druckhöhen  genannt  werden;  der  kurzweg  so 
genannte  Druck  bedeutet  dann  den  Ucberdruck  oder  den  Gesammtdruck, 
jenachdem  z  von  der  wirklichen  freien  Wasseroberfläche  oder  von  jener 


am   -  höher  gelegenen  Ebene  aus  gerechnet  wird.    Gewöhnlich  kommt 
7 

Dar  der  üebeidruck  in  Betracht,  weil  die  gedrückte  Fläche  dem  gleich- 
förmig Tertheilten  Druck  p^  (meistens  dem  Atmosphärendruck)  von  beiden 
Seiten  ausgesetzt  zu  sein  pflegt    Unter  diesen  Voraussetzungen  sei 

a)  die  gedruckte  Fläche  F  eben,  so  dass  die  Pressungen  auf  die 
verschiedenen  Flächenelemente  dF  gleich  gerichtet  sind  und  sich  zu  einer 
fiesaltanten  =  ihrer  Summe  zusammensetzen  lassen.  Gemäss  der  Bedeutung 
der  Dmckhöhe  z  für  das  Flächenelement  dF  ist  der  Druck  auf  dasselbe 
=Y%dF^  also  der  Druck  P  auf  die  ganze  Fläche  F,  wenn  Zq  die  Tiefe 
des  Schwerpunktes  Sq  von  F  unter  der  fireien  Wasseroberfläche  (der  wirk- 
lichen oder  der  um  —  erhöht  gedachten)  ist, 

P=JyzdF  =  yFzq    (1) 

=  dem  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der  Basis  F  und  der  Höhe  Zq. 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  S^,  in  welchem  die  Richtungslinie  von 
P  die  Fläche  F  trifft,  des  sogenannten  Mittelpunktes  des  Drucks, 
verde  diese  Fläche,  welche  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  ge- 
neigt sei,  auf  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  der  x  und  y  in  ihr  bezogen 
«0,  dass  die  y-Axe  in  ihrem  Schnitt  mit  der  freien  Wasseroberfläche,  d.  h. 
mit  der  Ebene  liegt,  von  welcher  aus  die  Tiefe  z  gerechnet  wird,  die  ^Axe 
folglich  (positiv  abwärts)  eine  Neigungslinie  von  F  ist.  Sind  dann  x  und  y, 
x^  und  yo,  ^  und  y^  beziehungsweise  die  Coordinaten  des  Flächenele- 
mentes  dF,  des  Schwerpunktes  8^  und  des  Punktes  «S^,  so  ist 

1   r  fxzdF  1  r  fyzdF 

z        z  z         «r 

oder  w^en  -  =:  —  =  *t»  ß,  also  —  =  — 

X  Xq  Zq  Xq 


Jx^dF  JxydF 


ist  Fk^  das  Trägheitsmoment  von  F  für  die  mit  der  y-Axe  parallele  Gerade 
(inrch  8^^  d.  h.  die  Summe  der  Producte  der  Flächenelemente  dF  und  der 
*^aadrate  ihrer  Abstände  |  von  jener  Geraden,  so  ist 
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J'x*dF  =r  ßx^  +  ^)*4F^fr^^  t  _|_  i«)^ 


also  auch 


_*o»  +  i*_ 


X. 


=  •^0  + 


0 


k^ 


0 


:\ 


Ist  die  X'Axe  Symmetrieaxe  von  JP,  so  ist  frydF  =  0,  also  y^  =  0;  sie 

enthält  dann  die  Punkte* /S^  und  S^,    Von  besonderen  Fällen  sind  folgende 
bemerkenswerth. 

1)  Die  gedrückte  Fläche  ist  ein  Trapez  (Fig.  14),  dessen  parallele 
^»-  **•  Seiten  X4  =  a  und  ÄJ9  =  i  in  den  Abständen 

=  e  und  e  -{-  h  mit  der  y-Axe  parallel  sind. 
^    Die  Grösse  des  Drucks  ergiebt  sich  ans 

P  =  YFzq  =  yFx^sm  a 

mit  F=  ^^(a-\-h)  nndxQ=c+  ^  ^_^  ( 

^  ^  ^  Der  Druckmittelpunkt  5,  liegt  mit  dem  Schi*  rr- 
punkte  Sq  in  der  Mittellinie  CD,  ist  also  durch  seinen  Abstand  X|  von  <i«  r 
y-Axe  bestimmt.    Setzt  man 

x^  =  c  -f-  gj, 

so  ist,  wenn  dF  einen  mit  den  Seiten  AJ  und  BB  parallelen  nnendlick 
schmalen  Flächenstreifen  des  Trapezes  im  Abstände  g  von  AA  bedeutet. 


_^frzdF.^^  fx^dF 


ßc  +  §)^ 


«^|(a 


''s 


Durch  Ausführung  der  Integration  und  durch  eine  leichte  Umformui-. 
des  Ausdrucks  findet  man: 

h  '2c{a-\-  2h)  -(-  h\rt  +  M) 
2  3r (^/  +  h)  4-  /«(ff  f  2*) 

Liegt  die  Seite  ÄA  in  der  y-Axe,  so  ist  <?  =  0,  also 


.ri=f-j 


*        2  Ä  +  26 
insbesondere  mit  6  =  0,  also  für  den  Fall  eines  Dreiecks  von  der  Höhe  A, 

dessen  Grundlinie  in  der  y-Axe  liegt,   wäre  jj,  =  -■ . 


X. 
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Ffir  den  Fall  eines  Parallelogramms  mit  zwei  horizontalen  Seiten  in 
den  Abständen  e  und  c-\-hz=r  d  von  der  y-Axe  ergiebt  sich  aus  Gl.  (5) 

iDit«  =  J: 

oder  anch  mit  h  =  d  —  e: 

_  2  c«-j-(?rf+rf«_2  d^f  ,gx 

'  ~  3  ~  T-f  7       ~  3  d^—~e^ 

Ist  die  gedrückte  Fläche  ein  Rechteck  von  der  Breite  AA  ==  BB 
=  4  und  der  Höhe  AB  =  h^  dessen  Seite  AA  in  der  (wirklichen)  freien 
Wasseroberfläche  liegt,  so  bietet  sich  bei  gewissen  technischen  Problemen 
die  Aufgabe  dar,  dieses  Rechteck  durch  horizontale  Gerade  A^A^^  ^-^ 
•  ■ .  in  den  Abständen  n^ ,  a^  ...  von  AA  so  in  n  Theile  zu  zerlegen, 
dsss  jeder  Tbeil  AAA^A^^  A^A^A^A^     .  .  denselben  Ueberdruck 

n  n*         2  71 '    2 

anszuhalten  hat,  und  die  Mittelpunkte  Äj,  Ä^  .  .  .  dieser  Pressungen  durch 
ü^eibfltände  ^=x^^  x^  ...  von  AA  zu  bestimmen;  wenn  z.  B.  die  recht- 
^kige  Fläche  durch  n  horizontale  Träger  so  unterstützt  werden  soll,  dass 
^iVseiben  bei  gleichen  Dimensionen  alle  gleich  angestrengt  werden,  so  sind 
^e  in  gleichen  Höhen  mit  diesen  Punkten  6\,  S^  ...  anzuordnen.  Aus 
<i«  Bedingung,  dass  der  Ueberdruck  auf  die  Fläche 

1  2 

beziehungsweise  =     I*  P  .  .  . 

n  n 


««•in  soll,  ergiebt  sich  r?  «  =«=  ^  Ä*  .,*=-* 


•j) 


also  r/^  ^  1/   Ä .     h  a^  -=y  h.     h (9), 

'wonach  diese  Lftngen  ßj,  «g  ...  leicht  durch  Constructiou  gefunden  werden 
^'''nnen  in  den  von  A  aus  gezogenen  Sehnen  eines  über  AB  =  h  als  Durch- 
messer beschriebenen  Halbkreises,  deren  Projectiouen  auf  AB  beziehungs- 

•1        *' 

^'ise  ^     h^  ^  h  .  .  .  sind.    Nach  Gl.  '8)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9) 
n        n 

li^gt  dann  der  Mittelpunkt  des  Ueberdrncks  für  den  i^^  Flächentheil  in 

•*^r  £atfemuQg 


302  RYBB08TATISCHEB  DRÜCK   AUF  BKLIBBIOE  FlJLCHKN.  §.  «^. 


3  3 

2*"'                   ^    •                ^    "*    ~ 
Ä  '.'::^-^^'    lu 

7^2 


von  der  Seite  AA  dos  Rechtecks. 

2)  Die  gedrückte  Fläche  ist  eine  Ellipse,  deren  eine  Hanptaxe 
=  2«  in  der  z-Axc  liegt,  während  die  andere  :=:  25  im  Abstände  e  mit  der 
y-Axe  parallel  ist.    In  diesem  Falle  ist 


JtaH 
F  =  Jtab'^     Xq:=C'^     Fk* —r  ,  alsoX*  — 


und  somit  nach  Gl.  (1)  und  (3) 

P  =  yjtahcsi'n  «;     Xi  =  c  -}-    -       Jl  • 

*  c 

b)  Bei  einer  beliebigen,  im  Allgemeinen  krummen  Fläch** 
lassen  sich  die  Flementardrucke  auf  die  Flächenelemonto  im  Allgomeiucu 
nicht  zu  einer  Resultanten  zusammensetzen,  und  es  ist  deshalb  hier  nur 
von  dem  Druck  nach  einer  gewissen  Richtung  AB  =  der  R«*>'j.- 
tanten  der  nach  dieser  Richtung  genommenen  Elcmentardrucke  die  R('<I' . 
Wenn  dann  die  gedrückte  Fläche,  wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  s*:u 
kann,  von  gewissen  mit  AB  parallelen  Geraden  in  mehr  als  je  (*in»n 
Punkte  geschnitten  wird,  so  werde  sie  zunächst  in  solche  Theüe  zerlor, 
welche  von  jeder  mit  AB  parallelen  Geraden  nur  einmal  geschnitten  werdi-n, 
für  welche  also  die  Richtungen  der  Elementardrucke  nur  spitze  Wink-J 
mit  der  Richtung  AB  oder  BA  bilden,  und  der  Druck  ^=  P  nach  dor 
Richtung  AB  oder  BA  auf  jeden  solchen  Flächeutheil  =  F  beriHrhntt, 
wonach  für  die  ganze  Fläche  der  resultirende  Druck  nach  AB  \n  di-r 
algebraischen  Summe  dieser  Werthe  P  erhalten  wird.  Ist  nun  s  die  Tiof«' 
des  Flächenelementes  dF  unter  der  freien  Wasseroberfläche  i,d.  h.  d«T 

m 

wirklichen  oder  der  um     **   erhöht  gedachten  freien  Wasseroberfläche,  j«- 

/ 

nachdem  der  Druck  als  Uoberdruck  oder  als  Gesammtdrnck  verstand«  :i 
wird),  «  der  spitze  Winkel,  welchen  die  Normale  von  F  an  der  Stolle  dt  - 
Elementes  dF  mit  der  Geraden  AB  oder  BA  bildet,  und  pdF  der  Normal- 
druck auf  dFy  so  ist 

P=JpdF.cosa^JpdF'-^yJzdF' PJ 

wobei  dF*  die  Projection  von  dF  in  einer  zu  AB  senkrechten  Et»-  n« 
bedeutet  und  die  Integration  über  das  ganze  Flächenstttck  F  aasradehm-i 
ist,  welches  der  oben  genannten  Voraussetzung  entspricht    Ist 

1)  die  Druckrichtung  .^19  horizontal,  so  ist  ytiF* ^=  daa  i^iti 
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tof  das  Element  dl'  der  verticalen  Projectionsebene,  wo  sie  auch  normal 
n  AB  angenommen  werden  mag;  es  stimmt  also  P  bezüglich  auf  Grösse 
und  Richtimgslinie  mit  dem  Drnck  auf  die  Projection  ^  der  Fläche  F 
in  einer  beliebigen  zu  AB  senkrechten  Ebene  überein. 

2)  Ist  die  Druckrichtang  AB  vertical,  so  ist  yzdF^  =  dem 
Gewicht  eines  verticalen  Wasserfadens  zwischen  dF  und  der  freien  Wasser- 
'<6erää€be;  es  stimmt  also  F  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtungslinie  mit 
der  Schwerkraft  der  Wassermasse  ttberein,  welche  durch  die  Fläche  Fy 
durch  eine  yerticale  Cylinderfläche  und  durch  die  Ebene  der  freien  Wasser- 
oberfläche begrenzt  wird. 

3)  Sind  die  Yerticalprojectionen  aller  Dimensionen  von  F  sehr  klein 
im  Vergleich  mit  der  Druckhöhe,  so  dass  ohne  wesentlichen  Fehler  der 
»pecifische  Druck  p  constant  gesetzt  werden  kann,  so  ist 

F=JpdF'=pF' 

=  dem  Druck  auf  die  Projection  F'  von  F  in  einer  zur  Druckrichtung 
"^-nkrechten  Projectionsebene;  wegen  gleichförmiger  Yertheilung  dieses 
I^Tucks  in  der  Projection  F'  geht  die  Bichtungslinie  von  F  durch  den 
Schwerpunkt  derselben.  — 

Wenn  ein  fester  Körper  in  Wasser  ganz  oder  theilweise  eingetaucht 
i^  so  ergiebt  sich  leicht  aus  den  vorstehend  unter  1)  und  2)  angeführten 
'Jesetzen,  dass  der  resultirende  Ueberdruck  des  Wassers  auf  diesen  Körper 
wh  jeder  horizontalen  Richtung  =  Null,  nach  verticaler  Richtung  aber 
clfich  nnd  entgegengesetzt  der  Schwerkraft  des  verdrängten  Wassers,  d.  h. 
^^igen  Wassers  ist,  welches  sich  an  der  SteUe  des  festen  Körpers  resp. 
"^es  eingetanchten  Theiles  mit«  dem  übrigen  Wasser  im  Gleichgewicht 
befinden  wflrde.  Dieser  verticale  Ueberdruck  pflegt  der  Auftrieb  des 
Hassers,  nnd  das  Gesetz,  nach  welchem  derselbe  mit  der  Schwerkraft 
ile8  verdrängten  Wassers  einerlei  Grösse  und  Richtungslinie, 
^^n  entgegengesetzte  Richtung  hat,  das  Archimedische  Princip 
E^'naont  zu  werden.  Dasselbe  ergiebt  sich  auch  aus  der  einfachen  Erwägung, 
Im  der  Druck  anf  die  eingetauchte  Oberfläche  des  festen  Körpers  dem 
I^rack  auf  das  an  derselben  Stelle  im  Gleichgewicht  beiindliche  Wasser  in 
M^  Hinsicht  gleich  sein  muss,  weil  die  Erstarrung  dieses  Wassers  keine 
\iidemng  des  Gleichgewichtes  des  übrigen  Wassers,  also  auch  nicht  des 
')n  ihm  aosgefibten  Drucks  verursachen  kann.  Dieselbe  Erwägung  lässt 
^kennen,  dass  das  Archimedische  Princip  auch  dann  noch  gültig  bleibt, 
^^bn  die  Flüssigkeit  ans  ungleich  dichten  Schichten  besteht,  falls  nur  die 
'"rdringte  Flüssigkeit,  deren  Schwerkraft  der  Auftrieb  entgegengesetzt 
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gleich  ist,  in  derselben  Weise  nuglcichförmig  dicbt  gedacht  wird,  wi«  ^i** 
es  sein  würde,  wenn  sie  an  der  Stelle  des  eingetauchten  Körpers  ixltr 
Körpertheiles  mit  der  übrigen  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  wäre. 


§.  57.    Gleiehgewieht  schwimmender  K9rper. 

Man  sagt  von  einem  festen  Körper,  er  schwimme  in  oder  auf  dt-u 
Wasser,  wenn  er,  ganz  oder  theilweise  in  dasselbe  eingetaucht,  daHfrD<) 
frei  beweglich  ist,  insoweit  nicht  das  Wasser  selbst  seine  Beweglichkeit 
beschränkt  Dieses  befinde  sich  in  einem  ruhenden  oder  gerad]ini>r  uu* 
gleichförmig  bewegten  Gefässo,  also  mit  horizontaler  freier  Oberfläche,  ü« 
Gleichgewicht;  7  sei  sein  specif.  Gewicht  und  V  das  vom  Körper  v^t- 
drängte  Wasservolumen.  Dem  vorigen  §.  zufolge  erföhrt  dann  der  Korftr 
durch  das  Wasser  einen  vertical  aufwärts  gerichteten  Druck  P=yl\  d»M 
sogenannten  Auftrieb,  dessen  Richtungslinie  durch  den  Schwerpunkt  A  (i«i 
Volumens  V  geht,  mit  welchem  nämlich  der  Schwerpunkt  des  verdrängt  im 
Wassers  wegen  dessen  gleichförmiger  Dichtigkeit  zusammenfiillt.  Der  Aat^ 
trieb  P  ist  nur  das  Resultat  des  sogenannten  Ueberdrucks  des  Wa>-*  r^ 
auf  den  festen  Körper;  erfährt  das  Wasser  an  seiner  freien  Oberfläche  \":1 
einem  angrenzenden  Medium,  z.  B.  von  der  atmosphärischen  Luft,  «i«  :3 
specifischen  Druck  p^^^  so  wird  derselbe  auch  auf  den  vom  W^asser  benihn«  j 
Theil  der  Körperoberfläche  mit  gleicher  Grösse  übertragen,  während  b«j 
nur  theilweiser  Eint^uchung  dos  Körpers  der  nicht  vom  Wasser  berdbrt^ 
Theil  seiner  Oberfläche  jenem  Druck  des  fraglichen  Mediums  direct  au^ 
gesetzt  ist.  Ist  aber  derselbe  auch  hier  gleichförmig  und  =/>o  P^o  Fläol*--  \ 
einheit,  so  ist  der  entsprechende  Gesammtdruck  auf  den  Körper  E^ireniaH 
dem  Gesetz  unter  3)  zu  Ende  des  vorigen  §.)  nach  jeilor  Richtung  ^=:  Nu'^ 
ist  er  es  nicht  (wie  es  z.  B.  in  Betreif  des  Luftdrucks,  welcher  wef?i*n  «:•  1 
eigenen  Schwere  der  Luft  nach  oben  etwas  abnimmt,  in  der  Tbat  ui«  .j 
genau  der  Fall  ist),  so  soll  der  Gesammtdruck  des  fraglichen  Mt*tliair^ 
welcher  nach  dem  auch  auf  luftförmige  Flüssigkeiten  anwendluiren  Ar«  i  { 
medischen  Princip  ermittelt  werden  kann,  als  Bestaudtheil  des  K<>r|«-  ij 
gewichts  in  Rechnung  gebracht  hier  vorausgesetzt  werden.  Mit  lii«-*^-  1 
eventuellen  (meist  unuöthigen)  Correction  sei  Q  das  Gewicht  dos  Ki»n»-  r-j 
B  sein  Schwerpunkt,  in  welchem  also  Q  als  vertical  abwärts  gt^ncLi«  'i 
Kraft  angreifend  zu  denken  ist. 

Fnter  der  Voraussetzung,  dass  P  und  U  die  einzigen  Kräftr  *i?«  | 
welche    auf  den   schwimmenden   Körper   wirken,   sollen   seine   GIctc  *.{ 
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gewiehtslagen  bestinunt  und  die  Kennzeichen  dafür  ermittelt  werden, 
dft3s  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  (stabil  oder  labil)  ist,  d.  h. 
•ier  Körper,  wenn  er  unendlich  wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 
aad  der  Wirkung  jener  Kräfte  frei  überlassen  worden  ist,  in  jene  Lage 
/aräckgetrieben  oder  noch  weiter  daraus  entfernt  wird. 

Bei  jeder  Gleichgewichtslage  muss  F:=-fV=Q  und  die  Gerade  AB 
vertical  sein.  Ist  also  zunächst  der  Körper  ganz  eingetaucht,  schwimmt 
ti  im  Wasser,  so  bedeutet  Fsein  ganzes  Volumen  (sein  äusseres  Volumen 
mit  Rücksicht  auf  etwa  eingeschlossene  Hohlräume),  und  kann  er  sich  nur 
<kiin  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  sein  entsprechendes  mittleres  speci- 

Q 

dithes  Gewicht  =      dem  specifischen  Gewicht  7  des  Wassers  gleich  ist. 

Da  femer  der  Punkt  A  in  diesem  Falle,  ebenso  wie  der  Punkt  B  immer, 
ngr  eine  einzige  bestimmte  Lage  im  Körper  hat,  so  gicbt  es,  falls  die 
Bwlingung  0  =  7F  erfüllt  ist,  nur  zwei  Gleichgewichtslagen,  von  denen 
ofi'obar  diejenige  sicher  ist,  bei  welcher  B  vertical  unter  A^  und  die  andere 
iJc3fher,  bei  welcher  B  vertical  über  A  liegt. 

Von  grösserem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Körper  nur  theil- 
f^-ise  eingetaucht  ist,  dass  er  auf  dem  Wasser  schwimmt.  Die 
Bestimmung  seiner  Gleichgewichtslagen  besteht  dann  in  der  Aufgabe,  ihn 

Q 
'iirch  Ebenen  E  so  zu  schneiden,  dass  1)  dieselben  das  Volumen  V^= 

7 
alKchneiden  und  dass  2)  die  Gerade,  welche  durch  den  Schwerpunkt  A  des 

ibgeachnittenen  Volumens   V  und  durch  den  Schwerpunkt  B  des  Körpers 

isefat  zur  schneidenden  Ebene  senkrecht  ist.    Das  abzuschneidende  Volumen 

frfordert  eine  nähere  Erklärung;  es  ist  zu  verstehen  als  das  Volumen, 

«reiches  von  der  schneidenden  Ebene  E  und  von  einem  zusammenhängenden 

Ifaeil  der  Körperoberfläche  so  begrenzt  wird,  dass  alle  Körperelemente  theils 

m  diesem  Volumen  V^  theils  jenseits  der  Ebene  E  liegen.    Dabei  braucht 

'ia^  Volumen  F  nicht  ganz  von  Körperelementen  erfüllt  zu  sein,  d.  h.  es 

kann  (bei  hohlen  geschlossenen  oder  bei  gefässförmigen  Körpern,  welche 

Jiit  aufwärts  gekehrter  Oeffnung  ihres  Hohlraums  schwimmen)    r>-  V^ 

'^n.  wenn  V^  den  von  der  Ebene  E  abgeschnittenen  Theil  des  Körper- 

•  olanens  selbst  bedeutet,  welcher  mit  Fauf  derselben  Seite  von  fliegt;  es 

kann  sogar  F grösser,  als  das  ganze  Körpervolumen  F^,  also  yV^=Q^yV^^ 

Q 
•^-iü,  wenn  nämlich  das  mittlere  specifische  Gewicht  y^  ^=        des  Körpers 

i-  B.  eines  Schiffes)  >/  ist. 

Der  ersten  der  obigen  zwei  Forderungen  kann,  wenn  es  überhaupt 

Graakof,  thMMt.  tfascldiiealehre.  I.  20 
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indglich  ist,  im  Allgemeinen  auf  unendlich  mannigfache  Weise  entopTodNd 
werden,  indem  man  sich  eine  Ebene  E  relativ  gegen  den  Köt7)er  so  be«r«i| 


Sinne  abschneidet;  der  Schwerpunkt  A  des  letzteren  bewegt  sich  iiim 
in  einer  gewissen  Fläche,  welche,  als  Ort  aller  möglichen  Lageu  Ji^ 
Punktes  A  im  Körper  betrachtet,  mit  (A)  bezeichnet  seL  Diese  Fläcbi  -■t 
entweder  eine  geschlossene  (einen  gewissen  Raum  umscbliessendt- '  nifr 
eine  durch  eine  gewisse  Curve  begrenzte  zusammenbängende  Fl&che.  i'd^ 
sie  kann  auch  aus  getrennten  je  durch  eine  Cune  begrenzten  Thcil 
bestehen.  Giebt  es  senkri'cht  zu  jeder  Richtung  im  Kürper  je  zwe: 
dende  Ebenen  E,  welche  der  Bedingung  y  r=  Q  entsprechen  um]  i: 
äussere  Eörperoberflftcbe  (im  Gegensatze  zu  etwaigen  inneren,  Hoblrictf< 
um  seh  liessenden  OberflScben)  in  nur  einer  geschlossenen  Cur\-c  sohtK-iirv 
wie  es  namentlich  daiui  der  Fall  ist,  wenn  die  äussere  KörperoUrdiJ« 
durchaus  convex  gekrUnimt  ist,  also  von  keiner  Berabrungsebene  ^eschui'-t 
wird,  so  ist  {A)  eine  geschlossene  Fläche;  umschliesst  dat>ei  der  Rüq't 
keine  Hohlräume,  so  ist  notbwendig  r,  ^=  r<[  V^,  also  (wegen  j^  f\  -  -■ '' 
7o  *^  7i  während  im  Falle  von  abgeschlossenen  ilohlränmen  im  Ktr.'i 
auch  7u  ^  /  ^i"  kstan  und  dann 

''■<''<»'«  für  >-«</, 

''i  <  '  u  <  »^  f  r  /o  >  r 
ist  Hat  die  äussere  Uberfläcbe  des  Körpers  Einbnchtnngen.  mcb  anvun 
offenen  Höhlungen  entsprechend,  und  zwar  so,  dass  gewisse  Ebent^  ä 
welche  der  Bedingung  yV^=Q  entsprechen,  jene  Oberfläche  in  atebr  ^^ 
einer  geschlossenen  Curve  schneiden,  so  besteht  die  Fläche  {A'-  im  A  - 
gemeinen  aus  verschiedenen  getrennten  und  nicht  gescblosseneB  Tb«ii-L 
Hat  insbesondere  der  Körper  die  Form  eines  einfachen  Gefbst^s.  'Im 
einzige  nach  aussen  offene  Höhlung  bildend,  und  ist  dabei  ;-,  ;>  7.  •. 
können  der  Bedingung  y  f'^=:  Q  Oberhaupt  nur  solche  Ebenen  E  entspriv^ 
welche  die  Oberttäche  in  zwei  verschiedenen  geschlossenen  Cnrren  ('  nntl  fj 
schneiden;  in  der  einen  schneiden  sie  den  Thei)  der  Oberfläche,  tä 
welchem  sie  zusammen  das  Voinmen  V,  in  der  anderen  den  Tfaril  -ti 
Oberfläche,  mit  welchem  sie  den  innerhalb  l'  liegenden  hohlen  I 
^  r—  r,  umschliessen ,  indem  hier  wegen  /u^/  jedenfUh  V, 
sein  muss.  Die  Fläche  (A)  ist  in  diesem  Falle  nicht  gescbloast'a 
von  einer  Cune  begrenzt,  deren  Punkte  A  solchen  Grenzlagen  der  Ebt-a 
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warde  das  einem   Einfliessen  von  Wasser  in  die  Höhlung  des  Gef^ses 

«Sprechen,  es  würde  dann   V^^  V  tfnd  die  Erfüllung  der  Bedingung 

jr=Q  =  Y^V^    unmöglich.     Ist    aber   im    Falle    eines    gef&ssförmigen 

■  ßrpers  y^^  <;  /,  so  giebt  es  ausser  solchen  Lagen  der  Ebene  JS,  für  welche 

•  j  :^  r  ist,   noch   solche,  für  welche    V[=^  V  ist;  die  einen  und  die 

liidfren  gehen  dabei  im  Allgemeinen  nicht  stetig  in  einander  über,  und 

^5teht  deshalb    die  Fläche  (A)  aus  getrennten  und  nicht  geschlossenen 

Theilen,  und  zwar  aus  zwei  Theilen  im  Falle  eines  einfachen  Gewisses. 

In  allen  Fällen  hat  die  Fläche  (A)  die  für  die  Charakterisirung  der 

GUchgewichtsIagen  des  schwimmenden  Körpers  bemerkenswerthe  Eigen- 

icha/t,  daas   ihre   Berührungsebene  für  jeden  ihrer  Punkte  A  der  ent- 

iprechenden   Ebene  E,  d.  h.  deijenigen  Ebene  parallel  ist,   welche  das 

Pig.  15.  Volumen  V  abschneidet,  dessen  Schwerpunkt 

dieser  Punkt  A  ist.  Ist  nämlich»  (Fig.  15) 
CQDH  eine  solche  Ebene  E^  A  der  Schwer- 
punkt des  entsprechenden  Volumens  F,  ist 
ferner  CfGD'H  eine  andere  solche  Ebene  E^ 
welche  jene  in  OS  unter  einem  sehr  kleinen 
Winkel  schneidet,  und  Ä  der  Schwerpunkt 
des  von  ihr  abgeschnittenen  Volumens  F,  so 
sind  die  beiden  sehr  kleinen  keilförmigen 
Folumina  OHCCf  und  OHJDD'  einander  gleich,  etwa  =  v.  Sind  J  und  /' 
fcv  Schwerpunkte,  während  K  der  Schwerpunkt  des  Volumens  =  V —  r 
•t  das  die  Ebenen  OHC'  und  (?i>7ir  gemeinschaftlich  abschneiden,  so  liegt 
rf  in  der  Geraden  JK^  Ä  in  der  Geraden  J'K,  und  zwar  so,  dass 

KAKÄ  _      V 

aj~a:j'~  r—v 

fct,  daas  also  die  Geraden  AA'  und  JJ'  parallel  sind.  Die  Gerade  JJ' 
»det  aber  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  der  Ebene  CODII,  welcher  zu- 
jUch  mit  dem  Winkel,  unter  welchem  diese  Ebene  von  der  Ebene  CfOD'H 
«schnitten  wird,  verschwindend  klein  wird;  zugleich  wird  AA!  das  Längen- 
erneut  einer  Tangente  der  Fläche  {A)  im  Punkte  A.  Lässt  man  die 
wue  CBDJT  von  immer  anderen  der  Ebenen  E  unter  verschwindend 
frinem  Winkel  geschnitten  werden,  so  dass  der  Schnitt  OH  sich  stetig 
^  jener  Ebene  dreht,  so  dreht  sich  AA!  parallel  derselben  um  den  Punkt  A 
«  heschreibt  ein  Element  der  Berührungsebene  der  Fläche  {A)  für  diesen 
hnkt  A 

Aus  dieser  Eigenscbaft  ,der  Fläche  (A)  folgt,  dass  die  Gerade  AB 
fan  normal  zu    der  dm    Punkte  A  entsprechenden  Schnittebene  E  ist, 

20* 


308  HCHWIMMAXEN  UKD  BCHWIMMSBBNBK.  §.oT 

wenn  sie  mit  der  Normalen  der  Fläche  (^)  f&r  den  ^nkt  A  xnnmnei»- 
fällt.  Kennt  man  also  diese  Fläche  im  Körper,  so  sind  dessen  Gleich- 
gewichtslagen bestimmt  durch  die  Kormalen,  welche  von  seinem  Schwer- 
punkte B  auf  die  Fläche  gefällt  werden  können,  und  welche  s^in«- 
Schwimmaxen  genannt  werden  sollen.  Der  schwimmende  Körper  i<t  m 
Gleichgewicht,  wenn  er  bei  verticaler  Lage  einer  Schwimmaxe  bis  zu  eia*  r 

Q 

Ebene  E  eingetaucht  ist,  welche  unterhalb  das  Volumen  V=     abschne id- :. 

7 

und  welche,  fixirt  gedacht  im  Körper,  eine  Schwimmebene  desselben 
heissen  mag.  Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  Schwimmaxe  eine  Schwind^- 
ebene;  es  können  indessen  zwei  Schwimmaxen  in  einer  zosammenüaütv 
welcher  dann  zwei  Schwimmebenen  entsprechen. 

Ist  das  Körpervolumen  symmetrisch  in  Beziehung  auf  eine  Kr«i^^ 
Ebene,  so  ist  diese  offenbar  auch  Symmetrieebene  der  Fläche  {A  .  aic 
wenn  sie  ausserdem  den  Schwerpunkt  B  enthält,  wie  es  u.  A.  bei  glfii-t- 
förmiger  Dichtigkeit  des  Körpers  der  Fall  sein  würde,  so  fallen  au  : 
gewisse  Schwimmaxen  in  die  Symmetrieebene,  welche  somit  bei  den  »u*- 
sprechendeu  Gleichgewichtslagen  des  schwimmenden  Körpers  verticaü  i^: 

Der  Charakter  einer  Gleichgewichtslage  ist  durch  die  Krflnimunff  «Itr 
Fläche  {A)  bedingt,  in  welcher  Hinsicht  zunächst  die  folgende  Bemerkva; 
wichtig  ist  Denkt  man  (Fig.  15)  die  Ebene  E^  immer  entsprechend  6* 
Bedingung  /  V=  Q,  in  stets  demselben  Sinne  gedreht  durch  die  Lairen  <  /' 
r'//,  (^'D" . . .,  so  dass  die  Durchschnittslinicn  6r//,  Gf  H' . .  }e  xweier  *J 
einander  folgenden  Lagen  parallel  sind,  so  ist  ersichtlich,  dass.,  wenn  Am:. 
die  entsprechende  Curve  AA'A'\  .  .,  deren  Elemente  AA\  jCjt\  .  c-i 
Ebenen  VD^  (f  D' . . .  parallel  sind,  eine  Cylinderfläche  gelegt  winL  dt  p  i 
Erzeugende  parallel  ^JT'ist,  dann  diese  Cylinderfläche  beständig  in  gleitVci 
Sinne  und  so  gekrümmt  ist,  dass  sie  für  jede  Lage  der  erzeugenden  Geri#  :i 
ihre  concave  Seite  der  entsprechenden  Ebene  E  zuwendet.  Weil  da»«.''! 
für  jede  andere  Richtung  der  Geraden  GH  in  der  Ebene  CD  oder  in  «::<'l 
anderen  Schnittebeue  E  gilt  und  so  lange,  als  überhaupt  der  Bedinra:« 
yV=  Q  bei  stetiger  Drehung  der  Ebene  E  in  gleichem  Sinne  ^rtsu" 
werden  kann,  so  folgt,  dass  die  Fläche  {A)  resp.  jeder  ihrer  getrvbtt  : 
Theile  in  jedem  Punkte  A  durch  unendlich  viele  Cylinderflichen  htnir 
werden  kann,  deren  Erzeugende  in  diesem  Punkte  alle  mögliclNfn  fl:>£ 
tungen  in  der  betreffenden  Berührungsebene  der  Fläche  'A;  haktr  .: . 
welche  daselbst  ihre  concaven  Seiten  alle  der  entsprechenden  Ehr?«  * 
zukehren.  Die  Fläche  (A)  ist  also  selbst  überall  concav-concaT  f^krtsnv 
und  zwar  so,  dass  insbesondere  für  jede  Gleichgewichtslage  de»  K  :>- 
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ihre  concave  Seite  im  Schwerpunkte  A  des  verdrängten  Wasscnrolomens 
Tnach  oben  gekehrt,  dieser  Punkt  A  folglich  ihr  tiefster  Punkt,  resp.  der 
tie^e  Pimkt  des  betreffenden  Theils  der  Fläche  {Ä)  ist,  falls  dieselbe  aus 
brennten  Theilen  bestehen  sollte. 

Wm  nun    die  Sicherheit   oder  Unsicherheit  des  Gleichpe- 

«ichtes  betrifft,  so  sei  AB  (Fig.  16)  die  Schwimmaxe  fftr  die  betreffende 

fif.i«.      Gleichgewichtslage,  aus  welcher  der  Körper  unendlich  wenig 

\       herausgedreht  werde  so,  dass  auch  in  der  neuen  Lage  die 

r  Q 

!       Ebene  der  freien  Wasseroberfläche  das  Volumen  V  -=         ab- 

7 
schneidet,  dessen  Schwerpunkt  A'  somit  der  Fläche  (A)  auge- 
hört.   Die  Ebene  der  Figur  enthalte  die  Punkte  A^  B  und  A\ 
sei  also  die  Ebene  des  durch  Ä  gehenden  Normalschnitts  der 
^      Fläche  {A)  für  den  Punkt  A\  der  Krümmungsmittelpunkt  dieses 

f B'    dem  Vorigen  zufolge  jedenfalls  nach  oben  concaven  Schnittes 

sei  C,  der  Krümmungsradius  AC  =  r^  der  Contingenzwinkel 
4  ACA'  =  de.   Die  Berahrungsebene  der  Fläche  {A)  im  Punkte 

i  ist  der  betreffenden  Schnittebene  E^  d.  i.  der  freien  Wasseroberfläche 
fvallel,  ihre  Normale  in  A!  folglich  yertical.  Diese  Normale  ist  auch 
aormal  zu  der  durch  A'  gehenden  Curve  AA!  der  Fläche  {A\  so  dass  ÄC 
ftre  Projection  auf  die  Ebene  der  Figur  und  sie  selbst  etwa  A!(f  ist, 
Äter  C(f  eine  unendlich  kleine  Strecke  verstanden,  welche  in  C  auf  der 
Ebene  der  Figur  senkrecht  ist.  Der  entsprechende  unendlich  kleine  Winkel 
fj'r'  sei  =  rff;  er  ist  =  Null,  wenn  AA'  ein  Hauptnormalschnitt  der 
Rifhe  ist  Nun  wirken  in  der  voränderten  Lage  des  Körpers  zwei  gleiche 
lod  entgegengesetzt  gerichtete  Verticalkräfte  =  Q  auf  denselben,  die  eine 
ibwärts  gerichtet  and  in  i9,  die  andere  aufwärts  nach  A'C'  gerichtet  und 
io  J^  angreifend  zu  denken,  und  das  Gleichgewicht  des  Körpers  ist  sicher, 
wenigstens  zunächst  bezüglich  auf  den  Sinn,  in  welchem  er  aus  der  Gleich- 
^vichtslage  entfernt  wurde,  wenn  ihm  durch  das  Kräftepaar  Q,  Q  eine 
nlche  Drehung  ertheilt  wird,  durch  welche  die  Schwimmaxe  in  die  Rich- 
timr  der  Verticalen  JlC'  zurückgelangt,  unsicher  im  entgegengesetzten 
^^le;  jene  Drehung  kann  aber  zerlegt  werden  in  eine  solche  um  den 
Winkel  de  im  ?iinue  ACÄ  und   in   eine   zweite   um  den  Winkel  dl  im 

Zerlegt  man  die  Kräfte  Q  in  je  eine  Componcnte  in  der  Ebene  der 
Furor  nnd  eine  andere  senkrecht  dazu,  so  können  die  ersteren  Compo- 
inten  =  <2,  die  anderen  =:  Qdl  gesetzt  werden.  Ist  die  Entfernung  AB 
^'.  podtiv  oder  negativ,  jenachdem  B  unter  oder  über  A  liegt,  so  bilden 
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die  CoDipoueuteu  Q  cid  Paar  in  der  Ebene  der  Figur,  deissea  Monrii 
(positiv  für  den  Drehungaainu  ACA')  =  ft(»--|-e)rfö  ist,  die  Conipimi iiiti 
tidl  ein  Paar  in  einer  dazu  senkrechten  Ebene;  letzteres  kann,  nnurff 
die  Projektion  von  B  auf  A'C  verstanden,  iu  ein  zu  vernachläNiig^aÄ» 
Paar  an  B£',  dessen  Moment  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist.  nuil  u 
ein  anderes  in  der  Ebene  CA'C'  zerleßt  werden,  dessen  Moment  \fmiii 
für  den  Drehunsssinn  CA'C')  ^=  Qedr  ist  wenn  A'Il'  =^  AB  ^  *  f.i^\n 
wird.  Das  erste  Paar  ^^  Q{r-\-e)do  ist  positiv,  entspricht  also  dem  I>f" 
hungssinne  ACA\  wenn  der  Punkt  B  tiefer  liegt,  als  der  Pnnkt  ('.  «- 
gegen  das  zweite  Paar  ^  Qedt  nur  dann  positiv  ist,  dem  Dn-buni^'i»»' 
CÄC'  entsprechend,  wenn  B  zugleich  nnter  A  liegt.  Gleichwohl  ist  lÜP« 
letztere  Umstand  uicht  nothwendigo  Rediugung  fUr  die  Sicherheit  -K- 
Gleichgewichtes;  denn  während  i/^^^^NulI  sein  kann  unabhängig  datia<^ 
rfo  =  Null  ist  oder  nicht,  wenn  nämlich  AX  ein  Hauptnonnalsi'huiu  >t 
Fläche  (A]  ist,  wird  umgekehrt  mit  dG  ^^  0  zugleich  auch  dl  -=  (i.  \v 
Gleichgewicht  ist  deshalb  sicher  oder  unsicher  bezüglich  auf  den  Siuh.  '' 
welchem  der  Korper  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgedreht  wari' .  y 
nachdem  sein  Schwerpunkt  B  tiefer  oder  höher  liegt,  ala  der  PaBkt  < 
der  Umstand,  ob  dabei  B  tiefer  oder  tiöhor  liegt,  als  der  Punkt  Ä.  bt^<u]« 
nur  die  Art  der  kleinen  Schwingungen,  Vclche  der  Kür)>er  um  seine  ^il'l^'n 
Gleicligewichtslago  ausfuhrt,  wenn  er,  sehr  weuig  daraus  eutfemt.  di  u  \'- 
treflfenilen  Kräften  frei  überlassen  wird,  ! 

Soll  nun  aber  das  Gleichgewicht  uuhediugt  sicher  soiu,  iu  w<-l>bt4 
Sinne  auch  der  Körper  aus  seiner  G  leichte  wichtsinge  herausgedreht  «■■rJ« 
mag,  so  niusH  ofTeubar  sein  Schwerpunkt  B  tiefer  liegen,  als  der  Kni» 
mungfinittelpuukt  Ü  irgend  eines  Normal  Schnitts  der  Fläche    A    llir  <i'i 
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aof  Verttealkroft  dP^ydV  biozukomnieD,  deren  Richtungslinie  durch 
■\'3  Sdiwerpunkt  des  Volumena  dV  geht,  welches  zniechen  den  die  Vola- 
liva  FuDd  V-^df  in  der  verändertet!  Lage  des  Körpers  abschneidenden 
Hviiontalebeneii  enthalten  ist,  und  welche  Kraft  anfwtLrte  eder  abw&rts 
ipriclitel  ist,  jenactadem  dV  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat. 
Ewlit  man  diese  Kraft  durch  eine  in  B  angreifende  gleich  grosse  und 
deich  gerichtete  Kraft  =  dP  and  dnrch  ein  KrAftepaar,  so  kann  /war 
ttnerct  an  und  für  sich  betrachtet  den  Körper  je  nach  Umständen  in 
■ein  Gleichgewichtslage  zurückzudrehen  oder  weiter  daraus  zu  entfernen 
urtbcn*  weil  aber  mit  jener  in  B  angreifenden  Kraft  zugleich  auch  das 
tägliche  Krftftepaar  verschwindet  (nicht  umgekehrt),  so  ist  dasselbe  ebenso 
»sdig  massgebend  fOr  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes 
nt  in  vorhin  besprochene  Kräftepaar  ^  Qedl,  und  weil  ferner  die  in  B 
■wn'ifeiide  Kraft  =  dP  den  Körper  immer  in  solchem  Sinne  bewegt,  dass 
in  verdrängte  Wasservolumen  wieder  ^=  V  wird,  so  werden  die  Bedin- 
(iL'^a  [Qr  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  Überhaupt 
bi  m  anabbäugig,  ob  mit  der  onendlicb  kleinen  Abweichung  von  der  Glcich- 
Mi.hulage  zugleich  eine  unendlich  kleine  Äenderung  von  V  verbunden 
B  oder  nicht  Es  sind  davon  nur  die  Schwingungen  abhängig,  welche  der 
i'>qier  im  Falle  einer  sicheren  Gleicbgewicbtolago  um  diese  ausfuhrt. 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist  also 
lüiraer  sicher  oder  unsicher,  jenachdem  sein  Schwerpunkt  B 
<ift>r  oder  höher  liegt,  als  die  KrUmmungsmittelpunkte  C 
iDt  Normalschnitte  der  Fläche  {A)  für  ihren  Durchscbnltts- 
innkt  A  mit  der  Schwimmax&t.  liegt  aber  B  innerhalb  der 
>irecke  C,C„  welche  der  Ort  der  verschiedenen  Punkte  C  ist, 
*■••  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  je  nach  der  Art, 
*ii  der  Körper  unendlich   wenig  aus   der  Gleichgewichtslage 

I  anderen  Ausdruck  bringen  gemäss 
he  {A)  im  Punkte  A  biconcav  ist, 

und  C,  ihrer  betrefTendeu  Haupt- 
unktes  A  auf  einerlei  Seite  von  A 
B  einen  Pnnkt  der  Normalen  ver- 
1  Entfernung  dieses  Punktes  B  von 
,  jeuachdem  der  Punkt  B  auf  dcr- 

Seite  wie  der  Punkt  A  ausserhalb 
jser  Strecke  CjC,  liegt  Hiernach 
cbgewichtslage  eines  schwim- 
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sicher  oder  zweifelhaft  sei,  jentch' 
liegende  Perpendikel  vom  Schwr 
3  Flache  (A)  ein  MinimDin.  ein  Mj 


menden  Körpers  sicher, 
den)  das  in  der  Schwimmn 
punkte  des  Körpers  anf 
ximnm  oder  keins  von  beiden  ist. 

Wenn  man  sich  im  Körper  von  seinem  Schwerpunkte  B  aas  iHi 
Geraden  gezogen  denkt,  welche  Scbwinunaxen  sein  können,  und  dieaeltfi 
mit  BS,  BU  oder  BZ  bezeichnet,  jenachdem  sie  einer  sicheren,  fioi 
unsicheren  oder  einer  nveifelhaften  Gleichgewichtslage  entsprechen,  -i 
mflssen  dieselben,  wie  sich  leicht  Ubersohen  Iftsst,  im  Allgemeinen  so  mn 
einander  abwechseln,  dass  sie  die  Flache  {Ä),  cvent.  die  getrennten  Theth 
derselben  in  aolchen  Punkten  S,  U  und  'Z  (Fig.  17)  treffen,  welche  ili 
die  Knoten  eines  aus  krummlinig -viereckigen  Maschen  gebildeten  NetM 
Hg.  17.  betrachtet  werden  können,  und  zwar  so,  da.'-  a 

jeder  Masche  die  eine  Diagonale  einen  Punii<* 
mit  einem  Punkte  U,  die  andere  zwei  Pnnkit  / 
verbindet.  In  der  Figur  ist  durch  Pfcilo  1-1 
Sinn  angedeutet,  in  welchem  der  aas  der  GkiT» 
gowichtslagß  entfernte  und  frei  bewc^hcbi 
Körper  durch  die  wirksamen  Kr^c  c^drfhi 
wird;  diese  Pfeile  sind  gegen  die  Punktf  J 
durchaus  hin,  von  den  Punkten  17  dnri-bu 
weg  gerichtet,  während  die  Puukte  Z  von  theils  zugekehrten,  theil>  il^ 


(figkeit«B  =^  «0  mitgetheilt  werden,  einer  atdänglichen  lebendigen  Eraft 

lii  Körpers  =  ^ju^^dM  entsprechend,  welche  unendlich   klein   zweiter 

iTduQng  ist,  alsdann  das  Gleichgewicht  sicher  war,  wenn  aach  im  ganzen 
TerUiif  der  ßewegnng  des  KOrpers  seine  Abweichung  von  der  Gleicb- 
s^chlslage  onendlich  klein  bleibt;  diese  Bewegung  besteht  dann  in 
quendlicb  kleinen  Oscillationen  um  die  Gleichgewichtslage,  welche  bei 
Abatraction  von  BewegungswidetvtAuden  unaufhörlich  fortdauern  wurden, 
ttulstcUicii  aber  immer  kleiner  werden,  bis  der  Körper  in  der  nrsprUug- 
Jichen  Gleichgewichtslage  wieder  zur  Ruhe  gelangt 

Es  sei  CJ>  (Fig.  18)  die  Schwimmebene,  d.  h.  die  Ebene,  in  welcher 
die  freie  Wasseroberfläche  den  EOrper  in  seiner  Gleichgewichtslage  schneidet, 
Fig.  IS.  F  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes,  AB 

die  Schwimmase,  nämlich  A  der  Schwer- 
punkt des  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
drängten Wasservolumens  V  (des  von  der 
Scbwimmebene  CD  abgeschnittenen  Yoln- 
mens)  nnd  B  der  Schwerpunkt  des  Körpers, 
die  Entfernung  AB  =  »  (positiv  oder  ne- 
gativ, jenachdero  B  unter  oder  über  A  liegt). 
In  irgend  einem  Augenblicke,  in  welchem 
&  Abweichung  des  Körpers  von  der  Gleichgewichtslage  (wonu  sie  auch 
ici  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  von  endlicher  Grösse  werden  sollte) 
■odi  onendlich  klein  ist,  sei  LM  der  Schnitt  des  Körpers  mit  der  fteien 
Wasseroberfläche,  das  von  ihr  abgeschnittene  verdrängte  Wassorvolumen 
=  <?,  JK  die  Horizontalebene  durch  den  Schwerpunkt  S  der  Scbwimm- 
ebene Cfl,  GH  die  Durchscbnittslinie  dieser  beiden  Ebenen,  C,  die  unendlich 
Weine  Entfomnng  des  Punktes  S  von  der  freien  Wasseroberfläche  (positiv 
tA^t  negativ,  jenachdem  S  darunter  oder  darOber  liegt),  d-  der  unendlich 
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(in  der  Gleichgewichtslage)  mit  s^  und  in  dem  betrachteten  Angenblkk 
mit  z,  die  veränderliche  Geschwindigkeit  eines  Körperelement^s  mit  •> 
bezeichnet  wird, 

wobei  die  8  ersten  Integrale  den  ganzen  Körper  umfassen,  wAhrend  di« 
letzte  sich  über  das  Yolnmen  ^  erstreckt,  somit  auch  %  im  dritten  Inteirri. 
positiv  und  negativ,  im  vierten  nur  positiv  ist.  Unter  €  eine  Coostu*- 
verstandeu,  kann  diese  Gleichung  einfacher  geschrieben  werden: 

oder  auch,  wenn  z    die  augenblickliche  Tiefe  des  Punktes  B  unter  •!' 
freien  Wasseroberfläche  bedeutet,  wegen 

JzdQ=Qz=yFz 

JuHM^2y{Vz—Jzd^)+  C 

Indem  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wenigstens  zu  Anfang  der  Be«<diu 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  dürfen  bei  der  Berechnung  des  iii*- 

grals  jzd^  (==  dem  Moment  des  Volumens  *  in  Beziehung  auf  die  (r-: 

Wasseroberfläche)  nur  unendlich  kleine  Glieder  von  höherer  als  der  zu«  i* 
Ordnung  vernachlässigt  werden.    Dieses  Integral  lässt  sich  in  verschievi*  l 
Bestandtheile  zerlegen,   entsprechend  der  folgenden  aus  Fig.  18  ersift* 
liehen  Zerlegung  des  Volumens 

*  =  F+  IKLM-\-  GH  DK  -  GHCL 

Das  Moment  des  von  der  Schwimmebene  CD  abgeschnittenen  VolmneD^  r 
mit  dem  Schwerpunkte  A  ist 

z      -  ^  +    ,,  ) - 

mit  einem  Fehler,  welcher  nur  unendlich  klein  von  der  vierten  Onkat^ 
ist.    Die  übrigen  Bestandtheile  von  ^  sind  ebenso  wie  ihre  Schwerf^oAkt- 
abstände  von  der  freien  Wasseroberfläche  unendlich  klein,  ihre  Mowt-i- 
bezüglich  auf  dieselbe  folglich  unendlich  klein  zweiter  Ordnung^»  w  <u- 
bei  ihrer  Berechnung  nur  die  Glieder  von  der  niedrigsten  Ordnonc  >• 
rttcksichtigt  zu  werden  brauchen.    Sofern  nun,  wie  vorausgesetzt  winL  »■ 
Körperoberfläche  von  den  Ebenen  CD^  IK  und  LU  unter  endlichcA  >^ 
kein  geschnitten  wird,  die  Schnittflächen  also  mit  unendlich  kieineni  Frii  r 
s&mmtlich  =^  F  gesetzt  werden  können,  ist  zunächst  das  Momvat  de«  ^  - 
lumens  IKLM 
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^Ui- r,, 

F'iT  ilü-  hnfförniigen  Volumina  GHDK  und  GHVI  können  diejenigen  gu- 
■  2t  werden,  welche  von  den  Ebenen  CD,  IK  und  von  der  durch  den 
(znüuig  des  Schnittes  CD  als  Leitlinie  bestimmten  verticalen  Cylinderfllkho 
N-arrnzt  werden.  Ist  dF  ein  Elcmcut  der  Scbwimmebone  CD  im  Abstände 
-  TOD  der  Geraden  GH,  so  ergiebt  sich  das  Moment  des  bufförmigen  Vo- 
amt-Bs.  welches  sich  vertical  Ober  dem  Theil  GlID  der  Scbwimmebone  bin 
.^tr  Ebene  GHK  erstreckt,  indem  man  dasselbe  in  vcrticalo  prismatiscbo 
Ll-mente  vom  Querschnitte  dFeoi&-  ond  von  der  Höbei^m  &■  zerlegt  denkt, 

«'■bei  das  Integral  sivh  Ober  die  Fläche  GßD  za  erstrecken  hat  IhrraiM 
•  nkbt  aicb  der  Ansdmck  fQr  den  von  dem  anderen  bufTtirmigen  Vulumcn, 
•-Ichtrs  *-erti€»l  nnler  GffC  liegt  herrührenden  negativen  Ih:standtb<ai  de« 

iib-Tiab     isd<P,  wenn  nun  Z—    _     ßr  Z—        M.-Izt  nnd-dtm  Kan/>;n  AlM- 

ir-.ik  entgegengesetzt  nimmt,  fall*  z  nlß^Ait  »<-niaud'-n  wird,  Ind'^  alf-r 
t~'  beiden  Af  ndernngen  znsimmi-n  'larauf  biiida-k'.mm'n,  j-  rnil  nuliiiviitf 
fL^tztem  Zeichen  zn  nebm<-n.  i=t  aoeb  d-.r  i'»n  U-i'lim  (nff'indPK'-n  V'r- 
kufn  GILDK  and  GUCI  zoiUmaA.n  k< rntbr^L i';  btatUnfl-bi:!!  \'iti  Jt4'P 


=J 


'»  ;—       »y. 


Uik  T  aaf  der  einea  Sit/-  i -i  OH  y.•i-.■:^^  vif  li-r  ^t.i'f-^  wn'r'  v-- 
*ut  nnd    die  loK-srati-«  -t'.^  -i;*  rt.uv  lu--.'  COhH  -    F  ii.r.>^'-*.>';.:A 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  C  den  Werth  von  AiViffÖr  ^= />  —  ««. 
also  die  doppelte  lebendige  Kraft,  welche  dem  Körper  in  seiner  Gleiche^ 
wichtslage  mitgetheilt  wurde;  es  ist  somit  C  positiv  und  unendlich  klm 
zweiter  Ordnung.  Auch  der  ganze  Ausdruck  auf  der  rechten  Seit«*  tm 
Gl.  (5)  muss  seiner  Bedeutung  zufolge  wenigstens  immer  positiv  sein.   l%\  nn 

so  kann  dies  der  Fall  sein,  wenn  auch  £  und  d-  endliche  Werthe  annebni^i 
sollten;  dass  das  Gleichgewicht  sicher  sei,  lässt  sich  dann  nicht  behaupt*:i 
Ist  aber 

so  ist  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  von  GL  ^  ^^ 
gativ,  dieser  Ausdruck  selbst  kann  also  nur  dadurch  beständig  positiv  vn 
dass  g  und  d-  immer  unendlich  klein  bleiben;  das  Gleichgewicht  ist  am 
sicher.  Damit  es  unbedingt  sicher  sei,  wie  auch  der  Körper  anoDdl>fft 
wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  werden  mag,  muss  nat&rlich  «cb« 

Fi^  *  +  Vey>  0  oder     **    +  <•>  0 < 

sein,  unter  Fi^ '  das  kleinste  Trägheitsmoment  der  Schwimmebenc  far  fl 
gend  eine  Schwerpunktsaxe  verstanden,  d.  h.  das  Gleichgewicht  einf 
schwimmenden  Körpers  ist  sicher,  wenn  sein  Schwerpunkt  ent 
weder  unter  dem  Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  lief 
oder  in'einer  solchen  Höhe  darüber,  welche  kleiner  ist,  als  \\<^ 
Quotient  aus  dem  kleinsten  Trägheitsmoment  des  in  de rSchw im tc 
ebene  liegenden  Körperschnitts  durch  das  verdrängte  Wa<>^ 
Volumen. 

Das  Resultat  dieser  analytisch-mechanischen  Untersuchung  stimm*  n: 
dem    der   früheren    geometrisch -statischen    Betrachtung    überein,    «t^n 
unter  Fi^^  das  grösste  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  für  eine  Sihwt 
punktsaxe  in  ihrer  Ebene  verstanden,  die  beiden  HauptkrOmmuntr^hjl' 
messer  der  Fläche  (Ä)  für  den  Punkt  A  beziehungsweise 

Fi* 
gesetzt  werden,  und  wenn  allgemein    ^  =r  gesetzt  wird  ==:  dem  Krun 

mungshalbmesser  desjenigen  Normalschnitts  der  Fläche  {A}^  in  welchem  li 
Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  im  Körper  fortrückt,  fklb  duv 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  unendlich  wenig  herausgedreht  wird  am  A 
Gerade  GH^  welcher  das  Trägheitsmoment  Fi^  entspricht    Bildet  Av* 


?>  ^ 
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Gerade  mit  der  Axe  des  kleinsten  Trägheitsmomentes  den  Winkel  o,  so 
!^  bekanntlich 

« *  =  1 1  *  CM*«  -|- 1^  *  «■« *« ,  also  r  ;=  r^  <»« *o  +  ^2  **''*  *^  1 
lihrend  der  Winkel  ß  zwischen  dem  Normalschnitt  zum  Halbmesser  r  und 
dau  Haaptnormalschnitt  zum  Halbmesser  r^  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 


l_eos^ß       stn^ß 


^1  ^2 


baraas  ergiebt  sich 


ß  ^  \/rj_  ^  1*2 


ilso  ^^^'tt,  ausser  wenn  «  =  0*^  oder  90®  und  somit  ß=ra  ist. 


§.  58.   Oscillationen  sehwimmender  KQrper. 

Wenn  ein  fester  Körper,  welcher  auf  dem  Wasser  in  einer  sicheren 
fneichgewichtslage  schwimmt,  aus  derselben  entfernt  und  dann  der  Wirkung 
ttioer  Constanten  Schwere  und  des  yeränderlichen  Auftriebs  frei  überlassen 
tird,  so  oscillirt  er  um  die  Gleichgewichtslage,  falls  die  Entfernung  aus 
der^lben  eine  gewisse  Grösse  nicht  tiberschritten  hatte.  Die  Gesetze, 
lesen  diese  Oscillationen  folgen,  sollen  (mit  Beibehaltung  der  in  vorigem  §. 
fvbnucfaten  Bachstabenbezeichnungen  und  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  18 
(kwibst)  unter  der  Voraussetzung  entwickelt  werden,  dass 

1)  die  Gestalt  und  Massenvertheilung  des  Körpers  sym- 
metrisch sind  in  Beziehung  auf  eine  durch  seine  Schwimm- 
axe  AB  gehende,  in  der  Gleichgewichtslage  folglich  verticale 
Ebene  BCD^ 

2)  dass  auch  in  der  Lage,  in  welche  der  Körper  versetzt 
«arde  und  von  welcher  aus  seine  Oscillationen  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit beginnen,  jene  Ebene  BCD  vertical  ist, 

3)  dass  diese  Anfangslage  nur  wenig  von  der  Gleich- 
irevichtslage  verschieden  ist. 

Die  Yoranssetzongen  unter  2)  und  3)  können  auch  so  ausgedrtlckt 
^«'rden,  dass  dem  Körper  in  seiner  Gleichgewichtslage  durch  einen  Stoss, 
ö^ssen  Richtangslinie  in  die  Symmetrieebene  fällt,  eine  kleine  lebendige 
Kraft  ertbeilt  wird.  Der  Körper  bewegt  sich  dann  so,  dass  seine  Symmetrie- 
«bene  beständig  in  derselben  Yerticalebene  bleibt,  welche  auch  immer  den 
Schwerpunkt   A  des  verdrängten  Wasservolumens   ^  enthält;  in  dieser 
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Ebene  macht  die  Schwimmaxe  AB  kleine  Schwingungen  om  den  Pnnkt  ^ 
während  dieser,  da  alle  beschleunigenden  Kräfte  vertical  sind,  kleine  gerad 
linige  verticale  Schwingungen  macht.  Die  augenblickliche  Lage  des  Kör]»«'!] 
ist  bestimmt  durch  die  Tiefe  z  seines  Schwerpunktes  B  unter  der  £rvi* 
Wasseroberfläche  und  durch  die  Neigung  ^  der  Schwimmaxe  gegou  liV 
Verticale.  Ist  aber  (Fig.  18)  Ä  der  Punkt,  in  welchem  die  SchwimniAv 
die  Schwimmebene  CD  trifft,  S  der  Schwerpunkt  der  letzteren,  so  ist  nii 
BR  =  r  und  BS  =  9  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  zweiter  Orduaii 

z  =  r  cos  (h -\- L, — 8ftm&  =  r-{-C  —  «B- 1 

die  augenblickliche  Lage  des  Körpers  also  auch  bestimmt  durch  C  und  *i 
welche  Grössen  als  Functionen  der  Zeit  t  zu  entwickeln  sind.    Dabt*i  i^t 
absolut  verstanden,  während  r,  ^  und  &  positiv  oder  negativ  sind,  jenachil  - 
B  unter  oder  tlber  der  Schwimmebene, 
S  unter  oder  über  der  freien  Wasseroberfläche, 
B  über  oder  unter  8  liegt. 
Für  die  Bewegung  des  Körperschwerpunktes  B  hat  man  die  Gleichou 

dh' 
dt 


^..,=--7i^-n 


Q     yV 

oder  mit  M=     =        und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 

9        9 

Unter  der  auch  im  vorigen  §.  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Körj*»! 
Oberfläche  von  den  Ebenen  C2>,  JK  und  Z3f  (Fig.  18)  durchaus  unter  t  r^ 
liehen  Winkeln  geschnitten  werde  und  woraus  dort  bei  Vernacblä*>icni 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Gleichheit  der  Flächeninhalte  \\v^ 
drei  Körperschnitte  =F  gefolgert  wurde,  ist  aber  auch  mit  entsprecb»  udl 
Annäherung,  wie  leicht  ersichtlich, 

*  —  V^  FC 
und  somit 

dK         d'-O-       aF  ^     ^ 

dr^^'di^-^-  r^-''  \ 

Eine  zweite  Gleichung  zwischen  f,  ^  und  t  kann  erhalten  n»r.i< 
indem  bezüglich  auf  die  zur  Symmetrieebene  senkrechte  Schwcq>nnkt'vi 
des  Körpers  das  Product  aus  seinem  Trägheitsmoment  =  Mk^  und  ti* 

Winkelbeschleunigung  =r         dem  Moment  des  dem  verdrängten  Wu--» 

dt^ 

Volumen  #  entsprechenden  Auftriebes  gleich  gesetzt  und  dieses  Minv 
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jh  eine  algebraische  Samme  yon  4  Bestandtheilen  ausgedrQckt  wird  analog 
denjenigen,  in  welche  das  Integral  Jzd^  im  vorigen  §.  zerlegt  wnrde.  Znr 

Vt-nneidong  dieses  wiederholten  Zerlegnngsverfahrens  kann  man  sich  in- 
4<sen  aocb  der  61.  (5)  im  vorigen  §.  bedienen,  welche  das  Princip  der 
letiendigen  Kräfte  daselbst  geliefert  hatte*;  indem  nämlich  die  doppelte 
klM'ndige  Kraft  des  Körpers 

i«t.  eigiebt  sich  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  jener  Gleichung  mit 

yV      ,  dz        dC         dO-        ^    ^ 
M='      und    .    —  /  —  *  ^-    nach  GI.(1, 
g  dt        dt  dt 

■  'if  -  -^-t  t  +'■'+"> C)'+  ?-!'?•+«•+  '■'■»■I  =  '■ 

Bid  daraus  dnrch  Differentiation 


üi'Z  ( 


dt  dt*  "^  dt  dt*)  ^^    ^       dt  dl* 


+f.[''^5+<'-"+ '-'>♦*]="■ 


dC 
I>ie  Sonune  der  Glieder  dieser  Gleichung,  welche  den  Factor       ent- 

dt 

dB- 
kilten,  ist  =0  nach  Gl.  (2),  und  geht  somit  nach  Division  durch        die 

dt 

GMrhnng  fiber  in: 

oder  wieder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  ^2)  in: 

d*»      oF»       9(Fi*+r. 

dt*  +ri-»*+       n*      *-'^ ^•^)- 


*  DasB  bei  der  Entwickelnug  jener  Gleichnng  £  and  9  als  unendlich 
W-iM  Grössen  roraasgesetzt  worden,  wie  es  mit  Rücksicht  darauf  geschehen 
«ir.  dass  zwei  verschiedene  Schwimmaxen  des  Körpers  einen  beliebig  kleinen 
l^iokel  mit  einander  bilden  können,  hindert  offenbar  nicht  die  angenäherte 
^iJtigkeit  der  Gleichnng  für  den  Fall,  dass  ^  und  9  kleine  endliche  Werthe 
^fD.  sofern  dieselben  aosserdem  als  so  klein  voransgesetzt  werden,  dass  der 
K"  seiner  sicheren  Gleichgewichtslage  entfernte  und  frei  bewegliche  Körper 
H^h  nicht  etwa  gegen  eine  andere  (jener  vielleicht  sehr  nahe)  sichere  Gleich- 
c.Tichtslage  hin  bewegt. 


320  08CILLATI0NEN  SCHWIMMENDER  KÖRPER.  §.5^. 


Die  Elimination  von    -^  zwischen  dieser  Gleichung  und  GL  (2)  tiefen 


dt 
endlich 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

gFß^j^  .»)  _       g (Ff  +  Ve)  _        gFs 


wo  a,  &,  e  positive  Grössen  sind  (b  gemäss  der  vorausgesetzten  Sicherk«ii 
der  Gleichgewichtslage   nach   vorigem  §.  und  e  insofern   als   die  mit  « 

» 

bezeichnete  Strecke  ES  —  Fig.  18  —  absolut  verstanden  wird^  so  bssen 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sich  einfacher  schreiben: 

5 +  "£  +  ***  ^0 


Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  dem  vorlftafig  anbestimnitf! 
Factor  X  multiplicirt  and  zur  ersten  addirt,  so  folgt 


d^,;  +  X») 

dt*        +  ;"  +  ^^' 


ti  +  Xc      ^ 


oder,  wenn  jetzt  k  gemäss  der  Gleichung 


,    ,     =  X  oder  cX^-\-  a      b  k—  bit=^0 

a  -f-  kc 


bestimmt  wird. 


^,3     -i-  "+^'':'.:+^«^)-<^ 


Die  beiden  Werthe  von  kj  welche  der  Gleichung  (7)  entsprechea,  sind  n'^L 
und  von  entgegengesetzten  Zeichen.  Die  entsprechenden  zwei  Werth»'  ^'t 
if  -f  ic  sind  also  auch  reell  und  zwar  positiv;  denn  die  Substitution  \'*i 

ii  -t-  4,c  ^i^  pi,  also  X  = 

c 

in  Gl.  sj  \  liefert  eine  Gleichung: 

f^*  -  -  a  -^  b  fj-\-bji  —  c»  --  0, 

deren  Wurzeln  positiv  sind,  weil  ausser  a  und  b  auch 

qF 
«  —  r  f  =:       nach  den  Gleichungen  ß 
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eine  positive  Grösse  ist  Das  Integral  von  Gl.  (8)  ist  somit  in  reeller  Form 

Q-i-Xd'  =  Aco9  (t  y'a'^Xe)  +  JB  sm(t  V^T^X 
ünt*>r  A   nnd  B  Constante  verstanden.     Wird  aber  die  Zeit  t  von  dem 
Augenblick  an  gerechnet,  in  welchem  der  etwas  aus  der  Gleichgewichtslage 
vntfernte  Körper  mit  den  (als  gleichzeitig  vorausgesetzten)  Werthen 

siine  schwingende  Bewegung  beginnt,  so  ist  B  =  0,  also 

^-\-Xß-  =  Aco8  (t  ^/'ä+Xc). 

Diese  Gleichung  umfasst,  wenn  die  beiden  Wurzeln  von  Gl.  (7)  mit  1^ 
qtkI  X^  bezeichnet  werden,  wenn  also 

}^  \         —{a-h)  +  y{a-hy  +  4.h^s  .^. 

X,  I  = '  Yc ^^^ 

?esetzt  wird,  die  folgenden  zwei  Gleichungen: 

Z+X,^  =  A,cos{f]/a-fl\c)  \ 

^  +  X^9-  =  A^cos{ty^+l~c)  I 

au^  welchen  £  und  d-  leicht  gefunden  werden  können,  während  die  Con- 
fcUnten  Ay  und  A^  durch  die  Anfangswerthe  von  g  und  9'  bestimmt  sind: 

-4l=£o  +  ^1^0,        -^3  =  eo  +  -^2*0       (11). 

Wenn  man  auf  der  Geraden  RS  (Fig.  18,  §.  67),  in  welcher  die 
MTiunetrieebene  des  Körpers  seine  Schwimmebene  CD  schneidet,  vom 
vhwerpunkte  S  der  letzteren  aus  die  Strecke  8P^  =  Jl^  im  Sinne  RS  und 
<li*?  Strecke  SP^  =  —  -^  im  Sinne  SR  abträgt,  so  bewegen  sich  die  Pro- 
jt'Ctionen  der  Punkte  P|  und  F^  auf  eine  zur  Symmetrieebene  des  Körpers 
-mkrechte  Verticalebene  gemäss  Gl.  (10)  nach  demselben  Gesetze  wie  die- 
Horizontalprojection  des  materiellen  Punktes  eines  mathematischen  Pendels 
W'i  sehr  kleinem  Ausschlagwinkel;  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  ist 

für  den  Punkt  F^i    T^  = 


und  för  den  Punkt  Ry.    Tg  =  — 


2ji 


(12). 


ya+X,c 

iMe    Grössen  C,  und  ^  einzeln,  sowie  auch  die  davon  abhängigen  Grössen 
i5*er   ^-\-Xy^  und  S  +  ^^),  insbesondere  die  Tiefe  2'  des  Körper- 
-«'hwerpunktes  B  unter  der  freien  Wasseroberfläche  (Gl.  1),  sind  in  zu- 
sammengesetzter Weise  periodisch  veränderlich ;  die  Periode  ist  die  kleinste 

Grsakof,  theoret.  Ilascliineiilehre.    I.  21 
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§..>. 


Zeit,  welche  durch  T^  und  T^  theilbar  ist,  im  Allgemeinen  =  T,  7**.  — 

Ist  insbesondere  «  =  0,  also  auch  c  =  0,  wie  es  namentlich  dann  tii*r 
Fall  ist,  wenn  der  Körper  noch  eine  zweite  Symmetrieebene  hat. 
welche  die  erste  in  der  Schwimmaxe  rechtwinkelig  sehneiil<-t. 
und  wie  es  z.  B.  bei  Schiffen  näherungsweise  angenommen  werden  kjni^ 
so  ist  nach  GL  (6) 

Daraus  folgt,  wenn  die  Zeit  von  einem  Augenblicke  an  gerechnet  winl,  i.i 
welchem  ^  r^sp.  »9-  am  grösston  =  ^^  resp.  O^q  ist, 


/ 


C  -=:  Co  <*^*  (^  \  "  )   -^^   ?0  ^^*   (  ^ 


VI) 


Nach  Gl.  (1)  ist  in  diesem  Falle  z  =r  -\~  ^  und  somit  die  Schwiu^'onj»- 
dauer 


dos  Körperschwerpunktes^^  2jr  1' 


9^ 


i; 


Die  R(»sultate  vorstehender  Untersuchung  werden  besonders  im  vi»f 
Theile  dieses  Werkes  Anwendung  ünden  bezüglich  der  Kegeln  für  dru  \l 
und  die  Ladung  von  Schiffen. 


b.   (ileichgowicht  dos  Wassers  mit  RQcksicht  auf  MolekularkrAt i*l 


ii  1 


Die  im  Vorhergehenden,  insbesondere  die  in  §.  55  gefundenen  til< 
gewirhtsi;i»set/e  des  Wiu^sers  beruhen  wesentlich  auf  der  Von\usMt/i.  i^ 
gleichförmiger  Dichtigkeit,  flberhaupt  einer  durch  die  ganze  Mass*»  ^I« 
fonni^rn  MolekularbesohatlVnheit  desselben;  in  letiter  Reihe  lM*ruht*ii  --i 
auf  di»u  in  §.  53  benutzten  allgemeinen  Gleichungen  (i^  in  §.  5,  «««I  •  \ 
ihrerseits  die  Voraussetzung  einer  in  demsellien  l*unkte  för  alle  F.'»«'i.«'i 
stfts  ^Uneben  Pressung  als  wesentliches  Kriterium  des  Flfissigkeit^jrnMau  Ivi 
KU  (t runde  lii'gt.  Hoi  der  als  gK'ichfTirmig  angi^nommenen  Terapemtor  ual 
mit  Rücksicht  auf  dir  S(*hr  unbedeut«'nde  Zusammemlrückbnrkoit  dos  >^  a^^  i| 
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oder  irgend  einer  tropfbaren  Flüssigkeit)  sind  jene  Yoraussetzungen  ,zwar 

•lobedenkiich  für  alle  materiellen  Punkte  im  Inneren,  welche  in  solcher 

Entfernung  von  der  Oberfläche  liegen,  dass  die  von  den  übrigen  materiellen 

Plüssigkeitspunkten  auf  sie  ausgeübten  Molekularkräfto  rings  herum  gleich- 

firmig  vertheilt  sind,  während  die  Wirkung  der  von  den  materiellen  Punkten 

-iner  festen  Wand  ausgehenden  Molekularkräfte  sich  nicht  bis  zu  ihnen 

•  r^treckt;  zunächst  der  Oberfläche  dagegen,  und  zwar  sowohl  der  freien 

^  m  einer  luftförmigen  Flüssigkeit,  insbesondere  von  der  atmosphärischen 

Laft  berührten),  als  auch  der  Wand-Oberfläche,  können  die  einen  oder  die 

ahderen  jener  Molekularkräfte  (die  Cohäsions-  und  Adhäsionskräfte)  oder 

h*nde  znsanmieu   eine  wesentlich  andere  Dichtigkeit  und  überhaupt  eine 

4iid«Te  mittlere   Gruppirung  der  materiellen  Punkte,  sowie  auch  einen 

arj'ioren  Spannungszustand  bedingen,  wie  im  Inneren  der  Flüssigkeit,  und 

^'■nn  auch  die  betreffende  Obcrflächenschicht  nur  unmessbar  dünn  ist,  so 

k'-nnen  doch  die  Gleichgewichtsgesetze  u.  U.  merklich  dadurch  beeinflusst 

»t  nli-n.    Bei  der  folgenden  Herleitung  der  wichtigsten  dieser  Gesetze  wird 

aaNju-r  den  fraglichen  Molekularkräften  und  dem  gleichförmigen  äusseren 

Imick  =Po  an  der  freien  Oberfläche  nur  die  Schwere  als  wirksame  Kraft 

Ti.r.ia!«gesetzt,   so  dass  ohne  die  Wirkung  der  Molekularkräfte  die  freie 

^»^•cTfläche  eine  horizontale  Ebene  wäre. 


§.  59.    Der  Cohftsionsdruck  und  die  Cohftsionsconstante« 

Die  hier  in  Rede  stehenden  GleicKgewichtserscheinungen  einer  Flüssig- 
i'it  geben  sich  besonders  dadurch  als  abweichend  von  den  im  Vorigen  her- 
»!•  listeten  Gesetzen  zu  erkennen,  dass  trotz  der  Gleichförmigkeit  des  äusseren 
hmrks  =  Po  ^^^  der  verticalen  Richtung  der  einzig  wirksamen  äusseren 
Ma^^sf^nkraft  (der  Schwere)  die  freie  Oberfläche  thcilweisc  gekrümmt,  und 
?»jr  an  irgond  einer  Stelle  um  so  stärker  convex  oder  concav  nach  aussen 
S'kmmmt  ist,  je  mehr  diese  Stelle  tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  hori- 
UifiUle  ebene  Theil  der  freien  Oberfläche.  Ist  in  Fig.  19  AB  ein  Theil 
Fi^.  19.  der  krummen,  CJ)  ein  Theil  der  horizontalen  freien 

__  r ^    Oberfläche  (z.  B.  AB  ein  Theil  der  Quecksilberober- 

^  fläche  im  Inneren  einer  ofl'enen  Glasröhre,  welche 

in  ein  Gefilss  getaucht  ist,  in  dem  das  Quecksilber 
ausserhalb  der  Röhre  bis  zur  Horizontalebene  CD 
steht),  so  ist  die  freie  Oberfläche  so  gestaltet,  wie 

i-  »-^  auf  Grnnd  der  bisherigon  Gesetze  sein  müsste,  wenn  der  äussere 

21* 


A 


4         Ür^ 
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Dmck  nicht   eonstant   =  p„^   sondern    in   irgend  einem  Punkte  B  der 
Oberfläche 

p=p^»-^r^ ^ 

wäre,  anter  7  das  gleichfonuige  specifische  Gewicht  der  FlOssigkeit  uu-l 

unter  s  die  j>ositiTe  oder  negative)  Tiefe  des  Punktes  B  unter  der  Horv 

zoutalebone  CD  verstanden.     Die  Cohäsionskräite,  d.  h.  die  Molckubr- 

krätto,  mit  denen  die  Flüssigkeitsmoleküle  gegens<»itig  auf  einander  wirk«  k 

Temrsacben  also  eine  solche  Aendemng  des  inneren  Zustandes  der  o'^r- 

flächenschicht,  welche  hinsichtlich  ihres  Einflusses  auf  die  GleichgewicLt- 

erscheinangen  durch  eine  veränderliche  Nomialkraft  =  71  pro  FlachoD«  a- 

heit  der  freien  Oberfläche  ersetzt  werden  kann;  diese  Nonnalkraft,  wtl<:i' 

den  äusseren  Druck  p^  vergrössert  oder  verkleinert*  jenachdem  i  iK>*it; 

oder  negativ  ist.  heisse  der  Cohäsions druck.   Es  fragt  sich,  wie  dorKlU 

also  auch  die  Grösse  3  mit  dem  inneren  Zustande  der  Obertlächensihitt 

und  mit  ihrer  Krümmung  zusammenhängt. 

Ein  nach  je^ler  Rieht  uns  unendlich  kleines  Element  dF  der  krumn.*' 

Oberfläche  bei  B    Fig.  19^.  werde  von  einer  Normalen  rings  unifahn>n  t*i 

die  dadurch  erzeugte  Fläche  bis  auf  eine  kleiue  Erstreckuug  in  da^  lnß»T 

der  Flüssigkeit  als  eine  feste  undurchdringliche  Wand  betrachtet,  *i'  ? 

in  der  angrenzenden  Flüssigkeit  keine  Aenderung  ihrer  oberflächlich  1»  U 

schaffeuheit  verursiicht;  ebenso  werde  die  verticale  Cylinderfläcbe.  -^»'Ai 

ein  endliches  Stück  =  F  der  horizontalen  Oberfläche  CD  einschlitsst,  hj 

auf  eine  kleine  Strecke  nach  aussen  'nach  oben'   als  eine  feste  un^inril 

dringliche  Wand   ohne  Einfluss  auf  die  oberflächliche  BeschafTcuheit   ^ 

ansrrenzenden  Flüssigkeit  betrachtet.    Unter  diesen  Umständen  ist  <•>  »i 

virtuelle  jnit  der  Natur  und  den  Bedingungen  des  Systems  verträjrlioht*  ^ 

rückung.  wenn  man  annimmt^  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  werde  ui.* 

halb  der  das  Element  dF  umschliesseuden  Wand  um  die  unendlich  ki- . 

Strecke  dn  in  normaler  Richtung  einwärts  verschoben  and  innerhalf«  i 

das  Flächeustück  F  einschliesseuden  Wand  um  den  entsprechenden  Inrn 

dF 
=  T,  ^'«  gehoben;  das  Gleichgewicht  erfordert,  dass  die  dieser  \irtii«-'^ 

T 

Verrückung  entsprechende  Arbeitssumme  aller  wirksamen  Kräfte  ^  Null  * 
Diese  Kräfte  sind:  der  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche,  die  S-l-»/ 
und  dif  Moh'kularkräfte.    Die  Summe  der  Arbeiten  dt*s  äusseren  hra 
auf  'Vw  if-r-aliübenen  Theile  dF  und  F  der  Oberfläche  ist 

dF  . 
pJFöH  —  p^F.      011  =  11, 
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hie  Arbeit  der  Schwere,  entsprechend  der  Erhebung  des  Flttssigkeitsvo- 
hmeus  =  äJ^ön  von  der  Stelle  B  bis  zur  Horizontalebeno  CZ>,  ist 

^=    -  yzdFdn (2J. 

IHe  Arbeit  der  Molekularkräfte  endlich  ist  dadurch  bedingt,  dass  mit  der 
u^nnalen  Verschiebung  des  Oberflächenelementes  dF  bei  B  im  Allgemeinen 
zncleich  eine  Grösscnänderung  desselben  verbunden  ist  Die  veränderte 
«irösse  sei  ^=  dJF — ddF\  dann  ist  die  Arbeit  der  Molekularkräfte 

=  ß,ddF, 

Afnn  der  Coefficicnt  /9,  die  sogenannte  Cohäsionsconstante,  die  Ar- 
l't'it  zur  Umwandlung  einer  Flächeneinheit  der  Oberflächen- 
Schicht  iu  den  Zustand  der  homogenen  Flüssigkeit  im  Inneren 
ii»*r  Masse  bedeutest.  Betrachtet  man  dF  als  ein  rechteckiges  Flächenele- 
ni^nt  =  dsdif^  unter  ds  und  rf«  die  von  B  ans  gerechneten  Bogenelemente 
r*tit'r  sich  rechtwinklig  schneidender  Normalschnitte  der  Oberfläche  ver- 
^taüde^,  deren  Krfimmuugshalbmesser  =  q  und  p'  seien  (positiv  oder  ne- 
^tiv,  jenachdem  der  betreffende  Schnitt  nach  aussen  convex  oder  concav 
b't ,  so  hat  mau 

JF      ddF=äM^  .dü^-     ,    -=dF(l-  1—     . 

(}  Q  \  qJ\  (> 

(Sh        dn 


^  dF[  \- 


abo 


AdF  — -  (  ^  -I-   ^\  dFdn 
\0        0  J 


Q      QJ 
and  die  Arbeit  der  Molekularkräfte: 

//.  i)dF  --=ii(^  -f  ^\  dFdn CM 

Di<*  Summe   der  virtuellen  Arbeiten   (2)  und  (3)  =  Null  gesetzt  ergiebt 
in'u  Cohäsionsdruck 

^'=Kl+l) ''' 

Der  Constanteu  ß  kann  auch  eine  andere  Deutung  gegeben  werden. 
Ximmt  man  nämlich  an,  es  finde  in  der  Oberflächenschicht  der  Flüssigkeit 
•ine  Spanuung  statt  von  gleicher  Grösse  au  jeder  Stelle  und  nach  jeder 
Richtang,  =  ß  pro  Längeneinheit  irgend  eines  Normalschnittes  der  Schicht, 
M*  wirken  auf  das  £lement  der  fraglichen  Schicht,  welches  dem  Oberflächon- 
t.'l<^eut  dJ''  =  dsds'  entspricht,  an  den  beiden  Rändern  von  der  Länge  ds' 
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dio  gleichen  Kräfte  -^ßds'  uuter  dem  Winkel  =jr —       mit  der  Rf-ul- 

Q 
tantcn 

^    ,        dit  dfidtt  dF 

normal   zur  Fläche.    Ebenso   entsprechen  die  Spannungen  an  den  b*i*i>'i 

dF 
anderen  RandHächen  der  Normalkrafl  [i    ,- .   Die  Si)annung  rings  am  1 1  - 

Q 

fang  des  Elementes  liefert  also  die  Normalkraft:  j^(       1      ,]  dF  o«!«t  wu 

Flächeneinheit  den  durch  Gl.  (1)  bestimmten  specif.  Cohäsionwlrnrk.    hw 
fohäsionscoustante  (i  kann  also  auch  betrachtet  werden  als  *\t 
Grösse  einer  gleichförmigen  Spannung  der  Oberflächenschi'üt 
pro  Längeneinheit  irgend  eines  Normalschnitts  derselben. 

Der  Zustand  der  Oberflächenschicht  ist  also  schon  insofern  weM'utlif 
verschieden  von  dem  der  übrigen  Flüssigkeit,  als  dort  die  Presvui.j  r. 
demselben  Punkte  nicht  für  alle  Ebenen  gleich  ist,  wit»  es  die  allgem«  b.  • 
Gleichungen  (())  in  §.  5  voraussetzen,  auf  denen  die  (iesetze  in  §.  .'>:>  u.  f 
beruhen.  Wenn  man  längs  einer  Normalen  BN  (Fig.  lO"!  die  Oborttaih«.« 
schiebt,  deren  Dicke  -^  f  sei,  durchdringt,  so  wächst  dit»  Pressung  in    .•• 

zu  BN  senkrechten  Ebenen  von  /»„  bis  V  ^=^  V^~\' ß\     ~V     *  )^  ^^*'   ^*^" 

sung  in  jeder  durch  BN  gehenden  Ebene  dagegen  ist  anfangs  urtrati» 
nimmt  absolut  genommen  allmählig  ab,  geht  an  einer  gewissen  mittltr** 
Stelle  der  Schichtdicke  durch  Null,  und  wächst  dann  als  eigeutlicho  l*rs- 

sung  bis  p  =  p^-\  ß\      -\-    , )  an  der  inneren  Fläche  der  Si^hicht.     I  * 

\()  Q  I 

Mittelwerth   dieser  Pressung  in  den  Normalschnitten  der  Si*hioht  i^i   i* 

gativ   —  -        pro  Flächeneinheit.  Erst  an  der  inneren  Seite  der  Oln^rrtai  im  - 

Schicht  ist  die  Pressung  nach  allen  Richtungen  gleich  gross  — - />  griÄi»r  ■••  i 
erst  von  hier  an  werden  d(»shalb  die  Gesetze  von  §.  W^  u.  ff.  winlt»r  i;  ;!'  : 
wenn  man  die  OberflächcMischicht  dadurch  ersetzt,  dass  der  grsrolMMi«  ••»" 
sere  Druck  p^  durch  den  Cohäsionsdruck  ergänzt  wird. 

Die  Sjiannung  (negative  Pressung)  der  Obertiüchenschicbt  ist   «Inr. 
eine   grössere  Entfernung   der   nach  jeder  tangentialen  Richtanir  Ih-h.-o 
harten   Flüssigkeitsmoleküle   zu   erklären,    so   daMs   im    Dun*hsi'linitt    t'ir 
Massenmittelpunkte  in  den  Anziehungsräumen  (§.45)  der  im  NiaiM»  il«-r  " 
treffenden  Tangentialebenen  nächstbeuachbarteu  Moleküle  liegen,   •ahr  ii 
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iaderfibrigen  Flüssigkeit,  wo  unter  dem  Einflüsse  des  äusseren  Drucks 
aacli  allen  Bichtungen  Pressung  stattfindet,  die  Moleküle  sich  im  Durch- 
.^bnitt  Daher,  uämlich  ihre  Massenmittelpunkte  in  den  Abstossungsräumeu 
>i^r  Mchstbcnachbartcn  liegen  müssen.  Die  Oberflächenschicht  ist 
ii'0ireoiger  dicht,  als  die  übrige  Flüssigkeit,  und  es  ist  die  je- 
I  liDfalls  positive  Cobäsionsconstante  ß  als  eine  zur  entsprecht?.ndcn  Yor- 
1  iiiloflg  aofimwendende  Arbeit  zu  betrachten.  Durch  directe  Yersuclio, 
,  t^  etwa  durch  den  Nachweis,  dass  dieselbe  Flttssigkeitsmassc  unter  ttbri- 
^  e-'iK  gleichen  Uniständen  bei  grosser  freier  Oberfläche  ein  grösseres  Vo- 
j  btn  hat,  als  bei  kleiner,  hat  freilich  jene  kleinere  Dichtigkeit  der  Ober- 
\  ^(uschicht  bisher  nicht  constatirt  werden  können.  Zur  Schätzung  ihrer 
.lH<:ke/ gewährt  die  bestimmbare  klcinstmögliche  Dicke  einer  Blasenhülle, 
SiB.  der  wäasorigon  Hülle  einer  Seifenblase,  einigen  Anhalt;  indem  Pla- 
^3a  die  letztere  als  2/  betrachtete  (VJ,  bestimmte  er  für  Wasser 

/=0,(K)00r)7  Millim. 

M  diT  Allmähligkeit  der  Zustandsänderung  von  aussen  nach  innen  ist 
'^fmis  eme  bestimmte  Grenze  zwischen  Oberfläch cnschicht  und  homo- 
J^«'  r  Flüssigkeit  kaum  anzugeben,  und  obige  Zahl  wohl  nur  als  ein  Mini- 
■fcl«mh  zu  betrachten. 

Ist  eine  solche  IMase  kugc^lförmig,  Pq  der  äussere  Druck  auf  die  äus- 

**^''  Pi  derselbe  auf  die  innere  Oberfläche  (die  Pressung  des  Gases  oder 

fcnipf(H?  im  Inneren  der  Blase),  und  ist  die  llttlle  sehr  dünn  im  Vergleich 

tif  dcDi  Halbmesser  r,  so  kann  die  Summe  aus  dem  äusseren  und  (iem 
••lia'^iuHsdnick 

für  die  äussere  Oberfläche  ^=  /?„  -\-  ß 


n 


innere         „  =  Pt       ß 


r 
r 


i^tzt  werden,  so  dass  im  Gleichgewichtszustande 

Po+       ^Pi—       •»  «'s«  Pi    -  Pi)-^        ^•^' 

r  r  r 

^'  Bei  sehr  kleinen  Bläschen  ist  die  Pressung  innerhalb  we- 
'•utlich  grösser,  als  ausserhalb.  Setzt  man  z.  B.  nach  §.  62  für 
"awr  and  für  Gramm  und  Meter  als  Kraft-  und  Längeneinheiten  ß  :=t  5, 
'*•  wäre  für  r  =  0,0001,  d.  h.  für  ein  Bläschen  von  0,2  Millim.  Durch- 
•3.^sHr|»^ —1,^  =  200000  Gr.  pro  Quadratm.  =200  Kgr.  pro  Quadratm. 
^«».02  Atm. 
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g.  6ü.    Der  Randwinkel  und  die  AdhasioBKconstante. 

Ebenso  wie  an  der  freien  Oberfläclic  einer  Flüssigkeit  ist  auch  u 
ihrer  Wand-Oberfläclie,  d.  h.  an  dem  von  einer  festen  Wand  bcrthrtra 
Theil  ihrer-  Oberflüchf  in  einer  Schicht  von  sehr  kleiner  Dicke  v  ein  in- 
nerer Zustand  vorauszusetzen,  welcher  in  Folge  der  Molekularkriße  m>ii 
dein  der  homogonon  Übrigen  Flüssigkeit  verschieden  ist.  Dabei  kann  abrr 
die  mittlere  Dichtigkeit  dieser  Wand- Ober flächenschicht  grösser  odtr 
kleiner,  als  die  der  Übrigen  FIQssigkeit  sein  je  nach  dem  Verhältnisse  ilir 
Coh&sions-  und  der  Adhflsionsliräfte,  d.  b.  der  Molekularkrttfte,  »ekbt- 
zwischeu  den  FIüsKigkeitsmolckUleu  gegenseitig  sowie  zwischen  ihnen  und 
den  WandmolekUlen  stattfinden.  Bezeiebnet  also  a  die  Arbeit  znr  Im- 
wandlung  homogener  Flüssigkeit  in  eine  Flftcheneinheil  dtr 
Wand-Oberflilcbenschicht,  so  kann  diese  sogenannte  Adh&sioD!- 
coustaute  «  (im  Gegensätze  zu  der  stets  positiven  Cohüsioiisconslani'ii 
(i)  je  nach  UmstAndeu  positiv  oder  negativ  sein.  Von  dem  VerbältuisM-  J-r 
L'onstanteu  u  und  j!  und  vom  Vorzeichen  der  erstereu  hängt  der  we»- 
nannte  Randwinkel  g>  ab,  d.  h.  der  Winkel,  unter  welchem  im  tiliii- 
gew ich ts/.u stände  die  freie  und  die  Wand- Oberfläche  in  der  Kandliui'' 
sich  schneiden. 

Dies  zu  crkeimcn,  sei  die  Ebene  von  Fig.  iO  die  Nomialebt'ue  <l : 
v\g.  Kl.  Handlinie  im  l'nnkte  ^L,  AW  ein  Element  ihres  Si-hniii- 
mit  der  Wandflüchc,  AF  ein  Element  ihres  Schnitt-;  nnt 
dej-  freien  Oberfläche.  Der  Winkel  WAI-^  ist  dann  ■!'- 
entsprechende  Handwinkel  q>,  welcher  als  derjenige  «i-ii  ■ 
oder  stumpfe  Winkel  verstanden  wird,  um  welchen  -l-^ 
Schenkel  AW  oder  ^LF  durch  die  Flüssigkeit  hin- 
durch gedreht  werden  muss,  um  iu  die  Richtung  dif  ^rr- 
deren  zu  gelangen.  Ist  nun  AA'  =  d*  ein  Elemfut  il'r| 
»enien  -it-I 
las  Liiii'P-' 
r  let7l.n»i 
s  f«le  nn-l 

er  «nKT»-»- 
ciae  fiiltb' 
r  die  (n-K 
■n  WäD>l'9 

Ikll     kl.'!" 
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Strecke  in  ==  AB  •=.  FG  in  normaler  Bichtang  nach  aussen  und  ein  end- 
lich grosses  Stück  der  horizontalen  Oberfläche  innerhalb  einer  (wie  §.  59) 
^'»^cbten,  dasselbe  umschliessenden  indifferenten  verticalen  Cylinderfläche 
am  eine  entsprechende  Strecke  einwärts  (nach  unten)  fortrückt.  Die 
^offliue  der  entsprechenden  virtuellen  Arbeiten  des  äusseren  Drucks,  der 
Sihwere  und  der  Molekularkräfte  muss  dann  wieder  =  Null  sein. 

CBG  und  C'li  (j  seien  die  neuen  Schnitte  der  freien  Oberfläche  mit 
Ihq  Ebenen  der  Randwinkel  WAF  und  WÄF\  AC  =  da,  BC  =  6h. 
Nttn  ist  zuvörderst  die  Arbeit  des  äusseren  Drucks  p^  wieder  für  sich 
-  Noll,  wie  immer,  weil  die  Inhalte  der  verschobenen  Theile  der  freien 
'^h^rfläche  ihren  normalen  Verschiebungen  umgekehrt  proportional  sind. 
We  Arbeiten  der  Schwere  und  der  Molekularkräfte,  welche  der  Versetzung 

■  in«  Flüssi^keitsvolnmens  =  ACGF  .  AA'  von  der  Höhe  der  horizontalen 
obtTtläche  in  die  Höhe  des  Punktes  -4,  sowie  der  Grössenänderung  des 

Btmentes  AJ" .  AA!  der  freien  Obcrflächenschicht  in  BG  ,  BB!  entsprechen, 
MDd  unendlich  klein  dritter  Ordnung,  und  können  deshalb  vernachlässigt 
«r»  nien  im  Vergleich  mit  den  unendlich  kleinen  Molekulararbeit cn  zweiter 
<  ^nlnung 

=  ii.AC  .  ]AA!  =  aöads  zur  Verwandlung  homogener  Flüssigkeit  in  Waud- 
Oberflächenschicht,  und 

=  —  ^.  BC.  Blf  =  — ßöhds  zur  Verwandlung  homogener  Flüssigkeit  in 
freie  Oberflächenschicht.  Die  Summe  der  letzteren  Arbeiten  muss  also 
für  sich  =Nnll  sein,  woraus  folgt. 

6h                     a  ,.x 

^_,,,^__. (1). 

Bei  gegebenen  Zuständen  der  freien  und  der  Wand-Oberflächcnschicht 
At  also  der  Randwinkel  eine  constante  Grösse,  und  ist  sein  Cosinus  = 
i'ia  Verhältniss  der  Adhäsions-  und  der  Cohäsionsconstanten.  Auch  der 
•mstanten  «  kann  eine  andere  Deutung  gegeben  werden,  welche  der  Bc- 
'otung  von  ß  als  einer  in  der  freien  Oberflächenschicht  stattfindenden 
[«annang  entspricht.  Vermöge  der  letzteren  wird  nämlich  auf  den  Flüssig- 
'itsfadeiL,  in  welchem  sich  die  freie  und  die  Wand-Oberflächenschicht  am 
ande  durchdringen,,  eine  Kraft  =  ß  pro  Längeneinheit  im  Sinne  AF 
'l'j,  20}  ausgeübt.  Dieselbe  zerfällt  in  eine  zur  Wand  normale  Compo- 
ute  =  ß  «t»  ff  und  in  eine  Componente  =  ßeos^  nach  der  Richtung  A  W. 
fztere,  nach  Gl.  (1)  =  «,  muss  mit  einer  gleichen  und  entgegengesetzten, 
1)  der  Wand-Oberflächenschicht  auf  den  Randfaden  ausgeübten  Kraft  im 
E-ichgewieht  sein,  und  es  kann  also  die  Adhäsionsconstante  a  als 
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die  Grösse  einer  Pressung  der  Wand-Oberflächenschicht  pr« 

Längeneinheit  eines  Normalschnitts  derselben  betrachtet  wer- 

et 
den,  so  dass  -  den  Mittelwerth  der  entsprechenden  Pressung  pro  Fläch^'n- 

to 

einheit  bedeutet.  Dieselbe  ist  offenbar  als  ebenso  gleichförmig  nach  all«  n 
Richtungen  in  der  Wandschicht  wie  die  Spannung  j^  in  der  freien  nlK-r- 
liächonschicht  zu  betrachten;  doch  kann  sie  positiv  oder  negativ,  liue  ti- 
gontlicho  Pressung  oder  Spannung  sein,  jenachdem  <p  spitz  oder  htumii, 
also  a  positiv  oder  negativ,  die  Wandschicht  dichter  oder  weniger  diih*. 
als  die  übrige  Flüssigkeit  ist. 

Eine  grössere  Dichtigkeit  der  Wandschicht  ist  dem  Umstände  zu/u- 
schreiben,  dass  sie  von  der  angrenzenden  Wand  stärker,  als  von  der  !«^ 

I 

nachbarten  homogenen  Flüssigkeit  angezogen  wird,  so  dass  das  (IhMrh.:»- 
wicht  eine  entsprechende  Zunahme  der  Abstossung  durch  grossere  Anu- 
herung  der  Moleküle  erfordert.  Wenn  in  diesem  Falle,  welcher  eiunu  j-^ 
sitivon  Wcrth  von  a  und  einem  spitzen  Eandwinkel  entspricht,  eine  r«  \A 
tivc  Bewegung  der  Flüssigkeit  längs  der  Wand  im  Sinne  AW  Fit:.  *-'«• 
statttindet,  wenn  man  etwa  die  Wand  im  Sinne  WA  bewegt,  so  winl  ^-^ 
genetzt,  d.  h.  es  bleibt  eine  dünne  Flüssigkeitssehicht  an  der  Wn, 
haften,  und  zwar  (abgesehen  von  den  Einflüssen  der  Schwere,  der  RtiUm 
und  der  Verdunstung)  eine  Schicht  von  der  Dicke  ir  +  A  weil  auth  h 
dichtere  Wandschicht  auf  die  angrenzende  Flüssigkeitsschicht  mit  fzrn^^.  ■•• 
Anziehung  festhaltend  wirkte,  wie  die  andererseits  benachbarte  liomoj'  tj 
Flüssigkeit.  Diese  die  Wand  netzende  FlüssigkeitSHcbicht  vorhält  si«!i  ^ 
dem  Theile  von  der  Dicke  w  zunächst  der  Wand  wie  eine  dicht*^re  W.n.-| 
Oberflächenschicht,  in  dem  äusseren  Theile  von  der  Dicke  f  wie  riut»  tr«  j 
Oberflächenschicht.  Wäre  in  Fig.  20  die  feste  Wand  oberhalb  <!cr  U^nj 
linie  in  solcher  Weise  benetzt,  so  würde  der  virtuellen  Verrfickuiii;  \\ 
freien  Oberfläche  von  AF  nach  CG  nicht  sowohl  eine  Neubildung'  \  | 
Waudschicht  an  Ai\  als  vic»lmehr  eine  entsprechende  Verwandln lu  •  | 
freier  Oberflüchenschicht  daselbst  in  homogene  Flüssigkeit  entsjin'ch»  i.  1 
Gl.  fl)  ist  dann  [i  statt  «  zu  setzen,  und  ergiebt  sieh  y  ^  O,  d.  h.  j 
einer  benetzten  Wand  ist  der  Randwinkel  — -  Null.  Damit  .- 
Benetzung  einer  Wand  durch  eine  Flüssigkeit  statttinden  könne,  niu^^  • 
entsprechende  Randwiukel  hei  trocktjner  unbeuetzter  Wand  spitz  ^vm 

Die  Verdichtung  der  Wandschielit  einer  Flüssigkeit  an  der  Olnni" 
eines  von  ihr  benetzbaren  festen  Körpers  wurde  von  Wilhelui\*  d.»  li." 
experimentell   nachgewiesen,   dass   er  das  scheinbare  Gewicht    d<>  lü  • 

^  PoggcndorTs  AmialeB.  Bd.  119,  S.  177. 
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Flüssigkeit  theilweise  eingetauchten  und  an  einer  Wage  hängenden  Körpers 
ftwas,  and  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  die  Oberfläche  des  eingetauchten 
Köi]H?rtiieil8  war,  grösser  fand,  als  es  nach  der  Rechnung  bei  Berücksich- 
tiing  der  am  Rande  gehobenen  und  von  der  Wage  mit  zu  tragenden 
yimgkni  sich  ergiebt,  falls  dabei  die  verdrängte  Flüssigkeit  mit  ihrem 
tdlischeu  Gewicht  als  homogene  Flüssigkeit,  zur  Bestimmung  des  Ge- 
»i'lifMerlastes  (des  Auftriebs)  in  Rechnung  gebracht  wird.  — 

Eine  directe  Bestimmung  der  Constanten  ß  und  a  gemäss  Gl.  (4)  im 
^'jrigi'n  und  Gl.(l)  in  diesem  §.  durch  Messung  der  Oberttächenkrttmmung 
'lüii  di's  Randwinkels  einer  Flüssigkeit  ist  kaum  oder  nur  schwierig  aus- 
f'ilirbar;  es  pflegen  vielmehr  ihre  Wertlie  aus  solchen  mehr  oder  wcaüger 
aymmengesetzten,  aber  leichter  und  sicherer  messbaren  Erscheinungen 
•»Weitet  zu  werden,  welche  von  den  Gesetzen  des  Cohäsiousdruckes  und 
^'^  Randwinkels  abhängen  und  in  deren  theoretische  Ausdrücke  deshalb 
j  nt'  Constanteu  eintreten.  Dahin  gehört  namentlich  die  Hebung  oder  Sen- 
hiig  der  Fltlssigkeiten  an  festen  Wänden,  zwischen  zwei  sehr  nahen  Wän- 
J<ii  und  in  engen   Röhren  (Capillarröhren);  die  Sicherheit  der  Bestim- 
tturagen  wird  indessen  auch   hierbei  ausser  durch  die  Schwierigkeit  der 
l>^*nf enden  Messungen  an  sich  besonders  dadurch  sehr  erschwert,   da,ss 
^lifiubar  geringfügige  Umstände  (Staub,  Feuchtigkeit,  Oxydation  etc.)  einen 
«'^•ntlicben  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  Wände  und  der  Flüssig- 
keit an  der  Oberfläche   und   dadurch  auf  die  Gesammtheit  der  Erschei- 
Mm  aogfiben;  auch  von  der  Temperatur  sind  sie  merklich  abhängig. 

Im  Folgenden  wird  im  Allgemeinen  von  der  Hebung  durch  Mole- 
kalarwirkung  die  Rede  sein,  weil  dieser  Fall  für  die  Anwendungen  am 
"'■Iitigsten  ist;  er  setzt  voraus,  dass  die  Wand  durch  die  Flüssigkeit  be- 
nt/har,  der  Randwinkel  also  spitz  ist,  wobei  wieder  der  Specialfall  am 
msten  Interesse  bietet,  dass  die  Benetzung  wirklich  stattfindet,  der  Rand- 
*!'>kei  also  ==  Null  ist.  Abgesehen  von  diesem  Specialfall  ergeben  sich 
^H'Piw  aus  den  Gesetzen  der  Hebung  ohne  Weiteres  auch  diejenigen  der 
lörch  unbenetzbare  Wände  bewirkten  Senkung  von  Flüssigkeiten,  z.  B.  des 
Qfl'rksilbers  an  Glaswänden,  in  Glasröhren,  "Von  Wichtigkeit  namentlich  zur 
'"rrection  mancher  physikalischer  Messungen. 

^^'enn  in  jenem  P^Ule  der  theilweisen  Erhebung  einer  Flüssigkeit 
Wt'T  z  die  Höhe  eines  Punktes  der  gekrümmten  über  der  horizontalen  freien 
'•'"rtiaciie  verstanden  wird,  so  sind  auch  in  Gl.  (4),  §.  59  die  Krümmungs- 
^tihiöessor  Q  und  (/  der  betreffenden  Nonnalschnitte  unter  entgegenge- 
^ut»n  Umständen  positiv  oder  negativ,  wie  früher,  nämlich  positiv  für 
Miji  n^ii  aussen  (nach  oben)  concave  Krümmung. 
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§.  61.    Gewicht  der  gehobenen  Flttssirkelt. 

Unter  der  gehobeneu  Flüssigkeit  werde  diejenige  verstanden,  «»^Itv 
den  Raum  erfüllt  oder  erfüllen  könnte,  der  von  der  ausgebreitet  gedarlt.  i 
horizontalen  Oberfläche  //,  von  der  gehobenen  und  gekrümmten  OhcrUj«  H' 
=  F  und  von  der  durch  die  Randlinie  =  *  gehenden  verticalcn  Cyliud-  r- 
flächc  begrenzt  wird.  Ist  dF  ein  Element  der  gehobenen  Oborflärb»*.  : 
seine  Erhebungshöhe  über  II  und  dF'  seine  Horizoutalprojection,  w»  i>» 
also  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit: 

F=jYzdF' 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  in  §.  59,  wenn      und     ,  die  Krttmmam:«  i 

Q  Q 

von  F  an  der  Stelle  des  Elementes  dF  nach  irgend  zwei  sich  rechte  ink*  . 
schneidenden  Richtungen  bedeuten, 


'=ß{i+iy^- 


noTTiU 


Q      Q 
Das  Integral  umfasst  die  ganze  Fläche  F,    Nach  der  in  §.  59  ange^ittli?- 

Betrachtung  ist  aber  (i(  — |-    ,)  dF  die  algebraische  Summe  der 

zu  dF  auswärts  gerichteten,  folglich  (i  (     -\-    ,\  dF'  die   algebrmi« :. 

Summe  der  vortical  aufwärts  gerichteten  Componenten  der  Kräfte  =  ^i  \t 
Längeneinheit,  mit  welchen  auf  den  Rand  des  dem  Flächcnelcmt*iit<   • 
entsprechenden   Theils   der   freien    Oberflächenschicht    der   Qbri^e  11 
dieser  Schicht  ringsum  ziehend  wirkt,  und  da  bei  der  fraglichen  SoiiuimV 
oder  Integration  sich  jene  Kraftcompoueuten  paarweise  aufheU^a  h^  •*• 
diejenigen,  welche  dem  Rande  der  Fläche  F  angehören,  so  folgt 

F=  j^  Idn  ,co»0 I 

unter  c  den  Winkel  verstanden,  den  der  Schenkel  AF  (Fig.  2l>  de«  Ru : 
winkeis  an  der  Stelle  des  Elementes  da  der  Randliuie  mit  der  Lothnt  ht-  - 
bildet. 

Denkt  man  durch  das  Element  AÄ  =  ds  der  Randlinie  nud  dir : 
die  Lothrechte  A  V  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  dieselbe  von  der  wn  .i.i 
senkrechten   Ebene   des  Randwinkels  FAW  =  q^^  (Fig.  20)    DonB:J   . 
schnitten  in  der  Geraden  A  V\   welche  mit  AA*  einen  rechten  ^  u »  ■ 
mit  A  V  also  denselben  Winkel  bildet,  unter  welchem  AA'  ge^n  dfi.  W  - 
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moBt  geneigt  ist.  Indem  nun  JLF,  ^F und  AV'  die  Kanten  eines  ejx  AV' 
rechtwinkeligen  körperlichen  Dreiecks  sind,  ist 

eos  a  =  cos  (VAF)  =  cos(VAV') .  cos  (FA  V') 
und  somit  nach  61.  (1) 

P=ßJds'cosy? (2), 

vean  mit  ds'  ^  ds.cos(VA V')  das  Element  der  Horizontalprojection  der 
ßandlinie  und  mit  ip  der  Winkel  FA  V'  bezeichnet  wird,  den  der  Schenkel 
AF  des  Randwinkels  mit  der  verticalen  Berührungsebene  j£A  V  der  Rand- 
fioje  bildet  Ist  die  Wand  vertical  (eine  yerticale  Cylinderfläche),  so  ist 
die  Ebene  A'AV  ihre  Berührungsebene,  also  ^  =  dem  constanten  Rand- 
vinkel  q)  und 

P  =  ßs'  eosq)  =  as' (3), 

insbesondere  bei  benetzter  Wand  (95  =  0): 

P=ßs. 

Die  Constanten  a  und  ß  sind  hiernach  =  den  Flüssigkeitsge- 
wichten, welche  an  einer  benetzbaren  verticalen  Wand,  jenach- 
'l^m  sie  trocken  oder  benetzt  ist,  pro  Längeneinheit  der  Hori- 
zontalprojection ihrer  Randlinic  gehoben  werden. 

Dieses  Gesetz,  welches  in  der  allgemeineren  Form  von  Gl.  (3)  auch 
für  den  Fall  einer  unbenetzbaren  Wand  gilt,  falls  unter  P  in  leicht  er- 
sichtKch  entsprechender  Weise  das  Gewicht  der  gesenkten  Flüssigkeit  ver- 
standen wird,  kann  zur  Bestimmung  der  Constanten  a  und  ß  durch  Wägung 
Wnutzt  werden.  Wird  z.  B.,  wie  es  von  Wilhelmy  (siehe  die  Bemerkung 
dm  Ende  des  vorigen  §.)  geschehen  ist,  das  scheinbare  Gewicht  eines  cy- 
lindrischen  Körpers,  wenn  er  in  verticaler  Lage  an  einer  Wage  hängend 
fh('ilweise  in  eine  netzende  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  bei  benetzter  Ober- 
rtärhe  =  Q  ermittelt,  so  hat  man,  wenn  G  das  Gewicht  des  Körpers  in 
'I»T  Luft,  U  seinen  Umfang,  V  das  Volumen, der  verdrängten  Flüssigkeit 
\m  zur  horizontalen  Oberfläche  gerechnet),  7  das  specif.  Gewicht  der  letz- 
t*  ren  and  0  die  eingetauchte  Körperoberfläche  bedeutet, 

Q=G  —  YV-\-ßU+öO. 

I>as  letzte  Glied  =  60  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  am  Körper 
bjftende  verdichtete  Flüssigkeitsschicht  bei  der  Wägung  als  ein  Theil  des 
Körper»  zu  betrachten  ist,  so  dass,  da  sie  auch  einen  entsprechenden  Ge- 
«richtsverhist  oder  Auftrieb  erföhrt,  der  Coefficient  rf  das  Product  aus  der 
Dirke  dieser  Schicht  und  dem  Ueberschuss  ihres  mittleren  specif.  Ge- 
•irhtes  über  daqenige  3=  y  der  homogenen  Flüssigkeit  bedeutet.    Durch 
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■Wiederholung  des  Versuches  für  eine  andere  Eintanchnngstiefe  ertiilt  mia 
eine  cntsprecliende  GleichunR 

Q'  t=^  O  —  yr  +  ßU -i-  dO\ 
aas  welcher  iu  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung  die  Unbekannt*' n 
ß  und  rf  gefundou  worden  können,  da  die  übrigen  Grössen  bekannt  iwlor 
anderweitig  bestimmbar  sind. 

Dasselbe  Verfahren  kann  bei  Benutzung  eines  Körpers  von  nicht  1h- 
notzbaror  Oberfläche  zur  Bestimmung  der  Coustantcn  a  dienen,  k<il'  vn 
es  kaum  möglich  sein  wttrde,  bei  netzbarer  Oberfläche  die  wirkliehi-  !!■- 
netzung  dauernd  und  sicher  zu  hindern,  also  die  Constante  a  auf  s<>lih- 
Weise  zu  bestimmen.  — 

Wenn  ein  solcher  gerader,  z.  B.  cyl  indrisch  er  Stab  vom  l'nifans''  C 
in  eine  netzende  Flüssigkeit  vertical  eingetaucht  und  wieder  empur  ä— 
zogen  wird,  so  bleibt  ein  Tropfe«  an  ihm  hängen,  welcher  abfallt,  wt-uu 
sein  Gewicht  die  am  Umfange  vertical  aufwärts  wirkende  Moleknlarkr.u: 
=^  ßU  unt  eine  verschwindend  kleine  Grösse  übertrifft;  die  Wügung  eint-^ 
solchen  abgefallenen  F'lüssigkeitstropfens  kann  somit  auch  zur  1>.- 
Stimmung  von  ß  dienen.  Im  Vergleich  mit  dem  oben  betrachteten  Kai!  ■ 
findet  hier  nur  der  im  Princip  unwesentliche  Unterschied  statt,  dass  »jb- 
rond  die  gehobene  Flüssigkeit  dort  untou  au  ihrer  gospauuten  knituw  a 
Oherflächeniichicht  gewissormasseu  hing,  sie  hier  von  oben  auf  ihr  ruht  X-a 
zum  Augenblicke  des  Abtropfens.  Indem  das  Gewicht  oder  Volnmeo  d<< 
eben  noch  anhängenden  Tropfens  dem  Umfange  U,  also  dem  Durchuu  «^  r 
des  Stabes,  seine  Grundfläche  aber  dem  Quadrat  dieses  Durchmessers  )t- 
portional  ist,  so  muss  seine  mittlere  Dicke  oder  Höhe  dem  StalHlurchnu-—  r 
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enthaltend.  Wird  diese  Curvc  AB^  deren  Erüm* 
mungslialbmesser  in  dem  beliebigen  Punkte  B  z=:  q 
sei,  auf  die  rechtwinkeligen  Axen  OX  und  OZ  be- 
zogen, jene  in  der  horizontalen  Wasseroberfläche 
gelegen,  diese  durch  den  Punkt  A  der  Randcurve 
X  gehend,  so  ist  nach  §.59,  Gl.  (4)  mit  (/  =  oc  die 
Erhebung  des  Punktes  B 

y\Q     q)     7  q 

^^T,  Bijter  di  ein  Bogenelement  der  Curve  AB  und  unter  d-  den  spitzen 
^^inkel  ihrer  Tangente  BT  mit  der  a?-Axe  verstanden,  wegen 

1       dd-      rf,9-    .    _ 
Q       as        dz 

'  ß 

\  zdz  =     sinO'dO' 

L  ^ 

\^  daraas  mit  Rücksicht  darauf,  dass  d-  =  0,  z  =  0  zusammengehörige 
>'nk  sind,  und  wenn 

2  ^  =a^    (1) 

7 

*t2t  wird, 

t  z^  =  a^(l  —cos  9-) (2). 

Ist  die  Wand  vertical  und  9>  der  Randwinkel,  so  ist  die  grösste 
Erbebong 

OA  =  Ä=rtyi— «j>r^ (3) 

iJNprpchend  »^=-   —  9p;  «  ist  die  grösste  Erhebung  an  der  be- 

Bft7ten  verticalen  Wand.  Hagen*  fiand  dieselbe  durch  Messung  für 
o^^illirtcs  und  für  Brunnenwasser  nahe  gleich,  auch  unabliängig  vom  Ma- 
^riil  uud  von  dor  OberflächenbeschafFenheit  der  eingesenkten,  wenn  nur 
i»  aJh'D  Fallen  gehörig  benetzten  Platte,  wie  es  in  der  That  die  Bedeutung 
»m  .i  erfordert;  dagegen  zeigte  sich  «,  also  auch  ß  und  die  Oborflächen- 
»'^^kffeniieit  des  Wassers  insofern  nicht  constant,  als  b(»i  einer  frisch 
^"T'Xf^stollten  Oberfläche  a  am  grössten  war  und  dann  mit  abnehmender 
'^'f'ü'IJigkeit  abnahm  etwa  von 

a  =r  3,41)  bis  3,07  Millim., 


♦      TT. 


Teber  die  OberflÄche  der  Flüssigkeiten;    Abhaiidl.   der  Akademie  der 
^i^^^übch.  SU  Berlin,  184ö  und  184G. 
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entsprechend  ä*=  12,2  bis  9,4 4  . 

Indem  7  =  1  Miliigr.  pro  1  Cubikmillün.  Wasser  ist,  so  würde  nach  GL  1 
hieraus  folgen,  jenachdem  ß  als  Spannung  oder  als  Arbeit  betrachtet  wird 
(§.  59), 

^=^2' =  6,1  bis  4,7 

Miliigr.  pro  1  Millim.  resp.  Milligramm-Millim.  pro  1  Quadratmillim.  <Hlti 
ebenso  viel  Gramm  pro  1  Meter  Breite  eines  Oberflächenstreifen^ 
resp.  Gramm-Mtr.  pro  1  Quadratmeter  Oberfläche. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  AB  zu  finden,  mag  aach  x  als  Fancti»i 
von  ^  entwickelt,  zuvor  aber  nach  Gl.  (2)  gesetzt  werden: 

a  =  «  V 2  .  »fVi  - •• 

^  2 

Daraus  folgt 

r  2      2  ^ 

coH      cosd-       „  1 2  *fll  * 

um  d-  2  «in 

2 

und  wenn  (^  —  B-^,  z  --  z^  für  x  --  0  gesetzt  wird,     ^ 


.v<:/-i./..-.:^o 


'      \2  I 

^    J       Sin 

a  2         A 


o 


<,?• 


^      \2  {^    ^         2  2/ 


•^  4 

Zur  p]limination  von  &  zwischen  dieser  Gleichung  und  Gl.  (,5^  hjit   sru 
nach  der  letzteren 


»    1  /'    «» 

""2  M  ... 

.  » 

z 

^        2 
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wf\  entsprechend  eos-^  und  tg-^  mit  8  =  2oi  folglich 

«k  allgemeine  Gleichung  des  Querschnitts  der  krummen  Oberfläche,  einer- 
lei ob  die  Wand  yertical  oder  geneigt,  benetzt  oder  unbenetzt  ist;  für 
:  —  o  ist  ^  =  oo.  Ist  die  Wand  vertical,  so  ist,  wenn  sie  unbenetzt  ist, 
»,  —  A  nach  Gl.  (3),  wenn  sie  benetzt  ist,  Zq  =  a.  Für  diesen  letzteren 
Fall  hat  Hagen  die  Gleichung  (7)  in  sehr  befriedigender  Uebereinstimmnng 
Qijt  seinen  Messungen  gefunden,  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der 
für  Wasser  beobachteten  Werthe  «,  x  und  der  nach  61.  (7)  berechneten 
Werthe  x,  alle  in  Pariser  Linien  ausgedrückt,  erkennen  lässt: 

2  =  1,37     0,70     0,49     0,34     0,12     0,04    beobachtet, 
X  =  0,00     0,31     0,63     0,94     1,88     3,13  „ 

X  =  0,00     0,33     0,63     0,96     1,95     3,01    berechnet. 
l^>^lbe  Gleichung  (7)  gilt  auch  für  den  Querschnitt  der  an  einer  unbe- 
iKdaren    Wand  abwärts  gekrümmten  freien  Oberfläche,  wenn  nur  die 
}-.Ue  entgegengesetzt  genommen  wird,  so  dass  «  eine  Senkung  unter  die 
Acrizontale  Oberfläche  bedeutet. 

§63.   CapiUarität. 

Unter  dem  Begriff  der  Capillarität  wird  häufig  die  Gesammtheit  der 
Erscheinungen  zusammengefasst,  welche  von  den  Molekularkräften  der 
FJös^igkeiten  und  der  sie  begrenzenden  festen  Wände  herrühren;  hier 
-^'ilfn  darunter  im  engeren  Sinne  nur  die  Erscheinungen  der  Hebung 
tnd  Senkung  Yon  Flüssigkeiten  zwischen, sehr  nahen  Wänden, 
in  engen  Röhren,  sogenannten  Capillarröhren  (Haarröhren),  verstanden 
^♦rden.  Ist  für  eine  solche  als  cylindrisch  (im  weiteren  Sinne  des  Wortes) 
^oraosgesetzte  Röhre,  welche  vertical  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht  sei, 

-F  der  Querschnitt  im  Lichten, 

C  der  Umfang  desselben, 

r  =  -  --J  sein  mittlerer  Halbmesser  (=  dem  wirklichen  Halbmesser  bei 

kreisförmigem  Querschnitt), 
h  die    mittlere  Erhebungshöhe  =  der  Höhe  einer  Flüssigkeitssäule  von 
der   Grundfläche  .P,  deren  Volumen  =  dem  gehobenen  Flüssigkeits- 
Tolmnen  ist,  und  wird  wieder 

«*  =  2  -  gesetzt  wie  im  vorigen  §., 

e  r  s  •  b  o  f .  theoret.  KaMluMiilehre.    L  22 
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SO  ist  nach  §.  61,  GL  (3)  das  gehobene  FlQssigkeitsgewicht 

P=ß  Uoos(p  =  yFh, 


folglich 


ß    ü  a^ 

A=:^—  --,caaw=  —  cm  üp      l 

Y  F  r 


vorausgesetzt  dass  der  Randwinkel  q>  ringsum  gleich  ist. 

Diese  mittlere  Höhe  A,  welche  nach  Torstehender  Gleichung  alkriuM 
dem  mittleren  Halbmesser  r  oder  dem  mittleren  Darcfamesser  =  2r  «i' 
Röhre  umgekehrt  nnd  dem  Cosinus  des  Randwinkels  direct  proportiou.!  &^ 
wird  aber  nicht  unmittelbar  beobachtet,  sondern  vielmehr  die  kleinste  ViH 
=  Hq  des  Scheitelpunktes  der  krummen  Oberfläche  und  die  grös^t-  114 
=  A^  der  Randlinie,  letztere  zunächst  als  horizontal  voransgestt/t  In 
genaue  Bestimmung  dieser  Höhen  h^  und  h^  würde  die  Gleicbui)};  tl> :  .i 
hobenen  Oberfläche  erfordern,  welche  sich  indessen  in  geschlossener  U: 
selbst  in  einfachen  Fällen,  z.  B.  schon  im  Falle  einer  kreisförmig  ctj 
drischen  Röhre  nicht  entwickeln  lässt  Wird  aber  die  Gleichung  der  ^^1 
fläche  möglichst  einfach  den  Verhältnissen  ange^iasst,  übrigens  viillk\r 
und  so  angenommen,  dass  sie  zwei  zu  bestimmende  Parameter  entlu!: 
welchen  der  eine  die  Höhenlage,  der  andere  die  Form  der  Fläche  N  .i: 
so  kann  zunächst  jener,  also  die  Höhenlajre  der  Fläche  mit  Rück>i^':'  i 
rauf  bestimmt  werden,  dass  das  gehobene  Flüssigkeitsvolumen  =  >'  *^ 
muss,  wonach  h^  und  h^  &h  Functionen  des  anderen  Parameters  .«u^ 
drücken  sind.  Durch  denselben  können  dann  auch  die  mittleren  M 
mnngen  der  Nonnalschnitte^  d.  h.  ^e  Grössen 


1/1        1\ 

i>  (,  +  -,' ) 


=  --  für  den  Scheitelpunkt  nnd  =^  —  für  die  Punkte  der  Randlime  j 

gotirüokt,  und  kann  schliesslich  der  frairliche  Parameter  gemäss  dt-r  1 
dingung  bestimmt  werden,  dass  nach  §.  59,  Gl.  '4^ 

A   _A    -o'^M   _   '     ^„^    -^-^^ 

r     Ol  Cm  Pl  Qo  I 

sein  muss.   .\uf  solche  Weise  können  die  Hohen  k^  und  k^  um  so  ««-^ 

fehlerhait  gefunden  werden,  je  weniger  sie  von  der  durch  GL  ,1    *  l 

i  -  -  ^ 
Ivstimiuton  mittleren  Höhe  verschiedeu  Mud,  je  kleiner  aJao     ^  <i 
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uch  GL  (1),  indem  h^ —  Aq  eine  mit  r  vergieichbare  Grösse  sein  mnss,  je 

kifciner  -  ist;  die  Erfahrung  lehrt  übrigens,  dass   -—- — -  oder  —  durch- 
a  ha 

Jis  nicht  sehr  kleine  Brüche  zu  sein  brauchen,  um  auf  die  angegebene 
Veise  eine  genügende  XJebereinstimmung  zwischen  den  berechneten  und 
bu  beobachteten  Werthen  Yon  h^  und  h^^  zu  erzielen. 

Eine  horizontale  Randlinie,  wie  sie  hier  vorausgesetzt  wurde,  kann 
freilich  bei  constantem  Randwinkel  g)  streng  genommen  nur  in  den  beiden 
«bleich  näher  zu  betrachtenden  Grenzfällen  stattfinden,  in  welchen  sie  aus 
tci  parallelen  Geraden  besteht  oder  ein  Kreis  ist.  In  anderen  Fällen 
aosste  eine  entsprechend  grössere  Zahl  Yon  Parametern  in  der  angenom- 
Kfien  Gleichung  der  Oberfläche  so  bestimmt  werden,  dass  für  verschiedene 
«äeezt'ichnete  Punkte  der  Randlinie  die  Bedingung  (2)  erfüllt  wird. 

l;  Bei  der  Erhebung  einer  Flüssigkeit  zwischen  zwei  paral- 
tleo  nnd  verticalen  ebenen  Wänden,  deren  Entfernung  =  d  =  2e 
■A  deren  Breite  viel  Mal  grösser  sei,  ist  die  krumme  Oberfläche  gegen 
k  Mitte  der  Wandbreite  hin  eine  Cylinderfläche,  welche  die  Wände  in 
ini  horizontalen  Geraden  als  Randlinien  berührt  oder  schneidet  jenachdem 
fc  Wände  benetzt  sind  oder  nicht.  Für  einen  Theil  der  Flüssigkeit  zwischen 
tei  Yerticalebenen,  die  in  der  Entfernung  =  1  die  Wände  rechtwinkelig 
Ineiden,  ist  dann 

F=d,     U=2,     r=—  =  d, 
10  nach  Gl.  (1)  im  Falle  der  Benetzung: 

h  =  % (3). 

d 

'ird  als  Querschnitt  der  cylindrischen  Oberfläche  eine  halbe  Ellipse  mit 
T  verticalen  Halbaxe  e^  angenonmien^  so  ergiebt  sich  zunächst  aus  der 

sdingosg 

jü 

2 


Fh  =  2eh  =  2eh^  —  ~  ee^ 


on  den  KrOmmungshalbmessem  q  und  q'  der  Hauptschnitte  ist  der  eine 
Kndlldi,  der  andere  für  die  Punkte 

der  Randlinie  =  -^ ,  also  —  =  —  — 5  , 


€*  1  1     f 

der  Scheitellinie  =  — ,  also  —  =  «  ~l" 

«0  Po       2   0^ 


22* 
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Nach  Gl.  (2)  ist  somit 
und  folgt  daraus 


1=1  +  2— =1-1 =  14- 


1 


e, 


0  —    2      3 


•     •     •     •     • 


•  1 


K'+P 


2  h 

Es  fand  z.  B:  Hagen  für  Brunnenwasser  im  Mittel  aus  mehreren  M- 
sungen 

a=l,38;     A,  =2,09;     A^  :=r  l,r)5  Pariser  Linien. 

Daraus  würde  folgen: 

JC 
4 

.    «*  </         « 

•  h  h 

und  zur  Controle  aus  Gl.  (5) 


1             1,14 
^o  =  ö~T =0,52 


\ 


1  +  ^  .  0,683 


nahe  übereinstimmend  mit  dem  gemessenen  Werthe  von  e^  =  A,  --  * 
Ucbrigens  ist  es  bemerkenswerth,  dass  der  auf  solche  Weise  durch  K«l 
nung  aus  den  gemessenen  Erhebuugshöhen  a,  h^  und  k^  abgeleitete  Vi*  n 
von  d  im  Allgemeinen  kleiner  gefunden  wird,  als  die  durch  directf  M* 
sung  bestimmte  Entfernung  der  eingetauchten  ebenen  Platten;  oder  «Im 
wenn  in  Gl.  (3)  für  d  die  gemessene  Entfernung  der  festen  Wände  irt'^*  tj 
dann  a  grösser  gefunden  wird,  als  durch  Messung  der  Erhebangsb'h-  i 
einer  ebenen  Wand,  welcher  nicht  eine  andere  nahe  gegenüber  Heirt  ^  <4 
Diese  Thatsache,  welche  auch  bei  der  Erhebung  einer  Flüssigkeit  in  v 
netzten  eigentlichen  Capillarröhren  hervortritt,  ist  wahrscheinlich  M 
Umstände  zuzuschreiben,  dass  die  Dicke  =  h  der  benetzenden  Sihi>l 
(nach  den  Bezeichnungen  in  §.  60  =  «^  +  f)  nicht  verschwindend  U«^ 
ist,  die  krumme  Oberfläche  aber  nicht  eigentlich  von  den  festen  NVandi 
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sondern  von  den  freien  Oberflächen  der  sie  netzenden  Flüssigkeitsschichten, 
i  b.  von  zwei  £benen  berührt  wird,  deren  Entfernung 

iit    Nach  einem  der  Hagen' sehen  Versuche,  welcher  von  A.  Beer*  au- 
gefahrt wird,  war  z.  B.  in  Millimetern 

«  =  3,181;     Äi  =4,748;     Äo  =  3,553, 

oad  warde  die  Entfernung  der  Platten  (durch  eine  dazwischen  befindliche 
dritte  Platte)  zu 

d  =  2,808  Millim. 

bestimmt,  während  die  obigen  Formeln  mit 

iPo  =Ä,  —Äo  =  1,195;     Ä==Äi  —  ^^0  =  3,810 

4 

♦^reeben  würden:  rf=— -=2,656  Millim. 

h 

/.       2,808  —  2,656        ^^^^„.„. 
taL^rechcnd  b  =  w  +/  =  -^ —^  -    =  0,076  MUlim., 

m  Werth,    dessen  auffallende  Grösse  freilich  wohl  zum  Theil  von  Mes- 
^Qngsfehlem  herrühren  mag. 

2)  Bei  einer  kreisförmig  cylindrischen  verticalen  Röhre  von 
der  Weite  2r  ist  r  zugleich  der  mittlere  Halbmesser  im  Sinne  von  Gl.  (1), 
dko  die  mittlere  Erhebungshöhe  bei  benetzter  Bohrwand 

h  =  ^' (6). 

r 

Wird  dann  die  Oberfläche  der  in  der  Bohre  gehobenen  Flüssigkeit  als  ein 

kalbos  Rotationsellipsoid  betrachtet,  dessen  horizontale  Halbaxen  =  r  sind, 

rahrend  die  verticale  Halbaxe  in  der  Botationsaxe  =  r^  gesetzt  wird,  so 

st  wegen 

2 
Fh  =  JtrH  =  Jtr^h^  —  -  Jir^r^ 

o 

2                              1 
*i=Ä  +  --ro;     A^  =  Ä  — -ro     (7;. 

Die  KrOmninngshalbmesser  der  Hauptschnitte  sind 

r  *  1         1  /  r  1\ 

Ar  die  Bandlinie:  p=-5-    p'=r,  also— =-(--,  +-), 

*  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticität  und  Capil^ 
Uritit,  S.  127. 
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r^  1         r 

für  den  Scheitelpunkt:  q  =  q' =      ,  also  — ^=  -\. 

**o  Po       ^ 

Nach  Gl.  (2)  ist  folglich 

T  r 

Hiernach  ist,  wenn  —  ein  kleiner  Bruch  ist,  -    =\-{-z  nur  wenig  >  ' 

h  r^ 

also  näherungsweise 

2  +  4.  =  2(l+9,    .=  \\ 


Ta  ^= 


1>  r        1   r« 
3  Ä  ""  3  Ä = 


Äi  =  ä(i+-:-i~o  .t 


y 1' 

.  /         1  r    ,    1  r«     ' 

Wenn  man  das  letzte  Glied  vernachlässigt,  also  r^  =  >-,  d.  h.  die  Oberd.  3 
als  Eugelfläcbe  voraussetzt,  so  crgiebt  sich  aus  der  Gleichung 

*.  =  Ä--r  =  ---r 

ein  Ausdruck,  welcher  vorzugsweise  zur  Bestimmung  der  Constante  a*  h 
nutzt  worden  ist.  Dass  dieselbe  hierbei  im  Allgemeinen  grösser  grli::«U 
wird,  als  bei  unmittelbarer  Messung  der  Erhebungshöhe  a  an  einer  ii 
fachen  ebenen  Wand  (§.  62),  und  zwar  um  so  mehr  grösser,  je  klei:  i 
ist,  muss  vermuthlich  dem  oben  uuter  1)  erwähnten  Umstände  zugoscbri»  * 
werden,  dass  die  Dicke  =  h  der  die  Rohrwand  benetzenden  Fldssick  it 
schiebt  eine  mit  dem  Halbmesser  r  vergleichbare  Grösse  hat  Nach  Gl.  \ 
folgt  z.  B.  für  Wasser  aus  Messungen  von  B6de,*  bei  welchen  in  M  11 
metem 

r  =-       0,111        0,199       0,487       0,621        1,025 
h^  =r  136,65        75,10       29,70       22,82       12,42       ^ar, 
««  =     15,17        14,96       14,54       14,30       13,08, 


*  M^m.  de  racadömie  royale  des  sciences  de  Belgique,  t.  XXV. 
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j'u  Mittel:  a^  =  14,4.  Die  hiernach  offenbar  gesetzmässige  Veränderlich- 
ktit  von  a^  mit  der  Grösse  von  r  kann  angenähert  dadurch  in  der  Formel 
ALS^edräckt  werden,  dass  r  —  b  für  r  gesetzt  und  h  entsprechend,  nämlich 
H  bestimmt  wird,  dass  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Werthe  von  r  nähe- 
re gleiche  Werthe  von  a^  entsprechen.    Bei  dem  neben  h^  verhältniss- 

r 
süiasig  kleinen  Summand  -    ist  diese  Correction  unwesentlich;  wird  also 

o 

resetzt,  so  folgt  aus  obigen  Versuchen  z.  B.  mit  b  =  0,015  Millim. 

«»  =  13,12     13,83     14,09     13,95     12,89, 

miilittel:  ö«=13,6. 

Jener  Mittelwerth  «*  =  14,4,  welcher  ohne  die  fragliche  Correction 
\-ü  r  abgeleitet  wurde  und  sich  auf  eine  Wassertemperatur  von  ungefähr 
i^C.  bezieht,  stimmt  nahe  überein  mit  den  analog  gefundenen  Kesultaten 
w^ier  Beobachter,  z.  B.  von  Desains,  Hagen  und  Quincke.  Brunner, 
'-t<ei!5o  Frankenheim  und  Sondhauss  constatirten  einen  merklichen 
iiaöaas  der  Temperatur  der  Art,  dass  a^  mit  wachsender  Temperatur  ab- 
&:mmt;  insbesondere  für  Wasser  ist  nach  Brunner^  zu  setzen: 

«8=  16,32(1  —  0,00187  t) (12). 

Hit  Räcksicht  auf  die  Veränderlichkeit  von  y  muss  die  Cohäsionsconstante 

j=z~ya^  in  noch  etwas  höherem  Grade  mit  wachsender  Temperatur  ab- 

»fhmen.  — 

Der  Fall  einer  unbenetzten  Rohrwand  ist  von  Wichtigkeit  nur 
^nn,  wenn  dieselbe  überhaupt  nicht  benetzt  werden  kann,  d.  h.  wenn  der 
R^dwinkel  q>  stumpf  ist.  Die  mittlere  Erhebungshöhe  h  wird  dann  nach 
OL  1;  negativ;  ihr  Absolutwerth,  nämlich 

—  a^  cos  CD       a^sinw  ^ ...    .      #  ^   «. 

r  r 

^deutet  dann  die  mittlere  Tiefe  der  convexen  Oberfläche  innerhalb  der 
Rohre  unter  der  horizontalen  ausserhalb  derselben.  Von  besonderem  In- 
tnesse  ist  diese  sogenannte  Capillardepression  für  Quecksilber  in 
Glasröhren  zur  Correction  der  Ablesungen  von  Barometern  und  Mano- 
ti^tem.  Diese  Ablesungen  beziehen  sich  aber  auf  den  Scheitel  der  Queck- 
filberkuppe,  und  um  dessen  Depression 


*  Pogg.  Ann.  Bd.  70,  S.  515. 
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U  =  t-f=—-r^-f 


u 


zu  erhalten,  muss  von  t  eine  Grösse  /  abgezogen  werden,  welche  durch  di^ 
Gestalt  der  Oberfläche  bestimmt  ist,  nämlich,  wenn  ^  die  Depression  «i^-r 
Randcnrve  bedeutet, 

f=t-'t^  =  t,-t^  —  (t,—  t)=/,—  it,—t) 1' 

=  dem  Ueberschuss  der  ganzen  Höhe  f^  über  die  mittlere  Höhe  t^  - ' 
der  Quecksilberkuppe  ist. 

Wenn  die  Weite  der  Röhre  eine  gewisse  Grenze  (etwa  5  Millim. 
nicht  überschreitet,  kann  die  krumme  Oberfläche  des  Quecksilbers  aii 
Kugclfläche  vorausgesetzt  werden-,  der  Radius  dieser  Kugelflächc  wäi« 
dann,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  22  erkennen  lässt, 

Fig.  SS. 


Q= 


9m<p 


f    und  die  Höhe  der  Quecksilberkuppe 


-*         .  .  ,      .  1  COSiT  ff 

Die  fragliche  Voraussetzung  ist  also  gerechtfertic*. '« 
lange  die  Höhe  f^  der  Kuppe  nahe  proportional  der  Rohrweite  gtfiiül'^ 
wird.  Folgende  Tabelle  enthält  einige  solche  zusammengehörige  Wrrtft 
von  r  und  /j  in  Millimetern  nach  Messungen  von  B^de. 


r 

/•, 

r 

r 

A 

• 

/i 

1             r 

0,199 

0,15 

0,7538 

1 

1,323 

0,70 

1      0.x--: 

0,57(5 

0,20 

0,3472 

1,771 

0,95 

'         0..\  .'  • 

1,025 

0,50              0,4878 

2,140 

1,00 

1        0,4*w . 

Die  entsprechenden  Werthe  von 

^  2 

r 

sind  freilich  sehr  verschieden,  jedoch  in  ganz  regelloser  Weise;  .i^*  H 

Mittolwerth  ergiebt  sich 

y/  =  5^>^  also  ff  ^  145" '' 

Indem  nun  das  Volumen  des  von  der  Quecksilberkuppe  gebildeten  hi* 
abschnitt«  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1 6) 

V=  ~^/,(3r«+/,«  =  J.T/,  (3r»  +  r»fy*^^), 
also  ihre  mittlere  Höhe 
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«.wenn  9)' =  55®  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  Gl. (15) 

/=  (1  —  0,545)/i  =  0,455/1  =  0,237  r 
ud  aas  GL  (14)  schliesslich 

to  = —  0,237  r (18). 

r 

I^ese  Depressionen  t^   der  Quecksilberkuppe  in  engen  Glasröhren  sind 

a.  A.  auch  von  Bö  de  gemessen  worden.    Einige  der  gefundenen  Werthe 

ykt  den  entsprechenden  Werthen  von  r,  ausgedrückt  in  Millimetern,  sind 

b  der  folgenden  TabeDe  enthalten;*  sie  beziehen  sich  auf  eine  Temperatur 

Kü  ungefähr  17^0. 


r 

to 

a'  sin  (f' 

r 

to 

a*  sin  (p' 

«'^92 
w)795 
«'.111 

101,90 
60,90 
43,75 

5,014  , 

4,843 

4,859 

0,199 
0,466 
0,621 

25,53 
11,03 

7,88 

5,090 
5,191 
4,985 

fte Tabelle  enthält  auch  die  nach  Gl.  (18)  berechneten  Werthe  von  ahinq>\ 
fcfPD  geringe  Verschiedenheit  ohne  ausgesprochene  Abhängigkeit  von  r 
«00  Gleichung  als  zulässig  für  geringe  Rohrweiten  bestätigt;  im  Mittel 
igit^bt  sich 

a^8in(p=bfi0',  mit  (p  =  bh^  also  «2=6,104 (19). 

Die  Kenntniss  der  Depression  t^  des  Quecksilbers  in  Glasröhren  ist  übri- 
»15  auch  für  solche  Fälle  Bedürfniss,  in  welchen  die  Rohrweite  zu  gross 
«.  als  dass  die  Quecksilberkuppe  mit  genügender  Annäherung  wie  ein 
ittgelabschnitt  berechnet  werden  könnte.  Für  solche  Fälle  sind  directe 
fc^^angen  der  Grösse  /  in  GL  (14)  besonders  werthvoU,  wie  ^ie  von 
hnger**  ausgeführt  wurden,  indem  er  auf  den  ebenen  Rand  der  oberen 
^effniing  einer  vertical  stehenden  und  ganz  mit  Quecksilber  angefüllten 
«hsröhre  eine  Glasplatte  deckte,  durch  Entfernung  derselben  die  Queck- 
fflj<*rkappe  sich  bilden  liess  und  die  Erhebung  ihres  Scheitels  über  die 
Undf'bene  der  Röhre  =  /  bestimmte;  denn  das  Quecksilbervolumen, 
Stiches  sich  hierbei  über  die  Randebene  der  Röhre  in  der  Mitte  erhob, 
'^'^e  natürlich  demjenigen  ringförmigen  Volumen  gleich  sein,  aus  welchem 


♦    x;. 


Nach  A.  Beer's  Einleitung  in  die  mathem.  Theorie  der  Elasticit&t 
■*  CapiUirität,  8. 135. 

••  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  serie  III,  t.  XXIV,  p.  501. 
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sich  unterhalb  jener  Ebene  das  Quecksilber  zurückzog,  und  war  al*yj  dir 
Erhebung  des  Euppenscheitels  über  den  Röhrenrand  =  dem  Ueberschn^ 
der  ganzen  über  die  mittlere  Höhe  der  Quecksilberkuppe.  Folgeud«  Ta- 
belle enthält  die  bei  einer  Quecksilbertemperatur  =  15^ C.  gefuDd'i.« u 
Werthe  in  Millimetern. 


2r 

f 

^ü 

2r 



f 

to 

2r 
i    13 

f 

• 

1 

0,178 

10,502 

7 

0,610 

0,916 

0,627 

»MtiO 

2 

0,310 

5,030 

8 

0,630 

0,705 

14 

0,610 

U.lJi 

3 

0,410 

3,150 

9 

0,639 

0,548 

15 

0,590 

1 

n.::'.' 

4 

0,486 

2,184 

10 

0,643 

0,425 

20 

0,495 

(H    1 

5 

0,544 

1,592 

11 

0,643 

0,328 

30 

0.355 

.'.'•: 

6 

0,548 

1,232 

;    12 

0,637 

0,253 

.    60 

0,178 

0.»n 

Diese  Messungen  bestimmen  auch  die  Constante  a^stnif    uuJ 

nach  Gl.  (14)  die  Depression  t^.    Je  weiter  nämlich  die  Röhre  i5t,  i-s 

mehr  nähert  sich  natürlich  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  gegen  die  )Ln 

hin  einer  Ebene  und  t^  der  Grenze  Null;  in  der  Grenze  wird/r  conr.* 

=  a^%in<p.    Die  Tabelle  lässt  nun  erkennen,  dass  schon  bei  einer  B': 

weite  von  30  Millim.  diese  Grenze  merklich  erreicht  wird,  indem  «itr  ►: 

sprechende  Werth  von  f  doppelt  so  gross  ist  wie  für  "Ir  =r  6i»  KlIo 

Also  ergiebt  sich 

a'^ün^'  =  30  . 0,178  =  5,34 i"» 

Die  hiermit  berechneten  Werthe  von 

5,34 


^0   = 


/•, 


welche  in  der  Tabelle  eingetragen  wurden,  sind  mit  den  Beoba-Ln*:! 
fehlem  der  Einzelbestimmungen  von  /  behaftet,  und  es  würde  /  ir  M 
gleicliung  derselben  am  rationellsten  sein,  jene  Werthe  t^  zun.jiL-'  i 
Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Coefficienten  J.  B 
einer  Formel  zu  benutzen,  welche  analog  der  Gl.  (10)  in  der  Foni' 

r 

angenommen  werden  könnte,  und  dann  schliesslich -mit  Hülfe  di'^:r  Y"^ 
eine  corrigirte  Tabelle  zu  berechnen. 

Zur  Vergleichung  mag  noch  die  folgende  Tabelle*  hier  PUu  r  ^ 
welche  Bouward  nach  Laplace  berechnete  und  welche  hiug  r:r  u 


*   Nach   Mousson's   „Physik   auf  Grundlage  der 
Bd.  I,  S.  265. 


.  i  A< 


rection  der  Ablesangen  maBometrischer  Instrumeute,  bei  denen  Qnecksilber 
ii  Glasrohren  die  manometrische  Flüssigkeit  ist,  seither  benutzt  wurde. 


'  '• 

1 
2r 

'o 

2r 

^0 

2r 

to        • 

2     4,560 

6 

1,148 

10 

0,420 

14 

0,160 

5     2.902 

7 

0,881 

11 

0,351 

15 

0,124 

1      2,039 

8 

0,685 

12 

0,260 

16 

0,097 

J      L505 

9 

0,535 

13 

0,205 

17 

0,075 

t 


18 
19 
20 


0,059 
0,043 
0,035 


Danger  (siehe  oben)  bestimmte  auch  die  ganze  Höhe/j  der  Qneck- 
llberknppe,  und  es  kann  namentlich  der  Werth,  welcher  für  die  Röhre 
bfi  60  Millim.  Durchm.  durch  die  Messung  gefunden  wurde,  in  Verbindung 
dt  dem  nach  61.(20)  schon  ermittelten  Werthe  von  a^stng/  zur  ange- 
Ikrten  Bestimmung  von  9'  und  a*  benutzt  werden.  In  diesem  Falle  ist 
fauch  tf^  =  0,  also  /^  =  ^^  und  somit  nach  §.  59,  Gl.  (4),  wenn  für  die 
hüte  der  Randlinie  q  den  Krümmungshalbmesser  der  zu  ihr  senkrechten 
biaJschnitte  (der  Meridiane)  der  krummen  Oberfläche  bedeutet, 

3 

?gen  Ä-  =  2  —  und  weil  die  Krümmungshalbmesser  der  die  Randlinie  be- 

r 

kreoden  Normalschnitte  =  -: — ?  sind.    Für  r  =  00  ist  /.   die  grösste 

smq) 

ipression  des  Quecksilbers  an  einer  ebenen  verticalen  Glaswand,  also 
ch  |.  62,  GL  (3) 

=r a y  1  — '. gin g)  =: ayi  —  cosq)'  =  1/  2«*«m*^=l/  a^siniptg    -\ 

Bit  ist  auch,  wenn  man  annimmt,  dass  q  bei  der  60  Millim.  weiten 
hre  denselben  Werth  hat  wie  bei  einer  ebenen  Wand, 


i  folgt  daraus  mit  a^iintp  -==.  5,34 


._.^34^» 

w         K^        2r 
tq  ^  = 

^    2  5,34 

lern  nun  Danger  /i  =  1,718  für  r  =  30  Millim.  fand,  ergiebt  sich 

5  34 
9' =  52^51',  also  a«  =  -^~,^6,70. 

9%n(p 
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Würde  nicht  p,  sondern  die  Maximaldepression  als  gleich  dir  di« 
60  Millim.  weite  Röhre  und  für  die  ebene  Wand  angenommen,  so  wirt 


f,=y  a^svn<pt9-^^  '^^2=5,34 


und  danach  mit  /^  =  1,718 

fl)'=570  52',  also  a^=  ^-^  =  6,31. 

stn  y- 

Die  wahren  Werthe  von  gp'  und  a*,  welche  diesen  Versuchen  entspreiba 
liegen  vermuthlich  zwischen  den  obigen  Zahlen  als  Grenzen.  —  Ricfatu 
würde  ^'  aus  der  Gleichung 

2        a  ^stn  (p 

gefunden,  wenn  darin  für  t  die  beobachtete  Depression  der  Rambs 
an  einer  verticalen  ebenen  Wand  und  für  a^nmp  der  anderweitig  %^ 
obigen  Angaben  bestimmte  Werth  gesetzt  wird. 

Uebrigens  ändern  sich  ^)  und  a*  sehr  merklich  schon  durch  gtn:: 
Unreinheiton  des  Glases,  durch  das  Anhängen  verdichteter  Luft  nn-i  ^t 
Feuchtigkeit  an  der  Oberfläche  desselben  und  durch  Oxydation  desyt««! 
Silbers.  Mit  wachsender  Temperatur  nimmt  a^sin  q:'  zu,  von  0®  bis  V  u 
Frankenheim  im  Verhältnisse  1: 1  +  0,0013  #.  — 

Von  der  Veränderlichkeit  des  Randwinkcls  läast  sich  di»  B 
Stimmung  der  Capillardepressiou  des  Quecksilbers  in  Glasröhreu  dadur 
unabhängig  machen,  dass  man  die  Höhe  A  der  Quecksilberkuppe  ,ini  Vi 
hergehenden  mit  /i  bozeichnet'i  in  jedem  einzelnen  Falle  besonder*  uj 
und  den  Randwinkel  als  Function  von  h  ausdrückt,  so  dass  dann  au«  b  { 
Depression  t^^  des  Scheitels  der  Quecksilberkuppe  als  eine  (aussird»  ■» ' 
von  der  Constanten  <i*  abhängige^  Function  von  r  und  h  erhalten  *« 
nämlich  nach  GL'vl4)  und  \\b) 

worin  fin  tf*  und  J^  —  f\  auf  Grund  einer  Annahme  in  Betreff  der  ^  't 
dor  QueoksiltK»robortlÄcho  durch  r  uud  h  auszudrücken  sind. 

Wird  zunächst  diese  Ohortiäche  als  Kugelfläche   vorausi«?5^t.t, 
ist  diVi  Volumen  dor  Queok>illKTkuppe 


uud  ihrt^  mittle rt^  Hohe 


r      k         h\ 

*  ,Tr'        t>  \  rV 
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W  h 

ferner  nach  GL  (16):  tg^  =  — 

2       r 


also 


9%nq)  = 


B»l  somit  nach  GL  (21) 


^  2 


2* 

r 


2rÄ 


•+<    >+r. 


r«+Ä« 


_    2a»A 


+l('+^:) 


t 


h 


2««  1  A^_  1 


Üttleren  Krümmungen 


(22). 

^«  +  Ä«   'er*       2 

bie^  Fonnel  kann  indessen,  wenn  die  Röhre  nicht  sehr  eng  ist,  nur  eine 
Sste  Annäherung  gewähren,  weil  in  der  That  die  Quecksilheroherfiäche 
■  Kande  stärker  gekrümmt  sein  muss,  als  am  Scheitel,  und  zwar  so,  dass 
lidi  Gl.  (2)  das  Product  aus  der  Constanten  a^  und  der  Differenz  der 

—  und  —  der  hetreffenden  Normalschnitte  =  der 
Pi  Po 

lippenhöhe  h  ist.  Behu&  einer  weiteren  Annäherung  werde  deshalb  diese 
^rfläche  als  ein  ümdrehungsellipsoid  vorausgesetzt  (Fig.  23),  dessen 

Halbmesser  am  Aequator:  OQ  =  x  und  in  der 
Axe:  08  =  y  sei;  dabei  sind  x  und  y  vorläufig 
unbekannt,  nur  ist  jedenfalls  «  ^  y.  Dieses 
£llipsoid  und  die  in  demselben  um  seine  Axe 
=2  y  als  Durchmesser  beschriebene  Kugel  wer- 
den von  horizontalen  Ebenen  in  Parallelkreisen 
geschnitten,  deren  Flächen  das  constante  Ver- 


X 


2 


hältniss  —z  haben;  dasselbe  Yerhältniss  haben 


8 


■at  auch  die  von  solchen  Ebenen  abgeschnittenen  Volumina,  und  es  ist 
ft)  das  Volumen  der  Quecksilberkuppe 


=  —  jih[ 


3r 


.2 


+  Ä» 


X 


2 


X' 


y8       6       \  y^ 


mos 


h^  X 


2v 


r*  y^ 


idnach  GL  (21) 


t 


h 


a^8tnq>'        1  h^  x^ 
1~  "^  -•*  t^ 


rh 


6  r' 


1 
2 


(23) 
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folgt.  Um  in  dieser  Gleichung  x^  y  und  tp  durch  r  und  A  anszudrflckvfl 
sind  drei  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich.  Zunächst  ü 
nach  der  Gleichung  der  Ellipse: 

!:!+<i^Jl!=. 

x^  y* 

Um  femer  den  Winkel  gp'  als  der  Tangeute  an  die  Ellipse  im  Punkte  J 
der  Randlinie  angehörig  zu  charakterisiren,  mag  der  bekannte  AumIix^ 
für  die  Subnormale  benutzt  werden,  wonacli 

x^                                      x^ 
NH  =  ^.OII,  d.  h.  r co^ y'  =  -  (y  —  Ä) :] 


.1 


ist.  Eine  dritte  Beziehung  liefert  die  oben  erwähnte  Gleichung  (2 ,  Ir 
nämlich  für  irgend  einen  Punkt  A  der  Handlinie  der  Krümmungsbalbi.  ^ 
des  dieselbe  berührenden  Normalschnitts  des  Umdrehungsellipsoids  - 
Normalen 

*        sing) 

und  der  Krümmungshalbmesser  der  Meridianlinie,  d.  h.  der  Ellipse?.  «•! 
I  die  Länge  des  dem  Halbmesser  OA  oo^jugirten  Halbmessers  OB  bou>.u: 

8*  x  y 

=^  —  oder  wegen  p  =^  -  2  auch  =  p*   - 
xy  V  J' 

ist,  80  ist  die  mittlere  Krümmung  der  betreffenden  Normalschnitte:        1 


wogegen  im  Scheitel  jeder  Krammungshalbmesser  eines  Normalschiiirt^ 

=    - ,  also  -  -=  -i 
y  Co      ^ 

iat;  lomit  hat  man  nach  61.(2) 

Setzt  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Normalsdmitte  im  Scher 
pnnkt  8 


X* 


—  =*p, 

y 


80  folgt  aus  Gl.  v24) 


r 


*  A       Ä«  1        2         r« 


*(>y     S'^y*^^''    y     h     h^kQ 
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md  somit 


21 Q       r^ 


2k  r 


W.  2S1  crh&R  dftdnrcb  die  Form 


.8 

7n' 


2, 


a'stntp         1 

+ 


hk 


2 
3 


(27), 


h  rÄ        '    3   remif' 

rorin  noch  it  and  9)'  vermittels  Gl.  (25)  und  (26)  zu  bestimmen  bleiben. 
iu  GL  (25)  folgt 


Iso  mit  (>  =:^ 


gm  ff 


k  -\-  eoBKp         r 
fdn  ff  k 


(28), 


iL-end  aach  Gl.  (26) 


2Qh 


2 


^'•^_l  +  ,._2 


a*«««9) 


«mg; 


2rÄ 


a- 


l+)fc2_ 


2 


(29; 


L  Durch  successive  Näherung  ist  nun  der  Werth  von  ^  so  zu  bestimmen, 
65  durch  denselben  und  durch  den  nach  Gl.  (29)  entsprechenden  Werth 
ü  Kff  der  Gl.  (28)  genügt  wird.  Auf  diese  Weise  findet  man  beispiels- 
lisf  mit  d*  =  6,5  (entsprechend  im  Mittel  den  oben  discutirten  Mes- 
Dgen  von  Danger)  die  folgenden  Werthe  von  t^  in  Millim.;  die  gleich- 
es beigefQgten  Werthe  von  h  lassen  erkennen,  in  welchem  Grade  die 
lecksilberoberfläche  von  einer  Eugelfiäche  £fbweicht 


r                h 

k 

«0 

r 

h 

h 

% 

]              0^ 

t      ,       0,5  . 
L»               1 

1,048 
1,157 
1,186 

5,040 
1,402 
2,341 

3 
3 

4 

0,5 

1 
1 

1,321 
1,349 
1,545 

0,577 
1,045 
0,508 

FOr  den  praktischen  Gebrauch  bequem  ist  eine  umfangreiche  Tabelle, 
khe  DelcroB  nach  Formeln  berechnet  hat,  die  von  Schleiermacher 
s  besonderen  Versuchen  abgeleitet  wurden.  Der  folgende  Auszug  aus 
»ser  Tabelle*  lässt  eine  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den 


*  Koo^eauz  M^moires  de  Tacad.  roy.  de  Bruxelles.  t.  XIY. 
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SO  eben  nach  den  Gleichungen  (27)  bis  (29)  für  einige  Fälle  berechnetei 
Depressionen  Iq  erkennen-,  durch  eine  kleine  Aenderung  des  zuvor  ang« 
nommenen  Werthes:  a^  =  6,5  liesse  sich  die  Abweichung  noch  wesentikj 
vermindern. 

Capillardepression  des  Quecksilbers 
in  Glasröhren  nach  Schleiermacher  und  Delcros. 


Halbm. 

der 
Röhre. 


Höhe   der   Quecksilberkuppe. 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4      0,5 


0,6      0,7 


0,8      1,0       1,2  !  1,4     1 


1,0 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 
3,0 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 
4,0 
4,2 
4,4 
4,6 
4,8 
5,0 


1,268 

0,876 

0,638 

0,484 

0,378 

0,302 

0,245 

0,203 

0.170 

0,143 

0,122 

0,105 

0,091 

0,079 

0,069 

0,060 

0,053 1 

0,047' 

0,042 

0,037 

0,033 


2,460 
1,715 
1,256 
0,955 
0,747 
0,598 
0,487 
0,403 
0,337 
0,285 
0,243 
0,209 
0,181 
0,157 
0,137 
0,120 
0,106 
0,094 
0,083 
0,074 
0,065 


3,516 
2,484 
1,836 
1,404 
1,103 
0,885 
0,723 
0,599 
0,502 
0,425 
0,362 
0,312 
0,269 
0,234 
0,205 
0,180 
0,158 
0,140l 
0,124 
0,110 
0,098 


,396 


4  - 


3,162 

2,363 

1,820 

1,437 

1,158 

0,948 

0,787 

0,661 

0,560 

0,478 

0,412 

0,356 

0,310 

0,271 

0,238 

0,210 

0,185 

0,164, 

0,146; 

0,130' 


5,085 
3,728 
2,825 
2,196 
1,746 
1,413 
1,161 
0,966 
0,813 
0,691 
0,591 
0,509 
0,441 
0,384 
0,336 
0,295 
0,260 
0,230 
0,204 
0,181  ] 
0,161j 


4,190 

3,218 

2,528J 

2,024! 

1,648 

1,360 

1,135 

0,958 

0,815 

0,698 

0,602 

0,523 

0,455 

0,399 

0,350 

0,309 

0,273  j 

0,242 

0,215l 

0,192' 


3,542 
2,812 
2,270J 
l,859j 
1.541! 
1,292| 
1,093' 
0,932 
0,800 
0,691 
0,60lj 
0,524 
0,459; 
0,404! 
0,356; 
0,315 
0,28(K 
0,249; 
0,221' 


3,050 

2,483 

2,046 

1.705 

1,436 

1,218! 

1,041, 

0,896; 

0,776! 

0,675! 

0,590| 

0,517 1 

0,455' 

0,402i 

0,356; 

0,316; 

0,281 

0,250! 


2,348 
1,978 
1,680 
1,436; 
1,235 
1,068 
0,928 
0,810 
0,710 
0,624 
0,551 
0,487 
0,432 
0,384 
0,342 
0,305 


1,866     - 
1,6C>?>     -- 
1,302  IJJll 
1,210  IJiJ-J 
l,0ö7  l.l»il  U 
0,926  1,<.»-J1  !  ■ 
0,814  0,i<ia    i 
0,71^  i»,7l»T    ^ 

0,635 1».7«  ♦:   : 

0,563  0,6::-    i 

o,5<H.M  »,;>:»'• 
0,445  C^4t^ 

0,3<*7o.44* 
0,354  <».::•- 


Alle  Dimensionen  sind  dabei  in  Millimetern  ausgedrückt  vorau>;.'  - 1 
Der  Werth  von  (q^  welcher  dieser  Tabelle  entnommen   oder    u:». ' 
obigen  P'ormeln  berechnet  werden  kann^  wenn  man  die  Weite  »ivr  ««k 
röhre  kennt  und  die  jeweilige  Höhe  der  Quecksilberkuppe  ^om«-^-  : 
ist  bei  dem  Gebrauch  manometrischer  und  ähnlicher  Instmiuente  :l 
beobachteten  Länge  der  bis  zum  Scheitel  der  Kuppe  gerechnett^o  v 
silbersäulo  zu  addircn,  um  sie  mit  Rücksicht  auf  den  £iiiflii?v$  dir  i  . 
larität  zu  corrigiren. 


ia 
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§.64.  Tropfen  und  Blasen. 

Ein  Flüssigkeitstropfen  auf  einer  trockenen,  horizontalen 
ebenen  Fläche  hat  im  Gleichgewichtszustände  offenbar  die  Gestalt  eines 
Mrehangskörpers  mit  verticaler  Axe,  falls  die  Oberflächenbeschaffenheit 
üeser  festen  Unterlage,  ebenso  wie  die  der  Flüssigkeit,  also  auch  der 
Ramkinkel  9  ringsum  gleich  ist.  Jenachdem  der  letztere  spitz  oder  stumpf 
it,  hat  der  (halbe)  Meridiandurchschnitt  die  Form  der  oberen  oder  unteren 
lir.  iM.  Ist  2  die  Höhe  des  Scheitelpunktes  S  über  dem  beliebigen  Punkte 
Fig.  8c  ß  ^ej.  Oberfläche,  so  muss  im  Gleichgewichtszu- 

jC^^ 15    Stande  der  normal  einwärts  gerichtete  Cohäsions- 

— ^ "^  druck  bei  ^  denselben  bei  8  um  72  übertreffen, 

wenn  wieder  7  das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit 
bedeutet;  sind  also  q  und  q'  die  Krümmungshalb- 
^  messer  der  Hauptschnitte  bei  J9,  i?  dieselben  für 
alle  Normalschnitte  bei  8,  so  hat  man  mit  Rücksicht 
auf  §.  59,  Gl.  (4) 


ß^  +  7^ 


ß 


a 


8 


i  wenn  wieder   -  =  «  gesetzt  wird, 

7        2 


t^BR  der  Halbmesser  des  betreffenden  Parallelkreises,  &  der  Winkel, 
«r  welchem  die  Tangente  BT  gegen  die  Horizontalebene,  also  die  Nor- 
le  BX  gegen  die  Axe  NS  geneigt  ist,  und  bedeutet  q  den  Krümmungs- 
btnesser  der  Meridianlinie,  so  ist 


Q=BN 


X 


sin  d' ' 


geu 


aoch 


(1). 


du  dx 


dx 


dB-       cos  »9-  dfh       d  sin  /^ 


2  V 


dsinO-       sind-        2 
Ix'  '^  ~x     ""  it'. 


a 


d  (x  sin  {^)        1 

d(x^     ""äJ 


(2). 


Dieselben  Ausdrücke  gelten  offenbar  auch  für  den  umgekehrten  Fall 


'ju*hof,  theorei.  Mftscliinenlehre.   I. 
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einer  Blase,  welche  von  einer  Flüssigkeit  unter  einer  ihr«  Ober- 
fläche berührenden  ebenen  Deckplatte  gebildet  wird,  Dalls  yti* 
z  die  Höhe  des  beliebigen  Punktes  B  der  Blasenoberfi&che  über  ihru 
Scheitel  S  bedeutet;  wie  Fig.  25  zeigt,  entspricht  hier  dem  spitzen  Rui- 
Fig.  25.  Winkel   eine  ähnliche  Form  des  MeridianschniM>s 

wie  dem  stumpfen  Randwinkel  des  Tropfens  cij 

umgekehrt.    Der  normal  einwärts  gerichtete  ( t.L. 

sionsdruck  bei  £  muss  hier  zwar  um  den  Bt^r.. 

Njy^  /  I      yz  nicht  grösser,  sondern  kleiner  sein,  als  derjt-ni^- 

^^^ [^   bei  Ä,  allein  jener  Cohäsionsdruck  selbst  ist  Li-' 

wegen   der   nach   aussen  concaven  statt   comtvt 

/ 1         1  \  1* 

Krümmung  =  —  ß  y [-     ,)  resp.  =   —  ,^  ^ 

wenn  die  Krümmungshalbmesser  absolut  verstanden  werden,  wie  Inn  c- 
obigen  Umformungen  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde. 

Die  Gl.  (2)  führt  zu  einem  bemerkenswerthen  Ausdruck  fftr  dxs  A 
lumen  V des  Tropfens  oder  der  Blase.    Es  ist  danach  nämlich  jIL  * 
mein  das  Volumen  ^  des  Abschnitts  von  der  Höhe  i,  erhalten  dar^h  :j{ 
Ebene  des  Parallelkreises  mit  dem  Halbmesser  x^ 


a  s- 


t  X  JTr 

^  z=r  jjtx^dz  =  jrx^  z  —  j€  jz  d{x^)  =^  31  xH — jta^  j\  d{x»iH  9^  — 

0  0  0    *- 

=rjtx*z — jra^lo'smd' — -   j. 

Ist  also  h  die  Höhe  SJF  des  ganzen  Tropfens  oder  der  Blase,  r  der  Ux:^ 
messer  A  W  der  Randlinie,  so  ist  (mit  ^  =  9  im  Falle  des  Trofifen^  r>  ^\ 
^  =  180®  —  9)  im  FaUe  der  Blase)  | 

Indem  das  Volumen  eines  Tropfens  sehr  genau  durch  Wft^ni:  i 
stimmt,  ausser  r  und  h  auch  der  Randwinkel  9)  gemessen  werden  kmasL  H 
lässt  sich  diese  Formel  zur  Bestimmung  der  Constanten  «*  benau-  ' 
freilich  mit  einer  vom  Krümmungshalbmesser  B  im  Scheitel  herrfthr^-:  \ 
Unsicherheit,  sofern  nicht  etwa  der  Tropfen  gross  genug  ist,  oin  if  -  << 
setzen  zu  dürfen. 

Quincke  fand  z.  B.  das  Gewicht  eines  Quecksilbertropfeii&.  vt  1  I 
in  luftverdünntem  Räume  auf  einer  horizontalen  Glasplatte  lag,*  =  :f  7.^  •  1 


*  roggendorff*8  Annalen,  Bd.  105.    Siehe  auch:  A.  Beer,  ESmJr 
in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticitat  und  CaptllaritiU  S.  1 U 


■  • 
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f  =  13,99  und  h  =  3,6öÖ  Mülim.,  9>  —  128®  36', 

üfraer  den  Halbmesser  r^  des  grössten  Parallelkreises  und  die  Höhe  des 
Jdieitels  S  über  seiner  Ebene : 

rj  =  14,355  und  Ä^  =  2,783  Millim., 

foBch  die  Höhe  //  des  Scheitels  über  demjenigen  Parallelkreise,  dessen 
lalbmesser  im  oberen  Theil  des  Tropfens  =  r  war, 

A'=  1,856  Millim. 

FeflD  der  Yersuchstemperatur  von  17®  C.  entsprechend  die  Dichtigkeit  des 
jcecksilbers  =  13,593  gesetzt  wird,  ergiebt  sich 

27  8452 
V  =  1000  ^i^^  =  2048,5  Cubikmillim. 

•8  R  betrifft,  so  wäre,  wenn  man  den  ganzen  oberen  Theil  des  Tropfens 
« der  Höhe  h^  als  ein  halbes  Umdrehuugsellipsoid  betrachten  dürfte, 

R  =r  7     =  74,04  Mülim. 

« W^erer  Werth  ergiebt  sich,  wenn  nur  der  oberste  Theil  des  Tropfens 
B  der  Höhe  h'  als  Abschnitt  eines  Umdrehungsellipsoids  betrachtet  und 

-^  -. — ?  gesetzt  wird,  unter  k  und  9)'  die  Grössen  verstanden,  welche 

4  Gl.  (2S)  und  (29)  im  vorigen  §.  den  Bedingungen  entsprechen: 
k-{-coj(^'        r  ,     ,  2rh' 


'  1 


Sttlff 


fij»det  man  mit  a*=6,5 

it  =  3,6255     w»  9)' =  0,588  •,     i2  =  86,25. 

r  auch  dieser  Werth  von  JK  ist  jedenfalls  noch  zu  klein,  weil  nach  den 
bdcfatungen  Dangers  (§.63)  schon  für  r=20  Millim.  Ä  =  cx)  gesetzt 
len  kann.  Wird  etwa  die  Annahme  der  ellipsoidischen  Form  des  oberen 
ib  der  Tropfenoberfläche  bis  zu  r=5  Millim.  als  zulässig  erachtet,  so 
^r  solche  Werthe  von  r,  welche  zwischen  den  Grenzen  5  und  20  Millim. 
ü.  die  Krümmung  der  Scheitel-Normalschnitte 

«•tecn,  unter  /(r)  eine  Function  von  r  verstanden,  welche  bei  stetig  in 
lif'in  Sinne   stattfindender  Veränderlichkeit  innerhalb  der  fraglichen 

mrn  den  Bedingungen 

23* 
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A5)=l;    /(20)  =  0 
eutspricht.    Die  einfachste  solche  Function  ist 


6Ö       300  " 
so  dass  nun  für  5  <[  ^  <C  ^0  mit  jedenfalls  schon  erheblicher  Ann&heriuic 


R  X-     \     '    60       300/ 

und  insbesondere  im  vorliegenden  Falle 

-  =  — .  0,58076  =  0,0942 

R       3,625      '  ' 

gesetzt  werden  kann.    Damit  folgt  dann  aus  Gl.  (3) 

tn  —-  V 
tf «  =  —  -  -     -      =  6,583 

in  befriedigender  Uebereinstimmung  mit  anderweitigen  Bestimmungen  die« 
Grösse.  — 

Wenn  der  Tropfen  oder  die  Blase  eine  so  grosse  Ausdehnimg  kl 
dass  nicht  nur  die  Krümmung  im  Scheitel  ==  Null  zu  setzen  ist^  sonda 
auch  an  jeder  anderen  Stelle  die  Krümmung  der  zur  Meridianlis. 
senkrechten  Normalschnitte  vernachlässigt  werden  kann,  dann  i 
nach  Gl.(l)  einfach 


2p 


d%  dz  —  dz 

oder  mit  e  = -- = -r-— TT  = 


d(^       ifin^d»       dcosd' 

2zdz  =  —  a^  dcosd' 

und  folglich,  weil  z  =  0  und  ^  =  0  zusammengehörige  Werthe  sind, 

a«  =  a«(l— CM^) 1 

Daraus  ergiebt  sich  die  Höhe  z  =^  h  eines  grossen  Tropfens  mit  9^  -^  ■ 
einer  grossen  Blase  mit  ^=180^  —  g),  also 

h  =  ayi^eosg) ♦ • 

streng  genommen  ist  dieses  h  die  Grenze,  welcher  sich  die  Höhe  tfii 
Tropfens  oder  einer  Blase  bei  ohne  Ende  wachsendem  Dnrcbmesser  ri 
nehmend  nähert 

Wenn  im  Falle  der  Blase  die  ebene  Deckplatte  von  der  FlOssKkti 
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litfat  nur  benetzbar,  d.  h.  q>  spitz  ist,  sondern  wirklich  benetzt  wird,  also 
f  —  Null  ist,  ergiebt  sich  die  Höhe  der  Blase 

h  ^  a^2 (7). 

I       Wenn    wieder  mit  k^   der  Höhenunterschied  des  Scheitels  und  der 
tl^oatorebene  (der  Ebene  des  grössten  Parallelkreises)  des  von  einer  nicht 

t^  fzenden  Flüssigkeit  gebildeten  Tropfens  oder  der  yon  einer  netzenden 
ässigkeit  gebildeten  Blase  bezeichnet  wird,  ist  nach  Gl.  (5)  mit  ^  =  90® 

Aj  =  fl (8). 

Durch  die  Messung  von  h^  and  h  findet  man  also 

a  =  \  und  -\-  costp  ^=  (  —  )  —  1. 

Das  Yolumen  eines   grossen  Tropfens  oder  einer  solchen  Blase  ist 
GL  (3)  mit  Rücksicht  auf  GL  (6) 

sin  g> 


V  =  jtr*h  —  jrrh' 


1  -{.  cosq) 


oder  far  den  Tropfen:      F  =  jrr^hil —     ^^^9^)  ] 

....  .  (9). 
und  für  die  Blase:      V  =  jtr^h  (l ^  o) 

Das  Yolumen  einer  grossen  Blase  unter  einer  benetzten  ebenen 
itte  (^  =  0)  ist 

Messungen  an  Tropfen  sind  namentlich  von  Quincke  zur  Bestimmung 
In  a  and  9),  also  der  Constanten 

ß=--a^Y  jiad  a=ßeo8g> 

iBatzt  worden.'  Für  Wasser  an  einer  reinen  trockenen  Glasfläche  ergab 
^  <p  =  25^  30';  nach  anderen  Bestimmungen  soll  in  diesem  Falle  9)  bis 
D^  and  darüber  betragen  können. 


,65     Modllleation  des  hydrostatisehen  Druekes  durch  Moleknlarwirkung. 

^  Baas  der  Druck  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  auf 
ke  theüweiae  eingetauchte  feste  Fläche,  an  welcher  somit  die  Flüssigkeit 
Uoben  oder  niedergedrückt  ist,  eben  dadurch  merklich  modificirt  werden 
pnii  giebt  sich  besonders  durch  die  Anziehung  oder  Abstossung  zu  er- 


I 
■ 
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kcuncn,  welche  zwischou  einem  auf  einer  Flüssigkeit  schwimmendea  KOrp« 
und  der  Gefösswand  oder  zwischen  zwei  solchen  Körpern  bei  einer  ^ti 
wissen,  nämlich  solchen  Annäherung  stattzufinden  scheint,  dass  die  Unc 
der  Gefässwand  und  in  der  Umgebung  des  schwimmenden  Körpers  n-j 
die  um  beide  Körper  herum  deformirten  (gekrümmten)  Theile  der  Ir»  i 
Flüssigkeitsoberfläche  gegenseitig  in  einander  übergehen.    Diese  AVirkni 
welche  als  Anziehung  erscheint,  wenn  die  Flüssigkeit  an  beiden  Küq» 
gehoben  oder  an  beiden  niedergedrückt,  dagegen  als  Abstossung,  wenn  • 
an  dem  einen  gehoben  und  am  anderen  gesenkt  ist,  hat  z.  B.  die  l>t>kai.:i 
Erscheinung  zur  Folge,  dass  viele  kloine  gleichartige  Körper,  woIcIm»  j: 
einer  Flüssigkeit  schwimmen,  bei  wiederholten  regellosen  Störungen  • 
Gleichgewichtes  sich  allmählig  zu  zusammenhängenden  Gruppen  vereinig 
die  an  der  Gefässwand  haften,  wenn  auch  zwischen  dieser  und  der  F 
sigkeit  eine  Molekularwirkung  von  gleicher  Art  stattfindet  wie  z^i^. 
der  letzteren  und  den  schwimmenden  Körpern. 

Zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  im  Allgemeinen  und  zupKioh  i 
Grundlage  zur  Beurtheilung  ihres  wesentlichsten  Wirkungsgesotz*^  izk  i  nj 
die  nähere  Betrachtung  des  einfachsten  Falles  zweier  ebenen  PlatT 
AH  und  A^^Ifi  (Fig.  26),   welche   vertical   in  kleiner  Entfernn^ 
Fig. 26.  und    parallel    mit    einander    theilwci>< 

eine    Flüssigkeit    eingetaucht    sind,    ö- r 
freie  Oberfläche,  soweit  sie  horizontal  isU  mit  i 
Ilorizontalebene  JFITj^  zusammenfalle.     Die  r»r» 
=  b  der  Platten  sei  so  groSvS,  dass  die  zv^i«*. -i 
ihnen   gehobene    oder  gesenkte  Flüssigkt*it>o» 
fläche  (in  der  Figur  und  bei  der  folgoudt'u  V 
Wickelung  ist  der  erstere  Fall  voransposot/ ♦ 
Wesentlichen  als  eine  Cylinderfläche  mit  hi»r. 
taler  Erzeugenden  gelten  kann;  übrigens  seien  sie  von  den  GefiLssM.i-j« 
oder  von  anderen  festen  Körpern  so  weit  entfernt,  dass,  wenn  sie  im  ^ 
ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen  unendlich  wenig  verschoben    yfirM 
dadurch  die  Gestalt  und  Höhenlage  der  freien  FUlssigkeitsoberflilrh- 
zwischen  ihnen  eine  unendlich  kleine  Aenderung  erfährt,  nicht  a>H  - 
ihren  äusseren  Seiten.   Gesucht  wird  die  Kraft,  womit  dieFIü>>ii:k 
auf  die  Platte  Alf  in  normaler  Richtung  wirkt.    Ist  diosollH*  ^ 
positiv  im  Sinne  i/Hj,  so  kann  durch  die  entgegengesetzte  Kraft  P  ( Fic.  'J^ 
im  Sinne  //j// auf  die  Platte  wirkend,  das  Gleichgewicht  hergestellt  woiti 
falls  diese  Platte  nur  horizontal  in  normaler  Richtung  bewegliclL,  dio  and« 
^|7/,    dagegen  unbeweglich  vorausgesetzt  wird,  und  es  wird  die  linH 


^/ 

R 

'-^^^.^ 

A 

^ 

0 

— 

H 

./ 

a, 
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^eser  Krait  P  gefunden,  indem  man  ausdrückt,  dass  fOr  eine  unendlich 
kleine  normale  Verschiebung  RI=  6x  der  Platte  AH  im  Sinne  HM^  die 
NDome  der  Arbeiten  aller  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  =  Null 
i^  Diese  Arbeiten  sind:  die  Arbeit  der  Kraft  P 

==-Päx (1), 

fkTDfr  die  Arbeit  der  Schwere  und  endlich  die  Molekulararbeiten,  welche 
doTüh  die  Grössenänderung  von  Wandoberflächenschichten  und  von  freier 
(>berfiächenschicht  der  Flüssigkeit  verursacht  werden. 

Da  die  Randlinien  an  beiden  Platten  nach  wie  vor  horizontale  Linien 
viiD  der  Länge  h  bleiben  und  auch  die  Randwiukel  constant  vorausgesetzt 
wt-rden,  so  wird  das  Gewicht  oder  Volumen  der  gehobenen  Flüssigkeit  nach 
j.ßl,  GL(3)  durch  die  vorausgesetzte  virtuelle  Verrückung  nicht  geändert; 
die  Arbeit  der  Schwere  besteht  nur  darin,  dass  der  Querschnitt  der  zwischen 
ien  Platten  gehobenen  Flüssigkeit  von  ÄA^HH^  in 

ilaieht.  Diesen  Uebergang  kann  man  sich  dadurch  vermittelt  denken, 
he  zunächst  die  Flüssigkeit,  deren  Querschnitt  ACHI  ist,  indem  sie  sich 
laeodHch  ausbreitet,  bis  zur  Horizontalebene  EH^  niedersinkt,  und  dann 
ffw'der  bis  zum  Querschnitt  BB^  CA^  gehoben  wird.  Die  Arbeit  der  Schwere 
«i  jenem  Niedersinken  ist  bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Mnung 

=  \7h^Hx (2), 

at^T  7  das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit  und  unter  %  die  Erhebungshöhe 
iH  der  Randlinie  an  der  Seitenfläche  der  ersten  Platte  verstanden,  welche 
er  zweiten  zugekehrt  ist.  Die  Schwerearbeit  bei  der  Erhebung  der  frag- 
zUn  unendlich  kleinen  Flüssigkeitsmenge  von  der  Ebene  HH^  bis  zum 
tBersdmitte  BB^  CA^  ist  deijenigen  gleich  zu  setzen,  welche  einer  solchen 
khebung  der  ganzen  zwischen  den  Platten  bei  ihrem  veränderten  Ab- 
ttade  erhobenen  Flüssigkeit  entspricht,  wobei  die  eine  Randlinie  um  CB^ 
k  andere  um  A^B^  hinaufrückt,  während  die  Gestalt  der  Oberfläche  nur 
Bh'ndlich  wenig  sich  ändert.  Indem  aber  diese  ganze  gehobene  Flüssigkeit 
üch  $.  61  von  zwei  Kräften  getragen  wird,  welche,  in  den  Randlinien  an- 
Teifend,  nach  CB  und  A^B^  gerichtet  =  ah  und  a^h  sind,  unter  a  und  a^ 
^  im  Allgemeinen  verschiedenen  Adhäsionsconstanten  für  die  beiden 
i^ten  verstanden,  muss  auch  die  fragliche  Schwerearbeit  der  entsprechenden 
lii>eit3summe  dieser  beiden  Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  also 

=  —  ah .  CB  —  a^b  .A^B^ (3) 
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sein.  Was  endlich  die  Moloknlararbeiten  betrifft,  so  ist  mit  RQcksicbt  aof 
die  Bedeutung  der  Constanten  ß  und  a  resp.  a,  nach  §.  59  und  §.  CO  di^ 
jenige,  welche  der  Neubildung  von  Wandoberflächeuschicht  =  b{Bl—ÄH 
=^  h.DB  an  der  ersten  und  h,A^B^  an  der  zweiten  Platte  entspricht 

=  ah.l)B-\-aib,A^B^     J, 

sowie  diejenige,  welche  der  Verwandlung  von  freier  OberflächcnschKUt 
=  h{AC — HI)  in  homogene  Flüssigkeit  entspricht, 

=^ßb(AC—HI) : 

Die  Summe  der  Arbeiten  (1)  bis  (5)  -=^  Null  gesetzt  giebt 

^P6x+  lYbz^6x  —  ah.CI)  +  ßb(AC—HI)  =  0 

oder  mit  a  =  ßco8(p  nach  §.60,  Gl.  (1)  und 

ffl  =  dar,      CD  =  dx  cotg  Gn,     AC  =  - .  — 

stn<p 

V2'  '    8m<p    ^  sing)       V  \2 '      ^  ^         ^ 

oder  endlich  mit  «« ^^  2  *    nach  §.  62,  GL  (1 ; 

7 

und   wenn  h  ^-^  a  "VI  —  »in <p  nach  §.  62,  GL (3)  i 

den  Werth  bedeutet,  welchen  2  bei  so  grosser  Entfernung  der  Platti 

haben  würde,  dass  die  Oberfläche  AA^  theilweise  mit  der  Horizontal* b»-! 

HH^  zusammenfiele. 

Wenn  das  Vcrhalteu  der  Flüssigkeit  gegen  beide  Platten  von  clM«h( 
Art  ist,  d.  h.  wenn  a  und  a,  einerlei  Zeichen  haben,  der  Randwinkol  an  b* '.  k 
Platten  spitz  oder  an  beiden  stumpf  ist,  so  wird  die  Erhebung  odiT  ^ 
kuDg  der  Flüssigkeit  an  jeder  Platte  durch  den  Einfluss  der  anden^n  vfl 
grössert;  es  ist  dann  s*>ä*,  F  positiv,  d.  h.  die  Flüssigkeit  wirkt  r\\i 
Platten  so,  als  ob  dieselben  sich  gegenseitig  anzögen.  Umgekehrt  u'tM 
es  sich,  wenn  a  und  «^  entgegengesetzten  Zeichens  sind.  Dieser  Nfrhi 
behält  offenbar  seine  Gültigkeit  auch  bei  anders  gestalteten  KöqwTiL  ^ 
schon  der  Ent Wickelung  eines  Ausdrucks  für  die  resnltirende  Hi>r:'«'tu 
kraft  F  sich  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegensetzen  auct^n 
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IL    Gleichgewicht  der   Luft. 

§.  66.  Allgremeine  Bemerkangren. 

Während  nach  den  in  §.  53  aufgestellton  aUgemeinen  hydrostatischen 
it^izen  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichts  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
von  cQDstanter  specif.  Masse  (i  an  die  Bedingung  der  Existenz  einer  Kraft- 
foDction,  d.  h.  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die  rechtwinkeligen 
i'mnpoQenten    X,    F,    Z  der   beschleunigenden    Massenkraft    im  Punkte 

ir,  y,  z)  =  den  beziehungsweise  nach  x^  y,  z  genommenen  Differentialquo- 

* 

tienten  einer  gewissen  Function  U  der  Coordinaten  sind: 

hu  hu  hu 

^  Xdx+Ydf/-{-Zdz  =  dU, 

*»  es  insbesondere  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Richtungslinien  der  £rag- 
fefcen  Kräfte  durch  feste  Punkte  (Punkte  von  festen  Lagen  gegen  die 
Wlinatenaxen)  gehen  und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Abstände 
00  diesen  festen  Punkten  sind,  ist  das  Gleichgewicht  luftförmiger  Flüssig- 
eiU'Q  zwar  nicht  uothwendig  an  diese  Bedingung  gebunden,  indessen  doch 
idi  nar  in  diesem  Falle  von  grösserem  Interesse.  Wird  also  auch  hier 
»Existenz  einer  Kraftfunction  vorausgesetzt,  so  sind  nach  §.53 

ipr  e  verschiedene  Constante  verstanden,  die  Gleichungen  der  Niveau- 
&cheu,  und  dieselben,  charakterisirt  durch  den  Umstand,  dass  die  resul- 
ipode  Massenkraft  F  in  allen  ihren  Punkten  normal  zu  ihnen  gerichtet 
u  md  zugleich  Flächen  gleicher  Pressung  p  und  specifischer 
asHe^,also  auch  gleicherXemperatur  t  und  überhaupt  gleichen 
irmezustandes.  Dieser  letztere  Umstand  knüpft  die  dauernde  Erhal- 
te des  zu  irgend  einer  Zeit  stattfindenden  Gleichgewichtes  an  die  (streng 
ioinmeu  freilich  selten  erfüllte)  Bedingung,  dass  die  Temperatur  ent- 
ilfT  in  der  ganzen  Masse  dauernd  gleich  und  somit  Wärmeleitung  ganz 
«esrhiossen  ist,  oder  dass  letztere  nur  in  normaler  Richtung  gegen  die 
vt^nflächen  and  in  allen  Punkten  derselben  Niveaufläche  mit  gleicher 
d  «onstanter  Geschwindigkeit  der  Art  stattfindet,  dass  die  Flüssigkeits- 
licht  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Niveauflächeu  in  irgend 
ler  Zeit  an  die  einerseits  angrenzende  Schicht  ebenso  viel  Wärme  ab- 
'bt  wie  sie  von  der  andererseits  angrenzenden  empfangt. 
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Was  z.  B.  das  eventuelle  Gleichgewicht  der  Erdatmosphäre  betrifft 
so  werde  die  Erde  als  eine  aus  concentrischen  Schichten  von  gleichformic'  i 
Dichtigkeit  hestehcnde  Kugel  betrachtet,  ihr  Mittelpunkt  als  Anfangspuuki 
der  Coordinaten  und  ihre  Rotationsaxe  als  Axe  der  z  angenommen,  währ«»'^ 
die  Axen  der  x  und  der  y  in  der  Aequatorebene  fest  liegen.  Dann  i« 
für  einen  beliebigen  Punkt  (x^  y,  z)  der  Atmosphäre  in  der  Entf(>muiu 

r  z:^  y.r*-|-y^-f-2*  vom  Mittelpunkt,  wenn  /  eine  Constantc  and  a  dfc 
constanto  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bedeutet, 

T     r  TT  T*    r 

Es  giebt  also  eine  Kraftfunctiou,  und  zwar 

Die  Niveauflächen  sind  Umdrehungsflächen  mit  der  Erdaxe  als  gt^m»  r 
schaftlicher  Axe;  ist  g)  die  geographische  Breite,  d.  h.  dtr  Winkel  «t-i 
Leitstrahls  r  mit  der  Aequatorebene,  so  sind  ihre  Gleichungen  ro>i».  ii 
Gleichungen  ihrer  Meridianlinieu  in  Polarcoordinatcn:  ! 

f       1 

TT  ^^      -\-      o)^ r^  cos'^ rp  ^^  c J 

T        2  I 

Indem  aber  die  Wärmemittheilung  von  aussen,  insbesondere  von  der  S^ui 
nicht  ringsum  gleichförmig  und  normal  zu  diesen  Flächen,  sondern  eiu^*  \% 
stattfindet,  kann  sich  thatsiichlich  die  Erdatmosphäre  niemals  im  Gloi^Kcl 
wicht  befinden;  wenn  gleichwohl  ein  solches  für  gewisse  l'ntorsuchnuj^ 
vorausgesetzt  wird,  so  können  die  Resultate  derselben  stets  nur  aaf  aui 
näherte  Gültigkeit  Anspruch  machen. 

Für  die  Pressung  p  hat  man  nach  §.  53,  Gl.  (9) 

dp  ^z^  H  ,dU, 

Hierdurch  und  durch  die  Beziehung,  welche  je  nach  der  Art  der  FlüNM;:k< 
zwischen  p^  der  specif.  Masse  y.  und  der  TenT])eratttr  t  rcsp.  der  ahs^Unti 
Temperatur  T  stattfindet,  ist  (nach  Elimination  von  fi)  die  ProasonL-  i 
Function  von  U  bestimmt,  wenn  die  Temperatur  als  solche  ge|rolK*u  \ 
Insbesondere  für  ein  Gas  oder  Gasgemouge  hat  man,  wenn  R  eine  Couma^ 
und  V  das  specif.  Volumen  bedeutet,  i 

pv—RT  oder  p  =  (tgRT^ 
also 
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1  rdü 

RJ    T 


dp        dU       ,  1   ( du  , 


i'iltei  ist  ^  als  Constauto  vorausgesetzt,  nämlich  als  die  Beschleunigung, 
felebe  einer  bestimmten  Masse  (der  Masse  eines  Cubikdocimeters  Wasser 
im  Zostande  grösstcr  Dichtigkeit)  durch  eine  beistimmte  Kraft  (1  Kgr.)  er- 
thcilt  wird. 

Darch  die  Pressung  in  jedem  Punkte  ist  auch  der  hydrostatische 
I'ruck  auf  eine  ausgedehnte  Fläche  bestimmt,  insbesondere  auch  der 
I»rnck  auf  die  Oberfläche  eines  festen  Körpers,  der  sich  in  einer  im  Gleich- 
f'.'^icht  befindlichen  luftförmigen  Fltlssigkoit  befindet.  Wenn  dabei  als 
Masseakraft  nur  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt  (verstanden  als  relative 
vhworkraft,  wie  sie  als  Resultante  der  Anziehungskraft  der  Erde  und  der 
ihr^r  Rotation  entsprechenden  Ccntrifugalkraft  unmittelbar  beobachtet  wird), 
» gilt  in  Betreff  des  letztgenannten  Druckes  auf  die  Oberfläche  eines  ein- 
ptMchten,  im  Vergleich  mit  der  Erde  sehr  kleinen  Körpers,  d.  h.  in  Be- 
Mdes  sogenannten  Auftriebes  oder  Gewichtsverlustes  desselben  auch 
in  luftförmigen  Flüssigkeiten  das  (nach  der  Bemerkung  zu  Ende  von  §.56 
«ibmein  gültige)  Archimedische  Princip,  nach  welchem  dieser  Auftrieb  bo- 
oudieh  auf  Grösse  und  Richtungslinie  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssig- 
keit entgegengesetzt  gleich  ist,  falls  die  letztere  in  derselben  Weise  ungleich- 
onnig  dicht  gedacht  wird,  wie  sie  es  sein  müsste,  um  an  der  Stelle  des 
terpers  mit  der  übrigen  Flüssigkeit  sich  im  Gleichgewicht  zu  befinden. 

(Tcwöhnlich  sind  die  Dimensionen  klein  genug,  um,  falls  nur  die 
irhwcrkraft  als  Massenkraft  wirksam  ist,  die  Niveauflächen  als  horizontale 
ib<  nen  und  auch  bei  luftförmigen  Medien  die  specif.  Masse  ^  und  das 

p*^fi£  Gewicht  y  =  -  =  ^//  ohne  wesentlichen  Fehler  als  gleich  für  alle 

Collen  des  betrachteten  Raumes  voraussetzen  zu  dürfen.  Der  Auftrieb  ist 
tun  einfach  =  yV^  wenn  F  das  Volumen  des  betreffenden  Körpers;  eine 
i^'htige  Anwendung  findet  dieser  Ausdruck  bei  allen  Wägungen,  um  durch 
Edition  zum  wirksamen  oder  scheinbaren  Gewicht  eines  in  irgend 
iBem  Medium  gewogenen  Körpers  das  wahre  Gewicht  desselben  zu  er- 
•Iten.  Auch  ist  dann  der  üeberschuss  der  Pressung  in  irgend  einem 
Hnikte  über  dieselbe  in  einem  anderen,  um  h  höher  gelegenen  Punkte  ein- 
lefa  z=  yk.  Ein  wichtiges  Problem  indessen,  bei  welchem  diese  einfache 
Ittfiahmo  unzulässig  ist,  soll  im  folgenden  §.  näher  besprochen  werden. 


HÖHRNUESSUNO. 


i-  67.    Barometrlsclie  HShenmessiuig:. 


Sind  Ag  ubd  A  zwei  Puukte  der  Erdatmosphäre,  dercu  geographi»^ 
Laugen  und  Itreiton  so  wenig  verschieden  sind,  dass  dio  RichtnugfD  ia 
Schwerkraft  in  ibnen  als  parallel  vorausgesetzt  werden  können,  so  sull  M 
den  Barometerständen ,  welche  lui  diesen  Stellen  gleichzeitig  beobatbtd 
werden,  mit  Hülfe  der  sonstigen  zur  liestimuiung  des  atmosphärische u  Z« 
Standes  erforderlichen  gleichzeitigen  Beobachtungen  anf  den  HoheouDUfj 
schied  :=  A  jener  Punkte  ^g  und  A  geschlossen  worden,  d.  h.  anf  d^ 
Unterschied  ihrer  Höhen  =  »„  und  i  über  der  MeerOBoberfläche;  J  *<t* 
dabei  als  der  höher  gelegene  Punkt  vorausgesetzt,  so  dass  A^i— :,  m 
Dazu  dient  dio  Gl.  (3)  des  vorigen  g.,  nach  welcher 


p      gRJ     T 


ist,  wenn  p^  und  p  die  Pressungen  in  A^  und  A  bedeuten  und  wenn  •i'it 
der  hier  zu  berücksichtigenden  Veränderlichkeit  der  beschien nu^'Il<U 
Schwerkraft  mit  g  der  besondere  Wcrth  derselben  bezeichnet  wird.  »flcl| 
der  Bestimmung  der  tJonstanten  R  zu  Grunde  liegt.  Dabei  ist  ein  r«*l 
dinatensystem  vorausgesetzt,  dessen  Anfangspunkt  in  der  Mccrcsoberf»d 
so  liegt,  dass  die  Punkte  A^  und  A  nur  massige  Entfernungen  von  dl 
vortical  aufwärts  gerichteten  i-Axe  haben.  Ist  a  der  Ansdchnangscoonicia 
der  Luft,  von  deren  Feuchtigkeit  zunächst  abgesehen  werden  soll.  ^^  j 
auch 

T^^  -\-t=  \l  +  «iy, 

*'^  P^/^i     l  +  ät-kiX+a!) 

g'R 

wo         -^  i  gesetzt  und  für  die  zwischeu  beiden  Stationen  verän^li  r 
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Was  die  Constante  k  betrifft,  so  wurde  in  §.17  für  reine,  trockene 
itaDOsphärische  Luft  mit  a  = 


R 


273 
10333 


=  29,27 


1,2932.273 

timmt,  indem  dabei  nach  Regnault  das  Gewicht  eines  Cubikmetenä 
=  1,2932  Kgr.  gesetzt  wurde  bei  0^  Temperatur  und  normalem  At- 
»phärendruck;  der  letztere 

=  13596.0,76  =  10333  Kgr.  pro  Quadratm. 

definirt  als  das  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  1  Quadratm.  Grund- 
le  und  0,76  Mtr.  Höhe  bei  0^  Temperatur  des  Quecksilbers.  Indem 
eine  solche  Säule  einen  yerschiedcuen  Druck  auf  ihre  Grundfläche 
kbt  je  nach  dem  örtlichen  Werthc  der  beschleunigenden  Schwerkraft, 
mass,  um  k  als  eine  hiervon  unabhängige  wirkliche  Constante  zu  finden, 
/  die  Beschleunigung  des  Bestimmungsortes  jener  Zahl  1,2932,  d.  h. 
Beschleunigung  zu  Paris  =  9,809  gesetzt  werden.    Somit  ergiebt  sich 

ff'M      9,809.10333       „^^„^ 

m 

Ist  nun  ff  die  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  (unter  dem  Festlande 
ausgebreitet  gedachten)  Meeresfläche  im  Anfangspunkte  der  Coordi- 
i^n,  r  die  Entfernung  des  letzteren  vom  Erdmittelpunkte,  so  sind  die 
?ponenten  der  Schwerkraft  in  der  Höhe  z  über  dem  Meere 

.8 

X=0,     F=0,    Z  =  —g 


setzen,  und  ist  also 

dU=Xdx+  Ydy-\-Zdz  =  gr^,d 


.2 


1 

r  -\-  % 
h 


^^  R{R+hy 

ftnui   mit  R  =  r-\-z^  die  Entfernung  des  Punktes  A^  vom  Erdmittel- 
^nkte  bezeichnet  wird.    Somit  ist  nach  Gl.  (1) 


ln^'  = 


gr 


(2). 

p       k{l  +  al)R  R+h 

h^  und  h  die  Barometerstände  an  der  unteren  und  oberen  Station, 
auf  die  Temperatur  0®  des  Quecksilbers  und  auf  die  Normaltempe- 
Skala  und  conigirt  mit  Rücksicht  auf  die  Capillardepression  nach 
€3,  so  ist^  weil  ebendaselbst  sich  die  Beschleunigungen  der  Schwere  wie 
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verhalten,  das  Pressungsverhältniss 

folglich  nach  Gl.  (2),  wenn  Ig  einen  Logarithmus  zur  Basis  10  und  m  - 

Im  .1' 

den  Modulus  dieses  gewöhnlichen  Logarithmensystems  bezeichnet 

h 

und  daraus 

it(i+«f)/Ä\2r    b^ 


h--= 


CH'^ '; + ^*  (' + ^)]  (■ + r) 


oder  mit  k  =  78376,     m  =  0,434294 

und  g  =  9,8058(1  —  0,0026  cos  2f)y 

unter  tp  die  geographische  Breite  verstanden  (siehe  §.  2,  AnmerkunL' . 


18404(1  +  «?)    rny 

~  i  —  Ö,()02G  cos  2ip  \  r 


["';+^*(' +:)!(■-: 


An  dieser  Formel  ist  schliesslich  noch  eine  Correction  mit  Rücksiiht  ti 
den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  anzubringen,  nachdem  sie  bei  Bonchnm 
des  Zahlencoefiicieuten  18404  nur  einstweilen  als  ganz  trocken  vnrao'^ 
setzt  worden  war.  Ist  aber  p'  die  Pressung  des  darin  enthaltenen  \N  i-<«: 
dampf  es,  so  ist  nach  §.17  diese  feuchte  Luft  von  der  Gesaninitprev^^uiu' 

im  Verhältnisse 

3  p  3 

1—      '^  =  1—     (p 

H  p  8  ' 

leichter,  als  trockene  Luft  von  gleicher  Temperatur  und  Pressung.  In  !• 
selben  Verhältnisse  muss  die  einer  gewissen  Differenz  der  BaromettT^».  i 

&^  und  b  entsprechende  Höhendifferenz  h  grösser  sein,  und  ist  also  svhli- 

L  +  t  1 

lieh  nach  Gl.  (3),  wenn  noch  T  =       -    und  a=  ,„.;  gesetzt  wird. 

^  '^  2  273 

.«404  (.  +  '.  +  -') 
1--      ^1(1    -  (),002Gco«2ip) 


( 


X 


"';+^"  ('+«)](•+«) 
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Zar  Vereinfachung  dieser  Formel  können  die  nur  sehr  wenig  von  der 
Einheit  verschiedenen  Grössen 

13  1 

-    -  -  =  1  -f-     ®.     =  1  +  0,0026  coft  2ü> 

,      3  ~8^'     1— 0,0026  (?oä2iP  ^    '  ^ 

|es€tzt  werden;  auch  ist 


nd  deshalb 


ö"('+i)='+ 


2«o  +  * 
r 


ovie  aach 


/y(l+*)=,«./„(l+*)=0,4343 


r 
fe  setzen.    In  Folge  dieser  Substitutionen  vird 

<=  1«404  (l  +  \^')  (l  +  §  *>)  '^1  +  0,0026  eo»  2^)  X 

x(/y  ^-  +  0,8686  ^)  (l+  -o-i-) (5). 

I  diesem  Ansdrucke  kommen  die  gesuchte  Grösse  h  selbst  und  der  Erd- 

|£qs  f,  welcher  streng,  genommen  eine  Function  von  tp  ist,  in  solcher 

crbindnng  vor,  dass  dadurch  das  Resultat  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit 

h  % 

er  Brache  -  und    ^  nur  in  ganz  untergeordneter  Weise  beeinflusst  wird, 
r  r 

eshalb  für  r  die  ungefähre  Länge  =  6370000  Mtr.  des  mittleren  Erd- 

kdios  (Radius  einer  Kugel  von  gleichem  Volumen  mit  der  ellipsoidischen 

itie^  and  für  dieses  h  ein  angenäherter  Werth  h'  gesetzt  werden  darf^  etwa 


teil  and  mit  r  =  6370000  wird 


*-=mo4(.  +  \+-')//;. 


*';+ 0,8686;-  =  (1,00.61 +^?|±^,)/,^, 
Dd  weil  nun  auch 


543,3 
=  1,0025  +    ^^3 


3G8 
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gesetzt  werden  kann,  erhält  man  bei  Ordnung  der  Factoren  nach  abn*  b- 
mender  Wichtigkeit: 


18404^/;  (1,0025+'"+/ 


i+g^pjx 


X  (1  +  0,0026  eos  2y})  (l  -|-  -"-"  "*"  *  ^ 


Bei  der  logaritiitnischeu  Rechnung  kann  dann 


''^    1  + 


22«  +  Ä' 


'  G370ÜOO        14670(K)0 


und  ä'  =  demjenigen  Werth  von  h  gesetzt  werden,  welcher  ohne  Ratk 
sieht  auf  diesen  letzten  Factor  nach  Gl.  (G)  gefunden  wird. 

Die  Werthe  des  die  geographische  Breite  ip  betreffenden  vorh»tirf 
Gliedes  im  Ausdrucke  von  /^A,  nämlich 

Iff{l  +  0,002G  008  2tp)  =/(ip) 

kann  man  bei  einer  hier  vOllig  entsprechenden  Genauigkeit  von  fyk  bis  x 
5  Decimalstellen  aus  der  folgenden  Tabelle  entnehmen,  welche  die  betrti 
fenden  Werthe  für  die  ganzen  Grade  bis  y  =  45^  in  Einheiten  der  *.H 
Decimalstelle  enthält;  ist  tp  ^  45®,  etwa  y?  =  45®  +  *i  so  ist  /  % 
=  — /(450  — a?). 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


114 

1 
9 

114 

10 

114 

11 

114 

12 

113 

13 

112 

14 

112 

15 

111 

16 

110 

1 

17 

Av) 

V' 

Av') 

1 

V^ 

109 

18 

92 

27 

107 

19 

90 

28 

106 

20 

87 

29 

104 

21 

85 

.  30 

103 

22 

82 

31 

101 

23 

79 

32 

99 

24 

76 

33 

97 

25 

73 

34 

95 

26 

70 

35 

Av') 


67 
64 
60 
57 
54 
50 
46 
43 
39 


l. 


V 

36 
37 
;18 
3H 
44> 
41 
42 
43 
44 


:il 

IM 
:?' 
!• 

4 


Das  Yerhältniss  tp  kann  man 

^        p       2\b^  ^  b) 

setzen,  wenn  h^'  und  4'  die  (ebenso  wie  h^  und  h)  reducirten  Uöh^L  \ 
Quecksilbersäulen  sind,  welche  die  Pressung  des  Wasserdampfes  an 
unteren  und  oberen  Station  messen.  Um  dieselben  zu  finden,  sdnd  P>\.^ 
meter-Beobachtungen  das  einfachste  und  für  den  vorliegenden  Zmivk  vi 
ausreichende  Mittel,  bestehend  in  der  Beobachtung  der  Temp^^raturt  n  \ 


m 
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BBd  ^,  welche  Thermometer  mit  angefeuchteten  Kugeln  anzeigen,  die  neben 
4eD  die  Lnfttemperaturen  iQ  und  t  anzeigenden  trockenen  Thermometern 
ii^ehängt  sind.  Sind  dann  n&mlich  ßQ  und  ß  die  in  derselben  Einheit  wie 
1«  and  h^  b^'  und  h'  ausgedrückten  Pressungen  des  gesättigten  Wasser- 
«ampfes  bei  den  Temperaturen  ß-Q  und  d-,  so  ist  bekanntlich* 

h'=ß~-k(t--,r)h 


L     ^0  —  ^0  7.^—^ 

^'       2     "^2 


)der  auch  etwas  bequemer  für  die  Rechnung,  weil  es  nicht  gerade  auf  das 
Lrithinetische,  sondern  eben  nur  auf  irgend  ein  angemessenes  Mittel  hier- 
^i  ankommt. 


~^'       2  2 


(8). 


kr  C'oefficient  k^  resp.  k  ist  nach  Regnault  von  den  Umständen  einiger- 
■ien  abhängig,  kann  aber  im  Durchschnitt,  wenn  das  feuchte  Thermo- 
■rtüT  im  Schatten  und  im  Freien  bei  nur  massig  bewegter  Luft  sich  be- 
iftiet,  z=  0,0008  gesetzt  werden  für  d-^  resp.  ^  >  0,  dagegen  =  0,00069 
Ar  ^y  resp.  ^  <C  0,  wenn  also  das  Wasser  am  feuchten  Thermometer 
^oren  ist.  Die  den  Temperaturen  d-Q  und  ß-  in  Graden  C.  entsprechenden 
Berthe  von  ßQ  und  ß  in  Millimetern  Quecksilbersäulenhöhe  können  nach 
^  Bostimmungen  von  Magnus  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden. 


ß 


» 


^ 


ß 


ß 


d^ 


14 

1,52 

VS 

1,65 

12 

1.80 

11 

1,95 

in 

2,11 

9 

2,!» 

.H 

2,47 

7 

2,67 

—  6 

—  5 
-4 

—  3 
-2 

—  1 
0 
1 


2,89 

;  2 

1 

5,23 

10 

9,13 

!l8 

3,11 

3 

5,62 

11 

9,75 

il9 

3,36 

i  4 

6,03  : 

12 

10,42  1 

1  20 

3,62 

5 

6,47 

13 

11,13 

21 

3,90 

'  6 

6,94 

14 

11,88 

22 

4,20 

'  7 

7,44 

15 

12,68 

23 

4,52 

8 

7,96 

16 

13,52 

24 

.   4,87 

9 

8,52 

17 

14,41 

25  1 

15,35 
16,34 
17,40 
18,50 
19,67 
20,91 
22,21 
23,58 


*« 


Bei  einer  Messung  des  „grossen  Miesing"  im  bayerischen  Hochgebirge 

Siehe  u.  A.  Dr.  A.  Mousson*s  Physik  auf  Grundlage  der  Erfahrung, 
i  U.  2  t*  Aufl.,  S.159. 

Beobachtungen  und  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit  barome- 
iacber  HOhenmessungen  und  die  Veränderungen  der  Temperatur  und  Feuch- 
ai^eit  der  Atmosphäre;  von  Dr.  Carl  Maximilian  Bauernfeind.   München, 

tif»«l»of,  tlieowt.  Mawhinenlehre,    \.  24 
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war  z.  B. 

«0  =  815  Mtr.;     h^,  —  0,6916  Mtr.;     t^  =  13,6^;  ^o  =  1-" 

ip  =  47M0';          J  =  0,6085     „    ;       t=    6,1";  «•=   6"; 

also  ^„  =  10,42  und  ß  =  6,94  Millini. 

Hiermit  erhält  man: 

/(7 18404.. =  4,26491 

hi^gK    -hh) =  0,74468 

Ig  (l,0025  +  ^^^^^  ^j  =  0,01652 

(k^=k  =  0,0008);                   />  ("l  + 1 9^^ =  0,00206 


Ä'=  1066,7; 


3,02817 

/y  (1  +  0,0026  <»«  2t^0    — 

-0,00011 

JgK  — 

3,02806 

2so  +  ^' 
14670000  

0,000 1?< 

/^Ä  — 

3,02824 

h  =  1067,2  Mtr.  Die  trigonometrische  Messung  ergab  h  ^^  1068.8  Mtr 
Die  obige  Formel  (6),  welche  der  Verf.  schon  früher  aus  Veranlav-i 
der  B an ernfeind' sehen  Untersuchungen  und  im  Anschlüsse  an  die  Y 
Wickelungen  desselben  hergeleitet  hatte*  (nur  mit  dem  ünterschietl^*,  i 
dort  der  constante  Factor  in  Folge  einer  etwas  anderen  Annahme  bi^^i 
lieh  g  zu  18405  statt  18404  ermittelt  wurde),  stimmt  sowohl  mit 
Formel  von  Bauern fcind,  als  auch  mit  einer  später  von  Dr.  Rühliiü 
aufgestellten  Formel**  fast  vollkommen  überein,  so  dass  wenigstti^ 
Abweichungen  der  nach  diesen  Formeln  gefundenen  Rechnungsrt*>uK 
verschwindend  klein  sind  im  Vergleich  mit  anderen  Fehlern,  welch«  •*! 
Formeln  und  ihrer  Benutzung  auch  abgesehen  von  den  Fehlern  dt-r 
Strumente  und  ihrer  Ablesungen  anhaften.  Diese  Mängel  der  har«^n| 
trischen  Höhenmessung  beruhen  theils  auf  periodbchen  Variat:* 
der  Thermometer-  und  Barometerstände  an  demselben  Orte,  tbeil*  J^f 
regelmässigen  und  zufi&lligen  Störungen  des  vorausgesetzten  GleichuM*i  - 
zustandes  der  Atmosphäre. 

In  dieser  letzteren  Beziehung  muss  ohne  Zweifel  sowohl  die  T»:^ 
ratur,   als  auch   die  Richtung  dos   zwischen  den   beiden  Statit)ii<*n  i-i 

•  Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  1864,  S  2"jr»  u  f 

**  Die  barometrischen  Höhenmessungen  und  ihre  Bedeutung  für  di»*  ^t 

«ik  der  Atmosphäre;  von  Dr.  Rieh.  Rühlmann.    1870. 
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H'b^'nden  Windes  Ton  Einfluss  sein,  und  zwar  muss  A  nach  Gl.  (6)  zu  gross 
irnmden  werden,  wenn  jene  Luftströmung  kälter  ist,  als  die  Schichten,  in 
•>rHU  Bereich  die  StatioDsthermometer  sich  befinden,  und  wenn  ihre  Rieh- 
tu..:  mit  der  Richtung  A^A  einen  spitzen  Winkel  bildet,  dagegen  zu  klein 

B  den  umgekehrten  Fällen;  denn  in  den  ersteren  Fällen  ist  -^       gros- 

n,  als  die  mittlere  Temperatur  der  Luftschicht  zwischen  den  Stationen, 

v>p.  das  Verhältniss    ^   grösser,    als  es  im   Gleichgewichtszustande  sein 

0 

ronic.  Diese  Einflüsse  rechnungsmässig  yollkommen  zu  berücksichtigeo  ist 
heils  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich,  theils  wenigstens  vorläufig 
8^  Mangel  an  genügenden  Erfahrungen  unthunlich.  Indessen  können  sie 
iurrh  Beschränkung  der  Beobachtungen  auf  möglichst  windstille  Tage  im 
eigentlichen  vermieden  werden,  so  dass  sie  weniger  wichtig  sind,  als  die 
rhmlischen  Schwankungen,  welche  die  Thermometer-  und  Barometerstände 
BtrT  allen  Umständen  und  zwar  um  so  deutlicher  zeigen,  je  weniger  sie 
feri  jene  zufälligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes  be- 
/fldiLSät  und  verdeckt  werden. 

Dabei  ist  eine  tägliche  und  eine  jährliche  Periode  zu  unterscheiden. 
i^x^  ist  die  am  meisten  hervortretende  und  zuerst  von  Ramend  mit 
srerlässigkeit  erkannt  worden.  Sie  bewirkt  (nach  Rühlmann  a.  a.  0.), 
M^  die  barometrisch  bestimmten  Höhen  kurz  vor  der  Zeit  der  höchsten 
igestemperatur,  also  meist  gegen  1  Uhr  Nachmittags  ihr  Maximum  und 
bis  2  Stunden  vor  Sonnenaufgang  ihr  Minimum  erreichen;  sie  zeigt  sich 
u  deutlichsten  an  Tagen,  an  denen  bei  wolkenlosem  Himmel  eine  regel- 
K&«ige  Bestrahlung  durch  die  Sonne  bei  Tage  und  eine  ungestörte  Aus- 
cahlung  der  Bodeuwärme  gegen  den  kalten  Hünmelsraum  stattfindet.  Die 
r«>»!^e  dieser  täglichen  Periode,  d.  h.  der  Unterschied  des  Maximums  und 
mimnms  der  berechneten  Höhe  h  ist  ausser  von  localen  Verhältnissen 
»n  dem  Ein-  und  Ausstrahlungsvermögen,  sowie  von  der  specif.  Wärme 
i  Bodens)  von  der  Jahreszeit  abhängig  der  Art,  dass  jener  Unterschied 
>ommer  am  grössten  ist,  bis  0,02  h  und  mehr  betragen  kann,  im  Winter 
er  auf  ^/j  dieses  Werthes  herabsinkt. 

Die  jährliche  Periode,  deren  Vorhandensein  zuerst  von  Rühlmann, 
»*  es  scheint,  bestimmt  nachgewiesen  wurde,  bewirkt,  dass  durchschnitt- 
ii  A  im  Sommer  zu  gross  und  im  Winter  zu  klein  gefunden  wird;  den 
nt^-rschied  der  Monatsmittel  von  h  für  Juli  und  Januar  findet  Rühlmann 
^h  i> jährigen  Beobachtungen  in  Genf  und  am  St.  Bernhard  =  0,011  ä, 
i^i  der  wahre  Werth  von  h  =  2070  Mtr.  ist. 

24* 
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Die  Ursache  dieser  periodischen  Abweichungen  der  bar4 
metrisch  bestimmten  von  den  wahren  Höhen  h  ist  nach  Ruh Imani 
darin  zu  suchen,  dass  der  Luftschicht  zwischen  beiden  Stationen  eine  falx'k 
mittlere  Temperatur  t  und  somit  ein  falsches  specif.  Gewicht  zugeschri«  ^*' 
wird,  wenn  man  jene  Temperatur  dem  arithmetischen  Mittel  der  Thrrmi 
meterablesuugen  t^  und  t  an  beiden  Stationen  gleich  setzt.  Aach  ein»-  i^ 
dere  einfache  Function  von  t^  und  t  würde  ihm  zufolge  den  Fehler  uid 
corrigiren  können,  weil  die  fraglichen  Thermometer  auch  selbst  an  U 
Stelleu,  wo  sie  sich  befinden,  die  wahre  Lufttemperatur  im  Allgemfiw 
nicht  richtig  anzeigen,  sondern  in  höherem  Grade,  als  gewöhnlich  än| 
nommen  wird,  von  der  Wärmestrahlung  des  Erdbodens  und  anderer  K<q<j 
in  der  Umgebung  beeinflusst  werden.  Wenn  man  die  barometrische  U-'M 
formel  umgekehrt  dazu  benutzt,  aus  der  bekannten  Höhendifferenz  A  ni^ 
Stationen  auf  die  wahre  mittlere  Temperatur  l  der  Luft  zwischen  ihv.-i 
schliessen,  wie  es  Rühlmann  mit  Hülfe  der  6jährigen  Beobachtuni:'*t.  i 
Genf  und  am  St.  Bernhard  gethan  hat^  so  ergiebt  sich,  dass  die  Laft  l 
Weitem  nicht  in  dem  Grade  und  nicht  so  rasch  sich  erwärmt  oder  abkcfc 
als  es  die  Thermometer  anzuzeigen  scheinen-,  sie  nimmt  nar  wenie  si 
zögernd  Theil  an  den  täglichen  Schwankungen  und  in  sehr  yermind^rt^ 
Grade  an  den  jährlichen  Schwankungen  der  von  den  Thermometern  an^ 

t  -\- 1  ! 

zeigten  Temperaturen.    Ist  somit  ^- —  bei  Tage  grösser,  bei  Nacht  kj 

ner,  als  die  mittlere  Lufttemperatur  f,   desgleichen  das  Tagesmittel  f 

t  -\-  t 
-  --    im  Sommer  grösser,   im  Winter  kleiner,  als  das  Tagesmittt .  «i 

wahren  Lufttemperatur,  so  muss  h  nach  der  barometrischen  Formel  mrt 
des  Factors  (1  -\-  al)  bei  Tage  und  im  Sommer  durchschnittlich  zo  m 
bei  Nacht  und  im  Winter  durchschnittlich  zu  klein  geftindon  werden. 

Den  Einfluss  der  Wärmestrahlung  des  Erdbodens  auf  die  Thtn 
meter  hatte  schon  Bauernfeind  hervorgehoben.  Wenn  er  aber  mit  Ki 
sieht  darauf  angiebt,  dass  10  Uhr  Vormittags  und  4  ITir  Nachmitta;r>  ( 
günstigsten  Tageszeiten  zu  barometrischen  Höhenmessun^en  seien.  ^^ 
dies  wohl  uur  für  die  bestimmte  Jahreszeit  und  für  die  besonder«  n  Vi 
hältnisso  richtig,  unter  welchen  seine  Beobachtungen  angestellt  wnr* 
Mit  Rücksicht  auf  die  jährliche  Periode  und  den  Einfluss  zuOllicrr  l 
stände  kann  vielmehr  ein  einigermassen  zuverlässiges  Urtheil  in  «!••■' 
Beziehung  nur  aus  mehrjährigen  regelmässig  fortgesetzten  Beobachtung 
gewonnen  werden.  Nach  den  Untersuchungen  von  Kflhlmanti,  ba5irt  t< 
zugsweise  auf  die  melirerwähnten  Beobachtungen  in  Genf  und  am  St  IV  i 
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lani.  sind  die  barometrischen  Höhenmessungen  im  Durchschnitt  mit  den 
Ueiosten  Fehlem  behaftet,  wenn  sie  wenigstens  in  unseren  Gegenden  in 
b  verschiedenen  Monaten  zu  folgenden  Tagesstunden  angestellt  werden. 


Monat. 


Vorm.    I  Nachm. 


Janaar   .  . 

! 

Mittag. 

Juli    .  .  .  .  ' 

1 
6 

9 

Februar 

10 

4 

August    .  . 

7 

8 

März   .  .  . 

8 

* 

6 

1  September 

8 

6 

AprU  .  .  . 

7 

7 

II  October  .  .  , 

10 

4 

Mai  .... 

7 

7 

1  November  . 

11 

2 

Juni    .  .  . 

6 

9 

December  . 

1 

Wenn  in  der  Nähe  der  Stationen  Aq  und  -4,  deren  Höhenunterschied 
gefimden  werden  soll,  wenigstens  3  andere  Orte  B,  C,  D  liegen,  deren 
leereshöhen  ebenso  wie  diejenige  von  Aq  bekannt  sind  und  von  welchen 
■  besten  der  eine  B  unter  ^,  der  zweite  C  zwischen  Aq  und  A^  der 
Mt(e  I>  aber  A  liegt,  so  würde  ein  noch  zuverlässigeres  Resultat  dadurch 
Idiälten  sein,  dass  gleichzeitig  mit  den  Barometer-,  Thermometer-  und 
^chrometer-Beobachtungen  bei  Aq  und  A  (am  besten  zu  den  so  eben  an- 
(^Mrten  Tageszeiten)  auch  dergl.  bei  B,  C  und  D  augestellt  werden.  Aus 
n  bekannten  Höhenunterschieden  der  Stationen  B  und  (7,  C  und  D  liessen 
ch  dann  vermittels  der  Höhenformel  die  wahren  mittleren  Temperaturen 
?r  betreffenden  Luftschichten  BC  und  CD  berechnen.  Unter  der  Voraus- 
IzQnj^,  dass  die  wahre  Lufttemperatur  proportional  der  Höhenzunahme 
nimmt,  würden  diese  mittleren  Temperaturen  zugleich  die  wahren  Luft- 
iDperat4iren  auf  halber  Höhe  zwischen  B  und  C^  C  und  2)  sein,  und  würde 
mos  auf  Grund  derselben  Voraussetzung  auf  die  wahren  Lufttempera- 
n^n  bei  Aq  und  A  geschlossen  werden  können,  welche  schliesslich,  für 
UDil  t  in  Gl.  (6)  substituirt,  die  gesuchte  Höhe  h  berechnen  lassen.  Die 
iiässigkeit  jener  Annahme,  dass  die  wahre  Lufttemperatur  propor- 
onal  der  Höhenzunahme  abnimmt,  wurde  von  Rühlmann  aus  den 
ftat^rnfe indischen  Messungen  am  Miesing,  wobei  von  3  Stationen  B^  C\ 
'die  eine  C  fast  genau  auf  halber  Höhe  zwischen  B  und  B  lag,  dadurch 
ichsewiesen,  dass  er  auf  Grund  der  trigonometrisch  bekannten  Höhen 
i«er  Stationen  die  mittlere  Temperatur  der  Luftschicht  BD  immer  fast 
voÄ\i  =  dem  arithmetischen  Mittel  der  mittleren  Lufttemperaturen  der 
ducbten  BC  und  CD  fand. 

Barometrische  Höhenraessungen,  wenn  sie  auf  einmaligen  Beobachtungen 
tt  «Ihü  betreffenden  Stationen  beruhen,  bleiben  immer  noch  abhängig  von 
sfilligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes.    Um  sie  auch 
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hiervon  unabhängig  und  ihre  Genauigkeit  mit  deijenigen  vergleichbar  a 
machen,  welche  einer  sorgfältigen  trigonometrischen  Messung  znkonuai 
mttssten  ihr  wiederholte  und  lange  Zeit,  wo  möglich  Jahre  lang  forti^eset/u- 
Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Vorzüge,  wodurch  dii^  Me- 
thode sich  besonders  auszeichnet,  Einfachheit  der  Hülfsmittel  und  Nhon- 
ligkeit  der  Ausführung,  würden  dadurch  freilich  verloren  geheu. 

Der  praktische  Gebrauch  der  Höhenformel  kann  übrigens  durch  Hui:- 
tabelleu  erleichtert  werden,  in  welcher  Hinsicht  hier  auf  die  ^enaouti 
Schriften  von  Bauernfeind  und  von  Ruh  1  mann  verwiesen  werden  u« 


§.  68.   Bestimmung  des  speeifischen  Gewichts  der  KOrper. 

In  §.  66  wurde  bemerkt,  dass  das  Archimedische  Princip,  bctr«5^ 
den  Gewichtsverlust,  nämlich  den  Ueberschuss  des  wahren  über  das  «^i^n 
bare  oder  wirksame  Gewicht  des  in  irgend  einem  flüssigen  oder  IM- 
migen  Medium  befindlichen  Körpers,  u.  A.  bei  allen  Wägungen  ein*»  wvi 
tige  Anwendung  finde.  Die  nähere  Besprechung  der  Theorie  der  WäjmK^ 
gehört  in  den  von  den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  Ab^h'i 
im  zweiten  Bande  dieses  Werkes;  nachdem  indessen  schon  im  Vorbr 
gehenden  wiederholt  vom  specif.  Gewicht  (Gewicht  der  Volumenoinbrt 
der  Körper  die  Rede  sein  musste,  mag  hier  als  Beispiel  der  Anweunj 
des  Archimedischen  Princips  die  Methode  seiner  Bestimmung  mit  H 
der  gewöhnlichen  Wage  im  Wesentlichen  erläutert  werden.  Dieselb»- 
nicht  nur  von  rein  wissenschaftlicher,  sondern  nicht  selten  auch  von  i 
nischer  Wichtigkeit,  da  die  betreffenden  Bestimmungen  im  physikah«»' 
Laboratorium  sich  zumeist  auf  einfache  Körper  und  chemische  VerbindiiTi 
in  reinem  Zustande  beziehen,  die  specif.  Gewichte  der  mehr  oder  ^'Ui« 
mit  nebensächlichen  Beimischungen  versehenen  Rohmaterialien  und  4 
technischen  Productc  aber  häufig  nicht  aus  physikalischen  Tabelh'u  »1 
nommen  werden  können,  sondern  vom  Techniker  selbst  bestimmt  *<rl 
müssen.  — 

1}  Es  sei  für  einen  festen  Körper 

P  sein  unbekanntes  wahres  Gewicht, 

9  seiu  gesuchtes  specif.  Gewicht  bei  0^, 

a  sein  mittlerer  Volumen-Ausdehnungscoeflicient  für  das  Temp^nti 
iutervall  von  0"  bis  t^  (§.23). 

Der  Körper  wird  zunächst  in  der  Luft  gewogen,  und  es  sei  dah" 

p  das  wahre  Gewicht, 
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ö  das  specif.  Gewicht  bei  0*^, 

a  der  mittlere  Volumen -Ausdehnungscoefficient  fttr  das  Temperatur- 
Htfnall  von  0^  bis  t^  irgend  eines  der  GewichtstQcke,  welche  zur  Her- 
**llang  des  Gleichgewichtes  auf  die  andere  Wagschale  S^  gelegt  werden. 

Bei  der  Wägung  sei 

t  die  Temperatur  der  Luft,  des  Körpers  und  der  Gewichtstücke, 

l  das  specif.  Gewicht  der  Luft,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Temperatur, 
den  Barometerstand  und,  sofern  es  nöthig  scheint,  ihren  Feuchtigkeitszu- 
^od  nach  §.17  zu  bestimmen.    Wird  dann  zur  Abkürzung 

^^^etzt,  so  ist  das  Volumen  des  Körpers  bei  t^  —-P    ,    das  Gewicht  der 

s 

tfrdrängten  Luft  =r  XP  ^  also  das  wirksame  (die  Wage  belastende)  Ge- 

^t  des  Körpers  =  F  (l  —  )i     j;  ebenso  die  Summe  der  wirksamen  Ge- 

tiriiw  der  Gewichtstücke  =  Up  ( 1  —  k      j  und  somit  dem  Gleichgewicht 
Inder  Wage  entsprechend: 

p(.-4)=x,(.-.|) a). 

Nun  wird  der  Körper  im  Wasser  gewogen,  d.  h.  unter  die  Wagschale 
8|  gehängt,  auf  welcher  er  lag,  so  dass  er  jetzt  im  Wasser  schwebt  ohne 
k-  Gewiss  zn  berühren;  auf  dieselbe  Schale  S^  sind  dann  weitere  Gewichte 
i  aafzulegen  (deren  specifische  Gewichte  bei  0^  und  mittlere  Ausdehnungs- 
neflicienten  von  0^  bis  t^  wieder  mit  o  und  a  bezeichnet  seien),  um  ohne 
Änderung  der  die  Schale  8^  belastenden  Gewichte  p  die  Wage  aufs  Neue 
UD  Einspielen  zu  bringen.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Aufhänguugs- 
•ittel  für  die  Wägung  des  Körpers  in  Wasser  (ein  möglichst  dünner  Draht, 
«fflH  möglichst  leichte  Kette  etc.  je  nach  der  Schwere  des  Körpers)  schon 
*i  der  ersten  Wägung  unter  die  Schale  S^  gehängt  und,  ebenso  weit  in 
Ia««  Wasser  eintauchend  wie  bei  der  zweiten  Wägung,  durch  entsprechende 
-i*gengewicht«  auf  S^  austarirt  worden  war,  so  dass  es  in  diesem  Zustande 
iebst  seinen  Gegengewichten  als  Bestandtheil  der  Wage  selbst  betrachtet 
iiHl  in  den  Gleichungen  ausser  Betracht  bleiben  kann.  Ist  nun 
^  die  auch  dem  Körper  sich  mittheilende  Temperatur  und 
/  das  entsprechende,  nach  §.22  zu  bestimmende  specif.  Gewicht  des 

ist  ferner  der  Znstand  der  Luft  derselbe  geblieben  wie  bei  der  ersten 
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WäguDg,  SO  ist  mit  1  -|-  (U  — -  ji,  wie  zuvor,  uud  mit 

1  +  flY  ^  i", 
unter  a  den  mittleren  Volumen-Ausdehnungscoeflicienten  des  Köqwrs  iiii 
0  bis  t'  verstanden. 


K--'!)+^>-('-^0-^'('- 


Damit  die  Voraussetzung  eines  bei  beiden  Wägungen  gleichen  LufUusiaiilt 
genügend  zutreffe,  sind  dieselben  binnen  ao  kurzer  Frist  auszufahren,  <iu 
der  Körper  uur  eben  genügend  Zeit  hat,  bei  der  Wägung  in  Wasser  Ji- 
Temperatur  t'  desselben  anzunehmen.  Ist  dann  der  Zustand  der  Luft  JorA 
Thermometer,  Barometer  und  Psychrometer  (§.  67)  unmittelbar  vor  iti 
ersten  und  nach  der  zweiten  Wägung  beobachtet  worden,  so  kunnoi)  ■ 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  arithmetischen  Mittel  dieser  Benlucl' 
tnngawerthe  zu  Grunde  gelegt  werden.  Durch  Subtraction  dieser  GlektaM 
gen  ergiebt  sich  < 

^(-/b'^Xb)  =  Sp'(i—i.'*  \ s: 

Die  zweite  Wägung  kann  auch  auf  folgende  Weise  ausgeführt  vterdeu.  U 
die  Schale  A',  wird  ein  GefSss  mit  Wasser  gestellt  und  durch  Gegen pt-»riili| 
auf  der  Schale  S^  die  Wage  zum  Einspielen  gebracht,  während  vud  -Ui 
her  ein  an  einem  festen  Punkte  A  aufgehängter  Draht  oder  eine  Ri-»''  m 
in  das  Wasser  berabroiclit  ohne  das  Goßss  zu  berühren.  An  dit-s^m  Avi 
bängungsmittel  wird  dann  der  zu  prüfende  Körper  befestigt  und  dd'--'  '}• 
aufs  Neue  in  das  Wasser  eingesenkt  bis  zu  derselben  Stelle  wie  i-ra-l 
so  dass  der  Körper  ohne  nertthruiig  des  GefElsaes  sich  ganz  unter  Wi— i 
befindet.  Da.t  wahre  Gewicht  des  Körpere,  welches  in  der  l.ufl  ^ 
l'(  l  -    i    j  ist,  wird  unter  Wasser  von  der  Temperatur  l\  sofern  di>--.li 

auch  dem  Körper  sich  miltheilt,  auf  F\\  —y      1  rcducirt,  also  nni 

^  (yb'   -  Xb) 

vermiudert,  und  indem  der  feste  Punkt  A  oder  das  Aofhünguugsmiit- 1  K 
dieseu  Betrag  entlastet  wird,  wird  die  Schale  .S',  um  douselben  bcU-iH 
zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  uiüsaen  also  Gewichte  f  auf  drr  a 
deren  Schale  >S',  hinzugefügt  werden,  welche  wieder  der  61.  ^:t)  enti^rKbii 
Diese  Ab&uderunR  dos  Verfahrens  der  WäKUUR  des  Körpers  ia  Wc— | 
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in  das  Wasser  eines  Gefösses  (eines  Troges)  auf  der  Wagschale  einsenken, 
iis  uoten  daran  anhängen  lassen,  besonders  wenn  statt  der  gewöhnlichen 
^icharmigen  Wage  in  solchen  Fällen  eine  Brückenwage  benutzt  wird* 
Aus  GL(1)  and  (3)  orgiebt  sich  nun 


^p(-  -' 


31  -.vi         -i    . 


>■*-"  ^/(i--if 


M'  -  ^  'J 


Okl  wenn  alle  Gewichtstücke  (etwa  mit  Ausnahme  der  kleinsten,  deren 
jevichtsverlaste  in  der  Luft  sehr  geringen  Einfluss  auf  das  Resultat  haben) 
m  einerlei  Art  sind,  so  dass  ihre  specif.  Gewichte  und  Ausdehnungscoef- 
Wnten  einander  gleich  gesetzt  werden  können, 

*-=^^,(yV  -i*)  +  A* (5). 

h  /  viel  grösser  ist,  als  2,  so  kann  mau  auch  mit  meist  genügender  An- 
Ihfrung,  um  so  genauer,  je  weniger  t  und  t'  verschieden  sind, 

;,^g,(/.  ;i)  +  ^ («) 

!tA*u;  die  linke  Seite  ist  das  specif.  Gewicht  des  Körpers  bei  der  Tem- 
nitar  ^. 

£s  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  man  das  Ausdehnungsgesetz  des 
•rpers  bei  wachseuder  Temperatur  kennt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
Inh  9  gefunden,  indem  die  zweite  Wägung  in  Wasser  von  0^  ausgeführt 
rd^  so  dass  ft'  =^  1  ist,  während  Xh  ^-=::  X  gesetzt  werden  kann,  wenn  die 
iftr^'mperatur  bei  beiden  Wägungen  nur  wenig  von  0®  verschieden  ist, 
»T  auch  h  als  Factor  von  X  mit  einem  ungefähren  Werth  des  Ausdeh- 
nirscoefficienten  genügend  berechnet  werden  kann,  welcher  in  den  meisten 
llen  bekannt  ist.  Uebrigens  kann  auch  das  Verfahren  selbst  dazu  dienen, 
*  An$dehnungsgesetz  des  Körpers  mitzubestimmen.  Setzt  man  z.  B.  (§.  23, 
1*  und  3)  seinen  Ausdehnungscoefticienten  für  die  Temperatur  t  =  a^ 

•  Nach  einer  Notiz  der  Comptes  rendus  vom  Jahre  1856,  Septemberheft, 
r  z.  B.  ein  solches  Verfahren  seit  1835  in  der  Geschützgiesserei  zu  Strass- 
X  nach  Vorschrift  des  ehemaligen  Directors  dieser  Anstalt,  Oberstlieuteu. 
hcrtiOt  in  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  specif.  Gewichts  der  Geschützrohre. 
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+  2«!^,  also  den  Mittelwertli  a  für  das  Intervall  von  0^  bis  ^^'-^ff«  —  "i* 
so  dass 

ist,  so  enthalten  die  Gleichungen  (4)  bis  (6j  die  3  Unbekannten  «,  a^  aud  f,. 
welche  daraus  gefunden  .werden  können,  wenn  die  Wägung  in  Wasser  M 
wenigstens  3  verschiedenen,  möglichst  weit  aus  einander  liegenden  Teinp* 
raturen  i*  ausgeführt  wird.  — 

2)  Um  das  specitische  Gewicht  einer  anderen  Flüssigkeit  zu  !*i» 
stimmen,  kann  man  einen  festen  Hülfskörper,  für  welchen  P  und  «  uub^ 
kannt  sein  dürfen,  ausser  in  Wasser  auch  in  dieser  anderen  FlüsMckHI 
wiegen.  Ist  dann  t'*  die  Temperatur  derselben,  d^'  ihr  entspncheuJ« 
specif.  Gewicht,  und  werden  mit  p*  die  wahren  Gewichte  der  daKi  4 
Stelle  von  p  bei  der  Wägung  in  Wasser)  gebrauchten  Gewichtstückf  tA 
zeichnet,  so  ist,  wenn  wieder  t'  die  Temperatur,  /'  das  specif.  GewicLi 
Wassers,  i  die  Temperatur,  X  das  specif.  Gewicht  der  Luft  bedeutet,  d 
Zustand  bei  beiden  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt  wird,  analog  bl  j| 

p 

8 

also 


t 


\rb"—U)  ^2p"[l--X  ^^  mit  r  =  1  4-  n"t". 


und  daraus,  wenn  alle  Gewichtstücke  von  einerlei  Art  sind, 

^  Xp  V  &"   '^b'')'^    b 

Um  auch  vom  Ausdehnungscoefticienten  des  festt»n  Hülfskörpers  unahltaL«..; 

zu  werden,  hat  man  t'  =- 1"  zu  wählen,  so  dass    „  -=  1  ist,  w^ährend  .. '  1 

b  h 

weder  mit  dem  wenigstens  ungefähr  zumeist  bekannten  Ausdehuunj^«  -{ 

Heien ten  des  fraglichen  Körpers  hinlänglich  genau  berechnet  oder  ^Mr  ,4-. 

^^  1  gesetzt  werden  kann;  im  letzteren  Falle  wird 

r-.-^^  (/.  x)j^x • 

Man  findet  auf  diese  Weisc^  zunächst   nur  das  specif.  Go wirbt    »■ 
Flüssigkeit  für  die  bestimmte  Temperatur  /";  setzt  man  es  abiT  —   «   • 
Temperaturfunction,  welche  n  constante  Coofficienteu  enthält«  so  k«'i*r 
dieselbon  gefunden  werden,  indem  das  specif.  Gewicht  der  Flihtsiitkrr  t» 


§.^S.      BESTIMMONG   DBS   8PECIP.   OBWICHTS  LUFTFÖRMIOER  KÖBPER.  379 

Renigstens  n  verschiedene,  möglichst  weit  aus  einander  liegende  Tempe- 
ratoren  f  bestimmt  wird.  — 

.S)  Das  specifische  Gewicht  eines  luft förmigen  Körpers  kann  mit 
HqüV  eines  durch  einen  Hahn  verschliessbaren  Glasballons  bestimmt  wer- 
Mii.  welcher  1)  mit  Luft  von  atmosphärischer  Pressung,  2)  mit  möglichst 
leniönnter  (oder  auch  mit  verdichteter)  Luft,  3)  mit  dem  zu  prüfenden 
JÜ5*»  oder  Danapf  geftiUt  gewogen  wird.  Wenn  wieder  der  Zustand  der 
iasivreo  Latt  bei  diesen  verschiedenen  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt 
üni.  so  ist  auch  das  wirksame  Gewicht  =  B  des  Ballons  (Ueberschuss 
eines  wahren  Gewichts  über  das  im  geschlossenen  Zustande  von  ihm  ver- 
langte Gewicht  der  atmosphärischen  Luft)  und  das  Volumen  =  V  seines 
lohiraames  (abgesehen  von  dem  geringen  Einflüsse  einer  verschiedenen 
imeren  Pressung)  in  allen  drei  Fällen  gleich.  Bezeichnen  also  p,  f  und  f' 
li»-  wahren  Gewichte  der  Gewichtstücke,  welche  auf  der  anderen  Wag- 
icbJe  beziehungsweise  bei  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Wägung  das 
54:ichge wicht  herstellen,  und  ist  X  bei  der  erten,  X  bei  der  zweiten  Wä- 
Tm  das  dpecif.  Gewicht  der  Luft  im  Inneren  des  Ballons,  bei  der  dritten 
ifr^r  /i"  das  gesuchte  specif.  Gewicht  der  anderen  Luftart  für  die  betref- 
F'Q'ie  and  besonders  zu  beobachtende  Pressung  und  Temperatur,  so  hat  man 

m 

B  +  (i"v=i:p"(i-x^^ 

lui  (Inrch  Elimination  der  Unbekannten  £  und  V 

üd  daraus^  wenn  die  grösseren  Gewichtstücke  alle  von  gleicher  Art  sind, 


(l    =/.  —  {/.—  /.)    ^         -^^~r (9). 

Die  Anwendung  der  vorstehend  erklärten  Methoden  setzt  voraus,  dass 
34-  specifl  Gewichte  des  Wassers  und  der  Luft  für  verschiedene  Zustände 
*;kannt  sind.  Ihre  eigene  Bestimmung,  welche  übrigens  auf  ähnlichen 
rnindsätzen  beruht  und  nur  mit  Rücksicht  auf  ihre  fundamentale  Bedeu- 
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tung  flir  andere  Bo Stimmungen  einer  grösseren  Genauigkeit  durch  dki;- 
liebste  Berücksichtigung  aller  Kebenumatände  bedarf,  ist  kein  technivhi« 
Problem,  aondern  Sache  des  Physikers.  Auch  in  Betreff  anderer  Hetho^'H 
zur  Bestimmung  der  Bpecitischen  Gewichte  muss  bier  auf  die  Lebrl.'ucbtf 
der  Physik  verwiesen  werdeu.  Es  mag  nur  noch  angefahrt  werden.  Aim 
die  specif.  Gewichte  ö  (Gramm  pro  Cubikcentim.)  und  die  mittleren  \'u]nmr> 
Ausdebnungscoefßcienteu  a  von  Gewicbtstücken  aus  Gnaseisen,  Mt—.u 
und  Platin  durehschnittlich  mit  folgenden  Werthen  in  Recfaniing  gebrtciL 
werdeu  können: 

Guaseiaen:«^    7,2;     «^0,000033, 

Messing;      ö^    8,4;     n^ü,0000ö6, 

Platin:        ö=-^21,3i     «  =  0,000026. 


B.  Bewegung  der  FlüBsigkeiten. 

g.  69.   tiebersicht  der  Aufgaben  und  ihrer  Beh»ndliuig. 

Die  im  Folgenden  zu  untersucheudeu  Bewegungen  vou  Fl(lssi^'k<'iuf 
sind  theils  strömende,  thcils  oscillircude  Bewegungen,  von  denen  dii-  Iria 
teren  jedoch  nur  als  Wellenbewegung  des  Wassers  tocbnische  VitU 
tigkeit  haben. 

Strömende  Bewegungen,  d.  h.  solche,  welche  danemd  in  gk-it-h<^ 
Sinue  stattlinden,  pflogen  durch  Feste  Wände  begrenzt  und  hinsichtlich  ihr^ 
Gesetze  bedingt  zu  wenlen,  so  dass  es  angemessen  ist,  je  nach  der  Ar 
dieser  WÄndo  oder  heitflächen  verschiedene  Falle  zu  unterscheiden.  T-i 
der  Bewegung  in  Gefüssen  und  Röhren,  d.  h.  in  solchen  I^iionc -B 
durch  welche  die  Flüssigkeit  rings  umschlossen  wird,  so  dass  sie  obo''  tn-M 
Oberfläche  (ausser  am  Anfang  und  am  Ende  der  ganzen  Leitung^  sich  '•trü 
mend  bewegt,  kann  dieselbe  wässerig  oder  luflfönuig  seiu,  nnd  es  siu-I  oa 
bei  namentlich  die  beiden  Fälle  des  Ausflusses  aus  Gefässniflndun.;") 
und  der  Bewegung  in  längeren  Röhren  zu  betrachten.  Bei  tulUüf 
niigen  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  hierauf  die  Untersuchung,  da  di<-M  ihrt 
llberbaupt  nur  durch  einschliessende  Wände  eiue  bestimmt  aogebbtiv  1-» 
greuzung  erhalten;  was  aber  die  wftsscrigou  Flüssigkeiten  betrifft.  >"  i*! 
die  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  von  nicht  geringerer 
tigkeit,  d.  b.  in  oben  offenen  Leitungen,  längs  deren  ganzer  I^nge 
die  Oberfläche   des  strömenden  Wassers  theils  freie,   theils  Wand' 
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freier  Wasserstrahlen,  namentlich  in  Beziehung  auf  die  Steighöhe  eines 
in  der  Laft  vertical  aufsteigenden,  sogen,  springenden  Strahls. 

Iq  allen  Fällen  strömender  Bewegung  ist  der  Beharrungszustand 
oder  die  permanente  Bewegung  von  besonderer  Wichtigkeit,  charakte- 
risirt  dorch  die  Unveränderlichkeit  des  äusseren  und  inneren,  d.  h.  des 
Bewegung»-  und  Wärmezustandes  in  jedem  bestimmten  Punkt  des  Raumes, 
n  dass  der  Zustand  nur  von  Ort  zu  Ort,  nicht  aber  an  demselben  Orte 
Bit  der  Zeit  veränderlich  ist;  mit  Rücksicht  auf  die  etwa  eigene  Bewegung 
les  Gefässes,  der  Röhre,  des  Canals,  überhaupt  der  festen  Leitung  (bezüg- 
kli  auf  die  Erde)  ist  dabei  unter  einem  bestimmten  Punkt  des  Raumes 
Äets  ein  solcher  zu  verstehen,  welcher  eine  bestimmte  Lage  gegen  die 
Leitung  fbei  freien  Wasserstrahlen  gegen  die  Erde)  besitzt,  mit  welcher 
iftfh  das  jeweilige  System  von  Coordinatenaxen  fest  verbunden  zu  denken  ist 

Zu  den  Aufgaben  der  Hydraulik  gehört  endlich  die  Untersuchung  des 
feeenseitigen  Drucks  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Eör- 
pfru  bei  ihrer  relativen  Bewegung;  bezüglich  auf  den  festen  Körper 
^  derselbe  theils  als  belastender  oder  beschleunigender  Druck,  theils 
lä  ^jgenannt^r  Widerstand  des  Mittels  in  Betracht  kommen.  Dabei  sind 
Mer  verschiedene  Fälle  je  nach  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  zu  un- 
fncheiden,  welche  entweder  ein  isolirter  freier  Strahl  sein  oder  den  festen 
[orper  allseitig  einschliessen  oder  auch  als  wässerige  Flüssigkeit  mit  freier 
Oberfläche  nur  unterhalb  derselben  einen  theilweise  eingetauchten  Körper 
Bgeben  kann.  — 

Zur  Lösung  dieser  verschiedenen  Aufgaben  sind  nach  §.12  im  Allge* 
leinen  7  Grössen  als  Functionen  der  Coordinatcn  a:,  y,  z  und  der  Zeit  t 
I  bestimmen:  die  Geschwindigkcitscomponenten  u^,  Uy^  m,,  das  specif. 
olumen  r,  die  Pressung  p,  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsver- 
Äeen.  Zur  Verfügung  sind  dabei  die  drei  Differentialgleichungen,  welche 
m  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  ein  Massenelement  wirkenden  Massen- 
iHi  Flächenkräften  und  den  Reactionskräften  gegen  seine  Beschleunigung 
iteprechen  (sie  mögen  die  Fundamentalgleichungen  heissen),  die 
'.»ntinuitätsgleichung,  eine  Gleichung  bezüglich  auf  die  Wärmeleitung  im 
imren  der  Flüssigkeit,  die  Zustandsgieichung  derselben  und  die  Gleichung 
H  inneren  Arbeitsvermögens.  Die  5  ersten  dieser  Gleichungen  sind  par- 
i^'lle  Differentialgleichungen  und  allgemein  gültig,  die  beiden  letzten  sind 
5r  \«Tschiedene  Flüssigkeiten  verschieden;  in  den  4  ersten  sind  die  Tem- 
«ratur  und  das  innere  Arbeitsvermögen,  in  den  3  letzten  die  Geschwin- 
ü>riieitscomponenten  nicht  enthalten.  Die  Integrationen  müssten  mit  Rück- 
»'•ht  anf  die  Grenzbedingungen  bezüglich  auf  Zeit  und  Raum,   d.  h. 
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mit  Rücksicht  auf  den  gegebeneu  Änfangszustand  und  auf  die  Otinr- 
flächeubediDgungeu  versucht  werden.  Letztere  betroffen  theik  ilu 
Gestalt  der  Oberfläche,  theils  den  äusseren  Druck  an  derselben,  theils  •Iri 
etwaigen  Wärmeaustausch  zwischeu  der  Flüssigkeit  und  anderen  Köri>-n 
Entsprechend  der  den  thooretischeu  Gleichungen  zu  Grunde  ]ioK<'D<ti 
Voratellnng  (§.  52),  dass  jede  relative  Bewegung  im  Inneren  der  Flüs-siektü 
nur  durch  entsprechende  Deformationen  der  Flüssigkeitsi'lemente,  wonuit>1 
hier  immer  Massen elemente  im  Sinne  von  g.  1  verstanden  werden  sull>-g{ 
vermittelt  wird  (vorbehaltlich  der  Berücksichtigung  solcher  Beweguni.->^ 
welche  sich  dieser  Vorstellung  iu  der  Rechnung  entzieheu,  durch  empirinM 
Coefficienten),  muss  fUr  jedes  FlUssigkeitselemcnt  an  der  Oberflächt-  iM 
Geschwindigkeit  tangential  an  dieselbe  gerichtet  sein.    Ist  also 

/(r.  y.  .,  ()-0 
die  gegebene  Gleichung  eines  Tlicils  der  Oberfläche,  der  im  Alldem 
mit  der  Zeit  veränderlich  sein  kann,  so  müssen  dem  Differential  der-tlv) 
die  Incremente 

dx  =  u,dt,     rfy  ^  Ugdl,     ds  —  u.dt 
entsprechen,  wenn  w^,  u^,  «^  die  Geschwindigkcitscompoucnten  eint-s  -^^ 
terielien  Punktos  oder  Flüssigkeit  sei  erneutes  an  diesem  Theil  der  ObiTdäil 
bedeuten,  worans  die  Bodingungsgleichung 

V  ,    »/ , .  y ,    <v_^,,  , 
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srfaass  der  Temperatur  des  äusseren  Körpers  über  die  der  Flüssigkeit  2ii* 
mhü  dem  Flächenelement  dF  bedeutet;  dQ  und  ^l  können  dabei  gleich- 
Kitiir  positiv  oder  negativ  sein.  Bei  den  technischen  Anwendungen  ist 
m  solche  Wännemi^theilung  an  der  Oberfläche  im  einen  oder  anderen 
ÜBiip  oft  nicht  sowohl  ein  nebensächlicher  und  allenfalls  zu  vernachlässi- 
pider  Umstand,  als  vielmehr  Zweck  der  betreffenden  Anlage  (Wasser-, 
Aft-  und  Dampfheizungen,  Kesselheizungen,  Winderwärmungsapparate 
.  <.  w. ,  nnd  sie  pflegt  dann  durch  eine  feste  materielle  Wand  von  einer 
fwissen  Dicke  vermittelt  zu  werden.  Welche  auf  der  anderen  Seite  von  , 
ifler  anderen  Flüssigkeit  berührt  wird.  Ist  dann  Al  der  (positive  oder 
efative)  Ueberschuss  der  Temperatur  dieser  letzteren  über  die  der  be- 
ichteten Flüssigkeit  zunächst  der  Wand  an  der  Stelle  des  Elementes  dF, 

»kann  man  setzen: 

dQ  =  kAtdFdt (3), 

ttis  X' einen  Wärmedurchgangscoefficienten  bedeutet,  welcher  von 
b  Wärmeübergangscoefficienten  an  beiden  Oberflächen  der  Wand,  von 
^  Leitungscoefflcienten  X  (§.  9),  von  ihrer  Dicke  und  event.  von  ihrer 
ütoimang  abhängt-,  auch  etwaige  Wärmestrahlungen  pflegen  bei  seiner 
tttinmmng  zugleich  mit  berücksichtigt  zu  werden.  Diese  Bestimmung  ge- 
»rt  lü  den  Angaben  des  nächsten  Abschnitts,  welcher  von  der  Heizung 
Ullielt:  hier  wird  k  als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet. 

Die  Lösungen  der  verschiedenen  oben  angedeuteten  Aufgaben  der 
fdranlik  auf  Grund  der  angeführten  Gleichungen  und  Grenzbedingungen 
^iUn  schliesslich  zum  Zweck  der  technischen  Anwendungen  noch  durch 
npirische  Coefficienten  (§.  52)  zu  corrigireu  mit  Rücksicht  auf  die 
kweichnngen  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Flüssigkeiten  von  dem 
I  den  theoretischen  Gleichungen  vorausgesetzten  idealen  Zustande  voll- 
tnunener  Flüssigkeit  und  mit  Rücksicht  auf  solche  Bewegungswiderstände, 
liehe  in  jenen  Gleichungen  und  in  den  analytischen  Grenzbedingungen 
ictt  zum  Ausdruck  gebracht  werden  konnten,  wobei  ferner  zu  berücksich- 
gen  ist  dass  durch  diese  Widerstände  nicht  nur  lebendige  Kraft  verloren, 
andern  auch  entsprechende  Wärme  gewonnen,  also  die  Temperatur  beein- 
löst  wird.  Auch  abgesehen  hiervon  lässt  übrigens  schon  der  analytische 
Jürakter  der  fraglichen  Gleichungen  sofort  erkennen,  dass  ihre  Verwen- 
«ß?  zur  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben,  zumal  in  einer  für  den  tech- 
fe-'ben  Gebrauch  geeigneten  Form,  stets  mehr  oder  weniger  vereinfachende 
inaahmen  nöthig  macht. 

Wenn  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  an  der  Oberfläche 
^  WÄnuo«!» ickehing  durch  Bewegungswiderstände,  deshalb  auch  Wärme- 


M 
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leitnng  im  InoereD  nur  in  nutergeordnetem  Oradc  stattfindet,  so  kans  tu 
Vereinfachung  namentlich  dadurch  hcrheigefDhrt  werden,  dass  eine  g«-vbi 
Beziehung  zwischen  der  Pressung  p  und  dem  specif.  Volumen  c  von  t<>n 
herein  angenommen  wird,  insbesondere  z.  B.  die  Gleichui^  . 

pp"  =  Cunst., 
unter  m  eine  Constante  verstanden,  welche,  wenn  die  Znatandsindt-ru 
ais  bei  constanter  Temperatur  stattfindend  vorausgesetzt  werden  kann,  fl 
tropfbare  Flüssigkeiten  =:  oc  (also  v  =  Contt^  p  unabhängig  von  r .  f) 
,  Gase  =:^  1  zu  setzen  ist,  oder  bei  Zustandsänderungen  ohne  Mittheiln 
resp.  Entziehung  von  Wärme  für  Gase  ;=  «,  d.  h,  =  dem  Vertiältni^s  M 
specif.  Wärmen  bei  constanter  Pressung  und  bei  constanlem  VoIdj>I 
(§.  20), 'fUr  Dämpfe  nnd  (näherungsweise  und  innerhalb  gewisser  GnU'l 
für  Gemische  von  Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  i  tl 
nnd  §.  35)  =  einem  anderweitigen  constanten  Werth  zu  setzen  n>t.  I« 
durch  sind  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsvermögen  von  der  rnf^ 
Buchung  ausgeschlossen,  und  sind  die  drei  GeschwindigkcitscompoDtDiij 
nebst  den  Grössen  p,  e  durch  die  vorausgesetzte  Beziehung  zwiscb>'a  <U 
letzteren  und  durch  die  4  ersten  der  oben  genannten  7  Gleichungen  .hn 
die  Fundamentalgleichungen  und  die  Continuitätsgleichung)  mit  Ra^k^'.fl 
auf  die  gegebenen  Grenzkedingungen  bestimmt.  Zur  Entwickelnns  ibn 
Ausdrücke  in  endlicher  Form  können  weitere  Vereinfachungen  dnrcli  4 
vorläufige  Abstraction  von  den  inneren  Reibungen  (von  den  Gliodom  0 
R  in  den  3  ersten  der  allgemeinen  Gleichungen)  und  durcb  gewiss  .1 
nahmen  in  Betreff  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwind ii.'k'  d 
componenten  mit  den  Coordinaten  ändern,  herbeigeführt  werden.  I.t-t^'  r 
wird  auch  besonders  dann  nöthig,  wenn  wegen  erheblicher  WArmeleitnnfl 
und  Wärme ent Wickelungen  durch  Bewegungs widerstände  die  zuerst  iionau 
Vereinfachung  unzulässig  ist,  die  Gesetzmässigkeit  der  Tempcrstun^Ld 
mngen  vielmehr  wesentlich  mit  untersucht  werden  mnss;  eine  wi]lkiir:!'!i 
wenn  nur  im  Allgemeinen  den  Verhältnissen  angepasste  Annahme  in  H 
treff  des  Aenderungsgesetzes  der  Geschwindigkeiten  ist  dann  zndem  uii  i 
mehr  gerechtfertigt,  als  dieses  Gesetz  durch  den  Kinfluss  der  Wftnn< 
der  Widerstände  mittelbar  oder  unmittelbar  in  einer  solch«n  Wi>tse  t 


Mi  das  System  der  featen  Leitflächen,  woranf  die  BeweguDg  der  Flüssig- 
kit  ab  relative  Bewognng  bezogen  wird  und  womit  die  Coordinatenaxeu 
fer  X,  f,  I  fest  verbanden  sind,  eine  eigene  Bewegung  bczQglich  auf  die 
Irk  hat.  Von  Wichtigkeit  ist  dabei  namentlich  der  Fall,  dass  diese  Bc- 
^^ng  in  einer  Botatiou  um  eine  feste  Axo  besteht.  Wird  dann  die 
»Aie  in  der  Rotationsaxe  angenommen,  und  ist  &  der  constAnte  Winkel, 
kn  sie  mit  der  Sichtung  von  g  bildet,  ist  femer  m  die  im  Allgemeinen 
itrladerliche  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  von  der  positiven  x-Axc 
auch  den  rechten  Winkel  zur  positiven  y-Axe,  und  wird  die  x-Axe  so  an- 
pii'immen,  dass  sie  zur  Zeit  (  =;  0  die  Richtung  der  zur  i-Achse  senk- 
"echtea  Component«  ^  g  tind-  hat,  zur  Zeit  t  also  mit  ihr  im  Sinne  von 
9  den  Winkel 

JmSt 

Wet  so  sind  die  Componenten  von  g  nach  den  Axen  der  t,  y,  s  hezieli- 
hpiceise 

=  g  gin^  CO»  I  <adt,     —  jm'b  9-  ti'n  i  mdt,     gcon-d: 

Ist  femer  AB  =^  »■  das  Loth  von  dem  materiellen  Punkte  A{T,g,z) 
■r  Flassigkeit  auf  die  i-Axe,  und  ist  ß  der  Winkel  zwischen  der  Richtung 
\ä  und  der  positiven  lO-Axe  (immer  verstanden  im  Sinne  von  a>,  nämlich 
M  der  positiven  a^Axe  gegen  die  positive  y-Axß  hin),  so  läsat  sich  die 
iBc  Ergftnzungskrait  der  relativen  Bewegung  pro  Massencinheit  zerlegen 

B  Normalcomponente  ^=  ra'r  mit  dem  Richtungswinkel  ß  nnd  in  die 

=  ^  —  g  gegen 


f"" 


fc  z-Axe;  wegen 


■<^-t}- 


sten  Ergänzungskraft 

"  =  "'+*"■ 

.         dm 

le  =  0. 

te  senkrechte  Compononte  der  relativen 

n  Punktes  A  und  a  ihr  Richtungswinkel 
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mit  der  :r-Axe,  so  ist  die  zweite  Ergänzungskraft  der  relattren  Bewegiu; 
pro  Masseneinheit  =  2mu^   und   ihr  Richtungswinkel   mit  der  x-.V» 

=  a  —  -^9  da  ihre  Richtung  erhalten  wird,  indem  die  Richtung  von  «^ 

in  der  zur  x-Axe  senkrechten  Ebene  um  —  entgegengesetzt  dem  Sinne  v  »^ 

CO  gedreht  wird.    Wegen 

/         ^\ 
«jry  <^ö«  \a  —  —I  =  ttjcy  «m  a  =  tijy 

Uj,^nn  («—  2)  =  —^T^ewa  =  — k, 

sind  also  die  Componenten  dieser  zweiten  Ergänzungskraft  nadi  den  Aifi 
der  a?,  y,  s 

=  2a>t«y,     —  2(0««    und  0. 

Im  Ganzen  sind  somit  die  Componenten  der  beschleunigenden  Maa» 
kraft  im  vorliegenden  Falle: 

/(ICD 
mäi  +  co*a?  +  -—  y  -|-  2ai«jy .  .  . 


dm 
dm 


/um 
mdt-\-m*ff —     -  X — 2mUjt 

0 

Z  =  ffcosO'    

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  m  constant,  so  ist 


dm 


/mdt  =  mt  und  -  -    =  0. 
dt 


I.    Allgemeine  Sätze. 

§.70.    Widerstandslose    Bewegung   einer  Flttsslgkelt   fllr   4c«  P^  * 
Existenz  einer  Kraftfunction  und  einer  OesehwIndlgkeitefkBettM. 

Die  Geschwindigkeitscomponenten,  welche  im  vorigen  §.  mit  m^  «.  < 
bezeichnet  wurden,  seien  der  Einfachheit  wegen  mit  «,  r,  w  bestncJi 
während  die  specif.  Masse  /i  anstatt  des  specif.  Volumens  bemutzt  vi^ 
um  in  Verbindung  mit  der  Pressung  p  den  inneren  Zustand  n  ckani: 
siren.  Dann  hat  man  nach  §.  5,  GL  (6)  und  (7)  mit  J?  =  0,  d.  k.  bn  \ 
straction  von  der  inneren  Reibung,  die  Fundameatalgleicht«» 


lif 

flu 

■JT.- 

-T, 

+ 

T- 

+ 

du  ,     6«  ,     Hu 


■C2), 


_         1  öp Öw  ^'''  _|_     ^    i_       Hl"  \ 

/i  Öi  ~  Ö/  ■•■  **  ö1r  "•" "  ä^  "^  ""  ä^ 
ml  lue  CoDtinaitfttsgleichung 

a<    "*"     a*     "•"     öy     "^     Öa    ~ 

nklte  für  ^  =  Cofu^.  (fQr  eine  incompressible  PlQBaigkeit  von.constanter 

Inpentnr)  die  einfEwhere  Form  annimrat: 

ä«    ,    ö«    ,    öw       „  ,„    , 

jT-  +  S-  +  S-  =  0 C2,a). 

03:        oy         0» 

Hit  Bücksiebt  anf  die  gegebenen  Grenzbediogungen  sind  durch  die 
Onhnngen  (1)  nnd  (2)  nnd  dnrcb  die  Beziehung  zwischen  j>  und  /i, 
n!(he  hier  als  gegeben  roransgesetzt  wird,  diese  letzteren  Grössen 
ad  die  Gescbwindigkeitacomponenten  —  im  FelIIg  /i  ^  einer  gegebenen 
Wanten  darch  diß  Gleichnngen  (1)  und  (3,  a)  die  Grössen  p,  u,  v,  le  — 
h  FüDctionen  von  x,  y,  i,  t  bestimmt. 

In  Betreff  der  Eraftcomponenten  X,  F,  2  werde  angenommen,  dass 
ie  den  beziehnngsweise  nach  x,  y,  1  genommenen  Differentialquotienten 
nergeviasen  Fanction  gleich  seien,  welche  wie  in  g.53  die  Kraftfunc- 
i«s  hetsse  and  mit  TT  bezeichnet  sei,  hier  aber  eine  Function  nicht  nnr 
m  j,  jr,  1,  Bondent  im  Allgemeinen  auch  von  t  sein  kann.    Es  sei  also 

ap  brr  )yJT 

ö*  öy  OB 
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ist.    Die  FundamentalglcichungGn  (1)  erhalten  hierdurch  die  Fonnen:* 

ö*         (t  bx         hxbi         bx    ö**  fty    (la&y  öi    bjrfte 

f>y         /i  by         bffbt  bx    hybx         by    by'  hz   hybz 

hu         1  bp  0*95  Öy    0*55  bip    A*y>  Äy   JV*y 

ää  "  ^  Fl!  ^    bsbl  "*■  "b.r  ftiÖi  +    bff   bzbf,  '^   it    iiz' 

und  lassen  sidi  auf  eine  Gleichung  reduciren,  indem  sie  beziehDn^*< 

mit  dj-,  rfy,  dz  multiplicirt,  addirt  und  intcgrirt  werden;  dadurch  ergiel.i  iirl 


^^ßr 


Indem  die  Integration  nur  in  Beziehung  auf  x,  y,  ■  ansg^rahrt  wi 
wäre  noch  eine  willkürliche  Function  von  t  als  IntegrationsconsUnti' 
ünzafQ|;cn,  welche  aber  in  p  so  einbegriffen  werden  kann,  das.«  ^i< 
Summand  i 
durch  die  Continnitätsgleichung 


*  Es  ist  bemerhenswertl],  dass  ans  ihnen  im  Falle  p  ^=  Crmiri.  dif  ina^ 
Reibnng  auch  dtinn  verschwindet,  wenn  nicht  R  —  0  gesetzt  wird.  Mit  Ku<l 
siebt  auf  dieselbe  wäre  dann  nämlich  in  der  ersten  der  GleichanKen  tH  t' 


^i(''lf)  +  Ä(''l^)  +  ^i''.:)---'«> 


.  (6,  a) 


lAle  für  /i  =  Conit.  die  Form 

h*<p        h'ip        Ö*9> 

ntimnil,  sind  in  Verbindung  mit  doD  Grenzbcdingungeii  im  Spccialfallo 
|i  -^  (Wf.  die  Grösseu  p  und  tjp,  im  nllgcmcincii  Falle  mit  Rucksicht  auf 
li  ;[i'^'ku(!  Beziehung  zwisclicu  p  und  (t  diese  beiden  GrOssen  und  ^, 
Ivcb  1  in  beiden  Fällou  dann  auch  die  Gcscbwiudigkcitsuomponoulcn 

t-T-,  B^=  r--,  i('^=  -:—  bestimmt, 
M  öy '  0» 

Bestcbt  eine  Grenzbodingnng  darin,  daas 

k  lileichni^  eines  gewissen  Tbeils  der  ObcHfäcbo  gegeben  ist,  so  muss 
■tGLfl)  im  Torigen  g.  für  alle  Punkte  dieses  Thcils  der  Oberfläche  die 
hiinn  ip  der  Gloiebung  entsprechen: 

*/  ^  ^  ^  O.  ^/  i^  J.  ^/  ^  -  n  n> 

iW  ■•■  Ö«  ö*   "^  Öy  &y   ''■  Öa   Ö»    ~       ^  ^■ 

Für  eine  feste  Wand  f ,  -  =  o)  sind  <-,  ,— ,  -.-  proportional  den 

*im^  der  Wiultel  zwischen  dor  Normalen  und  den  Axen.  Ist  also  dn  ein 

fcaiiii  dieser  Normalcu  mit  dcu  Projectionen  dx,  rfy,  dt  auf  den  Axen, 

itiun  Gl.  (7)  geschrieben  werden: 

b^  dx         d^  dy         b()>  de rfy 

_ 


[  +  Z2  =  Z-^ w- 
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die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Yorlängorungen  der  Kanten  M 

hto        hv       hu        hw       hv        hu 
hy'^hi'      h%^  hi'      hx"^  hy 

die  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Verkleincrongen  der  ))?iiiA 

an  jenen  Kanten  augenblicklich  stattfinden.  Die  Ortsänderung  des  Flnai 

keitsclcmcntes  lässt  sich  in  3  Translationen  mit  den  Geschwindigkrii^ 

tt,  t7,  w  nach  den  Richtungen  Äa^  Äh^  Ac  und  in  3  Rotationen  am  dk| 

Kanten  zerlegen,  deren  Winkelgeschwindigkeiten  =  a^ßyY  seien.  Da  ni 

nach  §.  5 

hw 

-.  -  die  Winkelgeschwindigkeit  von  Jh  woi  Aa  im  Sinne  hc^ 

hv  -1       i 

Z 

ist,  so  ist      K      —  .    j  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit,  mit  weldh 

sich  die  Punkte  des  Flüssigkeitselementes  augenblicklich  um  Aa  im  ^u: 
bc  drehen,  also 

hiv         hv  hu         hw        ^  ^     hv        hu 

—        =  2«,    ^ -==  2ß,    <     —  V     =  27  .  .  . 

öy         02  02         öx  Ox        oy 

Der  Umstand,  dass  die  Bedingungen  (4)  in  einem  gewissen  Ausmibu 
erfüllt  sind,  kommt  hiemach  darauf  hinaus,  dass  die  Flüssigkeit^ilt-M  t 
in  diesem  Augenblick  nicht  rotiren,  und  die  beständige  Erfüllnug  ;*'J 
Bedingungen,  also  die  Existenz  einer  Geschwindigkeitsfumn 
setzt  eine  beständig  rotationslose  Bewegung  der  FlQssick'  i 
elemcnte  voraus. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  wird  indessen  diese  Yoraassetzun^  «< 
durch  die  schon  von  Lagrange  gemachte  Bemerkung,  dass  sie  anter  i 
übrigens  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  (Existenz  einer  Kn 
function  und  Fehlen  von  Bewegangswiderständen  bei  gegebener  Bozirbi 
zwischen  p  und  fi)  beständig  zutrifft,  wenn  es  in  irgend  viui 
Augenblick  der  Fall  ist,  wenn  insbesondere  die  Beweganc  ^i 
Zustande  der  Ruhe  ausgeht    Um  dies  nachzuweisen,  sei 


/ 


? = "• 


wobei  Jf  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Beziehung  zwischen  |i  and/i  «^ 
(bis  auf  einen  unbestimmten  constanten  Summanden)  bekannte  Yuttct 
von  p  oder  von  fi  und 
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1  bp        bit 

1  bp        bff 

1  bp        bif 

11  bx         bx' 

11  by        bff' 

fi  bz        bz 

k.  Wenn  dann  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  nach  s,  die  dritte  nach  y 
ifereozirt  wird  und  beide  Resultate  von  einander  subtrahirt  werden,  so 
st  nach  Gl.  (3)  und  wegen 

byb%         bzby 
_  h*w  b*v 

"  ^b^  ~  bibz 

b*w  b^w  b^w  t^bu  bw        bv  bw        bw  bw 

+  "  bib^  +  "^  bp  +  "^  bybz  "*■  ö^  b^  +  by  by  +  by    bi 

b*v  b^v  b*p        bu  bv        bv  bv        bw  bv 

bxbz  bybz  bz^        bz  bx        .bs  by         bz  bz' 

htfaos  folgt  durch  Addition  der  identischen  Gleichung 

btt  btt        bu  bu 
by  bz        by  bz 

m  Division  durch  2  mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichungen  (9) 

5a    .       ba    ,       ba    ,        ba        ^bu  bu    ^       /bv  .  bu?\ 

Ke  Grösse  o,  verstanden  als  Winkelgeschwindigkeitscomponente  eines  bc- 
kiflunten  FlOssigkeitselementes  (Masseuelementes  der  Flüssigkeit),  von 
leichem  ein  Punkt  zur  Zeit  t  im  Raumpunkte  (x,  y,  z)  liegt,  ist  eine  mit- 
Bibare  Function  nur  von  ^,  indem  auch  x,  y,  z  bei  dieser  Auffassung 
'inctionen  von  i  sind,  und  es  ist 

ba  ba  ^'^  _i        ^" ^^ 

Yt   +  **  bi  "*"  ^  by  ■**  ""  "b s  ~  rf7 

=  dem  vollständigen  Differentialquotionten  von  a  nach  t\  damit  lässt  sich 
ie  letzte  Gleichung  schreiben: 

da  (bu        bv        bw\  bu  bu  bu 

rf<  + "  Ui  +  b^  +  ht)  = "  bi  +  ^  ö^  +  5'  öl  • 

^enn  man  aber  entsprechend  der  Bedeutung  von        auch 
(tzt.  SO  ist  nach  der  Continuitätsgleichung  (2) 

Ö«    ,     ö»  bu7  1  dfl  r^QS 

bx       öy"'"b7        ~  ^li 
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womit  die  obige  Gleichung  auch  geschrieben  werden  kann: 

da        a  dfi  ^^  _a_  o^^  _±_      ^** 

a 


d 


oder     -_  = 


d 


dt 
ß 


i" 


Ebenso  ist     -~  = 

dt 


d 


(^ 


dt 


a  hu        ß  hu        Y  bu 


a  hv        ß  hv        Y  bv 
fi  hx        jK£  dy         fi  hs 


a  hw        ß  bw       Y  ^"^ 
fi  bx        fibif       (ibz 


11 


Aus  der  Form  dieser  Gleichungen,  durch  welche  die  Aenderuiai 


a 


ß    7 


als'ii« 


J 


der  auf  dasselbe  Flüssigkeitselement  bezogenen  Grössen  -, 

"    ™    P 

are  homogene  Functionen  dieser  Grössen  selbst  ausgedrückt  sind,  ist 
sichtlich,  dass,  wenn  in  irgend  einem  Augenblicke  diese  Grössen  =  St 
sind,  also  a  =  ß  =  /  =  0  ist,  alsdann  dasselbe  auch  nach  Verlauf  (k 
Zeitolementes  dt^  also  immer  der  Fall  ist;  d.  h.  ein  Flüssigkeitsdc 
ment,  welches  einmal  nicht  rotirt,  kommt  nie  in  Rotation.  — 

In  Betreff  der  Existenz  einer  Kraftfnnction  mag  beispielawcisc  der  n 
vorigen  §.  hervorgehobene  Fall  geprüft  werden,  dass  die  Coordinatoiui<i 
auf  welche  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  bezogen  wird,  am  die  >-.Ui'  m 
einer  im  Allgemeinen  veränderlichen  Winkelgeschwindigkeit  o)  rotii 
während  ausser  den  dadurch  bedingten  Ergänzungskräften  der  rrbtr» 
Bewegung  nur  die  beschleunigende  Schwerkraft  mit  constantcr  GrO^^v 
Richtung  als  Massenkraft  in  Betracht  kommt.  Nach  den  daselbst  aus 
führten  Ausdrücken  (4)  der  Kraftcomponenten  X,  T^  Z  ist 


bX        dm  bv 

öy  =    dt  +  ^'^  öy  ' 

b  Y  dm         ^     bu 

— 2cö • 

bx  dt         *      Öjj' 


bX 
'b% 


bY 
bz 

=  0. 


=r  2m 


o. 


=^    —   L'CÖ 


br 
bz 
bu 
bz 


bZ  _  bZ 
bx         by 

Die  Bedingungen  (3)  für  die  Existenz  einer  Kraftfnnction  sind  alsi> 


bu 


bv 


m 


=  ^^  -dt  +^U  + J  = 


o 


li 


bz        "'      dt     *    ^^  \bx    '    by- 
Sic  sind  jedenfalls  erlüllt,  wenn  m  =  0  ist    Wenn  aber  cj  u 
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=  0  ist)  80  mflsste  nach  den  beiden  ersten  dieser  Bedingungen 

öi  =  b^  =  « (^^)' 

i  h.  in  allen  Punkten  irgend  einer  mit  der  s-Axc  parallelen  Geraden  die 
n^enblickliche  Geschwindigkeit  normal  zu  derselben  oder  parallel  zur  xy- 
^M  gleich  gross  and  gleich  gerichtet  sein;  die  Flüssigkeit  müsste  in 
erade  &deiiförmige  Massenelemente  parallel  der  s-Axe  zerlegt  werden 
oßQon,  welche  sich  so  bewegen,  dass  sie  beständig  gerade  und  mit  der 
A.\e  parallel  bleiben.  Längs  einem  solchen  Flüssigkeitsfaden  müsste  die 
\ichwindigkeitscomponente  w  einem  gewissen  Gesetze  folgen,  das  durch 
k'  dritte  der  Bedingungen  (12)  in  Verbindung  mit  der  Continuitäts- 
leichoug  (10)  bestimmt  ist,  nämlich 

hw         1    da)         1  du         d    .  CO  /i  ix 

hz        CO    dt         (i  dt         dt      (i 

ftren  cd  und  fi  constant,  so  müsste  auch 


h% 


=  0 


D.  was  eine  constante  Länge  jener  Flüssigkeitsfäden  erfordern  würde. 
d(U  Canälen  einer  innen-  oder  ausseuschlächtigeu  Turbine  z.  B.  könnte 
h  das  Wasser  in  solcher  Weise  bewegen,  wenn  jene  Canäle  durch  zwei 
i^srnente  Umdrehnngsilächen  mit  der  Turbineuaxe  als  gemeinschaftlicher 
r  aosser  durch  die  mit  derselben  parallelen  cylindrischen  Schaufelflächcn 
innzt  werden.  * 

Wenn  übrigens,  faDs  die  Bedingungen  (13)  erfüllt  sind,  zugleich  eine 
icbwindigkeitsfunction  existiren  sollte,  so  müsste  mit  Rücksicht  auf  die 
kbüBgen  (4)  auch 

hw        hw 

.  die  augenblickliche  Geschwindigkeitscomponente  w  im  Sinne  der  s-Axe 
alle  Punkte  irgend  einer  dazu  senkrechten  Ebene  gleich  gross  sein. 

Falle  a>  =  Const.  und  u  =  Const.,  also  ^r—  =  0  müsste  folglich   w 

02 

er  ganzen  Masse  gleich,  z.  B.  =  Null  sein,  wie  es  bei  der  vorerwähn- 
Bewegnng  des  Wassers*  in  den  Canälen  einer  innen-  oder  aussenschläch- 
1  Turbine  dann  möglich  ist,  wenn  die  beiden  congruenten  Umdrehungs- 
len.  welche  die  Canäle  begrenzen,  parallele  Ebenen  sind.  Man  erkennt 
,  dass  im  Falle  der  rehitiven  Bewegung  einer  Flüssigkeit  bezüglich  auf 
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ein  selbst  in  Bewegung  befindliches  System  von  Leitflftcheii  die  Möglich- 
keit genauer  Erfüllung  der  Bedingungen,  worauf  die  Gleichungen  (5  lud 
(6)  beruhen,  an  sehr  specielle  Voraussetzungen  geknüpft  ist 


§.  71.    Wirbellinien  und  WirbelfUen. 

Wenn  eine  Geschwindigkeitsfunction  nicht  besteht  und  deshalb  di 
Flüssigkeitsolemente  im  Allgemeinen  in  Rotation  begriffen  sind,  weim  aht 
übrigens  die  Voraussetzungen  des  vorigen  §.  (Existenz  einer  Kraftfoniik 
und  Fehlen  von  Bewegungs widerständen  bei  gegebener  Beziehung  zvisJ» 
p  und  (i)  erfüllt  sind,  somit  auch  die  unter  jdiesen  Voraussetzungen  ^.^ 
entwickelten  Gleichungen  (11)  gelten,  so  wird  die  Einsicht  in  den  Trn 
gungszustand  der  Flüssigkeit  und  die  Gesetzmässigkeit  seiner  AcD<i<ni 
in  bemerkenswerther  Weise  unterstützt  durch  die  Begriffe  der  WirbeCin 
und  Wirbelfäden,  welche  von  Helmholtz*  zunächst  für  inoompnsHh 
Flüssigkeiten  aufgestellt  wurden,  deren  Gesetze  sich  aber  nach  Kirchk« 
leicht  auf  beliebige  Flüssigkeiten  ausdehnen  lassen. 

Es  seien  A  und  J^  zwei  unendlich  nahe  matenelle  Punkte,  eUä  1 
Massenmittelpunkte  benachbarter  Flüssigkeitselemente  E  und  E^.  Zar  Z* 
t  seien 

x^  y,  »  die  Coordinateu  des  Punktes  A, 

tt,  f7,  w  seine  Geschwindigkeitscompoueutcii,  also  die  (yomponeut4*ii  i 

Translationsgeschwindigkeit  des  Elementes  E^ 

a,  ß,  Y  die  Componenten  der  Rotatiousgeschwindigkeit   q  diesi>^  E 

mentcs,  nämlich  seine  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  ««k 

durch  A  gehend  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  sind, 

fi  seine  specifische  Masse, 

^  "t"  §?  y  +  ^/i  *  4"  £  d^o  Coordinaten  des  Punktes  A^^ 
0  =  y§*+  ^/*  +  S*  ^^^  unendlich  kleine  Entfernung  AjL^. 
Sind  dann  d^  drj,  d^  die  Aenderungen  von  §,  j},  g  im  folgenden  li 

dB    dt)    dC  I 

Clement  dL  also  --,  ■  -  ,  ,j  die  augenblicklichen  relativen  Geschvi» 

dt     dt    dt 

keiten  von  A^  gegen  A  nach  den  Axen  der  x,  y,  s,  so  hat  man,  da 

letzteren  auch  als  die  Aenderungen  von  ti,  r,  «;  zu  betrachten  muL  ^'^ 


*  Ueber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Virj 
bewegungen  entsprechen.  Grell e^s  Journal  für  reine  u.  angew.  3fat^ 
Bd.  55,  S.  26. 
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deo  anendlich  kleinen  Incrementen  ^  ^,  £  von  ;r,  y,  z  entsprechen, 


de  ~  ^hx  ^^hy  '^  ^  hz 

di~^bi'^''h^^^Vz 
^^  M  Ott?    ,        hw    ,     ^  hto 


(1). 


dt  hx  '  hy  hz 

Mese  Gleichungen  sind  von  derselben  Form  wie  die  GIcicbangen  (11)  im 
vngen  §.  nnd  sie  werden  mit  ihnen  identisch,  wenn,  anter  £  eine  uncnd- 
icfa  kleine  Constante  verstanden, 

g  =  £--,       W  =  6— ,        C  =  £--* (2) 

miii  wird  entsprechend  dem  Falle,  dass  der  materielle  Punkt  J[|  in  der 
llUtionsaxc  des  Elementes  E  liegt  (g  :  ^  :  g  =  ai  ß  :y).    Aus  der  Idcn- 

|lt  der  beiden  Systeme  von  Gleichungen  folgt  dann  aber,  dass  auch  die 

■ 

'  cc     ß     y 

hterungen  von  g,  iy,  g  im  Zeitelement  dt  den  Aenderungen  von  — ,    — ,  — 

(i     /i     (i 

roportional  sind,  so  dass,  wenn  die  Gleichungen  (2)  zur  Zeit  t  bestehen, 
kselbe  auch  zur  Zeit  /-^dt  n,  s,  f^  also  immer  der  Fall  ist.  D.  h.  wenn 
in  materieller  Punkt  A^  einmal  in  der  Rotationsaxe  eines  un- 
odlich  nahen  Flüssigkeitselements  E  liegt,  so  ist  dasselbe  be- 
indig  der  Fall,  wie  auch  die  Richtung  jener  Rotationsaxe  sich  ändern 
sg.   Wenn  man,  von  irgend  einem  Punkte  A  ausgehend,  eine  krunmie 

inie  AA^A^A^ construirt  denkt,   deren  Richtungen  AA^^  -^i^a? 

1^ in  einem  gewissen  Augenblicke  in  allen  Punkten  A^  A^^  A^  — 

it  den  Rotaüonsaxen  der  Flüssigkcitselemente  i?,  E^^  E^ zusammen- 

ileo,  für  welche  A,  A^j  A^....  die  Massenmittelpunkte  (oder  überhaupt 
trn?spondirende  Punkte)  sind,  und  wenn  eine  solche  Linie  nach  Helm- 
sitz eine  Wirbollinie  genannt  wird,  so  kann  der  obige  Satz  auch  so 
■»gesprochen  werden: 

Eine  Wirbellinie  wird  beständig  von  denselben  materiellen 
iakten  gebildet 

Mit  Racksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  erhält  man  für  die  Rotationa- 
?sch windigkeit  q  eines  Flfissigkcitselementes  den  Ausdruck: 

vrauB  ersichtlicfa,  dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  eines  Flüssig- 
iitselemestes  beständigdemProduct  seiner  specifischenMasse 
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aud  seiner  fintfernang.von  einem  im  Sinne  der  Rotationsai«! 
also  der  betreffenden  Wirbellinie,  ihm  anendlich  nahe  gtU 
genen  materiellen  Punkte  proportional  ist 

Diesem  Satze  lässt  sich  ein  anderer  Ausdruck  geben  mit  Hülfe  d( 
Begriffs  der  Wirbelfäden.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  alle  Puuki 
des  Umfangs  einer  unendlich  kleinen  Fläche  die  betreffenden  Wirbellir.i'i 
gezogen,  so  bilden  dieselben  eine  Fläche,  welche  einen  fadenförmigen  lUu 
von  unendlich  kleinem  Querschnitt,  einen  von  Helmhol tz  so  geuaniiU 
Wirbelfaden  umschlicsst.  Ein  solcher  besteht,  während  seine  Gestalt  i 
Allgemeinen  stetig  veränderlich  ist,  dem  Obigen  zufolge  beständig  aus  i^) 
selben  Flüssigkeitselementen.  An  irgend  einer  Stelle  und  in  irgend  eine 
Augenblick  sei  c»  sein  Querschnitt,  fi  seine  specifische  Masse  and  o  d 
Längenelement  einer  Wirbellinie  zwischen  bestimmten  materiellen  Puukt^ 
derselben,  also  auch  die  augenblickliche  Länge  eines  von  stets  dor^i  > 
Materie  erfüllten  Fadenelementes,  so  dass 

(10)0  =  Canst. 

ist,  wodurch  Gl.  (3)  übergeht  in 

(OQ  =  Consi \ 

Das  Product  aus  dem  Querschnitt  und  der  Rotationsgcschwii 
digkeit  eines  Wirbelfadcns  bleibt  also  an  jeder  Stelle  anveräl 
dort 

Von  diesem  Product  lässt  sich  ferner  nachweisen,  dass  es  aiuh 
demselben  Augenblick  für  alle  Querschnitte  eines  Wirbelfadcns  gleich  i 
Dazu  dient  nach  Helmholtz  die  Betrachtung  des  dreifachen  IntogniN 


'  -m 


5«      hfl     hr\ 


welches,  zunächst  über  ejnen  beliebig  begrenzten  Theil  der  Flüssijrkt  it  .»i 
gedehnt  gedacht,  durch  partielle  Integration  jedes  Gliedes  in 

S  =  JJadydz  +  JJß^^^x  +  Jj7^^y 

umgeformt  werden  kann,  wobei  die  einzelnen  Doppelintograle  uIh  r  1 
ganze  Oberfläche  jenes  Flüssigkeitsthoils  auszudehnen  sind,  also  tt,  ^V,  ;*  1 
Wiukclgeschwindigkeitscomponenten  für  irgend  einen  Punkt  ^x,  y,  z  A\  - 
Oberfläche  und  rfyrf»,  rfzrfx,  dxdy  die  Projectionen  eines  Elomonti*«  •»>'  :■ 
selben  auf  die  Coordinatenebenen  bedeuten,  letztere  verstanden  in  i* 
Sinne,  dass  sie  positiv  oder  negativ  gesetzt  werden,  jenachdem  die  oUn 
auswärts  oder  überall  einwärts  gerichtete  Normale  spitze   oder  >tQr.fi 
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Winkel  (v),  (''*4/\  C^)')  niit  den  Coordinatenaxen  bildet    Es  ist  also 
—  =  eo8  («,ar);       -^  =  cos  («,y);       -  —  =  cos(n,z) 

9hil  somit  anch 

S  =  jdO[aco8(n^x)  -\-  ßeo8(n,y)  -|-  ycos^n^z)] 

«ier,  ffenn  (p^),  ((>,y),  (p^)  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Axe  der 
BotatioDsgeschwindigkeit  q  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  dass 

«  =  Qeos{Q,x);     ß  =  Qcos{Q,y)\     f  =  P«m((>^) 
isl,  ood  wenn  mit  ((>,n)  der  Winkel  zwischen  der  Rotationsaxe  und  der 
Normalen  im  Flächenelement  dO  bezeichnet,  also 

m(Q^)eoM{n^)  -\-  co8{Q^y)eo8{n^y)  -j-  co8(Q^z)co8(n^)  :=:  eo8{Q^n) 

pf'hi  wird,  auch 

S  =  Jd0.QC08  (Q,h) ,  .  (6), 

fc  Integration  immer  ausgedehnt  gedacht  über  die  ganze  Oberfläche  0  der 
h&gkeitsmasse,  auf  welche  die  Grösse  S  bezogen  wird.  Wird  nun  als 
&^^  FIflssigkeitsmasse  insbesondere  das  Stück  eines  Wirbelfadens  zwischen 
^Dd  zwei  Querschnitten  co  und  (d^  angenommen,  für  welche  die  Rota- 
Ms^ehwindigkeiten  =  q  und  q^  seien,  so  ist  co«((»,n)  für  den  ersten 
i^nchmtt  =  +  1,  für  den  zweiten  =  +  1,  für  die  Mantelfläche  überall 
=  ^UoIglich  nach  Gl.  (6) 

^h  Gl.  (9)  im  vorigen  §.  ist  aber 

f'^hy^bz~ 

_   1  /h^w  _  h*v  h^u        ^w         h^v  b^tt\  _ 

2  \öxöy       bzhx        hyhz       hxby       hzhx        hyhvj  ' 

*o  nach  Gl  (5)  auch  iS  =  0  und  somit 

(OQ  =  CO^Q^ (7), 

7.  b.  w.  Das  Product  aus  dem  Querschnitt  und  der  Rotations- 
icbwindigkeit  eines  Wirbelfadens  ist  also  in  der  ganzen  Länge 
s^f^lben  gleich  und  unveränderlich  während  der  Bewegung 
(i  Deformation  des  Fadens.  Hat  dieses  Product  einen  endlichen 
rtli,  so  könnte  der  Wirbelfaden  im  Inneren  der  Flüssigkeit  nur  endigen 

f/j  =r  0,  p  ==•  oo  oder  co  =  oo,  p  =  0,  woraus  zu  schliessen,  dass 
einer  Flüssigkeit  von  endlicher  Ausdehnung  die  Wirbelfäden  entweder 

ich  zuröcklanfen  oder  bis  zur  Oberfläche  reichen  müssen. 
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§.  72.    StrSmende  Bewesrui;  Vkugn  gegehtmtn  BaluieB. 

Bei  den  technischen  Aufgaben,  welche  sich  auf  strömende  Beif 
gungen  (§.  69)  beziehen,  pflegen  diese  der  Art  durch  Leitflftchen  bediai 
zu  sein,  dass  man  (abgesehen  von  Stosswiderständen,  Oberhaupt  tob  tn<l*':>i 
Bewegungswiderständen,  als  der  inneren  Reibung  und  der  Reibung  ui  di 
Leitflächen)  die  Geschwindigkeitsrichtungen  an  allen  Stellen,  somit  «vi 
die  von  den  materieUen  Punkten  durchlaufenen  Bahnen  als  gegeben  bi< 
trachten,  d.  h.  a  priori  annehmen  kann  entsprechend  der  CoBfigaratio&  « 
Leitflächen,  die  einen  Theil  dieser  Bahnen  enthalten.  Ist  dann  auch  &< 
die  Beziehung  zwischen  der  Pressung  p  und  der  specifisc^'i 
Masse  fi  gegeben,  so  dass  letztere  als  eine  gegebene  Function  y*>'  j 
betrachtet  werden  kann,  so.  reducirt  sich  die  Aufgabe  darauf  die  Pr-f 
sung  und  die  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  un<i  <i 
Coordinaten  des  betreffenden  Raumpunktes  zu  bestimmeo:  H 
Geschwindigkeit  (nach  den  Bezeichnungen  der  beiden  vorhergehendeii  Pirt 
graphen  =  |/a*  -|-  v*  +  «>*)  sei  hier  mit  u  bezeichnet 

Dabei  ist  es  in  der  Regel  vortheilhaft,  die  bisher  Toraasgi^tr^ 
rechtwinkeligen  und  geradlinigen  Coordinaten  durch  ein  anderes  (\  rd 
natensystem  zu  ersetzen,  welches  dem  gegebenen  System  Ton  Bahn^  < 
gepasst  ist.  Ein  System  von  Flächen  J*,  welche  die  Querschnitte  h<*.«H 
mögen,  werde  so  angenommen,  dass  alle  Bahnen  und  somit  auch  die 
flächen  rechtwinkelig  von  ihnen  geschnitten  werden.  Femer  aollen  in  y^ 
Querschnitte  zwei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Curren  irJ 
nommen  werden,  welche  beziehungsweise  die  KrOmmungscurves  t 
die  Normalcurven  heissen  mögen  und  dadurch  bestimmt  seien,  da^«  I 
irgend  einen  Punkt  A  eines  Querschnittes  F  die  KrOmmangscnno  «^ 
Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  A  der  betreffenden  Bahn  bt-r.^ 
wird,  folglich  die  Normalcurve  von  der  auf  dem  KrOmmungshalbir^v 
senkrechten  Normale  der  Bahn,  ihrer  sogenannten  Binormale. 

Sind  dann  O^Sq  die  Bahn,  OqYq  die  Krünrniungscurre  and  O^Z,  i 
Normalcurve,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  O^  des  von  drr  1  -i 
sigkeit  erf fluten  Raumes  hindurchgehen,  und  ist  ^  der  Punkt,  in  «il  - 1 
der  Querschnitt  Y^O^Zq  von  der  durch  einen  beliebigen  anderen  Pil*'  I 
des  Raumes  ,  gehenden  Bahn  geschnitten  wird,  so  ist  die  La^re  d-^ 
Punktes  A  bestimmt  durch  den  Bogen  0^0  =  «^,  weldien  der  dsn) 
gehende  Querschnitt  F  von  0^8^  abschneidet,  und  durch  die  Böirn  <'J 
=  yo  ^^^  ^0-^0  =  *oi  welche  von  O^^Y^  und  O^Z^  durch  dH>  «■'  -i 


$.'i  mtÖMBIIDK  BBWKfiDItO  hiyQB 

HS  jeugOK  Normal-  nnd  KrOmranngscniTe  abgeschnitten  werden.  Ist 
frnier  07  die  KrOmmnngBcnrve,  OZ  die  Normalcurve  darch  0  im  Quer- 
Mttt  F,  and  wird  erstere  Ton  der  durch  A  gehenden  Normalcnrve  in  C, 
btzlf re  Ton  der  KrQramungBcnrve  durch  ^  in  if  geschnitten,  so  sind  durch 
V 1,.  «g  Mch  die  Bögen  A^A  =  #,  BA  ^=  y,  CA  ^  %  heatimmt  und 
n^bhrt,  Bo  dasa  auch  diese  letzteren  BOgen  «,  y,  i  als  die  Coordinaten 
Ir^Pauktes  A  betrachtet  werden  können,  nie  es  hier  geschehen  soll. 

Die  Bewegung  in  der  Bahn  A^A  finde  statt  im  Sinne  von  A^  gegen 

i.  und  ca  seien  (Fig.  27)  AA^  =  dt,  Ab  =  dy,  Ae  ^=  ds  unendlich 

kleine,  somit  als  gerade  Linien  zu 

betrachtende   Elemente    der   Bahn, 

der  KrammnngBcnrve  und  der  Koi^ 

malcurve,  genommen  beziehnngaweise 

im  Sinne  A^A,  BA  nnd  CA,    Ein 

unendlich   kleines  Raumelement  = 

dV  werde  dann  begrenzt  durch  die 

Normalebenen   hAe  und  i^.^i«i   in 

den  Punkten  A  und  A^  der  Bahn, 

durch  die  Normalebcneu  A^Ae  und 

\hd  in  den  Punkten  A  und  h  der 

KrUmmungscurve,    und    durch    die 

Normalcbenen  A^  Ab  und  c,  ed  in  den 

""  Punkton  A  nnd  e  der  Normalcurve; 

ie  'nuprechenden  Seitenflächen  des  polyedriscben  Volnmelementes  seien 

1  deraeiben  Reihenfolge 

-  /.  und  /,  +  rf/.  ,  =  /;  und  /,  +  <*/,,  =  /,  und  /.  +  df,. 
(j  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  GröBsen  nächst  b(4ierer  Ordnung 
Bnen  die  um  A  herumliegenden  Seitenflächen  =  den  Producten  ihrer 
0  A  ausgehenden  (zu  einander  senkrechten)  Seiten,  die  Qbrigen  =  den 
wlnct«Q  ihrer  beziehnngswoiae  von  A.^,  von  h  und  von  e  ausgehenden 
lieh  kleine  Grössen  zweiter 
d)  gesetzt  werden.    Die  er- 


;  =  dtdy. 

mmungshalbmesser  der  Bahn 

imung  im  Sinne  Ah\  Ah  und 

d» 
lein  Winkel  -  - ,  während  Ae 
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und  A^e^  parallel,  nämlich  beide  normal  zur  Schmiegungsebene  A^Jh  der 

Bahn  sind. 

Femer  seien  q'  und  q"  die  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  A 

der  Normalschnitte  des  Querschnitts  F^  welche  beziehungsweise  die  Krün- 

mungscurve  und  die  Normalcurve  in  A  berühren,  also  die  Elemente  J*> 

und  Ac  mit  ihnen  gemein  haben,  beide  Krümmungshalbmesser  positiv  z*- 

setzt  für  den  Fall  einer  im  Sinne  AA^  concaven  Krümmung;  AAj  und  hh. 

dy 
convergiren  dann  von  Ah  aus  unter  dem  Winkel  - , ,  AA^  und  ce^  von  J- 

d% 
aus  unter  dem  Winkel 


//  • 


Q 

dy 

Endlich  mögen  Ae  und  hd  von  Ah  aus  unter  dem  Winkel  ~r ,  Ah  isA 

r 

dz 
cd  von  Ae  aus  unter  dem  Winkel  —n  divergiren,  so  dass  negative  Wer-- 

von  r  und  r"  einer  Convergenz  im  betreffenden  Sinne  entsprechen  wünit  3 
diese  Winkel  sind  die  Contingenzwinkel  der  Cur\en,  in  denen  sich  4> 
Krümmungscurve  und  die  Normalcurve  auf  die  Berührungsebene  des  yot-r- 
schnitts  F  im  Punkte  A  projiciren. 

Auf  Grund  dieser  Bezeichnungen  ergiebt  sich 


f,  +  df,  =  A^h^  .  A^c,   =  dy(l—^4)dz(l—  ^*)  = 

fy  +  äf,  =  wT-  w  =  rf»  (1  -  -^  &  (1  +  y)  =  f,{^ -  **"  -»  ^:'  ' 

f.  -f  df.  =  ^.orf  =  dtdi,  {i+y)  =/.  (1  +  7) 

und  folglich  wegen 

dV  =:f.d»  =  r^  dy  =  f.  da 

df,  =  -  (?>  +   l)  rfF;     d/,  =  Q,-,  -  J)  rfF;     d/.  =  J.  rfj-. 

Um  nun  die  inneren  Reibungen  auszudrücken,  welche  auf  die  ^^U"- 
fläche  der  in  dem  Raumclement  d  V  augenblicklich  enthaltenen  FIüssix'K^i' 
nach  den  Richtungen  AA^^  Ah  und  Ac  von  der  umgebenden  F1as>ii:»  :i 
ausgeübt  werden,  kann  man  zunächst  bemerken,  dass  nach  §.  5  und  11  eil  lii* 
Goschwiudigkeitscomponenten  in  A  nach  den  Richtungen  AA^^  Ah  «nd  A 
hier  =  u.  Null  und  Null  sind,  jene  inneren  Reibungen 


§.72. 
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h  den  Richtongen  AA^ 

Jh 

Ae 

hu 
in  /;        -2R.    /« 

-  "  r.^' 

oz 



^nd.  Die  entsprechenden  Kräfte  für  die  gegenüber  liegenden  Seiteuflächen 
and  mit  Weglassung  des  constanten  Factors  E: 


*)(/.+rf/-.)(^+,^;;<^.)(/,+rf/,) 


h*u 


/OK      O'U        \ 


h 


hu      h*u      \, 


Von  den  3  Kräften  in  der  Seitenfläche  ( /«  +  ^/»  )  hat  aber  die  erste 
<äe  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  A^  der  Bahn,  die  zweite  die  Rich- 
tong  A^h^^  die  dritte  die  Richtung  AiC^,  Ihre  Componenten  beziehungs- 
weise nach  den  Richtungen  AA^^  Ah  und  Ae  sind  zwar  den  betreffenden 
Kräften  selbst  gleich  zu  setzen;  indessen  liefert  die  erste  von  ihnen  noch 
nne  Componente  nach  Ah^  die  zweite  noch  eine  Componente  nach  AA^^ 
Dsd  nur  die  dritte  keine  weitere  Componente,  weil  A^e^  parallel  Ac  ist. 
Die  obige  Kraft  in  der  Seitenfläche  (fy  -f-  dfy)  hat  die  Richtung  hh^ ;  sie 
nebt  nach  AA^  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Componente,  ausserdem 
i'ih  eine  solche  nach  Ah.  Endlich  giebt  die  Kraft  in  der  Seitenfläche 
fz  +  <(/*)i  deren  Richtung  ce^  ist,  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Com- 
Kmentc  nach  AA^  nebst  einer  anderen  nach  Ac.  Werden  also  nun  die 
krafte  in  der  letzten  Zusammenstellung  (nach  Multiplication  mit  dem 
'actor  R)  als  die  betreffenden  Componenten  nach  den  Richtungen  AA^^ 
ü>  und  Aß  betrachtet,  so  kommen  schliesslich  noch  die  folgenden  4  Com- 
ponenten hinzu,  in  deren  Ausdrücken  die  unendlich  kleinen  Bestandtheile 
löherer  Ordnung  weggelassen  sind. 


laeh  der  Richtung  AA^ 
»7.  +   df,):      - 


„  6«   .    dt 
öy        Q 


«  -7,  +  rf/,) : 


2JZ 


—  R 


öy 


h 


T 

Q 


Ae 


Graahof,  theoret.  MMchinenlehre.    I. 


—  R 


26 


hu        dz 

oz  Q 


ff 
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Wenn  man  jetzt  die  Eraftgrössen  für  jede  der  3  Richtangen  >U,,  ü, 
Ac  summirt,  und  die  Summen  bei  Vernachlässigung  der  unendlich  kleiBci 
Glieder  von  höherer,  als  der  3*«^  Ordnung  durch 

dV  =  f,  d»  =  f^dy  =  /,  dz 

dividirt,  so  erhält  man  die  Componenten  der  inneren  Reibung  pr 
Yolumeneinheit  im  Sinne  der  Bahn  =  R^ ,  der  Krfimmungscor. 
=  Ejf  und  der  Normalcurve  =  Rgi 

j?    —  »  /^  ^*^  _L  ^4  ^  _L  ^  ^ «  _  i  M 
'  ~       Vbiöy   "*■   rfr  by  "^  p  b.        Q  hy) 

n   —  R  f^  _|_   *^^»    ^        1  ^\ 
^'  —  ^  \^ö.ö«  '^  dV  b»~  q"  b%) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Ansdrflcke  von  df, ,  d/g  and  df,  -. 

^'=^[^h?^hy~*'^h^~%'^^')T*^V'~'^h'y'^r}^z. 
^'=^\h^'^~QV»\l^''^Q')l'y\ 


ttn  ■■•! 


Die  nach  denselben  3  Richtangen  genonunenen  Componeuton  der  Pn* 
suug,  welche  auf  die  in  dem  betrachteten  Raamelement  d  V  aagenUkilti 
enthaltene  Flflssigkeit  pro  Volameneinheit  derselben  von  der  aagrenzi-ai^ 
Flassigkeit  ausgeübt  wird,  sind  von  der  Gestalt  des  voraasgesctzten  lU>'i 
dementes  offenbar  anabhängig,  weil  die  Pressung  in  demselben  Pi'V 
nach  allen  Richtangen  gleich  ist  Sie  ergeben  sich  am  einüuJKt 
Voraussetzung  eines  rechtwinkelig  parallelepipedischen  Elementes  i^ 
dtdydt,  und  zwar 

hp  hp  hp 

~  ~  Vs'     ~~  hy'     ~  bi' 

Für  das  bei  Berechnung  der  inneren  Reibung  voransgesetste  polyedn« ' 
Raumclemcnt  hätte  man  z.  B.  die  Pressung  im  Sinne  X^,  insoweit  $m  ■  • 
den  Pressungen  auf  die  Seitenflächen  /,  und  (/•-{-  d/,)  herrOkrC 

=  Pf.  -{p  +  l^,  <^)  (/■'  +  ''/■•)  =  -ll  ''^-  ^f* 

0*  ^0  0 
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daza  kämen  aber  noch  zwei  Gomponenten,  herrührend  von  den  Pressungen 
auf  die  Seitenflächen  (/y  +  df^)  und  (f^  +  dft\ 

^   dy  ^   d%  /1,1\,«- 

=  -pf,-,-Vf.^,  =  -p[^,  +  ^,^  dV, 

hp 
30  dass  die  Summe  =  —  ^—  i^Fwird  u.  s.  f. 

Wenn  nun  noch  die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft 
flach  den  Richtungen  der  fiahn,  der  Krümmungscurve  und  der  Normalcurve 
mit  iT^  ,  iTy  und  Kg  bezeichnet  werden,  so  sind  also  die  resultirenden 
Kraftcomponenten  nach  diesen  Richtungen  pro  Masseneinheit: 

^•+M*-''>  '•+-;(*'-i-;)'  ^■+M--rJ 

Sie  mdssen  den  betreffenden  Beschleunigungscomponenten  gleich  sein,  also 

du    u^ 
Wziehnngsweise  =  — ,  —  und  Null,  wobei  die  Bahnbeschleunigung  auch 

dt     Q 

du ö«        btf  ds        hu  dy        bu  dz 

Jt  ~  hi  '^  hUi"^  hyJt  '^  bz  dt 

dy  dz 

bt  oder,  indem  die  Geschwindigkeitscomponenten  -  -  und  —  :=  Null  sind, 

dt  dt 

du        hu    ,         hu  /o^ 

dt         ht  ^       hs 

Somit  ergeben  sich  die  Fundamentalgleichungen  hier  in  der  Form: 
TT     ,     1  /«         bp\        hu    ,        hu  \ 

^- +  iK"- -  ß  =  ii  +  -  i. 


(3). 


Die  Continuitätsgleichung  folgt  daraus,  dass  der  Zuwachs  (alge- 
braisch verstanden),  den  die  im  Raumelement  dV  enthaltene  Flüssigkeits- 

masse  fidV  im  Zeitelement  dt  erfährt,  d.  h.  die  Grösse  ^rf^rf  Tauch  gleich 

sein  muss  dem  Ueberschuss  der  Flüssigkeitsmasse,  welche  im  Zeitelement 

dl  durch  die  Seitenfläche  /« in  jenes  Raumelement  einfliesst,  über  diejenige, 

«eiche   gleichzeitig  durch  die  gegenüber  liegende  Seitenfläche  ausflicsst, 

also 

26* 


404  STROMENDE  BEWEGUNG   LÄNGS    GEOERKKEN  BAHNEN.  §.I2. 


_-f^liudt-(f,-\-dQ 


HU 


+T"]^  =  -fT^  "-+'•<■■■■ 


Daraus  crgiebt  sich  mit  Rflcksicht  auf  den  Ausdruck  Ton  df, 

hfl        bc/«0  _  „„  /  ij_  .M    V 

ht 


+  -hT  =  "«  t  +  qV 


Unter  den  Grenzbedingungen  ist  besonders  bemerkenswerth  die  Rii  t 
sieht  auf  die  äussere  Reibung  an  den  Leitflächen.  Dieselbe,  i«r 
Flächeneinheit  einer  Leitfläche  mit  R'  bezeichnet,  ist  der  relativen  i^ 
schwindigkcit  tf,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  an  der  betreffeadeu  M<1] 
dieser  Fläche  strömt,  gerade  entgegengesetzt  gerichtet;  ihre  Grösse  ist  fU 
(empirisch  zu  bestimmende)  Function  von  u^  die  ausserdem  von  dor  \^'^ 
flächenbeschaffenheit  der  fraglichen  Wand  und  von  der  Art  sowie  iil 
vom  inneren  Zustande  der  Flüssigkeit  abhängen  kann.  Ist  nun  dt  ein  Li 
ment  der  Curve,  in  welcher  eine  solche  Leitfläche  von  einem  QuiinimJ 
F  geschnitten  wird,  so  haben  die  längs  den  gegebenen  I^nen  hi.i< 
menden  Flüssigkeitsfäden,  die  im  Inneren  bei  der  vorigen  BetracLtni.: 
viereckigen  Elementarquerschnitte  /,  hatten,  an  der  Leitfiäche  m!:'' 
kelig-dreieckige  Querschnitte  bAe  (Fig.  27),  deren  Hypothenuson  l«  - 
und  deren  Katheten  Ab  =  dy^  Äc  =  dz  sind.  Betrachtet  man  lii:  1. 
ment  eines  solchen  dreieckigen  Grenzfadens  von  der  Länge  AJ^  ^ 
welches  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Qoerschnitt«  ii  /  i 
halten  ist,  und  bildet  die  Summe  aller  Kräfte  f^incL  der  K<Mcti>:-^r 
gegen  die  Beschleunigung),  welche  nach  der  Richtung  AA^  auf  ila>  \"  h 
keitselement  wirken,  so  reducirt  sich  diese  Kräflesnmme^  <lie  =  >  -  i 
muss,  auf  unendlich  kleine  Glieder  von  höherer,  als  der  zueitin  «u  | 
mit  Ausnalime  der  inneren  Reibungen  in  den  S^itentläcfai^n  A^A€  n  :  A 

y 

fläche  bcb^e^  =  —  E'di^d/^  welche  nur  unendlich  klt-in  r»t:t.  r  <»  i 
sind  und  deren  Summe  deshalb  für  sich  =  Null  sein  mG>&  lur^-^  "-i 
sich  mit  /y  =  d*dz  und  /,  ^=  d^dy  die  foUi-nde  an  äL-  a  >:• .  i 
Leitflilche  zu  erfüllende  Bedingung: 

hu   dz         hn  dy  It 

öy  d/  "^  öj  (//  "^    Ä   "^  '* 

Die  Bennt/unir  der  obigen  Gleichunci-n,  vi«n  don»  a  GL    t    -    .  .    Fl 
cimT  Constanten  speci fischen  Masse  «,  al^»  ii-<J»-s.  r.    -r-  -r  r 
tn»pfl»;in'n  Fluviirkiit  von  gloichfuniiisrer  und  c^  L<täi*  r  T- '    •  r. 


=  —  Ä  .     /«  und  —  R  ^    fg  sowie  der  äusseren  Rcibaiur  iii  •!•  r  ^  ;i 

ov     *  08 
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U    OS  Q  Q 

redocirt,  wird  namentlich  erschwort  durch  den  analytischen  Charakter  der 
ioädrückc  von  Eg ,  Ej,  and  Eg ,  die  indessen  in  spccicllen  Fällen  sich  wo- 
ientiich  vereinfachen  können. 

Wenn  insbesondere  bei  constanter  specif.  Masse  die  Querschnitte  eben, 

11  hu 

Jsü  -,  and  — ,,  =  0  sind,  somit  nach  Gl.  (4,  a)  auch  ^—  =  0  ist,  so  sind 
Q  Q  hs 

lach  GL  (1)   Eg  und  Eg  =  0.    Ueberhaupt  können  die  zur  Bahn 

enkrecnten  Componenten  der  inneren  Reibung  mit  um  so  ge- 

ingerem  Fehler  an  einer  gewissen  Stelle  vernachlässigt  werden, 

! geringer  daselbst  dieVerändcrlichkci t  derspecifischonMasse 

td  die  Krümmung  des  Querschnitts  ist. 

Bei  ebenen  Querschnitten  sind  die  Bahnen  äquidistante  Curvcu.  Sind 

«  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  parallel,  die 

faen   also    ebene  äquidistante  Curven,  so  sind  die  Krümmuugs-  und 

■Boalcurven  zwei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  also 

ch  -f  und    -„  =  0,  so  dass  im  Falle  u  =  Const. 
r  r 

ii.    Wenn   insbesondere  die  Bahnen  parallele  Gerade,  also  die 

erschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  ist  auch  noch  —  =  0.    Als 

Q 
bnmangs-  and  Normalcurven  können  in  einem  solchen  Falle  die  Durch- 

aittslinien  der  Querschnitte  mit  irgend  zwei  Systemen  darauf  senkrechter 

einander    rechtwinkelig   schneidender    Cylinderflächen   angenommen 

den,  z.  B.  mit  einer  Schaar  von  Kreiscylinderflächcn  und  einem  durch 

'•  gemeinschaftliche  Axe  gelegten  Ebenenbüschel.  Ist  dann  r  der  Radius 

i>  solchen  Kreiscylinders,  so  ist  r"  =  r,  übrigens  r  =  oo  wie  zuvor, 

n  die  Strahlen  als  Krümmungscurven,  die  Parallelkreise  als  Normai- 

eu  angenommen  werden,  also 


Vor*         da*         r  orj 


..■....•..VI     f, 


wenn  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  eines  Parallel- 
ises  als  gleich  gelten  kann. 
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§.  73.  •  Permanente  StrSmnng  lllngs  gregebenen  Babnen. 

Wenn  dio  im  vorigen  §.  betrachtete  strömende  Bewegung  i>enDai)>^ 
ist,  was  voraussetzt,  dass  die  Massenkräfte  und  die  Greuzbedingungen  sj 
abhängig  von  der  Zeit  gegeben  sind,  so  ist 

b7  =  ^'    67  =  ^'    ö7  =  «' 

und  wenn  wieder  die  speeif.  Masse  fi  eine  gegebene  Function  \oii  i>  i 

so  rcducirt  sich  die  Aufgabe  darauf,  die  Pressung/»  unddieGesch«! 

digkeit   u   als  Functionen   der  Coordinaten   des   betrcffendf 

Raumpunktes  zu  bestimmen.  Bei  Voraussetzung  des  im  vorigen  §.  < 

klärten  Coordinatonsystems  dienen  dazu  in  Verbindung  mit  den  Gn'iiA 

dingungen  dio  Differentialgleichungen  (3)  und  (4)  daselbst,  also  hit  r  l 

Gleichungen: 

hp\  hu 

Q 


-iE,  —   -J'-)  =  u 


1     h(jlH)    _    1        ,        1 

f    ~J~      tt 

^  8  Q  Q 


von  denen  die  letzte  auch  durch  eine  einfachere  Gleichung  ersetzt  ««ri 
kann.  Sind  nämlich  Aq  und  A  die  Durchschiiittspunkto  der  (^uorücl  i 
Fq  und  F  mit  irgend  einer  Bahn,  und  ist  f^  ein  den  Punkt  .4,,  »  iti 
tendcs  unendlich  kleines  Element  von  Fq,  so  bilden  die  Bahnen,  ««i 
durch  alle  Punkte  des  Umfangs  von  /q  hindurchgehen,  die  Mant«  Iv*^ 
eines  fadenförmigen  Raumes  von  gegebener  Gestalt^  so  dass,  weun  «1«  >• 
vom  Querschnitt  F  in  dem  Flächenelcment  /  geschnitten  wird,  da-  V 
hältniss 

/o 

als  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  «,  y,  s  des  Punkti»>  ./  | 
trachtet  werden  kann.  Die  Continuitätsbedingung  im  Beharruiij^/u-*ii| 
besteht  nun  darin,  dass,  indem  die  Flüssigkeitsniasse  in  jouem  fa«l<'.^ 
migen  Raum  zwischen  den  Querschnitten  /^  ond  /  beständig  glcicli  d 
ist,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  f  ausfliessende  Masse,  d.  h. 

/*/«  =  /^o/*o«o     o^er     aiiu  =  fi^u^ I 
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sein  moBB,  wenn  fi  und  fi^  die  specif.  Massen,  u  und  Mq  die  Geschwindig- 
keiten in  A  nnd  A^  oder  in  /  nud  f^  bedeuten. 

Die  Grosso  a  ist  bedingt  durch  die  Krümmungen  der  Querschnitte 
wischen  F^  nnd  F  in  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  Bahn  Ä^A\  aus 
;L  3)  folgt  n&mlich  ^ 

J_  ^Jj^  +  1^  =  0 
[so  nach  GL  (2) 

a  OS  Q  Q 

i  weicher  Gleichung  statt  —,  -\ — r*,  d.  h.  statt  der  Summe  der  Krttm- 

Q        Q 
uugen  der  die  Krflmmnngscurve  und  die  Normalcurvo  (§.  72)  bcrtthronden 

iormalschnitte  auch  die  Summe  der  Krümmungen  beliebiger  in  demselben 

ttnkte  sich    rechtwinkelig  schneidender  Normalschnitto  des  botreffenden 

(lerschiiitts  F  gesetzt  werden  kann. 

Wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  mit  —  =  der  Masse  von 

ff 
Kgr.  multiplicirt  nnd  mit  y  =  (ig  das  specifische  Gewicht,  ferner  mit  d 

e  partiellen  Differentiale  bezüglich  auf  s  bezeichnet,  also 

^—  ds  =  dp-y      -^  d$  =  du 

0$  0$ 

tzt  so  kann  jene  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

^         «i«_/^         ^N     ^ (5) 

.dp       .  p        .1 

n  out   —   =  • P' 


7  7  7 


'^^r:)="7+(:-+^-> 


(6). 


raus   folgt   dorch  Integration  längs  dem  Bogen  A^Ä  =  s  der  betref- 
iden  Bahn: 

n /Jeher  Gleidbaag  p^  j^  u^  die  Werthe  von  p,  7,  u  im  Punkte  A^  nnd 
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beziohungsweiso  die  Expansionsarbeit  und  dio  Arbeit  der  Massenkrafte  pn 
1  Kgr.  auf  dem  Wege  AqA  bedeuten.  Die  Summen  aus  Drackhuhe 
und  Geschwindigkeitshöho  unterscheiden  sich  also  fQr  irgoud 
zwei  Punkte  einer  Bahn  um  die  Summe  aus  der  Expansions&r- 
beit  und  den  Arbeiten  der  Massenkräfte  und  der  inneren  U* >.• 
bungon  pro  1  Kgr.  auf  dem  Woge  vom  einen  zum  andern  jenei 
beiden  Punkte. 

Die  Expansionsarbeit  E  ist  eine  Function  von  Pq  und  p  genlas^  d« 
gegebenen  Beziehung  zwischen  fi  oder  /  und  p\  die  Arbeit  der  innir*^ 
Reibung  auf  dem  Wege  A^A  ist  im  AUgemeinen  nur  empirisch  und  zvi 
als  Function  von  u,  9  und  a  auszudrücken.  Durch  die  Gleichungen  :\  ui 
(7)  sind  dann  zwei  der  Grössen  p,  Po,  «,  u^  bestimmt,  wenn  die  beiden  ja 
deren  gegeben  sind.  Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (1)  bestimir4| 
das  Aenderungsgesetz  der  Pressung  in  den  Querschnitten,  womit  dann  ^ 
Rflcksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  und  (7)  auch  das  Aendemngsgeset/  ^ 
Geschwindigkeiten  in  denselben  zusammenhängt;  dabei  ist  es  bemerken 
werth,  dass  je  weniger  ein  Querschnitt  gekrümmt  und  /  dasolh^ 
veränderlich  ist,  je  kleiner  also  Jt^  und  JRg  sind  (§.  72),  tiu*l  j 
weniger  ferner  die  Bahnen  beim  Durchgang  durch  jenen  iiux 
schnitt  gekrümmt  sind,  desto  mehr  sich  die  Pressung  in  Ivx 
terem  nur  nach  hydrostatischen  Gesetzen  ändert  Nach  den  /» 
letzten  der  Gleichungen  (1)  ist  dann  nämlich 

^^  =  /iJr,    und     If  =  /'^. .i 

Zur  Möglichkeit  einer  permanenten  Bewegung  ist  erforderlich«  dj 
die  Componeuten  Ä*, ,  iTy,  Kg  der  beschleunigenden  Massenkrafl  als  b!<.H 
Functionen  der  Coordinaten  gegeben  sind,  dass  also  die  resaltircnl 
beschleunigende  Kraft  iT  in  jedem  Punkte  (g^ff^t^)  eine  an^er.i 
derliche  Grösse  und  Richtung  gegen  das  (mit  dem  Systtm  J 
Loittiächon  verbundene':  Coordinatensystem  hat  Wenn  das  Ift't' 
selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  während  übrigens  die  Flüssigkeitsolon;* 
nur  der  Schwerkraft  unterworfen  sind,  so  ist  JT  die  Resultante  ans  y  t; 
den  betroffenden  Krgänzungskräften  der  relativen  Bewegung  ,'§.  :?  ;  da« 
sie  der  obigen  Ikniingung  entspreche,  mnss,  wenn  die  eigene  Be>* 
guug  dos  roordinatonsystenis  mit  einer  Rotation  verbanden  «i 
diese  mit  coustauter  Winkelgeschwindigkeit  m  um  eine  ^^r\ 
oale  Axe  stattfinden,  die  dabei  selbst  eine  Translationsbt  «•! 
gung  mit  coustauter  verticaler  Beschleunigung  /  i^positit«  «  | 
ab\\ärt$  gerichtet    haben  kann.    Die  Arbeit  Ji  der  Massenkrattc    | 
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I  Kgr.  Jftngs  dem  Bogen  J^A  einer  Bahn,  die  von  der  zweiten  Ergänzungs- 
kraft der  relativen  Bewegung  stets  unabhängig  ist,  hat  dann  den  Ausdruck: 

D&ter  Tq  and  r  die  Entfernungen  der  Punkte  Aq  und  A  von  der  (gegen 
iks  Coordinatensystem  fest  liegenden)  Rotationsaxe,  und  unter  h  die  Höhe 
des  Punktes  A^  über  dem  Punkte  A  veratanden. 

Ist  to  =  0,  so  kanii  die  constante  Translationsbeschleunigung/  eine 
beliebige  onveränderliche  Richtung  haben,  und  ist  dann 

M=  h  —  ^8 (10), 

ff 

inter  /  die  Projection  von  AqA  auf  die  Richtung  von  /  und  zwar  alge- 

Iniäch  verstanden,  so  dass  s'  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  die  Rieh- 

XdusAqA,  mit  der  Richtung  von/ einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet. 

Wird   von  der  Schwere  abstrahirt,  so  kann  das  Coordinatcn- 

ffixtm^   also  das  System  der  Leitflächen  um  eine  beliebig  gerichtete  Axe 

■it  constanter  Winkelgeschwindigkeit  m  rotiren  und  zugleich  eine  Traus- 

Btionsbewegung   mit   constanter  Beschleunigung  /  im  Sinne  jener  Axe 

abon;  CS  ist  dann 

Ä-=  -  j  «'  +  ^  (r»  -  ro») (11), 

robei  /  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Gl.  (10). 


IL    Strömende  Bewegung  iu  Gefässen  und  Röhren. 
§.  74.    Toraussetznngen  und  Bezeichnungen. 

Bei  der  strömenden  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren,  wovon 
nr  Ansflnss  aus  Gefässen  als  ein  besonderer  Fall  zu  betrachten  ist,  können 
var  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  in  der  Regel,  wenigstens  an  ge- 
tssen  Stellen,  als  durch  die  Gestalt  der  Röhre  gegeben  betrachtet  werden 
it  am  so  grösserer  Annäherung,  je  enger  die  Röhre  und  je  regelmässiger 
ad  einfacher  sie  gestaltet  ist;  die  bei  der  Entwickelung  der  allgemeinen 
onneln  zur  Untersuchung  einer  solchen  Bewegung  in  den  §§.  72  und  73 
«nachte  Voraussetzung,  dass  die  Beziehung  zwischen  Pressung  und  speci- 
•dter  Hasse  a  priori  gegeben  sei,  ist  aber  in  manchen  Fällen  nicht  zu- 


410  STBÖMENBE  BEWEGUNG  IN  OEFÄ88EK  UND  BÖHBBH.  §*  • -t. 

lässig,  besonders  wenn  es  sich  um  Gase  oder  Dämpfe  handelt  und  wem 
eine  wesentliche  Wärmoleitung  durch  die  Rohrwand  hindurch  stattfin*!*** 
oder  wenn  bei  erheblichen  Bewegungswiderständen  die  dadurch  bedingt' 
Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  nicht  unberttcksichtigt  bleiben  darf 
Dadurch  wird  die  schon  unter  jener  vereinfachenden  Voraassetznng  h^ 
deutende  Schwierigkeit,  das  Aenderungsgesetz  des  äusseren  nod  innerrr 
Zustandes  von  Punkt  zu  Punkt  eines  Querschnitts  (d.  h.  nach  f.  72  eifiiT 
Fläche,  welche  die  Bahnen  rechtwinkelig  schneidet)  rationell  zu  b<*8tunmei 
erheblich  gesteigert,  und  sieht  man  sich  doshalb  zumeist  genöthigt«  v'u.- 
anderweitige  Vereinfachung  dadurch  herbeizuf&hren,  dass  man  dtz 
augenblicklichen  äusseren  und  inneren  Zustand  in  den  ^«:- 
schiedonen  Punkten  eines  Querschnitts  nur  als  mittleren.  !•.: 
alle  Punkte  desselben  als  gleich  vorausgesetzten  Zustand  .- 
Rechnung  bringt. 

Nach  den  Erörterungen  in  §.  72  und  §.  73  ist  diese  Voraassetnii 
was  die  Pressung  betrifft,  um  so  weniger  fehlerhaft,  je  weniger  die  Qc'^ 
schnitte  und  die  Bahnen  gekrümmt  sind,  vorausgesetzt  dass  auch  nü 
hydrostatischen  Gesetzen  sich  die  Pressung  nur  wenig  von  Punkt  xo  Poiir 
eines  Querschnitts  ändert,  was  um  so  weniger  der  Fall  sein  wird,  je  klei»- " 
er  ist,  je  kleiner  besonders  (mit  Rücksicht  auf  die  Wirkung  der  Scharr 
der  Höhenunterschied  irgend  zweier  seiner  Punkte  und  je  kleiner  ca.* 
specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Gleichsetzung  der  Gcsch^i»- 
digkeit  für  alle  Punkte  eines  Querschnitts  involvirt  freilich  ausscrdom  c 
Abstraction  von  den  im  Sinne  der  Bahnen  wirksamen  Componcnt*»B 
inneren  Reibung,  die  auch  bei  kleinen  ebenen  Querschnitten  and  grr.o-n 
Bahnen  von  wesentlichem  Einflüsse  sein  können;  dieser  Einflass  moss  d^t; 
zusammen  mit  dem  der  äusseren  Reibung  und  der  sonstigen  Bewecnf^ 
widerstände  auf  empirische  Weise  berücksichtigt  werden. 

Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  bezüglich  auf  die  Form  der  Xv- 
drücke,  durch  welche  jene  Einflüsse  berücksichtigt  werden  sollen,  roö^h-i-^ 
rationelle  Erwägungen,  insbesondere  die  Formeln  der  J§.  72  und  7^  »r 
die  innere  Reibung  in  gewissen  einfachen  Fällen  zu  Grunde  zu  IcfreVk  «^ 
es  im  Folgenden  mehrfach  geschehen  wird,  indem  nur  die  ZalileB«»"<V"^ 
enten  der  fraglichen  Ausdrücke  unbedingt  und  um  so  mehr  nur  crfahnt?» 
massig  zu  bestimmen  sind,  als  sie  den  mancherlei  VemacUäsngmi^ra  » 
theoretisch  unergründlichen  Umständen  zugleich  Rechnung  tragen  nt«^- 
Auch  bleibt  es  vorbehalten,  auf  den  Einfluss  der  CentriAigalknilt  W?  .  ■ 
krümmten  Bahnen  oder  der  Schwerkraft  bei  Querschnitten  von  oriirW**  ' 
yorticalausdohnung  in  gewissen  Fällen  schon  in  den  theoretiscben  F 
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beröglich  auf  das  Aenderungsgesetz  des  äussoren  und  inneren  Znstandes 
von  Punkt  zu  Punkt  eines  Querschnitts  Rttcksicht  zn  nehmen.  Wenn  aber 
vürlänüg  davon  abgesehen  und  die  obige  Yoraussotzung  einer  schichten- 
weisen  Bewegung,  nämlich  eines  gleichen  äusseren  und  inneren  Zu- 
standes  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  oder  einer  Fltts- 
figkeitsschicbt  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Querschnitten 
zn  Grunde  gelegt  wird,  so  sei 
p  die  specifische  Pressung, 

p  das  specifische  Volumen  (=  —  =  — ,  wenn  y  das  specif.  Gewicht 

oder  n  die  specif.  Masse  bedeutet), 

T  die  absolute  Temperatur  der  Flüssigkeit, 

U  ihr  specifisches  inneres  Arbeitsvermögen, 

V  ihre  Geschwindigkeit 

in  allen  Punkten  eines  Querschnitts  F. 
Unter  der  Mittellinie  der  Röhre  werde  der  Ort  der  Schwerpunkte 
I  aller  Querschnitte  F  verstanden,  und  es  sei  s  die  Bogenlänge  dieser 
littellinie  von  einem  bestimmten  Punkte  S^  derselben  (dem  Schwerpunkte 
ittcs  bestimmten  Querschnitts  F^)  bis  zum  Schwerpunkte  S  des  beliebigen 
IJlDerschnitts  F,  Die  obigen  Grössen  ^,  t?,  T,  U^  t*,  welche  sich  auf  den 
imeren  und  äusseren  Zustand  in  irgend  einem  (durch  s  bestimmten)  Quer- 
Kfanitte  beziehen,  sind  dann  Functionen  von  8  und  von  der  Zeit  ^,  und  es 
«steht  die  allgemeine  Aufgabe  darin,  diese  Functionen  unter  gegebenen 
iTi&ständen  zu  bestimmen,  insbesondere  bei  gegebener  Gestalt  der  Röhre, 
lei  gegebenen  Massenkräften  und  Bewegungswiderständen,  bei  gegebener 
farmemittheilung  durch  die  Rohrwand  und  überhaupt  mit  Rücksicht  auf 
k  gegebenen  Grenzbedingungen. 

Ist  dabei  die  Bewegung  nicht  permanent,  so  ist  sie  doch  in  vielen 
'llleu  der  Anwendung  nur  so  langsam  veränderlich,  dass  der  augenblick- 
Rbe  Zustand  in  irgend  einem  Querschnitte  ohne  merklichen  Fehler  dorn- 
miecn  gleich  gesetzt  werden  kann,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und 
averändert  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Bewegung  daselbst 
littfinden  würde.  Der  ohnehin  für  die  Technik  wichtigste  Fall  einer 
K^rmanenten  Bewegung  wird  deshalb  im  Folgenden  zuerst  in  Unter- 
Bcbong  gezogen;  p^  v,  T,  27,  u  sind  dabei  nur  Functionen  von  «,  und  wenn 
4IU1  femer  mit  O  das  unveränderliche  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit 
iarch  jeden  Querschnitt  strömenden  Flüssigkeit  bezeichnet  wird,  so  kann 
Ise  Fundamentalaufgabe,  die  demnächst  durch  Yertauschung  von  gegebenen 
lud  gesnditen  Grössen  verhähniBsmässig  leicht  sehr  vieler  Modificationeu 
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fähig  ist,  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  die  Grössen  j»,  r,  2\  T.  ■ 
als  Functionen  von  «,  also  für  jeden  Querschnitt  F  bestimmt 
worden  sollen,  wenn  sie  für  einen  Querschnitt  (z.  B.  f&r  «  =  o 
gegeben  und  wenn  ferner  gegeben  sind:  die  Art  der  Flflssigkeit. 
die  Constante*  O^  die  Gestalt  der  Röhre,  die  Massenkräfte  'cm-ii- 
tucll  von  einer  gegebenen  eigenen  Bewegung  der  Röhre  mit  abhängend  . 
die  Widerstände  und  die  Wärmemittheilung  durch  die  Rohrwau«i. 


a.   Permanente  Bewegung. 
§.75.    Allgemeine  Gleiehungen. 

Zur  Lösung  der  zu  Ende  des  vorigen  §.  genannten  allgemeinen  Ai:> 

gäbe  sind  5  Gleichungen  erforderlich  zwischen  ^,  r,  T,  U^  u  und  #  n^. 

solchen  Grössen,  welche  als  Functionen  von  a  oder  als  Constantc  gegiU^ 

sind.  Eine  erste  Gleichung,  die  hier  die  Stolle  derContinuitätsgleichuLj! 

vertritt  und  als  solche  bezeichnet  werden  mag,   erhält  mau  durch  z^wr 

fachen  Ausdruck  des  in   1  See.  durch  einen  Querschnitt  F  strömend*  :i 

Flüssigkeitsvolumens : 

J^u  =  Ov 1 

Zwei  weitere  Gleichungen  ergeben  sich  aus  der  allgemeinen  Gleicbai :{ 
der  lebendigen  Kraft: 

dL  =  dM  +  dP  —  dR  —  dS  +  dE  (§.  ß,  GL  7 

und  aus  der  allgemeinen  Wärmegleichung: 

dU  =  WdQ  +  dB  +  dS  —  dE  (§.  11,  Gl  J 

oder   aus   der   durch   Verbindung  beider  hervorgehenden  Gleichung    li 

Arbeitsvermögens : 

d{L  +  CO  =  rfjf  +  rfp  +  WdQ  (§.  11,  GL  : 

Werden   dieselben   auf  die  Zustandsändcrung  bezogen,    welche   dir    «i  i 
Querschnitt  F  im  Zeitelemeut  dt  durchströmende  Flüssigkeitsschicht^  lU  r« 
Gewicht  =  Gdi  ist,  in  diesem  Zeitelemeut  erfährt,  während  dessen    ;:j 
Schwerpunkt  das  Bogeuelement  ds  der  Mittellinie  durchläuft,   so  ist   ^  i 
entsprechende  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  dieser  Schicht: 

Gdt   ,  M*         ^  ,,  udu 
dL  =      -  d  -^  =  Gdt     -. 

9         '^  9   ' 

ihre  Expansionsarbeit:  d£  =  Gdi.pdv 

und  die  Summe  der  Arbeiten  der  Pressungen,  welche  auf  die  hinter\«  q;| 
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die  Tordere  Fl&che  der  Schicht  von  den  angrenzenden  Schichten  ausgeübt 
werden  (die  Arbeit  der  anf  den  Rand  der  Schicht  von  der  Bohrwand  aus- 
j[eGibien  Pressung  ist  =  Null): 

dP  =  Fpudt  —  [Fpu  +  d{Fpu)]dt  =  —  d(Fpu)dt 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 

dP=  —  Gdt.  d(pv). 

Diese  Ausdrücke  mögen  für  dL^  dJS  und  dP  in  den  obigen  Gleichungen 
sabstituirt^  und  die  letzteren  durch  Odt  dividirt  werden.  Wenn  dann  die 
Grössen  dU,  dM^  dQ,  dR  und  d8  jetzt  auf  1  Kgr.  der  Flüssigkeitsschicht 
ifid  das  Bahnelement  dM  ihres  Schwerpunktes  bezogen  werden,  und  die 
Summe  dR  -\~  dS  mit  dB  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  pro  1  Kgr. 
Flüssigkeit  und  für  das  Bogenelement  ds  A&t  Mittellinie  resp.  für  das  Rohf- 
f^mi^ni  zwischen  den  Querschnitten,  deren  Schwerpunkte  die  Endpunkte 
i^iK^  Bogenelementes  dg  sind,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

udu 

=  dM  —  d{pv)  —  dB  -\-  pdv 

9 

oder      —  +  f>dp  =  dM  —  dB (2), 

9 

'«HCT  die  Wärmegleichung: 

dU  ^  pdv=  WdQ  +  dB (3) 

ffld  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

udu 

[^  dU  +  d(pv)  =  dM  +   WdQ    (4). 

9 
•Irin  bedenten  also  jetzt: 

^V  die  Aenderung  des  inneren  Arbeitsvermögens, 
^If  die  Arbeit  der  Massenkräfto, 

iB  die  durch  die  Bewegungswiderstände  verbrauchte,  in  Wärme  ver- 
wandelte Arbeit  und 
^Q  die  durch  die  Rohrwand  mitgetheilte  (positive  oder  negative)  Wärme- 
menge 
^»  1  Kgr.   einer  Flüssigkeitsschicht  und  für  das  Bahnelement  dg  ihres 
iiwerpunktes,  also  für  das  Bogenelement  ds  der  Mittellinie. 

Indem  von  den  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  jede  aus  den  beiden  anderen 

ffch  Addition   oder  Subtraction  hervorgeht,  so  hat  man  in  den  obigen 

feichungen  (1)  bis  (4)  einstweilen  3  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 

f.  T,  U^  u  und  «,  welche  allgemein  für  jede  Art  von  Flüssigkeit  gelten. 

ie  somit  weiter  noch  nöthigen  zwei  Gleichungen  sind  von  der  Art  der 
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Flüssigkeit  abhängig,  dagegen  unabhängig  von  der  Bewegung,  d.  h.  von  m 
es  sind  die  Zustaudsgleichung  (§.8)  und  die  Gleichung  des  innere] 
Arbeitsvermögens  (§.  11).  Bei  einer  homogenen  Flüssigkeit  ist  ersten 
eine  Beziehung  zwischen  p^  v  und  T,  letztere  im  Allgemeinen  eine  solchi 
zwischen  py  v^  1  und  Tl.  Bei  einem  continuirlichen  Gemisch  von  ^o>ä1 
tigtem  Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  kommt  zwar  nuci 
eine  weitere  Variable  y  (die  Dampfinenge  in  1  Kgr.  des  Gemisches)  in  dt  i 
fraglichen  zwei  Gleichungen  vor,  wogegen  dann  aber  die  Beziehung  zwisch<i 
p  und  t  als  6^  Gleichung  zur  Verfügung  ist;  oder  man  kann  auch  letzter 
zusammen  mit  deijenigen,  welche  durch  Elimination  von  y  zwischi^n  •kl 
Zustandsgieichung  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  ^i 
halten  wird,  als  die  beiden  letzten  der  5  Gleichungen  betrachtenu  weMi 
zur  Bestimmung  der  Grössen  p,  t;,  T,  27,  u  als  Functionen  von  »  unter  r 
gebenen  Umständen  erforderlich  sind.  — 

Wenn  die  Massenkräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  >* 
Gefässes  oder  der  Röhre  nur  von  der  Schwere  herrühren,  so  gelten  fii 
ihre  Arbeit  =  M  pro  1  Kgr.  und  für  einen  beliebigen  Bogen  *S^^N  = 
der  Mittellinie  die  in  §.  73,  Gl.  (9)  bis  (11)  für  verschiedene  Fälle  ard 
gebenen  Ausdrücke,  in  denen  nur  die  dort  auf  irgend  einen  Punkt  JL  oio^ 
beliebigen  Bahn  bezogenen  Grössen  hier  auf  irgend  einen  Punkt  N  li-i 
Mittellinie  zu  beziehen  sind.    Ist  i 

/  die  Beschleunigung  des  Punktes  S  der  Mittellinie,  i 

I 
Q  der  Winkel,  den  die  Richtung  von  /, 

ip  der  Winkel,  den  die  Richtung  der  beschleunigenden  Schwerkraft  -- 
mit  der  im  Sinne  der  Bewegung  genommenen  Richtung  der  Mitt* 
linio  im  Punkte  S  bildet,  so  kann  auch  allgemein  gesetzt  vr erden: 


dl£  =  (eoty)  —     -  eoiQJ  d» 


Die  permanente  Bewegung  erfordert,  dass  der  Ausdruck  [co$fp  —  •  r.v.  .^ 

unabhängig  von  der  Zeit,  also  eine  blosse  Function  von  »  seL  Das  ist  i  < 
der  Fall,  wenn  die  Bewegung  des  GofUssos  oder  der  Röhre  in  eincT  ll^u 
tion  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  (o  um  eine  verticale  Ai«*  ji 
in  einer  Translationsbewegung  mit  constanter  verticalcr  BescbU^anijnii':: 
besteht;  dabei  kann  auch,  wenn  (o  =  Null  ist»  die  Richtung  von  7.  •*»{• 
wenn  von  der  Schwere  abstrahirt  wird,  die  gemeinsame  Riditimg  dt-r  i^ 
tationsaxe  und  der  Beschleunigung  ^  beliebig  sein.  Unter  l'mstasi'- 
werden  indessi^n  die  Gesetze  der  permanenten  Bewegung  aoch  auf  «*iK-.-| 
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dM 
Falle  übertragen,  iu  denen  — —  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist,  so- 

ds 

fern  es  sich  dabei  lediglich  am  Mittelwerthe  ftLr  einen  viele  Perioden  um- 
fassenden Zeitraum  handelt,  z.  B.  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  den 
CiniÜen  einer  Turbine,  deren  Kotationsaxe  nicht  vertical  ist. 

Was  die  Wärmemittheilung  durch  die  Rohrwand  betrifft,  so 
ist  der  Fall  bemerkenswerth,  dass  dieselbe  von  einer  anderen  Flüssigkeit 
herrührt,  welche  die  Kohrwand  von  aussen  berührt  und  selbst  in  strömender 
Bewegung  längs  derselben  begriffen  sein  kann.    Ist 
f  die  absolute  Temperatur  dieser  Flüssigkeit  an  der, Stelle,  wo  die  im 
Inneren  der  Röhre  durch  den  Querschnitt  F  strömende  Flüssigkeit 
die  Temperatur  T  hat,  ist  femer 
dF^  das   Element    der   inneren   Rohrwandiläche   zwischen   den   Quer- 
schnitten,  deren    Schwerpunktsabstand   das  Bogenelement   ds   der 
Mittellinie  ist,  und  ist 
i  der  Wärmetransmissions-Coefficient  der  Rohrwand  an  der  be- 
treffenden Stelle,  d.  h.  die  Wärmemenge,  welche  durch  dieselbe  im 
Beharrungszustande  pro  1  Quadratm.  ihrer  inneren  Wandfläche  und 
für  jeden  Grad  Temperaturdifferenz  der  beiderseits  angrenzenden 
Flüssigkeiten  in  1  See.  übertragen  wird, 
so  ist  die  Wärmemenge,  welche  in  1  See.  durch  das  betreffende  Element 
<ier  Rohrwand  wirklich  übertragen,  also  den  unterdessen  vorbeifliessenden 
^  Kgr.  der  inneren  Flüssigkeit  mitgetheilt  wird, 

QdQ  =  k(r  —  T)dF' (6). 

l>mn  ist  F'  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  der  Röhre  bestimmte  Func- 
tion von  «,  und  mit  Rücksicht  auf  den  Beharrungszustand  muss  auch  T^ 
»Is  blosse  Function  von  s  vorausgesetzt  werden.  Der  Coefficient  k  hängt 
^  (wie  später  im  dritten  Abschnitt  dieses  Buches  näher  ausgeführt  werden 
^>11  von  den  Coefficienten  X^  des  Wärmeüberganges  an  der  äusseren  und 
inneren  Rohrwand  (§.  9,  Gl.  3)  und  vom  Leitungscoefficienten  i  des  Mate- 
rials derselben  (§.  9,  Gl.  1),  ferner  von  der  Dicke  und  von  der  Krümmung 
^^T  Rohrwand,  und  kann  ausserdem  noch  von  2^  und  T  abhängig,  also  eine 
mittelbare  Function  von  «  sein.  Wenn  die  äussere  Flüssigkeit,  zwischen 
welcher  die  Wärme  mit  der  inneren  Flüssigkeit  ausgetauscht  wird,  nicht 
ringsum,  sondern  nur  theilweise  die  Rohrwand  berührt  (wie  z.  B.  das 
Wasser  eines  Dampfkessels  als  äussere  Flüssigkeit  nur  einen  Theil  der 
Wand  eines  aussen  am  Kessel  entlang  geführten  Heizcanals  berührt,  ein 
^'^,  in  welchem  die  Heizgase  als  innerlich  strömende  Flüssigkeit  eine 
Temperatur  T  >  7^  haben,  also  dQ  negativ  ist),  so  ist  in  Gl.  (6)  entweder 


416  HTDBAÜIJaCHK  BKWBOITROSWIDKKaTÄHIlE.  §.  Ti- 


anter  iF'  der  betreffende  Theil  des  Elemente  der  inneren  Rohmadflidk'. 
oder  k  entsprechend  kleiner  genommen  als  Mittelnurth  für  jenes  gui'' 
Wandelement  zu  verstehen;  leMeres  ist  im  Allgemeinen  uöthig,  flens  u 
den  verschiedenen  Stellen  im  Umfang  eines  Querschnitts  die  W&nDCiiü- 
tbeilung  in  verschiedenem  Grade  stattfindet 


§.  76.    HrdranllBehe  Bewernn^wldervtlKde. 

Die  Bewcgnngsnid erstände  pflegen  in  der  Hydraulik  dircli  V-- 
gleichung  mit  der  Schwerkraft  als  sogenannte  WiderstaDäsbübeii  ' 
Rechnnng  gebracht  zu  werden.  Unter  der  Widerstandsh&he  ttr  die  I»- 
wegung  der  Flüssigkeit  vom  Querschnitte  F^  bis  zam  Querschnitte  F  fp' 
Röhre  wird  n&mlich  die  Höhe  verstanden,  von  welcher  J  Kgr.  der  Fte--' 
koit  niedersinken  mOsBte,  damit  ihre  Schwere  eine  Arbeit  =  deij.'ci.- 
vorrichtc,  welche  durch  die  Bewegnngswiderstftnde  in  der  Robntrectf '' 
Ff,  bis  F  pro  1  Kgr.  hindurch  strömender  Flüssigkeit  verbraacht  >.' 
diese  Widerstandshohe  ist  also  ^=  der  Artieit,  welche  in  den  GteicfaaLr 
(2)  und  (3)  des  vorigen  g.  mit  B  bezeichnet  wurde,  oder  fOr  eia  Liof- 
element  der  Röhre  =  der  dort  mit  äB  bezeichneten  Arbeit.   Setxt  nit 


unt«r  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Kndqnerscbnitt  F  der  betref'-r : 
Rohrstrecke  F^F  verstanden,  so  hoisst  g  der  Widerstandscoeffic:' 
fUr  diese  Strecke;  derselbe  ist  also  das  Verhältniss  der  WiderstAnd^t  * 
zu  der  Geschwindigkeitshöhe,  die  deijenigon  Geschwindigkeit  entsrn"- 
mit  welcher  die  FlOssigkeit  von  der  betreffenden  Rohratrcckp  Mr^ 
Zuweilen  wird  auch  der  WidorsUndscoefficiont  ^  ^  auf  die  Geatlvit'r' 
keit  m'  in  irgend  einem  anderen  Querschnitt  F"  bezogen,  in  welchoai  (* 

daun  aber  ^  ^:=  B  -.        ausdrOcklich  als  der  anf  diesen  Querschniit  rt 

tschwindigkeit  bezogene  Widerstaadscoefficient  zn  beieklntrt  -' 
jenige  Widerstand  insbesondere,  welcher  auf  dem  ganzea  y*  * 
icht  gezogenen  Wege  einer  Flüssigkeit  hemmend  pinwiitt.  ^ 
ht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  w  kleiner  ist,  als  sie  ohnr  irir» 
riderstftude  unter  übrigens  gleichen  Umständen  sein  wflrir.  *" 
lurch  den  Widerstandscoefficienten  g  hftofig  anch  dnrch  dn  >^- ' 
^eschwindigkeitscocfficienten  in  Rechnung gebnckL  Ikr*' 
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=  (p  bedeatet  das  Yerhältniss  der  effectiven  Endgeschwindigkeit  u  zu 
demjenigen  Werth  =  u\  den  dieselbe  ohne  hydraulische  Widerstände 
anter  Qbrigens  gleichen  Umständen  haben  würde,  nämlich  bei  gleicher 
Arbeit  der  Massenkräfte,  gleicher  Wärmemittheilung  und  gleicher  Gesammt- 
äaderong  der  Pressung  (von  p^  bis  p).  Eine  einfache  Beziehung  zum 
Widerstandscoefficienten  g  hat  übrigens  dieser  Coefficient  g>  nur  dann, 
wenn  das  specif.  Volumen  constant  ist,  wie  bei  tropfbaren  Flüssig- 
keiten angenommen  werden  kann;  dann  ist 

r,  =  ?,  +  ^  =  *'  +  E)v 

oämlich  nach  61.(2)  im  vorigen  §. 

=  M  —  jvdp  =  M  '\-  jvdp  =  M  -\-  V  (pq  —  p\ 

Po  P 

dad  somit 


Bei  Gasen    and   Dämpfen    wird   durch   die    in  Wärme    sich  umsetzende 
Widerstandsarbeit  das  Aenderungsgosetz  von  v^  also  das  Integral  jvdp  be- 


p 


einflnsst,   und  zwar  vergrössert,   so  dass  auch  (1  +  £)***  >  **'^  o^cr 

C>^—  1  ist.*  — 

In  Beziehung  auf  die  sie  bedingenden  Umstände  können  die  Bewe- 
jTODgswiderstftnde  unterschieden  werden  in  solche,  welche  immer  längs  der 
ganzen  Leitung  stetig  einwirken,  und  in  solche,  welche  nur  unter  Um- 
iUaden  an  gewissen  Stellen  vorkommen.  Die  ersteren,  welche  unter  der 
Bezeichnung  des  allgemeinen  Leitungswiderstandes  zusammengefasst 
irerden  mögen,  rühren  her  von  der  inneren  und  äusseren  Reibung;  die 
entsprechende  Widerstandshöhe  pro  Längeneinheit  der  Röhre  wird  später 
uter  specielleren  Yoraussetzungen  näher  besprochen  werden.  Die  even- 
tuell an  gewissen  Stellen  vorkommenden  besonderen  Widerstände 
»erden  durch  örtliche  Aenderungen  des  Querschnitts  oder  durch  Richtungs- 
iniierangen  der  Mittellinie  verursacht,  wobei  es  der  Fall  sein  mag,  dass 
»olche  Richtungsänderungen  der  Röhre  hauptsächlich  mittelbar,  nämlich 
iadarch  den  Widerstand  bedingen,  dass  sie  unmittelbar  auch  eine  Quer- 


*  Vergl.  Zeuner:  „Nene  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der 
^e  and  Dämpfe  aus  Gefässmündungen."    Der  Civilingenienr,  1871,  S.  86. 

Cr»«1iof,  tlieoret.  Uuckinenlehre.     I.  27 
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schnittsändernng  ^ur  Folge  haben,  indem  mit  der  Erflmmung  der  Bahnen 
in  welchen  die  Flüssigkeitstheilchen  strömen,  eine  so  bedeutende  Abnahm« 
der  Pressung  im  Sinne  gegen  die  Krümmungsmittelpnnkte  hin  verband«-!] 
sein  kann  (siehe  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73  bei  kleinem  Werti 
von  (»),  dass  dadurch  eine  örtliche  Trennung  des  FlOssigkeitsstroms  %oi 
der  Rohrwand  veranlasst  wird:  siehe  die  nebenstehende  Figur  28,  ij 
Fig.  28.  welcher  die  punktirte  Linie  bei  a  die  innere  Begrennui 
des  FlUssigkeitsstroms,  ah'  seinen  örtlich  verklein(*rtH 
Querschnitt  andeutet  In  dem  hier  bei  a  zwischen  R<»br 
wand  und  Flüssigkeitsstrom  liegenden  Raum  ist  die  Ilus 
sigkeit  nur  in  wirbeiförmiger  Bewegung  begriffen. 

Ein  durch  die  Erfahrung  genügend  bewährter  uns^ 
näherter  Ausdruck  der  botreffenden  Widerstandshöho  Im 
sich  für  alle  solche  Fälle  aufstellen,  in  welchen  eine  der  Art  plötzlicbi 
Querschnittsvergrösscrung  des  Flüssigkeitsstroms  statttindfl 
dass  derselbe  die  Röhre  an  der  fraglichen  Stelle  nicht  vollkommen  tm 
füllt,  vielmehr  von  einer  Flüssigkeitsmasse  begrenzt  wird,  die  sich  i 
wirbelformiger  Bewegung  an  Ort  und  Stelle  befindet,  wobei  es  imit^^Hü 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  zwischen  dieser  unregelmässig  wirbi'lnii«* 
und  jener  regelmässig  strömenden  Flüssigkeit  ein  beständiger  theilwt'H 
Austausch  an  ihrer  Berührungsfläche  stattfindet  Für  die  Galligkeit  d^ 
Ausdrucks  ist  es  dabei  zwar  einerlei,  ob  die  plötzliche  Querschnitt^>-i 
grösserung  des  Flüssigkeitsstroms  durch  eine  gegebene  Aendemnc  !i 
Richtung  (wie  bei  Fig.  28)  oder  des  Querschnitts  der  Röhre  selbst  al^  ir 
märe  Ursache  bedingt  wird;  einen  praktischen  Werth  hat  er  jedoch  i 
im  letzteren,  durch  Fig.  29  angedeuteten  Falle. 

Fig. ».  In  dieser  Figur,  welche  den  L&n^cns^'bij 

^»    ^  ^  _•         einer  als  geradlinig  vorausgesetztca,  mit  *  iw 

i  ^^  X,«f,,''''       i  plötzlichen  Querschnittsändernng  vei-band-  w 

»  Rohrstrecko  vorstellt,  ist  wieder  dar\*h  \ 
punktirten  Linien  da^a^a  die  Beg^nzuiiL*  - 
Flüssigkeitsstroms  angedeutet,  insoweit  dt  rv.  J 
in  Folge  jener  plötzlichen  Querschniftsändt-r^i 
sich  von  der  Rohrwand  trennt,  wenn  die  Bewegung  im  Sinne  der  Vi- '. 
stattfindet  Es  ist  dabei  angenommen,  dass  sich  der  Rohrquerschnitt  f-1  •' 
lieh  von  aa  zu  a^a^  verkleinert  und  dann  zu  aa  vorgrössert,  so  dJts>  '> 
Querschnitt  des  Flüssigkeitsstroms  sich  nach  dem  Durchgange  durch  d^t 
zonächst  noch  weiter  bis  0^0^  verkleinem  wird,  bevor  er  sich  ra  «•/  <i 
weitert    Indessen  ist  diese  letztere,  für  den  firaglichen  WiderstAad  haaf^ 


^ 


i^a-a 
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ächüch  massgebende  Qaerschnittsvergrösserang  Yon  a^^a^  bis  aa  nicht 
ootliwendig  an  die  besondere  Yoraussetzung  der  Figur  gebunden;  insbe- 
iundere  kann  auch 

aa   >  a^a^  =  aa     oder     a'a'  =  a^a^  <^  aa 

lein,  in  welch'  letztem  Falle  a^a^  mit  a^a^  zusammenfiele. 

Die  Querschnitte  a^a^  =  F^  und  aa  ^=  F  des  FlQssigkeitsstroms 
tonnen  als  eben,  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  daselbst  als  parallel 
uid  geradlinig  angenommen  werden,  falls  die  Röhre  bei  aa  prisma- 
isch  ist;  bei  Abstraction  von  Massenkräften  sind  dann  gleichförmige 
Vessungen  in  diesen  Querschnitten  vorauszusetzen  (§.  73),  welche  bezieh- 
miisweise  mit  p^  und  p  bezeichnet  seien*  Die  mittleren  Geschwindig- 
keiten und  specifischen  Volumina  für  dieselben  Querschnitte  ^^  und  F 
mn  =  ff,  and  m,  v^  und  v.  In  dem  Raum  a^a^ab  herrschen  unregelmäs- 
i?e  Wirbel,  welche  an  keiner  Stelle  mit  einer  bestimmten  und  angebbaren 
orwiegenden  Bewegungsrichtung  verbunden  sind,  so  dass  die  Pressung  in 
Iv^m  ganzen  Räume  als  gleich,  also  =  der  Pressung  p^  im  Querschnitte 
\^i  =  F^  vorausgesetzt  werden  muss,  während  sie  in  den  Querschnitten, 
wiche  zwischen  a^a^  und  a^a^  sowie  zwischen  a^a^  und  aa  liegen,  am  Um- 
iBf?c  auch  =  pi,  nach  der  Mitte  zu  aber  in  Folge  der  Divergenz  und 
Irünunung  der  Bahnen  davon  verschieden  sein  wird.  Unter  diesen  Um- 
inden  ist  der  resultirende  äussere  Druck,  welcher  auf  die  Oberfläche  der 
viscfaen  den   Querschnitten  F^   und  F  augenblicklich  enthaltenen  strö- 


*  Von  vom  herein  erseheint  es  zwar  nicht  nöthig,  dass  die  im  kleinsten 
Berschnitte  a^a^  parallelen  Bahnen  daselbst  auch  geradlinig,  d.  h.  unendlich 
e&ig  gekrümmt  werden,  wie  es  dann  der  Fall  wäre,  wenn  die  Flüssigkeit 
nth  die  Oefihang  a^a^  frei  ausflösse  und  nach  der  Contraction  von  a^a^  bis 
1«,  diesen  letzteren  Querschnitt  behielte.  Der  Umstand  aber,  dass  erfahmngs- 
fttsig  die  innere  Contraction  beim  Einfluss  in  eine  cylindrische  Ansatzröhre 
.  80)  nicht  merklich  von  der  äusseren  Contraction  bei  freiem  Ausflusse  unter 
üit  gleichen  Umständen  verschieden  ist,  lässt  auf  ein  in  beiden  Fällen  fast 
eiVhes  Aenderungsgesetz  der  Querschnitte  von  a^a^  bis  a^a^  schliessen  und 
nnnthen,  dass  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  der  Fig.  29  die  Voraussetzung 
Der  bei  a^a^  vorübergehend  verschwindend  kleinen  Bahnkrümmung  nicht 
erklich  fehlerhaft  ist.  Wenn  aber  auch  letzteres  bei  sehr  bedeutender  Wieder- 
veitemng  des  Flüssigkeitsstromes  von  a^a^  bis  aa  der  Fall  wäre,  so  wQrde 
idurch  doch  die  nachfolgende  Betrachtung  nicht  bedeutend  gestört  werden, 
fnl  dann  die  Gesammtpressung  in  dem  verhältnissmässig  kleinen  Querschnitte 
(I,  auch  nur  einen  kleinen  Theil  des  äusseren  Drucks  ausmachen  würde,  der 
if  die  Oberfläche  der  zwischen  a^a^  und  aa  enthaltenen  strömenden  Flüssig- 
Mt  im  Sinne  ihrer  mittleren  Strömnngsrichtung  im  Ganzen  ausgeübt  wird. 

27» 
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menden  Flflssigkeit  im  Sinne  der  Bewegung  aoBgefibt  wird, 

P  =  (Pi  -  P)F'  ' 
Wesentlich  anders  sind  die  Verhältnisse,  wenn  die  Querschnitt^wi 
grösserung  des  Flüssigkeitsstroms  unmittelbar  durch  eine  zwar  schnelle 
aber  stetige  Erweiterung  der  Röhre  von  a^a^  bis  aa  bedingt  wird  d«i 
Art,  dass  zwar  auch  diese  ebenen  Querschnitte  der  Röhre  zugleich  als  ds 
mit  gleichförmigen  Pressungen  p^  und  p  behafteten  Querschnitte  J\  und  j 
des  FlQssigkeitsstroms  betrachtet  werden  können,  der  letztere  aber  nnuntt- 1 
brechen  in  Berührung  mit  der  Rohrwand  bleibt  Die  Pressung,  Wflc^ 
dann  in  diesem  zwischen  F^  und  F  liegenden  Theil  der  RohrwandtLirl! 
herrscht,  ist  wesentlich  von  deren  Gestalt,  also  Ton  dem  Gesetz  abhänei^ 
nach  welchem  die  Erweiterung  der  Röhre  stattfindet;  sie  entzieht  sich  eio^ 
rationellen  Beurtheilung,  und  es  lässt  sich  nur  behaupten,  dass  ihr  MittH 
werth  p^  ^  p,  sein  müsse.  Sofern  nämlich  durch  die  Rohrwand  in  dieMi 
Falle  der  Flüssigkeitsstrom  verhindert  wird,  sich  bis  zu  einer  FlOssiizkv^ti 
masse  von  lediglich  wirbelnder  Bewegung  und  somit  gleichförmiger  Prd 
sung  p^  auszudehnen,  muss  diesem  Zwange  nothwendig  ein  Uebervba 
der  fi-aglichen  Pressung  über  pj  entsprechen.  Wenn  also  jetzt  der  r<-?c 
tirende  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche  der  zwischen  F^  and  F  entia 
tenen  strömenden  Flüssigkeit  im  Sinne  der  Bewegung  ! 

P  =  Pi^i  +  P^iP  -  Pi)  ~  pF  =  {p'  -  p)F i 

gesetzt  wird,  so  ist  mit  p^  zugleich  auch  p'  ^  Px^  Dieser  Fall  einer  ra-  ^ 

oder  weniger  schnellen,  zu  einer  Trennung  des  F10ssiKk«:ti 
Stroms  von  der  Rohrwand  im  Allgemeinen  aber  nicht  Yeri?i 
lassuug  gebenden  Querschnittserweitorung  erscheint  somit  aK  i* 
allgemeinere;  ist  auch  der  für  ihn  geltende  Ausdruck  der  WiderstAn.l-*  • 
B  mit  der  unbestimmten  Pressung  p  nothwendig  selbst  uubestimnit,  • 
mag  er  doch  vorläufig  vorausgesetzt  werden,  um  demnächst  durch  di'  ^^' 
stitution  p'  =  p^  zu  dem  bestimmten,  durch  Fig.  29  dargestellten  i^T*  i.' 
falle  einer  plötzlichen,  d.  h.  schnellstmöglichen,  nämlich  mit  -  i*.- 
Trennung  von  der  Rohrwand  verbundenen  Querschnittsvor^r.« 
scrung  dos  Flttssigkeitsstroms  überzugehen. 

Zur  Gewinnung  einer  Beziehung  zwischen  den  Pressungen  p^  p^  s» 
den  Geschwindigkeiten  «,  u^  werde  auf  die  Flüssigkoitsmasso«  die  r«i>cfc-i 
den  ebenen  Querschnitten  F^  und  F  augenblicklich  enthalten  ist,  da^  ar 
chauische  Priucip  des  Antriebs  oder  des  Impulses  angewendet,  nach  «t  :ck'<- 
bekanntlich  die  Aeuderung  der  Bewegungsgrösse  eines  Massensjntems  b*.-. 
irgend  einer  Richtung  für  jedes  Zeitelement  gleich  ist  dem  ent8|irt*dirBUi  & 
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intrieb  der  nach  dieser  Richtung  genommenen  resnltirenden  äusseren 
Kraft  (Product  aus  Kraft  und  Zeitelement).  Mit  Rücksicht  auf  die  Per- 
manenz der  Bewegung  ist  aber  die  Aenderung,  welche  die  Bcwegungsgrösse 
jener  zwischen  F^  und  F  augenblicklich  enthaltenen  Flttssigkeitsmasse  im 
^inne  von  u^  und  u  im  folgenden  Zeitelement  dt  erfährt,  =  dem  Ueber- 
ichass  der  Bewegungsgrösse,  womit  in  diesem  Zeitelement  die  Flüssigkeits- 

Oit 
lehicht  Ton  der  Masse  durch  den  Querschnitt  F  geht,  über  diejenige, 

9 
lomit  sie  den  Querschnitt  F^  passirt;  bei  Abstraction  von  äusseren  Massen- 

cräften,  deren  £influss  für  die  kleine  Rohrstrecke  von  F^  bis  F  hier  ver- 

lachlässigt  werden  kann,  mit  Rücksicht  also  nur  auf  den  äusseren  Druck 

a  der  Oberfläche,  hat  man  somit  nach  jenem  Princip  und  nach  01.(3): 

Gdt 

(tf  —  «i)  =r  Pdt  --^  (/  —  p)Fdt 

9 

Fu 
der  wegen  O  =  —  nach  §.  75,  Gl.  (1)  • 

V 

p^p'  =  *i^lZl^ (4). 

9^ 

Nun  ist  nach  §.75,  Gl.  (2)  mit  dM  :^  0  die  Widerstandshöhe 

9  9  ^ 

=  -- ^ {p  —  p)^  —  p^  +  Pi^i  +  J  p 


2^ 


k1  wenn  darin  nach  Gl.  (4) 

«!*—«•*  ,  ,.  «1«  —  t*«—  2M(tt,  —  tt)  (uj^—uy 

—2^ — ^p~-p>  = 2, =  """2r" 

^setzt  wird,  so  folgt 

^  =  -^ P^  +  Pi^i  +  Jpdv (5). 

9  «, 

abei   bedeutet  das  p  hinter  dem  Integralzeichen  nicht  die  Pressung  im 
oerachnitte  jP,  sondern  diejenige  Pressung,  welche  dem  augenblicklichen 
r«frtli  des  von  9^  in  9  übergehenden  specifischen  Volumens  entspricht. 
Unter  übrigens  gleichen  Umständen  ist  für  den  Grenzfall 
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y  =  |,j  =  min.  die  Widerstandshöhe  am  grössten,  and  zwar 

^  =  ^^^i^^*  +  pA^^  -v)+  fpdv -^ 

Insbesondere  für  tropfbare  Flüssigkeiten  und  überhaupt,  wenn  r^  -f 
=  0  gesetzt  werden  darf,  ergiebt  sich 

d.  h.  die  Widerstandshöhe  =  der  Geschwindigkeitsböhe,  weicht 
der  plötzlichen  Abnahme  der  Geschwindigkeit  entspricht,  ani 
der  Widerstandscoefficient: 


§.  77.    Tereinigung  von  FlfissIgkeitsstrUmM. 

Die  Vereinigung  verschiedener  Flüssigkeitsströme  zu  einem  tc^t:  :: 
renden  gemischten  Strom  ist  besonders  in  solchen  F&llen  von  technb-l.« "^i 
Interesse,  in  welchen  einer  oder  ein  Thoil  jener  Ströme  dazu  dienrn  ^-i-l 
die  übrigen  zu  befördern  oder  gar  zu  ermöglichen,  in  Folge  der  inumi 
Reibung  und  der  Druckverminderung,  die  sie  in  der  Vcrcimgungskaü.' .  -i 
d.  h.  in  dem  Räume  verursachen,  in  welchem  das  Zu8ammenfliess<*n  s> 
die  Mischung  der  Ströme  stattfindet.    Indem  solche  Vorrichtanpi-n    *i 
namentlich  die  Wasserstrahlpumpe  von  Thomson,  die  Dampfetrahlpr.'  :< 
von  Giffard,  das  Wasserstrahlgebläse,  der  Dampf strahlaspirator,   i:^« 
sondere   die   Blasrohrvorrichtung   der   Locomotiven)    zur    Katogorio    i\ 
Arbeitsmaschinen,  nämlich  der  Fördermaschinen  für  Flüssigkeiten  pi  h  - 
werden  sie  später  im  vierten  Bande  dieses  Werkes  näher  zu  bi*spn^> 
sein.    Hier  sollen  zunächst  nur  die  allgemeinen  Gleichungen  aaf^--  ^' 
werden,  die  sich  auf  den  Beharrungszustand  der  Yereinigung  beliebig  >:• 
solcher  Flüssigkeitsströme  beliebiger  Art  beziehen,  und   zwar   nnt<r   . 
folgenden  Voraussetzungen: 

1)  Die  einzelnen  Ströme  sollen  alle  in  derselben  Richtung  ^X  ir  ^ 
Voroinigungskammer  einfliesscQ,  in  welcher  am  anderen  Ende  doivlH 
der  aus  ihrer  Mischung  resultirende  Strom  abfliosst 

2)  In  den  kleinsten  Querschnitten  aller  der  contrahirten  StnhlciL  j 
welche  im  Allgemeinen  die  einzelnen  Flüssigkeitsströme  in  die  Vereinij:;ii . 
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kammer  eintreten,  herrsche  die  gleiche  Pressung  =  f\  und  ebenso  gross 
sei  der  Dmck  an  der  gesammten  Oberfläche  der  strömenden  Flüssigkeit  in 
der  Yereinigungskammer  (ausser  etwa  wo  die  Normale  dieser  Oberfläche 
ond  somit  der  Normaldruck  auf  dieselbe  rechtwinklig  gegen  AX  gerichtet 
\Ai  bis  za  dem  als  eben  und  senkrecht  zu  AX  vorausgesetzten  Querschnitt 
¥,  durch  welchen  nach  eben  vollendeter  Mischung  der  resultirende  Strom 
•lie  Yereinigungskammer  verlässt;  im  Querschnitt  F  sei  die  Pressung  =  p. 
Diese  Voraussetzung  hinsichtlich  der  Pressung  p   ist  streng  genommen  und 
Duthwendig  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  strömende  Bewegung  in  der  Yer- 
einigungskammer (analog  dem  im  vorigen  §.  betrachteten  und  durch  Fig.  29 
d^iselbst  angedeuteten  Falle)  sich  nicht  bis  zu  ihrer  Wand  erstreckt,  viel- 
mehr die  strömende  Flüssigkeit  hier  von  einem  Raum  umgeben  wird,  in 
welchem  nnr  unregelmässige  wirbeiförmige  Bewegungen  der  darin  beflnd- 
bVhen  Flüssigkeit  herrschen,  die  somit  nach  keiner  Richtung  vorwiegend 
eine  Pressnngsänderung  bedingen. 

3)  Während  der  Vereinigung  der  Ströme  sei  die  Arbeit  äusserer 
)Cassenkräfte,  desgleichen  eine  etwaige  Wärmetransmission  durch  die  Wand 
ier  Vereinigungskammer  zu  vernachlässigen. 

Es  sei  nun  G  das  Gewicht  des  pro  See.  durch  den  Querschnitt  F 
»trömcnden  Flüssigkeitsgemisches,  u  die  Geschwindigkeit,  v  das  specif.  Vo- 
lamen,  U  das  specit  innere  Arbeitsvermögen  desselben  (diese  Grössen,  nar 
Deutlich  «c,  event  als  Mittelwerthe  für  die  verschiedenen  Punkte  von  F 
rrrstanden);  desgl.  sei  für  einen  beliebigen  (den  w*®**)  der  in  die  Vereini- 
^ngskanuner  einmündenden  Ströme  das  pro  See.  zuströmende  Flüssigkeits- 
[i'wicht  =  6^M,  und  im  kleinsten  Querschnitte  F^  die  Geschwindigkeit 
=  ««»,  das  specif.  Volumen  =  f?m  und  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen 
^  U^,    Dann  ist  für  den  vorausgesetzten  Beharrungszustand 

Q  =  ^G^  mit  6?  =  —  und  ö«  =  ^^^ d) 

ntsprcchcnd  der  Continuitätsgleichung  (4)  in  §.  75  für  einen  einzelnen 
^tronu  Da  femer  die  äussere  Kraft,  welche  auf  die  von  den  Querschnitten 
^«  bis  zum  Querschnitte  F  sich  erstreckende  strömende  Flüssigkeit  im 
^innc  A'X^  also  im  Sinne  der  Geschwindigkeiten  «„»  und  u  wirkt,  gemäss 
[er  Voraussetzung  unter  3)  =  dem  Oberflächendruck  auf  dieselbe  nach 
üciser  Richtung,  also  nach  der  Annahme  unter  2)  =  {p  —  f)F  ist,  so 
tat  man  nach  dem  Princip  des  Antriebs,  bezogen  auf  die  Richtung  ÄX,  und 
.of  1  Seeunde, 

9  9  g 
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P  —P    =  Jp  -5?^m(«m  —  «)      :.' 

entsprochend  der  GL  (4)  des  vorigen  §.  für  einen  einzelnen  Strom,  vot^-i 

Fu 
Q^  ^=.  G.  ^-  G  ^^^  —  und  tt«,  =^  ti,  ist*  Endlich  ist  nach  der  Glekh«aj 

V 

des  Arbeitsvermögens  (§.  75,  Gl.  4),  wenn  dieselbe  mit  G^  ranltiplicirt  b»^ 
zttglich  auf  den  Mischungsvorgang  von  F^  bis  F  integrirt  nnd  für  all- 
Ströme  summirt  wird,  mit  Rttcksicht  auf  die  Voraussetzung  unter  3}  md 
weil  auch  die  algebraische  Summe  der  zwischen  den  einzelnen  S< 
gegenseitig  mitgetheilten  Wärmemengen  =  NuU  ist, 

-^^'"("^T""  +  ^-  -  ^  +  p'^-  -  ^)  =  0 

oder  wegen         ^ =  ^-^-— ^-  +  -  (i*.  -  u) 

2g  2g  g 

und  weil  nach  Gl.  (2) 

pv^  —  pv  —  p(v^—  v) -S  On^iM^  —  «) 

9^ 


ist,  auch 


=   Pi^m  —«')—"    \Q^<^m^m 


SG 


oder  endlich  wegen 

•  

-"     2g 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  in  Vorbindung  mit  den  Ziistu  .- 
gleichungen  und  den  Gleichungen  des  inneren  Arbeitsvennögens  der  k— 
treffenden  Flüssigkeiten  enthalten,  wie  sich  später  zeigen  wird,  die  Lösend  - 
der  verschiedenen  auf  das  Zusammonfliossen  von  FlüssigkeitsströaicB  \  - 
züglichon  Aufgaben,  sofern  dabei  die  hier  zu  Grunde  liegenden  Tor»»* 
Setzungen  als  hinlänglich  zutreffend  zu  betrachten  sind,  eventaeU  mit  de 


*)*  1        ' 

-    +   P{^n.—  V)    +     r«,  -     «7j    =   ü      .    . 


*  Eine  mit  Gl.  (2)  identische  und  durch  dieselbe  Betrmehtiuig  er^A^tec 
Gleichung  wurde  von  Rankine  (Proceedings  of  the  Royal  Society,  l^^o'  » 
Fundamentalgleichung  für  die  Gombination  beliebig  vieler  Fl0«gkeii 
aufgestellt.    Siehe  auch:  „Der  Givilingenieur'S  1871,  8.297. 
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Torbeluüt  soldier  Modificationen,  die  durch  eine  etwaige  Abweichnng  der 
thatsächlich  stattfindenden  von  den  hier  vorausgesetzten  Umständen  bedingt 
Verden. 

Durch  die  Benutzung  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  und  der 
aus  dem  Priocip  des  Antriebs  gefolgerton  61.  (2)  anstatt  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  oder  der  Wärmegleichung  (§.  75,  Gl.  2  und  3)  ist  die  in 
diesen  letzteren  vorkommende  Grösse  B  umgangen  worden.  Doch  lässt  sich 
jf'tzt  diese  Grösse  B^  nämlich  hier^die  Arbeit  oder  lebendige  Kraft, 
welche  als  solche  bei  der  Vereinigung  der  Ströme  pro  See.  ver- 
loren nnd  in  Wärme  verwandelt  wird,  leicht  umgekehrt  mit  Hülfe 
der  einen  oder  anderen  jener  Gleichungen  (2)  und  (3)  in  §.  75  bestimmen; 
aus  der  letzteren  folgt  nämlich  durch  Multiplication  mit  O^^  Integration 
bezflglich  auf  den  ganzen  Mischungsvorgang  und  Summation  fUr  alle  Ströme 
mit  Rficksicbt  darauf  dass  ^  (?m  Q  =  0  ist, 

B  =  SG^i^U—  U^  +fpdv). 

Vm 

inter  p  in  dem  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  darstellenden  Integral  hier 
licht  die  bestimmte  Pressung  im  Querschnitte  F^  sondern  die  veränderliche 
Pressung  beim  Uebergange  des  specif.  Volumens  der  betreffenden  Flüssig- 
keit von  Cm  zu  9  verstanden.  Die  Substitution  des  der  Gl.  (3)  entnonmienen 
Werthes  von  SO^{U —  U^)  liefert  schliesslich 

B  =  SG^  [^"-'~''^*  +  p'K - V)  +  /p«fo] (4) 

mtsprechcnd  dem  Ausdrucke  (6)  des  vorigen  §.  für  die  Widerstandshöhe 
?ines  einzelnen  Stroms  bei  einer  mit  örtlicher  Trennung  von  der  Rohrwand 
rerbnndenen  plötzlichen  Querschnittsveränderung  desselben.  Wenn  insbe- 
sondere keine  Volumändcrung  mit  der  Vereinigung  der  Ströme  verbunden 
<  8o  folgt 

B  =  S  gJ^''^  ""^^ (5) 

2g 

-  der  Sonune  der  lebendigen  Kräfte,  die  den  verlorenen  resp.  gewon- 
H-nen  Geschiwindigkeiten  entsprechen,  da  für  einzelne  Ströme  auch  u^<Cu 
^\u  kann« 
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1.    Permanente  Bewegung  des  Wassers. 

§.78.  Fnndamentalgleieliangen. 

Das  Wasser   gilt  hier  als  Repräsentant  irgend  einer  tropfbareu 

Flüssigkeit,  deren  specifisches  Volumen  v  als  unTer&nderli«  h 

gegeben   vorausgesetzt   wird.     Ausserdem    wird  im  Folgenden  ^on 

einer  etwaigen  Veränderlichkeit  der  Temperatur  T  abstrahirt. 

Das  durch  r  und  T  bestimmte  specif.  innere  Arbeitsvermögen  U  ist  da;!i 

auch  eine  Constante,  und  es  bleiben  von  den  5  Grössen  p^  r,  T,  C^  «  '§.  7r> 

nur  p  und  u  als  Functionen  von  s  zu  bestimmen.  Dazu  dienen  (aassor  d<  i 

Grenzbedingungen)    die    Continuitätsgleichung   und    die   GleichuLc 

der  lebendigen  Kraft  Erstere  (§.  75,  Gl.  1)  kann  hier  wegen  v  =  Or*** 

geschrieben  werden: 

Fu  =  F^u^  =  V 1 . 

unter  u^  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Anfangsquerschnitt  F^  and  ut.t-  r 
V  das  pro  Secunde  durch  jeden  Querschnitt  strömende  constante  Was-  r- 
Volumen  verstanden.    Aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

—  ^  vdp  =  dM  —  dB  (§.  75.  CiL  :•! 

3  i 

folgt  durch  Integration  vom  Querschnitt  F^  bis  zum  Querschnitt  F  r«  -;  i 

längs  dem  Bogen  S^S  =  s  der  Mittellinie,  dessen  Endpunkte  S^    u\A  H 

die  Schwerpunkte  von  Fq  und  F  sind,  und  wenn  statt  des  specif.  Voluir»  r.i 

hier  das  specif.  Gewicht  y  =  —  in  die  Rechnung  eingeführt  wird, 

V 

in  Ueberoiustimmung  mit  Gl.  (7)  in  §.73,  wenn  dieselbe  unter  der  V«.»r-4-i 
Setzung  y  — -  Const.,  also  A  =  0,  auf  die  Bahn  S^S  als  Mittel  der  uiü  aii 
lieh  vielen  von  F^  bis  F  sich  erstreckenden  Bahnen  A^A  bezo^t^n  •;  I 
die  mittlere  Widerstandsarbeit  pro  1  Kgr.  Wasser  mit  — B  bezeichnet  wj-  1 
Als  wirksame  Massenkräfte  w erd en  hier  stetsnnr  die  Seh  «i-r 
kraft  viuit  coustanter  Grösse  und  Richtung)  undevent  beieigenor!» 
weguug  desGefüssos  oder  derRöhre  diebetreffende Ergänzuo*:*! 
kraft  vorausgesetzt  Ist  also  k  die  Arbeit  der  letzteren  pro  1  Kgr.  j:i 
dem  Wege  ^'oN  =  *,  nämlich 

1  / 

h  = If^^Q  ^ -I 

9< 
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Dach  §.  75,  61.  (5),  wenn  /  die  Beschleunigang  eines  Punktes  der  Mittel- 
linie and  Q  den  Winkel  bedeutet,  den  sie  mit  der  im  Sinne  der  Bewegung 
genommenen  Richtung  der  Mittellinie  bildet,  und  ist  femer  A  die  Höhe 
des  Punktes  S^  über  dem  Punkte  8^  so  ist  die  Arbeit  der  Massenkräfte 

pro  1  Kgr. 

M=  h  -{-  k 

and  somit  die  obige  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die  Rohrstrecke  ^o-^ 

^*+^=^+^  +  Ä  +  ;t-2? (3). 

Für  den  Zustand  der  relativen  Ruhe  des  Wassers  in  der  Röhre  wäre 
mit  M  =  0  und  u^  =  0  auch  ^  :=  0,  also  nach  GL  (3)  der  Ucbcrschuss 
der  Druckhöhe  im  Querschnitt  F  über  dieselbe  im  Querschnitt  Fq 

welche  Grösse  die  hydrostatische  Ueberdruckhöhe  der  Rohrstrecke 
F^F  genannt  werden  kann  im  Gegensatze  zur  hydraulischen  Uebcr- 

druckhöhe  derselben  = —  im  Falle  der  Bewegung:  der  Ueberschuss 

7 
der  ersten  über  die  zweite,  also  die  Grösse 

H=h  +  k  +  ^SLZLf (4), 

7 
womit  Gl.  (3)  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

^     '    =11-  B (5), 

hfisse  die  wirksame  Druckhöhe  für  die  Rohrstrecke  FqF.  Sie  ist 
dtfijenige  Theil  ihrer  hydrostatischen  üebordruckhöhe,  welcher  auf  die  Er- 
haltung der  Bewegung  in  dieser  Rohrstrecke  verwendet,  nämlich  nach 
GL  ^5)  theils  zur  Bewältigung  der  Widerstände  als  Widerstandshöhe  B  (vor- 

loreno  Dmckhöhe)  verbraucht,  theils  in  Geschwindigkeitshöhe  = ~ — — 

lebendige  Druckhöhe)  umgesetzt  wird.  Ist  g  der  Widerstandscoefficient  für 
die  fragliche  Strecke,  (p  der  entsprechende  Geschwindigkeitscoefficient,  so 
folgt  auch  aus  GL  (5)  mit  Rücksicht  auf  §.  76,  GL(1)  und  (2) 


u  =  \/<^^L^=^^li^-V^ (6). 

Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (5)  oder  (6)  unter  Berücksichtigung  der 
Hedeatfing  von  E  nach  Gl.  (4)  bilden  die  Grundlage  zur  Lösung  aller  Auf- 
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gaben,  welche  die  permanente  Bewegung  des  Wassers  nnter  den  hier  n 
Grande  liegenden  Voraussetzungen  betreffen  und  welche  sich  theUs  auf  den 
Ausfluss  aus  Geissen,  theils  auf  die  Bewegung  in  längeren  Röhren  bezieben. 


a,   Ausfluss  des  Wassers  aus  Gefassen. 
§.  79.    Ausflassgesehwindigkelt  und  AusflnssneBge. 

Die   in  einem  Gefässe   enthaltene  Wassermengo  werde  dnrdi  vv- 
sprechenden  Zufluss  constant  erhalten,  während  durch  eine  OeffhuM;  :: 
Boden  oder  in  der  Seitenwand  des  Gefässes  beständig  Wasser  ausflie^. 
indem  dann  dieser  Ausfluss  dauernd  unter  gleichen  Umständen  in  gleicL^r 
Weise  stattfindet,  ist  er  ein  Fall  permanenter  Bewegung.    Die  Ansflc«^ 
Öffnung  oder  Mündung  befindet  sich  entweder  als  einfache  Wandöffnc  .. 
unmittelbar  in  der  Gefässwand  oder  am  Ende  eines  Mundstflcks,  d  ) 
einer  Ansatzröhre,  welche  hier  einstweilen  als  so  kurz  vorausgesetzt  «iri. 
dass  der  allgemeine  Leitungswiderstand  derselben  zu  vernachlässigen  «^i*: 
in  den  besonderen  Widerstand  (§.  76)  einzubegreifen  ist,  der  durch  •■> 
plötzliche  Querschnittsänderang  des  Wasserstroms  in  der  Ansatzröhrt'  ^r- 
ursacht  werden  kann.    Indem  diese  Mündung  =  ^  als  eine  ebene,  \  - 
der  inneren  Wandfläche  des  Gefässes  resp.  des  Mundstücks  rings  umirpLr 
Fläche  verstanden  wird,  ist  sie  im  Allgemeinen  nicht  ein  Querschnitt  ö  • 
Wasserstroms  in  dem  mit  dieser  Bezeichnung  bisher  verbundenen  M;  3 
d.  h.  sie  wird  von  den  Bahnen  der  Wasserthcilchen  im  Allgemoinvn  i 
unter  rechten,  sondern  unter  solchen  Winkeln  geschnitten,  welche  in  f   . 
des  seitlichen  Zuflusses  zur  Mündung  nach  deren  Rande  hin  immer  v]  *    - 
werden.  Mit  dieser  schrägen  Richtung  nimmt  auch  zugleich  ilie  Krünii:  .  . 
der  Bahnen  nach  dem  Rande  der  Mündung  zu,  die  Pressung  in  d<*r^ 
somit  ab  bis  zu  derjenigen  Pressung  =■  p,  die  in  dem  die  Mündnnir  ■ 
gebenden  äusseren  Räume  an  dieser  Stelle  herrscht.  Die  Folge  diesor  l 
stände  ist  im  Allgemeinen  eine  Querschnittsverklcinerang,  eine  Contr«  - 
tion  des  Wasserstrahls  nach  dem  Austritt  aus  der  Mündung;  «:>:    - 
einer  gewissen,  mit  den  Dimensionen  der  Mündung  vergleichbaren  kJ*  - 
Entfernung  von  derselben  sind  die  Bahnen  mit  genügender  Anniheraa:  .* 
parallele  gerade  Linien  zu  betrachten.    In  dem  entsprechenden  klein«:  - 
Querschnitt  dos  contrahirten  Strahls  =>^  F^  der  somit  cnie  eK-v 
Fläche  ist,  und  dessen  Verhältniss  zur  Mündung 
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F 

der  Contractionscoefficient  genannt  wird,  kann  die  mittlere  Pressung 

=  dem  äusseren  Druck  p  gesetzt  werden.    Die  mittlere  Geschwindigkeit 

=  «  in  diesem  Querschnitt  F  soll  al»  die  Ausflussgeschwindigkeit 

Terstanden  werden,  die  nach  den  Formeln  des  vorigen  §.  zu  berechnen  ist, 

wenn  gegeben  sind:  der  äussere  Druck  =  Pq  an  der  freien  Oberfläche  im 

GefiLss  und  ==  p  sji  der  Mündung,  die  unveränderliche  Lage  jener  freien 

Wasseroberfläche  gegen  das  Gefäss  und  ihre  Grösse  =  Fq^  wodurch  auch 

F 
die  Oberflächengeschwindigkeit  u^  =  —u  des  Wassers  im  Yerhältniss  zur 

Ausflossgeschwindigkeit  bestimmt  ist,  endlich  event.  die  Art  der  eigenen 
Bewegung  des  Gefässes.  Schliesslich  ist  dann  die  Ausflussmenge,  wo- 
ninter  hier  immer  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen  verstanden  wird. 


V=  Fu  =^  aAu  ==  aq>AyuQ^  +  2ffff. 

Das  Product  des  Ausflnss-  und  des  Geschwindigkeitscoefflcienten  pflegt 
der  Ausflusscoefficient  genannt  zu  werden;  wird  derselbe 

aip  =  n 

V 
gesetzt,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung  mit  Uq  =  ^ 

^0 


[(^^  -M  =  ^^^' 


also  r^uÄ   \/  —Jl^-^ (1) 


«  =  X  =  ^1/_J?^ 


O'»* 


■nd  «  =  — r  =  <P    I  / .  -s-    (■^)- 


Fj 


2 


*  Wäre  A  =  F^,  entsprechend  dem  Grenzfalle  einer  verticalen  cylindrischen 
Röhre,  in  der  das  Wasser  mit  permanenter  Bewegung  abwärts  fliesst,  so  wäre 
«  -^  1  und  fi  =  <p,  also 


In  diesem  Falle  wäre  nur  in  Folge  der  Bewegungswiderstände  die  Erhaltung 
des  continuirlichen  Zusammenhanges  bei  vollständiger  Ausfüllung  aller  Quer- 
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In  der  Regel  ist  — -  hinlänglich  klein,  um  einfacher 

•^0 


u  =  q)^2gH      und       V  =  nÄ^2gH (3 

\fÄ  ^ 
setzen  zu  dürfen;  der  dadurch  begangene  Fehler  beträgt  weniger,  als  -  (  —  | 

des  wahren  Werthes  von  «  resp.  F,  also  schon  dann  weniger,  als  *',  ^""^ 
Cent  (entsprechend  der  Genauigkeit,  mit  der  höchstens  etwa  die  CoeflSci- 
enten  (p  und  //  für  die  verschiedenen  Fälle  bekannt  sind),  wenn  nur  1 

<  0,1^0  ist. 

Was  die  wirksame  Druckhöhe  IT  betrifft,  die  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  ^ 
u.  A.  von  der  eigenen  Bewegung  des  Gefässes  abhängt,  so  soll,  sofern  (\x< 
Gcgentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  im  Folgenden  stets  voran«:: 
setzt  sein,  dass  sich  das  GefUss  in  Ruhe  oder  in  geradlinig  glcicbförmi 
Translationsbewegung  befindet,  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im 
Gcfäss  folglich  eine  horizontale  Ebene  bildet  Ist  dann  h  die  Höh- 
derselben  über  dem  Schwerpunkte  von  JP,  so  ist 

H=h  +  ^-^-^    J 

7 

Ist   das  Gefäss   ringsum    von   der    freien  atmosph&risobt  ü 
Luft  umgeben,  deren  «pecif.  Gewicht  am  Ort  des  Gefässes  =  X  sii,  ^j 

ist  ^0  —  p  ^=  —  Äi,  also  H  =  h  f  1 j  so  wenig  <C  Ä,  dass  ohne  iii 

Betracht  kommenden  Fehler 


u  =  <p^2gh      und      V  =  (iAy2gh I» 

gesetzt  werden  kann.  Von  solchen  Fällen,  in  welchen  p^  und  p  wesentli.L 
verschieden  sind,  ist  namentlich  der  Ausfluss  unter  Wasser,  d.  h.  U  r 
Fall  bemerkenswerth,  in  welchem  das  Wasser  aus  einem  in  ein  au(l«r-^ 
Geföss  fliesst,  in  dem  die  horizontale  freie  Oberfläche  gleichfalls  eino  o*  ^ 
staute  Höhe  h^  <C  ^  U^^r  <i<3m  Schwerpunkte  von  F  hat  Ist  dann  d* 
äussere  Druck  an  beiden  Wasseroberflächen  fast  gleich,  z.  B.  beiiionu;*H 

der  Atmosphärendruck,  so  ist  — =  —  Äj,  also  JI  =  k  —  Ä^  ^-;  t 

es  gelten  dieselben  Gleichungen  (5),  falls  nur  jetzt  unter  h  die  Hob«:*! .:^ 
ferenz  der  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefössen  verstanden  wird,  — 


schnitte  möglich,  so  dass  es  durchaus  sachgemäss  ist,  wenn  sich  mit  Z  ^  ^ 
der  unmögliche  Werth  u  «»  oo  ergiebt,  durch  welchen  eine  oberä«chlit-)>f  r>'^ 
nrtheilung  sich  mehrfach  berechtigt  hielt,  die  principielle  ZuUnigkeit  ;*:i'i 
schon  von  Daniel  Bernoulli  aufgestellten  Formel  (2)  in  Zweifel  sa  sieLn 
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rat 


Sofern  die  Lage  des  Ickratfii  QaendnüttB  F  des  contrahirten  Strahls 
gegen  die  Mfladwip  A  m  irgend  einem  gegebenen  Falle  nicht  genau  bo- 
kaont  ist  j^legt  Bau  zar  Tenneidimg  der  dadurch  bedingten  Unsicherheit 
ki  der  fienitzmg  Torstetbender  Gleichungen  für  A  die  Höhe  der  freien 
Wasseroberftcbe  aber  dem  Schweqiankte  der  Mflndang  A  (statt  ttber  dem 
Schwtrpjaikte  Ton  P,  n  setzen;  die  Coefificienten  g)  und  //,  die  dann  dieser 
BtdeotaBg  Ton  A  gemäss  bestiBimt  werden  müssen,  erhalten  dadurch  auch 
iine  entsprechend  modifidrte  Bedeutung  um  so  mehr,  je  weniger  die  Mttn- 
dQngs4'bene  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  und  je  weniger  klein  die  Di- 
QMonen  Ton  A  im  Vergleich  mit  S  sind. 
Wenn  die  Mündnngsebene  nicht  horizontal  und  die  Höhe 
ii'T  Verticalprojection  Ton  A  nicht  viel  <^  JI  ist,  so  können  di«* 
fonneln  auch  deshalb  einer  Correction  bedürfen,  weil  dann  die  Geschwin- 
digkeiten in  Terscbiedenen  Horizontallinien  von  A  zu  sehr  Tcrschieden  sind, 
Ali  (bss  mit  genftgender  Annäherung  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  der- 
:•  DiL'en  im  Schwerpunkte  gleich  gesetzt  werden  könnte.    Wird  dann  die 
Maüdaüg  durch  horizontale  Linien  in  unendlich  schmale  Flflchenstreifen 
zerlegt,  und  ist  für  einen  solchen 
I  die  Entfernung  von  der  durch  den  Schwerpunkt  von  A  gehenden 
Horizontallinie  (positiv  oder  negativ,  jenachdem  er  tiefer  oder  höher 
liegt,  als  der  Schwerpunkt^ 
y  die  Länge,  also  die  horizontal  gemessene  Breite  von  A^ 

s  die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  die  uin  ~ vermehrte  Tiefe  unter 

7 
der  freien  Wasseroberfläche, 

\f  ist  der  Inhalt  des  Streifens 

dA  =  ydx  =  y  — : , 

nnip 

lDs  ^  den  Winkel  bedeutet,  unter  dem  die  MOndungsebene  gegen  den 
ürizont  geneigt  ist    Sind  dann  femer  IT,  5,  und  ZT,  die  Werthe  von  % 
j  den  Schwerpunkt,  für  den  tiefsten  und  für  den  höchsten  Punkt  von  A^ 
ist  f&r  die  Gleichungen  (3)  zu  setzen: 

^ = /*  ^^^  V2y.  =  ^^y  Vi"*  •,    -  =  -J2  •  •  •  ^'^- 

m 

Ist  z.  B.  w^  ein  Bechteck  mit  zwei  horizontalen  Seiten  =  J,  so  er- 
'frt  sich:  j  , 
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Nftherungsweise  ist  allgemein  wegen  *  =  B^  -]-  xnny> 


r^  . 


V«  :-  VJ7  J/l  + 1  ««^  =  Vä  (l  +  ]  -1  »inrp  -  1  -^-  «»*? , 

r=  liVYgHJdA  (l+  1  I  «»^  _  1  -^  ««»^), 

also  wegen  jxdA  —•  0,  und  wenn  das  Trägheitsmoment  von  A  iu  Beziehone 
auf  die  horizontale  Schwerpunktsaxe 

Jx^dA  =^  Ak* 
gesetzt  wird, 

Hat  die  Mündung  eine  horizontale  Symmctrieaxe,  so  ist  durch  di 
Formeln,  also  durch  den  Correctionsfactor 

auch  noch  das  4^  Glied  der  Reihenentwickelung  berflcksichtigt,  weil  in 
diesem  Falle  Jx^dA  =  0  ist 

Es  ist  z.  B.  für  eine  rechteckige  Mündung  mit  den  Seiten  m  nnd  h, 
von  denen  letztere  horizontal  sind, 

^•^T2=^r2'  *'''"*•  =  12 

und  für  eine  elliptische  Mündung  mit  den  Uauptaxen  «  and  h^   ^vt 
denen  letztere  horizontal  ist, 


♦>►»" 


somit 


^•*  =4(2)^-^16''^**=  16-' 
1    /asinvA*  1     /rt«iitp\* 


Der  Correctionsfkctor  =^1  —  /ist  also  in  diesen  Fällen  um  weniirt  r  äl 
0,005  von  1  verschieden,  wenn  die  Höhe  der  Mündung 

=  astny)  <  0,77/  resp.  <  0,811 

ist  Uebrigens  pflegt  selbst  in  den  seltenen  Fällen,  in  welchen  dio  M  1:9 
dungshöhe  verhältnissmässig  grösser  ist,  die  Rechnung  nach  den  einf^  i-  1 
Formeln  (3)  vorgezogen  zu  werden,  so  dass  dann  der  Einfluss  des  in  U  4 
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Stehenden  Correctionsfactors  in  den  für  verschiedene  Umstände  entsprechend 
zu  bestimmenden  Coefficienten  tp  und  ii  enthalten  ist,  weil  sich  zeigt,  dass 
auch  in  den  Formeln  (8)  diese  Coefficienten  noch  abhängig  von  den  Di- 
mensionen der  Mandung  und  von  der  Druckhöhe  bleiben  und  somit  doch 
für  verschiedene  Umstände  besonders  durch  Versuche  bestimmt  werden 
mössen. 


i80.  Beaetion  des  ansfllessenden  Wassers;  Maximum  der  Contraetion. 

In  einer  Yerticalebene,  welche  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  parallel 
bt,  mögen  die  Coordinatenaxen  der  x  und  y  in  fester  Lage  gegen  das 
Ansflussgefäss  so  angenommen  werden,  dass  die  :r-Axe  vertical  abwärts  ge- 
richtet,  die  y-Axe  horizontal  ist  und  mit  u  einen  spitzen  Winkel  bildet, 
ht  dann 
tp  der  spitze  oder  stumpfe  Richtungswinkel  von  u  gegen  die  d;-Axe, 
Kq  die  vertical  abwärts  gerichtete  mittlere  Geschwindigkeit  an  der  hori- 
zontalen freien  Oberfläche, 
F  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen, 
so  ist  der  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse,  welchen  die  im  Gefäss  momentan 
enthaltene  Wassermasse  (dieselbe  gerechnet  bis  zum  kleinsten  Querschnitt 
F  des  Contrahirten  Strahls)  beziehungsweise  im  Sinne  der  a;-Axe  und  der 
y-.ixe  im  Zeitelement  dt  erfährt, 

yV  yV 

=     -  {ucostp  —  «o)^^     '^^^     =    —  usinipdt, 
9  9 

Indem  dieser  Zuwachs  nach  dem  Princip  des  Antriebs  oder  des  Impulses 
beziehnngsweise  =  Xdt  und  =  Ydt  sein  muss,  unter  X  und  Y  die  im 
Sinne  der  betreffenden  Coordinatenaxen  genommenen  Componentensummen 
der  auf  jene  Wassermasse  wirkenden  äusseren  Kräfte  verstanden,  hat  mau 

yV  yV 

X  =  -     (ucostp  —  Wq);        Y  =      -  ustnxp (1). 

Vm  den  Betrag  dieser  Kräfte  wird  der  Druck  des  Wassers  auf  das  G^&s, 
diT  im  Euhezustande  bei  geschlossener  Mündung  im  Sinne  der  ^-Axe 
■1^  seinem  Gewicht,  im  Sinne  der  y-Axe  =  Null  ist,  durch  den  Ausfluss 
vermindert;  oder  mit  ebenso  grossen  Kräften  wirkt  das  Wasser  durch 
>>cinen  Ausfluss  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  das  Gefäss,  d.  h.  es  sind 
X  und  Y  nach  61.  (1)  die  sogenannte  Vertical-  und  Horizontalre- 
iction  des  ausfliessenden  Wassers  im  Sinne  der  negativen  Axcn  der 
r  and  der  y. 

43raahof,  theoret.  Maflchtnenlehre.    I.  28 


434  RKACTION  DES   AU8PLIB88ENDEN   WASSERS.  §.'^>. 

Von  «0  kann  in  der  Regel  ohne  in  Betraclit  kommenden  Fehler  iU 
strahirt  werden,  und  es  ist  dann  die  Resultante  von  X  and  F,  and  z>  ir 
allgemein  auch  bei  nicht  horizontaler  Oberfläche  des  Wassers  in  cinciii  '^- 
wegten  Gefäss 

R  =  yx«  +  r«  =  ^^  u   2 

9 


.  !•»■ 


d.  h.  die  Reaction  =^  der  ßewegungsgrösse  des  pro  Soc^  ausfl;' 
senden  Wassers  und  entgegengesetzt  der  AusflnssgeschvinÜ.- 
k«it  gerichtet.    Mit  V  =  Fu  erhält  man  auch 

R  =  2yF  -- 

^     ^9 

=r  dem  doppelten  Gewicht  einer  Wassersäule,  deren  Basi* 

dem  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirten  Strahls  und  d*  r 

Höhe  =  der  Ausflussgeschwindigkeitshöhe  ist;  oder  ondli/ii  • 

F  =  aA  und  u  =^  ^  V^gR 

R  --=  2afp^yAIl  =  2(i^yAn 

Das  bewegte  Wasser  wirkt  übrigens  in  zweifacher  Weise  auf  «li*  **  ^ 
fllsswand:  theils  durch  normalen  Drucke  theils  in  tangentialem  Sinne  »U-  ^ 
Reibung;  jene  Kraft  R^  welche  das  ausfliessende  Wasser  enIgefroD::' ^  * ^ 
dem  Sinne  von  u  auf  das  Ge&ss  ausübt,  ist  der  Ueberschuss  dos  in  gioi-  •?! 
Sinne  genommenen  Normaldrucks  =  P  Ober  die  im  Sinne  tob  «  l*«'*   * 
mene  äussere  Reibung  =  R\    Um  die  Grösse  P  .=  R  -{-  Ji  \sX  A*t 
Sinne  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  genommene  oder  (sofern  die  KN    ^ 
A  und  F  einander  parallel  vorausgesetzt  werden  können)  der  zar  Mün«l:.  .- 
ebene  senkrecht  nach  aussen  genonmiene  Normaldruck,  welcher  an 
Oberfläche  des  im  Gefftss  enthaltenen  Wassers  an  der  SteUe  der  Müd.« 
und  in  ihrer  Umgebung  stattfindet,  im  Zustande  der  Bewegung  ^betm  A.* 
fluBs  des  Wassers)  kleiner,  als  im  Zustande  der  Ruhe  (l>ei  ireschlo^^  • ' 
Mündung),  und  dieser  Umstand  kann  in  Verbindung  mit  Gl.  (4  ]  dazu  di*  - 
einen  bemerkenswerthen  Grenzwerth  des  Contractionscoeffii  if. ' 
festzustellen. 

Es  ist  nämlich  im  Zustande  der  Ruhe  der  Druck  auf  den  der  fn'^  • 
senen  Mündung  entsprechenden  Theil  A  der  Oberfläche  =  A'jh  -  . 
Im  Zustande  der  Ausflussbewegung,  wobei  die  Wassermasse  im  Gvfs-^ 
zum  kleinsten  Querschnitt  F  des  contrahirten  Strahls  gerechnet  vinL  ^" 
an  die  Stelle  jenes  ebenen  Theils  A  der  Oberfläche  die  ebene  Fb«. 
nebst  der  krummen  Fläche,  die  den  Umfang  von  F  mit  dem  Urnttnir-     * 
A  verbindet  (bei  Fig.  30,  A  mit  ab^  ah  im  Durchschnitt  bezeicbm'     «'' 
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Fig.  30. 


Druck  nonnal  zu  ^  um 


da  in  dieser  ganzen  Fläche  abha 
der  specifische  Drack  =  p  ist,  so 
ist  der  Gesanuntdruck  normal  zu 
A  =  Ap  gemäss  dem  Gesetz  anter 
3)  auf  S.  303.  An  dem  der  Mün- 
dung A  entsprechenden  Theil  der 
Oberfläche  ist  also  der  hydraulische 


üeiner,  als  der  hydrostatische.  Indem  aber  das  Wasser  zum  Theil  längs 
ier  Gefasswand  hin  der  Mündung  zufliesst  mit  einer  Geschwindigkeit, 
reiche  wenigstens  nahe  am  Rande  der  Mündung  eine  merkliche  Grösse 
ML  wird  dadurch  auch  an  diesem  die  Mündung  rings  umgebenden  Theil 
1er  Gefiisswand  der  hydraulische  Druck  merklich  kleiner,  als  der  hydro- 
Utjsche;  ob  und  in  welchem  Grade  hierdurch  der  im  Sinne  von  u  genom- 
leac  Normaldruck  noch  weiter  verkleinert  und  somit  der  im  entgegenge- 
Irtzten  Sinne  genommene  resultirende  Normaldruck  auf  die  Gefasswand: 

P  =  Ä  +  ä'  >  yAH (5) 

rird.  hängt  von  der  Gestalt  des  die  Mündung  umgebenden  Theils  der  Ge- 
l««iwand  ab.  Wenn  die  Normalen  der  Oberfläche  daselbst  nur  wenig  gegen 
ie  Normale  von  A  geneigt  oder  gar  derselben  parallel  sind,  wie  im  Falle 
L  Fig.  30,  so  muss  F  wesentlich  >>  yAR  sein,  wogegen  im  Falle  Jff, 
lir.  30,  d.  h.  im  Falle  eines  in  das  Innere  des  Gefässes  hineinragenden, 
irlindrisch  auslaufenden  Mundstücks  sich  P  um  so  mehr  der  Grenze  yAB. 
ibem  wird,  je  kleiner  die  Wanddicke  des  Mundstücks  ist;  wäre  diese 
Tanddicke  grösser  oder,  was  im  Erfolg  einerlei  ist,  das  innere  Mundstück 
3  der  Mündung  mit  einem  rechtwinklig  umgebogenen  Rande  versehen 
^ig.  30,  (7),  so  würden  sich  die  Verhältnisse  denen  des  Falles  A  wieder 
Uiem,  um  so  mehr,  je  breiter  der  Rand  ist  Immer  aber  ist  P  mindestens 
-  7^//^  sofern  nur  die  aufwärts  gerichteten  Normalen  des  die  Mündung 
ngebenden  Theils  der  Oberfläche,  an  welchem  die  Geschwindigkeit  von 
erklicher  Grösse  ist,  unter  spitzen  oder  höchstens  rechten  Winkehi  gegen 
le  Richtung  von  «  geneigt  sind. 

Was  die  Grösse  IC  betrifft,  so  kann  man  bemerken,  dass  nach  Gl.  (4) 
it  ^  =  1,  d.  h.  ohne  den  Einfluss  der  Widerstände,  die  Reaction  = 
:yAH  sein  würde.  Wird  sie  mit  R^  bezeichnet,  so  ist  der  Ueberschuss 
\  —  R  der  gesammte  Bewegungswiderstand  nach  der  zur  Mündungsebenc 

>rmalen  Richtung,  und  wenn  derselbe  =  Ä'  gesetzt  wird,  so  folgt 

28  • 
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jK  +  ä'  =  2c:y-^J^ '• 

Aus  (5)  und  (6)  folgt 

1 

«>2- 'l 

Der  Grenzwerth  «  =  —  entspricht  dem  Falle  einer   inneren  cylia- 

drischen  Ansatzröhre  von  verschwindend  kleiner  Wanddicke  und  von  s<»lob'r 
Länge,  dass  an  der  Stelle,  wo  sie  in  den  nicht  cylindrischen  Theil  d*: 
Gefässwand  übergeht,  die  Geschwindigkeit  des  der  Mündung  zufliessvodt  c 
Wassers  noch  verschwindend  klein  ist;  andererseits  darf  übrigens  die  Lir:- 
der  Röhre,  wenn  diese  horizontal  oder  gegen  die  Verticale  geneigt  ist,  » r>- 
gewisse  Grenze  nicht  überschreiten,  damit  der  Strahl  nach  dem  Ao^trir 
aus  der  Mündung  nicht  mit  der  äusseren  Geülsswand  (der  inneren  Ro-r- 
wand)  in  Berührung  komme,  wie  hier  stillschweigend  vorausgesetzt  wupj^ 

Auch  ist  das  dem  Grenzwerth  a  =  —  entsprechende  Maximum  der  CiL- 

traction  an  die  Voraussetzung  gebunden,  dass  die  auswärts  gerichtet»« 
Normalen  des  die  Mündung  umgebenden  Theils  der  Oberfläche  nicht  stnmpff 
Winkel  mit  der  Richtung  von  «  bilden,  wie  es  bei  einer  gegen  die  Mii> 
dung  hin  sich  conisch  erweiternden  inneren  Ansatzruhre  der  Fall  wip-; 
die  durch  die  Geschwindigkeit  bedingte  Verminderung  des  hydrauli^i^i  : 
Normaldrucks  an  dieser  Stelle  würde  dann  auch  eine  Verminderunsr  <1"' 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  u  genommenen  Normaldrucks  auf  doi  (* ' 
fäss  zur  Folge  haben,  so  dass  an  die  Stelle  von  (5)  die  Ungleichheit 

P  =  Ä  +  ä'  <  yAH 

treten  würde.  Abgesehen  davon  indessen,  dass  sich  in  solchem  Fallt-  :  ■ 
Bewegung  des  der  Mündung  seitlich  zufliessciiden  Wassers  nur  in  st»hr  ' •^- 
bedeutendem  Grade  bis  zur  Rohrwand  erstrecken  würde,  dürfte  auch 
Rühre  nur  sehr  wenig  conisch  divergent  sein,  um  es  zu  verhindern,  i^-»l 
der  Wasserstrahl  mit  der  inneren  Rohrwand  in  Berührung  kommt  '.'  J 
event.  die  Röhre  ausfüllt,  dieselbe  so  aus  einer  inneren  divergent m  j  - 

I 

Wissermassen  in  eine  äussere  convergente  Ansatzröhre  vemandelni  <!'  '• 
kleinster  Querschnitt  nunmehr  die  Mündung  A  wäre.    Es  ergiebt  sich  » - 1 

(in  Uebereinstinunung  mit  der  Erfahrung\  dass  der  (^ontraction«ic«-*- 

1 

ficicnt,  wenn  überhaupt,  jedenfalls  nur  sehr  wenig  -^^    ^   ^   '' 

1 
kann,  dass  er  aber  jedenfalls  }>    ^    ist,  wenn  der  NormaMr  i   -. 

des  Wassers  auf  die  Gefässwand  rings  um  die  Mündung  hrri  , 
überhaupt  überall   da,   wo  die  Oberflächengeschwindigkrtt    »   • 
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Wassers    von   merklicher    Grösse    ist,    spitze    Winkel   mit   der 
Ansflussgeschwindigkcit  bildet.  — 

Zar  vollständigen  Bestimmung  des  Reactionsdrucks  72  würde  ausser 
seiner  Grösse  und  Richtung  auch,  die  Lage  seiner  Richtungslinie  gegen  das 
(lefass  gehören.  In  dieser  Beziehung  ist  einleuchtend,  dass  zwar  die  Rieh- 
tuügslinie  desjenigen  Bestandtheils  =  yÄH  von  P,  welcher  dem  Unter- 
K'iiiod  des  hydraulischen  und  des  hydrostatischen  Drucks  auf  die  Mündung 
A  selbst  entspricht,  mit  der  Normalen  im  Schworpunkte  derselben  zusammen- 
Dllt  mit  derselben  Annäherung,  mit  welcher  diese  auch  den  Querschnitt  F 
in  seinem  Schwerpunkte  *S'  normal  schneidet  und  die  wirksame  Druckhöhe 
E  des  Punktes  Ä  der  mittleren  des  Querschnitts  F  gleich  gesetzt  wird, 
da-s  aber  dasselbe  vom  anderen  Bestandtheil  von  P,  sowie  von  iZ',  also 
Mib  vom  resultirenden  Reactionsdruck  R  =  P  —  R'  im  Allgemeinen  nur 
imn  ohne  Weiteres  behauptet  werden  kann,  wenn  der  seitliche  Zufiuss 
d«->  Wassers  zur  Mündung  ringsum  in  gleicher  Weise  stattfindet.  Andercn- 
Uls  ist  wegen  mangelnder  Kenntniss  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Ge- 
tbwindigkeiten  und  die  davon  abhängigen  Reibungen  an  der  Gefösswand 
tmheilt  sind,  eine  genauere  Bestimmung  der  Richtungslinie  von  R  über- 
biipt  nur  durch  den  Versuch  zu  erlangen. 

Bei  solchen  Versuchen  von  P.  Ewart*  wurde  das  Ausflussgefäss  ver- 
hittels  eines  festen  Gehänges  an  einer  horizontalen,  rechtwinkelig  und 
»iiuischief  gegen  die  gleichfalls  horizontale  Ausflussgeschwindigkeit  gerich- 
teten Axe  aufgehängt  und  vermittels  einer  Winkelhebelwage  der  Druck 
k^timmt,  welcher  in  der  Richtungslinie  von  u  (in  einer  die  Mündung  A 
n  deren  Schwerpunkt  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden)  auf  das  Gefäss 
rirken  musste,  um  es  in  derselben  Lage  wie  bei  geschlossener  Mündung 
md  bei  gleicher  Wasserfüllung  zu  erhalten.  Wird  der  so  gemessene  Druck 
ü^  Keactionsdruck  R  betrachtet,  so  ergeben  sich  aus  Gl.  (4)  solche  Werthe 
loD  «y*  =  fiff,  welche  mit  anderweitigen  Bestimmungen  dieser  Coeffici- 
'BtoQ  nahe  übereinstimmen,^^  woraus  zu  schliessen,  dass  auch  die  Richtungs- 
iaie  von  Ä  mit  deijenigen  des  gemessenen  Drucks  bei  jenen  Versuchen 
uihe  zasammenfiel.  Wenn  dergl.  Versuche  so  eingerichtet  werden,  dass 
litse  Coincidenz  a  priori  angenommen  werden  darf,  so  können  sie  zur  Be- 
timmang  eines  der  CoefÜcienten  a,  q>  dienen,  wenn  der  andere  bekannt  ist.' 


*  Memoirs  of  the  Manchester  Philosophical  Society,  Vol.  II. 
**  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  I 
4t*  Aafl.),  S.  970. 
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§.  81.    Ausfluss  aas  bewegrten  Geflssen.  i 

Wenn  das  Ausflussgefäss  selbst  in  Bewegung  ist  der  Art,  dass  di» 
freie  Wasseroberfläche  nicht  eine  horizontale  Ebene  bildet,  ^^ 
sind  die  Arbeiten  der  Kräfte,  welche  die  Bewegungen  der  von  vcr?cLi^ 
denen  Stellen  der  Oberfläche  aus  gegen  die  Mfindnng  hin  fliesMuio 
Wassertheilchen  bestimmen,  einzeln  zu  sehr  verschieden,  als  dass  bti  ler 
Berechnung  der  mittleren  Ausflussgeschwindigkeit  ohne  Weiteres  eiu«'  :«- 
wisse  mittlere  Bewegung  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Weun  üi-a 
dann  die  allgemeine  Gleichung  (7)  in  §.73  auf  alle  Bahnen  anv('ui>l 
welche  sich  von  der  freien  Oberfläche  Fq  bis  zum  kleinsten  Querschuit*  F 
des  Contrahirten  Strahls  erstrecken,  so  dass  sich  mit  /q  =  7,  also  £  —  ^\ 
ferner  bei  Abstraction  von  der  Oberflächengeschwindigkeit  u^  und  vorlu  ii| 
auch  von  den  Bewegungswiderständen 

«'  _L  Pjr_lo  ^M r 

^y  ^      7 

ergiebt,  wo  p  und  p^  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  in  §.  79,  si^  kj0 
es  von  vom  herein  fraglich  erscheinen,  ob  sich  für  die  Arbeitssanini^  J 
der  Massenkräftc  pro  1  Kgr.  und  somit  für  u  stets  derselbe  Worth  i^t^M, 
wo  immer  der  Anfangspunkt  A^  einer  solchen  Bahn  in  der  Oberfläch«  f, 
liegen  mag,  wenn  auch  die  Endpunkte  aller  Bahnen  (mit  demselben  R('^3>i 
wie  in  §.  79)  im  Schwerpunkte  S  von  F  angenommen  werden. 
*  1)  Die  Bewegung  des  Gefässes  bestehe  in  einer  Rotati  i| 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  o  um  eine  verticaleAi^ 
und  in  einer  Translatiousbewegung  mit  constanter  verticilfi 
Besehlounigung/  (^positiv,  wenn  abwärts  gerichtet).  Nach  §.  73,  Gl  ' 
ist  dann 

-"'-"('-■^)*+ "/'*-'"''• 

unter  r^  und  r  die  Entfernungen  der  Punkte  A^  und  N  von  der  Rotiiti  ■. 
axe  und  unter  h  die  Höhe  von  A^  über  N  verstandeiL  Ist  insbesoodtn  | 
der  Werth  von  h  für  doiyenigon  Punkt  A^^  in  welchem  die  f^ie  ObtTt!a  i- 1 
von  der  Rotatiou$;ixe  goschnittou  wird,  allgemein  aber  A  =:r  Ä^,  -j-  2.  ^'-^^ 
sot/t  num 

\  y  /     "  7 

H>  HotVrt  dio  Substitutii^u  dos  Ausdrucks  \on  JT  in  GL^,i; 
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2g  -  ^«  +    2^  r     o>»     '        '^" 


Mit  derselben  Annäherung  aber,  mit  welcher  in  Gl.  (1)  von  der  Geschwin- 
digkeit »0  an  der  freien  Oberfläche  abstrahirt  warde,  hat  diese  nach  §.  55, 
(il.  3)  die  Gestalt  eines  Umdrehungsparaboloids  mit  der  Gleichung 

X'  -\-  y'^  =  rJ  =  1'       ^    z 

(ur  die  Rotatiousaxe  als  «-Axe  und  den  Scheitelpunkt  als  Ursprung.  Somit 
fillcn  aus  der  Gleichung  für  u  die  von  der  Lage  des  Punktes  A^  in  der 
iHterHäche  Fq  abhängigen  Glieder  fort,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  die  einst- 
mli'u  vernachlässigten  Widerstände  schliesslich  durch  einen  Geschwindig- 
kt  itscoefticienten  9  berücksichtigt  werden, 

u  =  ipV2gir,  +  (7a?)« (3). 

Ist  insbesondere  Pq  ^^  ^,  so  folgt 


u  -=  f/.y2^  -  /)ä;  +  (ro>)«; 

kk  das  Gefäss  ohne  Rotation  durch  seine  eigene  Schwere  frei  herab,  so 
lire  (f)  ^r  0  und  /  =  g,  also  «  =  0. 

2)  Hat  das  Gcfäss  nur  Translationsbewegung,  so  kann  die 
a>ü>tautc  Beschleunigung  derselben,  deren  Absolutwerth  jetzt  mit  f  be- 
^iriinct  sei,  unbeschadet  der  Permanenz  der  Bewegung  eine  beliebige 
dunstante  Richtung  haben,  so  dass  (bei  Abstraction  von  Uq)  die  freie  Ober- 
lij«.hc  nach  §.  55  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Ebene  bildet.  Wird 
lann  der  Schwerpunkt  8  des  kleinsten  Querschnitts  F  des  contrahirten 
^irdhh  als  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Axensystems  der  x,  y,  z  ange- 
fcjmmen,  die  a-Axe  verticaf  und  positiv  nach  oben,  die  :r-Axe  so,  dass  / 
■nt  der  is-Ebeno  parallel  ist  und  mit  der  a;-Axe  den  Winkel  tp  (positiv  im 
Sinne  gegen  die  »-Axe  hin)  bildet,  so  ist  für  eine  Bahn,  die  sich  von  dem 
^liobigen  Punkte  A^  (x^  y,  s)  der  freien  Oberfläche  bis  zum  Punkte  S  er- 
«reckt,  nach  §.  73,  Gl.  (10) 

ntcr  /  die  Projection  von  A^S  auf  die  Richtung  von  /  oder  unter  —  s' 
üt  Projection  von  SAq  auf  die  Richtung  von  /  verstanden,  also 

/ 

M  =  z  -{-        (xcostp  -\-  Z9intp). 

9 
^^\\  $.  55,  GL  (5)  ist  aber  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche,  wenn  sie 
iIh*  ^Aie  in  der  Höhe  h^  über  S  schneidet, 
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fcostp 
Daraus  folgt 

also  M={l-\-      sintp]  h^ 

und  nach  Gl.  (1)  mit 


H,  =  (i  +  ^  *'>*V>)  K  +  ^'  ^ 


bei  nachträglicher  Berücksichtigung  der  Bewegungswiderstände  durch  <1*l 
Coefficienten  <p: 

u  =  (p^2gn^ :», 

also  wieder  unabhängig  vom  Ausgangspunkt  A^  eines  Wassertheilchens  iL 
der  freien  Oberfläche. 

Die  Ausflussmonge  pro  See.  ist  schliesslich  in  allen  Fällen: 

r  =  Fu  =  aAu. 


§.  82.    Bestlmmnngr  der  ErfahmspseoeffieieBteB» 

Die  in  den  Formeln  der  letzten  Paragraphen  vorkommenden»  dur  * 
Versuche  zu  bestimmenden  Coefficienten,  der  Contractionscoefficient  iu  i- : 
Geschwindigkeitscoefficient  y,  der  Ausflusscoefticient  ^i  und  der  Wi.l-  r- 
standscoefficicnt  ^  stehen  in  zwei  allgemeinen  Beziehungen  zu  einandor 

^  =  ag)     und     9D*(1  -|-  g)  =  1 I 

80  dass  durch  zwei  dieser  Coefficienten,  und  zwar  durch  einen  der  C\Kr.^ 
ciouten  a,  ju  in  Verbindung  mit  einem  der  Coefficienten  g^,  C;,  auch  i  •  | 
beiden  anderen  bestimmt  sind.  Wenn  diese  Versuche  unter  solchen  l  a^ 
stünden  angestellt  werden,  dass  das  fest  stehende  Ausflussgefäss  hn«>M  .| 
von  der  atmosphärischen  Luft  umgeben  und  die  horizontale  freie  W^^n^:- 
Oberfläche  gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A  ist,  und  wenn  somit  di 
Coefficioutt^u  fp  und  fi  den  Formeln  (§.  79,  Gl.  5^ 

•I  —  y^  yi>yÄ      und      r  =  (iA  \2gh r 

entsprechend  verstanden* werden,  unter  h  im  Falle  des  Ausflusses  in  •!" 
freie  Luft  die  Hohe  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem  Schweri'^'-''^* 
von  i4,  im  Falle  des  Ausflusses  unter  Wasser  den  Höhenunterv i . 
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I»  Ober-  und  Unterwasserspiegels  (der  freien  Oberflächen  des  Wassers 
m  Ansfinss-  und  £influ8Sgefäss)  vorstanden,  so  ist  zwar  der  in  diesen  Co- 
fficienten  g>  und  fi  enthaltene  Einfluss  der  Anfangsgeschwindigkeit  Uq  und 
er  Verschiedenheit  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  ganz  unwe- 
mtlich;  dagegen  können  sie  nach  §.79  im  Falle  des  Ausflusses  in  die 
reie  Luft  n.  U.  merklich  beeinflusst  werden  durch  den  Umstand,  dass  der 
cbwerpunkt  von  A  nicht  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Schwerpunkt  iS  des 
kinstcn  Querschnitts  F  des  contrahirten  Strahls  liegt  nnd  dass  auch  die 
littlero  Geschwindigkeit  in  F^  als  welche  u  principiell  verstanden  wird, 
lit  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  S  nicht  identisch  ist.  Beim  Ausfluss 
Bter  Wasser  fallen  diese  Einflüsse  fort,  weil  der  Unterschied  der  Höhen 
PS  Ober-  und  Unterwasserspiegels  über  jedem  Punkt  von  Ä  oder  F  gleich 
poss  :=  A  ist. 

Der  Ausflnsscoefficient  fi  ist  am  einfachsten  und  zuverlässigsten 
1  bestimmen  durch  Messung  der  Ausflussmenge  V  (vermittels  cubicirter 
efilsse,  die  das  ausfliessende  Wasser  aufnehmen)  und  Yergleichung  der- 
iben  mit  der  betreffenden  Formel  (2). 

Der  Contractionscoefficient  a  wird  durcli  Strahlenmessnngen 
^fanden,  wie  solche  u.  A.  namentlich  von  Bossut,  Borda,  Hache tte, 
oncelet  und  Lesbros,  und  von  Weisbach  ausgeführt  wurden  (ver- 
ittfls  zugespitzter  Schrauben,  die  an  verschiedenen  Steilen  ringsum  gegen 
^  Oberfläche  des  Strahls  allmählig  bis  zur  Berührung  vorgeschraubt 
erden).  Solche  Messungen  werden,  wenn  die  Mündung  nicht  kreisförmig 
l  darch  den  Umstand  erschwert,  dass  die  Querschnittsänderung  des  Strahls 
e^entlich  auch  in  einer  Gestaltsändemng  besteht,  die  oft  sehr  eigenthüm- 
^hor  und  complicirter  Art  ist,  deren  Hauptcharakter  in  einer  periodisch 
iederbolten,  wenigstens  theilweisen  Umkehrung  der  Lage  besteht  der  Art, 
if^s  an  die  Stelle  der  stärksten  Krümmung  des  Umfangs  die  der  schwächsten 
rünimung  zu  liegen  kommt  nnd  umgekehrt.  Ein  länglicher  Querschnitt 
ht  in  einiger  Entfernung  in  einen  anderen  länglichen  Querschnitt  über, 
^sen  Längenrichtung  senkrecht  zur  früheren  gerichtet  ist;  die  Ecken 
u^  polygonalen  Querschnitts  werden  durch  bogenförmige  Seiten  abge- 
ampft,  welche  allmählig  so  anwachsen,  dass  ein  neuer  polygonaler  Quer- 
haitt  entsteht,  dessen  Ecken  den  Mitten  der  Seiten  des  früheren  Quer- 
bitts  entsprechen  u.  s.  w.  Diesen  periodischen  Gestaltsänderungen  des 
nerschnitts  entsprechend  besteht  auch  die  Grössenänderung  desselben 
cht  nur  in  einer  einmaligen  Contraction;  in  geringerem  und  abnehmendem 
^e  folgen  derselben  Anschwellungen  und  abermalige  Contractionen  bis 
^  Strahl  mehr  und  mehr  zerrissen  wird  und  sich  in  einzelne  Tropfen 
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auflöst;  nach  Sawart  dauert  auch  in  ihnen  die  periodische  Deformatioa 
noch  fort,  indem  sie  ahwechselungsweise  yerlängerte  und  abgeplattete 
Sphäroide  darstellen.  Die  gemeinschaftliche  strömende  Bewegung  der 
Wassertheilchen  wird  also  offenbar  von  transversalen  Schwingungen  be- 
gleitet, welche  ausser  von  dem  seitlichen  Zufluss  zur  Mündung  und  von  dvr 
dadurch  bedingten  Ungleichformigkeit  der  Pressung  in  den  Querschnitten 
ohne  Zweifel  auch  wesentlich  von  den  Molekularkräfton,  n&mlich  vom  i\)- 
häsionsdruck  an  der  Oberfläche  mit  abhängen,  der  nach  §.  59,  GL  (4 1  mit 
deren  Krümmung  sich  ändert  und  dort  als  einwärts  gerichtete  Kraft  d«  n 
grössten  Werth  hat,  wo  die  Oberfläche  am  stärksten  nach  aussen  codux 
gekrümmt  ist 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  (p  kann  durch  Vergleichaui; 
des  beobachteten  Werthes  von  u  mit  der  betreffenden  Formel  (2)  gefunden 
werden.  Zur  mittelbaren  Bestimmung  von  u  in  einem  gegebenen  Fall«* 
dient  dabei  die  Messung  der  Coordinaton  eines  Punktes  der  paraboliscLeii 
Mittellinie  des  firei  ausfliessenden  Strahls,  wenn  der  Richtungswinkel  <r 
von  u  gegen  den  Horizont  (positiv,  wenn  u  schräg  abwärts  gerichtet  >  k- 
kannt  ist,  oder  besser  zweier  Punkte,  um  den  anderweitig  kaum  gonaa 
messbaren  Richtungswinkel  ip  auf  solche  Weise  mit.  zu  bestimmen.  Wemi 
nämlich  vom  Schwerpunkt  des  kleinsten  Querschnitts,  also  von  dem  Punkt 
aus,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  c=  «  ist,  die  Coordinatenaxeu  der  / 
und  y  so  gezogen  werden,  dass  die  a?-Axe  die  Richtung  der  Horizontakom- 
ponente  =  uoosy)  der  Ausflussgeschwiudigkeit  hat  und  die  y-Axo  vertira! 
abwärts  gerichtet  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittellinie  des  Strahls  ab- 
gesehen von  dem  auf  massige  Entfernung  unmerklichen  Einfluss  des  Luft- 
widerstandes) 

ff  nr  * 

y  --  ic^y  tp  +   -   •'      _      -^  • 

X 

indem  i  = die  Zeit  ist,  in  welcher  eine  Bahnstrecke  mit  der  Hori- 

ucosy) 

zontalprojection  x  durchlaufen  wird,  und  y  aus  zwei  Theilen  besteht,  welch». 

beziehungsweise  =  usin^p.t  und  :=  — ,    der    anfänglichen    > ertical;!!- 
schwindigkeit  und  der  Schwerewirkung  entsprechen.    Aus  Gl.  (3^,  folpt 

« ^  *  1/^"^+^^"'^ ^ 

r     2  y—xtytp 

Sind  nun  r,,  y,  und  ^r^,  y^  die  gemessenen  Coordinaten  zweier  Ponktrdor 
Mittellinie  des  Strahls,  so  ist  nach  Gl.  (3) 
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y,_^^t.^tp  _  X,-    ^j^^         _  V^i  -_Vy«   ....  (5); 

liermit  findet  man  u  nach  Gl.  (4),  wenn  darin  ausserdem  x^  und  y^  oder 
j  und  yj  für  x  und  y  gesetzt  werden.    Mit  tp  =  0  ist 

u--^xl/^   (6); 

loch  wird  es  besser  sein,  den  von  Null  vielleicht  etwas  abweichenden 
Certh  von  jp  nach  Gl.  (5)  zu  bestimmen  auch  wenn  die  Mündung  sich  in 
ler  verticalen  Seitenwand  eines  Gewisses  befindet.  Dergl.  Messungen  lassen 
brigens  nur  bei  kreisförmigen  Strahlquerschnitten  eine  grössere  Genauig- 
ät  zu  und  sind  unter  solchen  Umständen  u.  A.  besonders  von  Bossnt, 
^enturi,  Michelotti,  Castel,  Boileau  und  Weisbach  zur  Bestim- 
umg  von  «,  also  von  q>,  benutzt  worden. 

Inwiefern  endlich  auch  Messungen  des  Reactionsdrucks  zur  Bestim- 
mng  der  in  Bede  stehenden  Coefficienten  dienen  können,  ist  schon  in 
I«*  erwähnt  worden.  — 

I  In  den  folgenden  Paragraphen  sind  die  für  kreisförmige  und  recht- 
fekige  Mündungen  im  engeren  Sinn  (Wandöffnungen)  und  für  kurze 
msatzröhren  (Mundstücke)  von  kreisförmigem  Querschnitt  gefundenen 
Terthe  der  Ck>efficienten9  insbesondere  des  am  häufigsten  bestimmten 
ifisüasscoefficienten  fi  angegeben.  Sic  gelten  für  den  Fall,  dass  der  Aus- 
1q8s  in  die  freie  Luft  stattfindet,  wenn  er  nicht  ausdrücklich  als  Aus- 
loss  unter  Wasser  bezeichnet  ist,  oder  auch  im  Fall  einer  rechteckigen 
Ifindnng  als  Ansfluss  in  ein  Ansatzgerinne;  darunter  wird  ein  Gerinne 
erstanden,  welches,  indem  sein  Boden  und  seine  verticalen  Seitenwändo 
ich  an  den  unteren  Rand  und  an  die  Seitenränder  der  Mündung  an- 
zuessen, das  ft*eie  Niederfallen  des  ausfliessenden  Strahls  verhindert 
mch  ist  bei  denjenigen  Coefficienten,  welche  für  den  Ansfluss  aus  Mün- 
osgcn  im  engeren  Sinne  gelten,  sofern  das  Gogentheil  nicht  ausdrücldich 
emerkt  wird,  immer  eine  sogenannte  Mündung  in  der  dünnen  Wand 
oraasgesetzt,  wie  solche  bei  den  Versuchen  durch  Abschrägung  der  Ränder 
ach  aussen  (Fig.  31)  hergestellt  zu  werden  pflegt,  um  das  Anlegen  des 
Fig.si.  Strahls   an   die  Umfassungsfläche   der  Wandöffnung  zu 

hindern   und   somit  die  Resultate  von  nebensächlichen 

Einflüssen  möglichst  fk*ei  zu  erhalten. 
^\  Mif^^^         ^^^  Ausflusscoefficient  (i  =  a^  ist  beim  Ansfluss 
I  i     I  aus   Mündungen   vorwiegend   vom   Factor   a   abhängig; 

beim  Ansfluss  aus  Ansatzröhren  kann  er  zwar  vorwiegend 
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von  (p  abhängen  oder  gar  a  ^==  1,  also  {i  :^^  <p  sein,  allein  der  Coetliu«  u: 
(p  pflegt  dann  hauptsächlich  durch  die  innere  Contraction  be<iiu«!t  r. 
sein,  welche  der  Strahl  nach  dem  Eintiuss  in  die  Röhre  vorüborgt'hcu'l  «t- 
ßlhrt  bevor  er  sich  bis  zum  vollen  Querschnitt  derselben  wieder  aushreit.  u 
Mit  Rücksicht  auf  die  Umstände,  unter  welchen  die  (äussere  oder  iuü«r«  | 
Contraction  stattfindet,  pflegen  deshalb  verschiedene  Fälle  unteni<'hit^l.i| 
zu  werden.  Offenbar  ist  die  Contraction  um  so  bedeutender  (der  ('<uitrj."J 
tionscoefficient  um  so  kleiner),  je  grösser  der  Winkel  q  ist,  tun  wtl<i-.i 
die  am  Rande  der  Mfinduug  zufliessenden  Wassertheilchen  von  ihrer  li<  »t*^ 
gungsrichtung  abgelenkt  werden  müssen,  bevor  sie  -den  kleinsten  QuerM-l.iiii 
des  contrahirten  Strahls  normal  durchströmen.  Sofern  dieser  Wink» 
zwischen  den  Grenzen  0  und  180^  liegen  kann,  soll  der  mittlere  Fall  <UH 
ringsum  (>  =  90*^  ist  (wie  bei  einer  Mündung  an  einer  mittleren  Sttll» 
einer  verhältnissmässig  grossen  ebenen  W^and),  als  normale  Contracti 
bezeichnet  werden;  die  Contraction  heisse  geschwächt  oder  verstark 
jenachdem  q  <C  90®  oder  q  >>'  90®  ist.  Schwächung  der  Contraction  ki 
insbesondere  auch  bei  Mündungen  in  ebenen  Wänden  (rcsp.  Sch^ariii 
der  inneren  Contraction  bei  Mundstücken,  die  sich  an  Oeffnan;:«  ii  i 
ebenen  Wänden  anschliessen)  dadurch  verursacht  werden,  dass,  w*iin  d 
Wand  nicht  sehr  gross  im  Vorgleich  mit  der  Oeffnung  ist,  riu^  uni  1  tj 
tere  herum  ein  gewisser  Theil  des  Wassers  an  der  strömenden  Rom-.:  i 
nicht  Theil  nimmt,  wie  bei  a,a  in  Fig.  32,  so  dass  dann  an  der  Gren/r'  t> ;  i 

zwischen  dem  strömenden  und  dem  nicht  ström«  <•  l 
(ruhenden  oder  nur  wirbclförmig  schwach  bt^v^t^t 
Wasser  das  erstere  ähnlich  wie  durch  einr  i- 
Wand  mehr  oder  weniger  schräg  gegen  die  Muni:« 
hin  geleitet  wird.  In  einem  solchen  FaHe  ptit-::»  1? 
geschwächte  Contraction  auch  unvollkommen  genannt  zu  werd<  a  « 
Gegensatz  zur  vollkommenen  oder  normalen  Contraction,  Um  dt-r  :i 
ebene  Wand  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Oeffnung  ist. 

Bei  diesen  Begriffsbestimmungen  ist  ein  ringsum  gleiclier  odrr  «>. 
stens  nur  wenig  verschiedener  Wcrth  des  W^inkels  q  vorausgesetzt,  n»  .  ^ 
es  sein  Mittelwerth  für  den  ganzen  Umfang  der  Mündung  resp.  di*s  Ant«':-^ 
querschnitts  des  Mundstückes  ist,  welcher,  jenachdem  er  <^  ItO^cHier  -  •■ 
oder  7^  90^  ist,  den  Charakter  der  Contraction  bestimmt  Indessen  k .  i 
auch  ()  für  verschiedene  Theile  des  Umfangs  so  wesehtlich  verMl.-  i 
sein,  dass  dadurch  ein  verschiedener  Charakter  der  Contracti«»n  1-  -1 
winl,  dass  sie  z.  B.  theilweise  normal,  theiiweise  geschwächt  oder  >t  r^'.r^l 
ist,  wie  bei  einer  Mündung  in  der  Nähe  des  Randes  einer  obent^i  N^  '  i 
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oder  wejin  die  Gefässwand  an  verschiedenen  Theilen  des  Umfangs  unter 
vesentlich  verschiedenen  Winkeln  gegen  die  Mttndungsebene  geneigt  ist 
Wenn  insbesondere  der  Winkel  q  für  einen  Theil  des  Umfangs  =  Null 
ist  and  somit  hier  keine  Contraction  stattfindet  (wie  z.  B.  am  unteren,  im 
brizontaJen  Gefässboden  liegenden  Rande  einer  rechteckigen  Oeffnung  in 
kr  verticalen  ebenen  Seitenwand  eines  Gefässes),  so  heisst  die  auf  die 
»nz6  Mündung  bezogene  Contraction  partiell  oder  unvollständig.  — 

Als  fast  allgemein  gültiges  Gesetz  hat  sich  ergeben,  dass  in  solchen 
i*ällen,  in  denen  der  Ausflusscoefficient  vorwiegend  durch  die 
iflN«?re  oder  innere)  Contraction  bedingt  wird,  derselbe  um  so 
Tüsser  ist,  je  kleiner  die  Mündung  A  und  je  kleiner  die  wirk- 
ame  Druckhöhe  II  ist.  Bei  Mündungen  im  engeren  Sinn  ist  er,  falls 
ie  eine  längliche  Form  haben,  grösser,  als  unter  sonst  gleichen  Umständen 
&r  gleiche  Werthe  von  A  und  H)  bei  solchen  Mündungen,  die  sich  einer 
igülären  Form,  insbesondere  der  Ereisform  nähern;  und  für  den  Ausfluss 
ltf.T  Wasser  wurde  er  von  Weisbach  um  etwas  über  1  Procent  kleiner 
rfunden,  als  für  den  Ausfluss  in  die  freie  Luft.  Speciellere  Abhängigkeits- 
H-\zQ  der  betreffenden  Coefficienten  für  besondere  Fälle  enthalten  die 
Igenden  Paragraphen. 


§.  83.    Kreisförmige  Mttndnngen. 

Der  Ausfluss  des  Wassers  aus  kreisförmigen  Mündungen  in  der  dünnen 
ind  lässt  von  vorn  herein  die  einfachste  und  deutlichste  Gesetzmässig- 
it  der  Erscheinungen  erwarten,  weshalb  es  auch  abgesehen  von  dem  un- 
tulbaren  technischen  Interesse  dieses  Falles  gerechtfertigt  ist,  dass  die 
rsuche  sich  mit  Vorliebe  auf  ihn  bezogen  haben,  insbesondere  auf 

1)  den  Fall  der  normalen  Contraction,  d.  h.  einer  Mündung,  die 
b  an  einer  mittleren  Stelle  in  einer  grösseren  ebenen  Wand  befindet, 
edtrholt  und  übereinstimmend  ist  dabei  constatirt  worden,  dass  der 
stiusscoefficient  fi  um  so  grösser  ist,  je  kleiner  der  Durchmesser  d  der 
ndang  und  die  wirksame  Druckhöhe  I£.    So  fand  Weisbach 

für     d  =  Ofil       0,02       0,03       0,04     Mtr. 
und  11  =  0,25  Mtr.     (i  =  0,637     0,629     0,622     0,614 
II  =  0,G       „       ii  =  0,628     0,621     0,614     0,607. 
Bei  anderen  Versuchen  von  Weisbach  ergab  sich  für  d  =  0,01  Mtr.  und 
H  =  0,020     0,101     0,909     13,57     103,58  Mtr. 
fi  =  0,711     0,665     0,641     0,632     0,600. 
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Diese  Werthe  von  jtt,  welche  freilich  nach  den  letzteren  VersncL*'! 
merklich  grösser  sind^  als  nach  den  ersteren  fQr  gleiche  Werthe  von  d  m 
H^  entsprechen  im  Mittel  angefilhr  der  empirischen  Formel 

^  =  0,6  +  — ^V^  -  0,7rf l 

0,5  +   \  II 

Mehrfachen  Messungen  zufolge  erlangt  der  contrahirte  Strahl  srinij 
kleinsten  Querschnitt  in  der  ungefähren  Entfernung  =  0,5rf  \on  il^ 
Mündungsebene,  und  ist  der  Durchmesser  dieses  kleinsten  Querschnitts  i 
Mittel  =  0,8rf,  also  der  Contractionscoefficient  a  =  0,64. 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  wurde  für  mittlere  Mflndongswfit^ 

und  Druckhöhen 

9)  ^  0,97     bis  0,98 

gefunden,  entsprechend  g  =  — r  —  1  =  0,063    „   0,041 

und  mit  \  =  0,64 :    ^  =  0,621    „    0,627. 

Das  Abhängigkeitsgesetz  von  a  ist  natürlich  mit  demjenigen  von  u  i 
Wesentlichen  identi^h;  indem  aber  fp  mit  der  Druckhöhe  etwas  i-u 
nehmen  scheint,  muss  dann  a  mit  wachsender  Druckhöhe  noch  etwas  B>d 
abnehmen,  als  yt,  — 

2)   Geschwächte  und  verstärkte  Contraction.    Die   Ahhäi.<n 

keit  des  Contractionsgrades  vom  Ablenkungswinkel  q  (§.  82)  der  am  \\x\\ 

der  Mündung   zufliessenden  Wassertheilchen    hat  namentlich    Wei>l'^^ 

näher  festgestellt  durch  die  Bestimmung  des  Coefficienten  /#  für  Kn?i<i..q 

düngen  in  mehr  oder  weniger  conisch  gegen  dieselben  nach   aoss^Mi  i'i 

innen    zulaufenden    Gefässwänden    (Fig.  33);    die    Ucbergangsstelhn   J 

Flg.  33.  ebenen  Gefässwand  in  diese  conischt-n  \ 

, ,  \  Sätze  wurden  abgerundet,  um  etwaige  W  \\ 

stände  durch  plötzliche  Richtun^rsändt  ra*:j 

des  zufliessenden  Wassers,  bei  kleineu  ^^  i 

then  von  q  namentlich  auch  eine  ttv^u:| 

innere  Contraction  zu  vermeiden.  Dio  W  ^ 

der  Mündung  betrug  0,02  Mtr..  dio  Dr.  I 

höhe  0,3  bis  3  Mtr.    Folgende  Tabelle,  in  der  R  einen  rechten  Wi  < 

und  iIq  den  Werth  von  ^  für  p  =  Ä  =  90<^  bedeutet,  enthält  dio  a•^^^ 

schnittlichen  Versuchsrosultate;  der  Werth  von  ^o  is*  i»  g«***«'  IMtr^.i 

Stimmung  mit  Gl.  (1),  nach  welcher  y,  =  0,632  wäre  für  4^  ~   0,01*  Ml 

und  //  --  0,9  Mtr. 


^.  83. 
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9 

A< 

^ 

ßo 

Q 

f^ 

0           0 

0,966 

1,528 

R 

90° 

0,632 

1,000 

V,.Ä 

5«/4^ 

0,949 

1,501 

v,u 

il2V4° 

0,606 

0,959 

V«iJ 

1174° 

0,924 

1,462 

%B 

135° 

0,577 

0,913 

V4  R     22V,° 

0,882 

1,395 

'/4-B 

157Va« 

0,546 

0,864 

'/,  B   !  45« 

0,753 

1,191 

2B     i  180» 

0,541 

0,856 

V4i2 

67*V 

0,684 

1,082 

Im  Falle  p  =  0  ist  a  =  1,  also  /i  =  0,966  =^  9;  unter  der 
oranssetzang,  dass  dieser  Geschwindigkeitscoefficient  in  den  verschiedenen 
allen  gleich  ist,  wäre  der  Contractionscoefficient 


u 

ff  =  ■:r^^r;^t  insbesondere  für  p  :=  180": 
0,966 '  ^ 


a 


0,56 


i  der  That  nur  wenig  grösser,  als  der  Minimalwerth  a  =  0,5,  welcher 
ich  der  Untersuchung  in  §.  80  dem  Grenzfall  einer  inneren  cylindrischen 
■satzrOhre  von  verschwindend  kleiner  Wanddicke  entspricht.  Für  den- 
ften  Fall  fand  Borda:  (i  =  0,515,  Bidone:  fi  =  0,555;  mit  Rück- 
)^t  auf  das  bei  normaler  Contraction  constatirte  Aenderungsgesetz  von  fi 
übt  sich  erwarten,  dass  die  Grenze  0,5  um  so  mehr  erreicht  wird,  je 
l&$ser  d  und  iT  sind. 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  wird  durch  die  etwas  grössere  Kei- 
tng  des  Wassers  an  der  Wand  des  Ansatzes  im  Vergleich  mit  einer  ganz 
knen  Gefässwand  vermuthlich  nur  wenig  verkleinert,  so  dass  die  Werthe 
in  u  =  q>  für  p  ^  0,  d.  h.  im  Falle  einer  cylindrischen  und  mit  all- 
ähliger  Abrundung  in  die  ebene  Gefässwand  übergehenden  äusseren  An- 
ttzrohrc  ungefähr  auch  den  Geschwindigkeitscoefficienten  für  kreisförmige 
[Qndungen  in  der  ebenen  Wand  gleich  gesetzt  werden  können;  Weis- 
äch  fand  diese  Grösse  wachsend  mit  //: 

H  =  g)  =  0,96    bis    0,98 
für  H  —  0,3       „     3        Mtr. 

wi  ^^  0,99  für  sehr  grosse  Werthe  von  IL 

u 
Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefügten  Werthe  des  Verhältnisses   — , 

f\che  Zeuner  in  der  Formel 


ro 


=  1  +  0,33214  co*»p  +  0,16672  (?o«V 


(2) 


isammengefasst  hat,  können  zur  Bestimmung  von  (i  für  solche  Fälle 
ienen,  in  denen  n^  einen  von  obigem  verschiedenen  Werfh  hat  — 
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kreisfObhioe  hünsünoen. 


3)  Unvollkommene  Contraction.  Die  Mflndang  =  Ä  benodtr 
sich  in  der  Mitte  einer  gleichfalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  =  /.  as 
die  sich  ringsum  rechtwinklig  eine  cylindrische  Wand  anschliesst^  so  du- 
also  auch  F  der  Querschnitt  ist,  mit  welchem  das  Wasser  im  Gefass  n-p. 
in  einer  Röhre)  der  ebenen  Wand  zufliesst  (Fig.  32).  In  diesem  Falle  kam 
nach  Versuchen  von  Weisbach  gesetzt  werden: 

^  //  =  // Jl  +  0,04564  (14,821«  —  1)]     mit     n  =  ^  •  •  — '' 

* 
unter   ^^    den  Ausflusscoefficienten  verstanden,    welcher  unter  übri^-a« 

gleichen  Umständen  bei  vollkommener  Contraction  (»  =  0)  gelten  würde 
Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  — ,  welche  verschiedenen  Ver 
then  von  n  entsprechen. 


ß 

i" 

fi 

fi 

n 

n 

n 

n 

l"o 

f^o 

f^     1 

1 

Mo 

0 

1,000 

0,25 

1,045 

0,5 

1,134 

0,75 

1,303 

0,05 

1,007 

0,3 

1,059 

0,55 

1,161 

0,8 

1   1,351 

0,1 

1,014 

!    0,35 

1,075 

0,6 

1,189 

0,85 

1,4(^ 

0,15 

1,023 

0,4 

1,092 

0,65 

1,223  J 

0,9 

1,471 

0,2 

1,034 

0,45 

1,112 

0,7 

1,260 

0,95 

1,546 

Wenn  die  Mündung  A  sich  nicht  in  der  Mitte  der  ebenen  WiiL«i  i 
befindet,  oder  wenn  letztere  nicht  kreisförmig  ist,  so  lässt  sich  kaum  en 


wesentlich  andere  Beziehung  zwischen 


und  n  ==        erwarten;  * 
Jr 


aber  die  ebene  Wand  F  einen  nach  aussen  convergenten  Gef&ssansau  ii 
schliesst,  so  dass  die  Bahnen  der  im  Gefäss  ihr  zuströmenden  W;l>5^ 
theilchcn  schon  in  grösserer  Entfernung  von  der  ebenen  Wand  converpni 
so  kann  dadurch  fi  ohne  Zweifel  merklich  verkleinert  werden.  — 

4)  Partielle  Contraction  ist  bei  kreisförmigen  Mündungen  kau 
von  technischem  Interesse.  Es  liegen  darüber  Versuche  vor  von  Bid-n- 
nach  welchen  gcsctz    werden  kann: 

//  =  //o  (1  +  0,128p) I 

wetin  p  das  Verhältuiss  desjenigen  Theils  des  Umfangs,  an  dem  dio  ^  ■ 
traction  aufgehoben  (p  :=  0)  ist,  zum  ganzen  Umfange,  und  /ip  den  \l\ 
flusscoefficienten  bei  vollständiger  Contraction  (p  =  0)  bedeutet;  au  L  ] 
vorausgesetzt,  dass  an  dem  Theil  des  Umfangs,  an  welchem  Jio  Contmvt  i 
nicht  aufgehoben,  dieselbe  normal  (q  ^=  90 ®)  ist  Uebrigens  vini  « :| 
Formel  um  so  weniger  zuverlässig,  je  mehr  sich  p  der  Einheit  nähert 
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§.  84.    ReehteeUire  Mflndiiiigeii. 

Die  amfassendBten  Versuche  über  den  für  die  Praxis  besonders  wich- 
igen  Fall  des  Ausflusses  ans  rechteckigen  Seitenöffnungen  mit  zwei  verti- 
alen  Seiten  =  a  und  zwei  horizontalen  Seiten  =  b  wurden  auf  Veran- 
issung  des  französischen  Eriegsministeriums  in  Metz  unter  Benutzung  der 
^•stungsgräben  und  des  Moselwassers  daselbst  1828  und  1829  von  Pon- 
elot  und  Lesbros  angestellt  und  später  1829  bis  1834  von  Lesbros 
Bein  fortgesetzt.  Jene  gemeinschaftlichen  Versuche*  bezogen  sich  haupt- 
Ichlich  auf  den  Fundamentalfall  der  vollständigen  und  normalen  Contrac- 
ion  beim  freien  Ansfluss  in  die  Luft  durch  Mündungen  in  der  dünnen 
Fand  von  h  =  0,2  Mtr.  Breite  und  verschiedenen  Höhen  bis  a  =  0,2  Mtr. 
ei  verschiedenen  Höhen  des  Oberwasserspiegels  über  dem  oberen  Rand 
kr  Mündung  bis  ä,  =  1,8  Mtr.  Die  zahlreichen  (über  2000)  späteren 
iesbros'schen  Versuche**  umfassten  auch  viele  andere  Fälle,  von  denen 
k  Folgenden  die  Rede  sein  wird. 

1)  Die  Contraction  kann  als  normal  vorausgesetzt  werden,  wenn  die 
ktfemnng  der  Seitenränder  der  Mündung  von  den  betreffenden  Seiten- 
todem  der  ebenen  Wand,  in  der  sie  sich  befindet,  wenigstens  =  2,7^, 
Dd  wenn  die  Entfernung  des  unteren  Randes  der  Mündung  vom  Boden 
B  Aasflussgefässes  wenigstens  =  2,7a  ist;  eine  weitere  Vergrösserung 
ieser  Entfernungen  hat  dann  nach  Lesbros  keinen  merklichen  Einfluss 
^T  auf  den  Ausflusscoefficienten.  Die  Werthe  des  letzteren,  durch  Inter- 
idation  aus  den  unmittelbaren  Resultaten  der  Fundamentalversuche  von 
oncelet  und  Lesbros  und  aus  späteren  Versuchen  mit  0,6  Mtr.  breiten 
[flndangen  abgeleitet  und  bis  zu  ^  =  3  Mtr.  ergänzt,  sind  in  der  fei- 
nden Tabelle  enthalten.  Es  beziehen  sich  diese  Werthe  von  fi  auf 
ie  einfache  Formel  (3),  §.  79,  in  welcher  wegen  Pq  =%p  hier  JT  =  h 

-  *t  +  rt  *8t  =  der  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Mittelpunkt 

Jr  Mündung.  Dabei  ist  die  Höhe  A,  an  einer  solchen  Stelle  in  einiger 
intfemung  von  der  Ausflusswaud  gemessen,  wo  die  Wasseroberfläche  noch 
icht  merkUch  abwärts  gegen  die  Wand  gekrümmt  ist  und  das  Wasser  als 
ihend  [u^  =  0)  vorausgesetzt  werden  kann.  Unmittelbar  an  der  Wand 
^mi^ssen  ist  h^  kleiner,  und  würde  bei  Benutzung  dieses  kleineren  Werthes 


*  Poncelet  et  Lesbros,  Expöriences  hydrauliqties  etc.   Paris  1832. 
*•  Exp^riences  hydrauliqnes  sar  les  lois  de  r^coalement  de  Teau  etc.,  par 
i  Le«broB,  colonel  du  g^nic.    Paris  1851. 
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der  Coefficient  fi  entsprechend  grösser;  erst  ungefähr  mit  h^  >  0,2  Mtr. 
hört  dieser  Umstand  auf,  die  3^  DecimalsteUe  des  Werthes  von  //  beeiih 
Aussen  zu  können. 


Mtr. 

Mündungshöhen  in  Metern. 

1 

1 

b  —  0,2  Mir. 

h  —  0,6  Mtr. 

0,01 

0,02 

0,03 

0,05 

0,1 

0,2 

(J,(ö    ! 

0,2 

0,01 

0,701 

0,660 

0,630 

0,607 

• 
»» 

n 

0,644 

•• 

0,015 

0,697 

0,660 

0,632 

0,612 

0,593 

„ 

0,644 

», 

0,02 

0,694 

0,659 

0,634 

0,615 

0,596 

0,572 

0,643 

•• 

0,03 

0,688 

0,659 

0,638 

0,620 

0,600 

0,578 

0,642 

0,593 

0,04 

0,683 

0,658 

0,640 

0,623 

0,603 

0,582 

0,642 

0,59:> 

'    0,05 

0,679 

0,658 

0,640 

0,625 

0,605 

0,585      0,641 

0,597 

0,06 

0,676 

0,657 

0,640 

0,627 

0,607 

0,587  ;'  0,641 

o,,'^»;»*^ 

0,07 

0,673 

0,656 

0,639 

0,628 

0,609 

0,588 

0,640 

O.fi««^ 

0,08 

0,670 

0,656 

0,638 

0,629 

0,610 

0,589 

!  0,640 

o,6ia 

0,09 

0,668 

0,655 

0,637 

0,629 

0,610 

0,591 

0,639 

0,6()1 

0,10 

0,666 

0,654 

0,637 

0,630 

0,611 

0,592 

0,639 

o,Äe 

0,12 

0,663 

0,653 

0,636 

0,630 

0,612 

0,593 

0,638 

0,6t  tJ 

0,14 

0,660 

0,651 

0,635 

0,630 

0,613 

0,595 

'  0,637 

O.tVio 

0,16 

0,658 

0,650 

0,634 

0,631 

0,614 

0,596 

'  0,637 

o,r,(>4 

0,18 

0,657 

0,649 

0,634 

0,630 

0,616 

0.597 

0,636 

0.6(^'» 

1    0,2 

0,655 

0,648 

0,633 

0,630 

0,615 

0,598 

0,635 

o,#»ir» 

0,25 

0,653 

0,646 

0,632 

0,630 

0,616 

0,599 

,  0.634 

0.64  t«; 

0,3 

0,650 

0,644 

0,632 

0,629 

0,616 

0,600 

0,633 

,   0,6»>7 

0,4 

0,647 

0,642 

0,631 

0,628 

0,617 

0,602      0,631 

0,tkJT 

0,5 

0,644 

0,640 

0,630 

0,628 

0,617 

0,603      0,630 

0,607 

0,6 

0,642 

0,638 

0,630 

0,627 

0,617 

0,604 

1  0,629 

lK6i.»T 

0,7 

0,640 

0,637 

0,629 

0,627 

0,616 

0,604 

0,628 

0,6l»T 

0,8 

0,637^ 

0,636 

0,629 

0,627 

0,616 

0,605 

0,628 

0.*Ki»'> 

0,9 

0,635 

0,634 

0,628 

0,626 

0,615 

0,60& 

0,627 

aik»; 

1,0 

0,632 

0,633 

0,628 

0,626 

0,615 

0,605 

0,626 

0,t>li« 

1,1 

0,629 

0,631 

0,627 

0,625 

0,614 

0,604 

0,626 

,   O.tÄM 

1,2 

0,626 

0,628 

0,626   '  0,624 

,  0,614 

0,604      0,625 

o.i;<M 

1,3 

0,622 

0,625 

0,624   1  0,622 

0,613 

0,603      0,624 

o.t;it:{ 

1,4 

0,618 

0,622 

0,622 

0,621 

0,612 

0,603      0,624 

O.tVÖ 

1,5 

0,615 

0,619 

0,620 

0,620 

0,611 

0,602  ';  0,623 

,    0,6iie 

1,6 

0,613 

0,617 

0,618 

0,618 

0,611 

0,602      0,623 

•   IMJi'-J 

1,7 

0,612 

0,615 

0,616 

0,617 

0,610 

0,602  ;   0,622 

iK^^K: 

1     1,8 

0,612 

0,614 

0,615 

0,615 

0,609 

0,601      0,621 

KK**^ 

1,9 

0,611 

0,612 

0,613 

0,614 

0,608 

0,601      0,621 

■  iu;i»i» 

1     2,0 

0,611 

0,612 

0,612 

0,618 

0,607 

0,601    ;  0,620 

a»»e 

t 

1 

t 

3,0 

;  0,609 

0,610 

0,608 

0,606 

0,603 

0,601  1 

1  0,615 

a6iti 
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Im  Gaajsen  findet  sich  dnrcfa  diese  Tabelle  das  Gesetz  bestätigt,  dass 
ti  um  80  grösser  ist,  je  kleiner  h  resp.  Ag  und  A  resp.  die  kleinere  Dimen- 
sion a  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  (wie  überhaupt  die  kleinere  Dimension 
bei  länglichen  Mflndangen)  als  massgebend  zn  betrachten  ist.  Wenn  sich 
samentlich  für  die  gr(Vsseren  Werthe  von  a  eine  Abweichung  von  jenem 
Gesetz  insofern  herausstellt,  als  fi  mit  wachsenden  Werthen  von  h^  zunächst 
bis  zu  einem  Maximum  (in  der  Tabelle  durch  fetteren  Satz  hervorgehoben) 
fachst,  so  findet  dies  seine  Erklärung  zum  Theil  darin,  dass  der  .nach  §.  79, 
Gl.;8)  in  diesem  fi  enthaltene  Factor 


'-/='-Äa)"='-»^(7t7)' 

2  +  ** 

■m  so  mehr  <C  1  ist,  je  grösser  a  und  je  kleiner  Äg  ist.  Z.  B.  im  Falle 
» ^  0,2  und  a  =  0,2  Mtr.  ist 

für  *.=  0,02:      l-/=l-~(o^y=  0,971 

0  572 
Md  -'-=—  =  0,589  schon  merklidi  weniger  <;  0,605,  als  0,572.    Dazu 

kommt  n.  A.  der  Umstand,  dass,  je  kleiner  Ag  ist,  desto  mehr  das  Wasser 
Vorwiegend  von  unten  der  Mündung  zufliesst  und  eine  Abweichung  der 
mittleren  Ausflussrichtung  von  der  horizontalen  nach  oben  zur  Folge  haben 
bnn;  die  Höbe  des  Oberwasserspicgels  über  dem  Schwerpunkt  des  kleinsten 

Querschnitts  des  contrahirten  Strahls  ist  dann  thatsächlich  etwas  <ih^  H"  o  ? 

und  muss  sich  fi  etwas  zu  klein  ergeben,  wenn  für  jene  Höhe  dieser  zu 
iTOffie  Werth  gesetzt  wird, 

Nach  Lesbros  wird  der  Ausflusscoefficient  vorwiegend  durch  die 
kleinere  Dimension  der  Mündung  (einerlei,  ob  Breite  oder  Höhe)  bestimmt 
der  Art,  dass  sich  fi  nicht  wesentlich  ändert,  wenn  bei  gleichen  Werthen 
Ton  k  das  Yerhältniss  der  grösseren  zur  constant  bleibenden  kleineren  Di- 
mension zwischen  den  Grenzen  1  und  20  variirt.  Bei  den  Anwendungen 
Räegt  a  <1  ^  zu  sein,  und  können  danach  die  Tabellenwerthe  auch  zur 
angenäherten  Bestimmung  von  /i  für  asidero  Werthe  von  b  dienen.  Die 
Vergleichnng  der  Tabellenwerthe  für  i  =  0,2  und  h  =r  0,6  Mtr.  bei 
«  ~  0,2  Mtr.  läast  den  Grad  der  dabei  zu  erwartenden  Annäherung  er- 

29* 
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kennen;  bei  a  =  0,02  Mtr.  sind  die  Differenzen  grösser,  während  auch 

0  6 
mit  -z-rz-  =  30  der  oben  erwähnte  Grenzwerth  20  schon  überschritten  H 
0,02 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  ist  nicht  wesentlich  Ton  demjeniür] 

verschieden,  welcher  unter  übrigens  gleichen  Umständen  für  den  Aasäus 

aus  kreisförmigen  Mündungen  gefunden  wurde.    So  fand  z.  B.  Lesbroi 

im  Falle  a  =  0,6  Mtr.,  h  =  0,02  Mtr.  bei  h  =  1,55  Mtr.  den  AosrtuH 

coefficicnt  [i  =  0,625  und  durch  Strahlenmessung  den  kleinsten  Querschoil 

des  Contrahirten  Strahls  in  0,3  Mtr.  Entfernung  von  der  Mündung  ent 

sprechend  a  =  0,638;  daraus  ergiebt  sich 

0,625 

^  =  Ö:638  =  ^'^^^- 

Die  bis  zum  Schwerpunkt  des  kleinsten  Querschnitts  gerechnete  Druckliol 
war  =  1,576,  und  würde  sich  damit  ergeben: 


^ = ^'^«  Vi^ = «''''• 


2)  Bei  den  technischen  Ausführungen,  insbesondere  bei  dem  Acj 
fluss  des  Wassers  aus  Schutzöffnungen,  pflegen  die  VerhältnH 
nicht  von  so  einfacher  Art  zu  sein  wie  bei  den  Versuchen,  welche  iJ 
obigen  Tabelle  zu  Grunde  liegen.  Die  Umschliessungsflächen  der  \Si4 
Öffnung  pflegen  nicht  nach  aussen  zu  divergiren  und  so  eine  schärft^  Kai  I 
am  inneren  Rande,  eine  sogenannte  Mündung  in  dünner  Wand  (wie  Fii:.  •• 
zu  bilden,  sondern  rechtwinklig  die  mehr  oder  weniger  dicke  Wan<i  : 
schneiden,  so  dass  der  ausfliessende  Strahl  mit  ihnen  in  Berührung  ku::::-« 
kann  um  so  mehr,  als  seine  obere  Begrenzung  nicht  durch  die  Wand  ^i  iH 
sondern  durch  ein  von  oben  her  an  der  inneren  Wandfläche  mehr  «-li 
weniger  vorgeschobenes  Schutzbrett  von  gewisser  Dicke  gebildet  wird,  ?i 
fem  dann  ausserdem  dieses  Schutzbrett  zwischen  Leisten  geführt  /a  ^<l 
pflegt,  die  längs  den  Seitenrändern  der  Mündung  in  gewissen  Entfomun:! 
(=  dem  halben  üeberschuss  der  Breite  des  Schutzbretts  über  die  Mii 
dungsbreite  b)  hinlaufen,  auch  der  untere  Band  der  Mündung  durch  •  n 
solche  Leiste  eingefasst  sein  kann  als  Unterstützung  des  ganz  nM*  r.i 
lassenen  Schutzbretts,  wird  dadurch  auch  eine  Schwächung  der  Contraiil 
und  entsprechende  Vergrössorung  des  Coefticienten  fi  verursacht  Ftilc»'»! 
Tabelle  enthält  die  Werthe  für  solche  Fälle  nach  Versuchen  von  Lesl^ro 
Dabei  betrug  die  Breite  der  Schutzöffnung  0,6  Mtr.,  die  Dicke  der  » -  i 
des  Schutzbretts,  der  Leisten  und  die  Entfernung  jeder  Leiste  vom  Utu^ 
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f 

fenden  Rande  der  Mündung  je  0,05  Mtr.;  im  Falle  Ä  waren  nur  die 
Soitenränder  durch  Leisten  eingefasst,  im  Falle  B  auch  der  untere  Rand. 
Uobrigens  befand  sich  die  Oeffnung  an  einer  mittleren  Stelle  einer  grös- 
seren verticalen  Wand. 


K 

a  —  0,03  Mtr. 

a  =  0,05  Mtr. 

a  =  0,2  Mtr. 

o  —  0,4  Mtr. 

Mir. 

A 

B 

A 

B 

A 

B 

A 

B 

04 

0,710 

0,694 

0,691 

0,664 

0,634 

0,665 

0,598 

0,644 

0,2 

0,696 

0,704 

0,685 

0,687 

0,640 

0,672 

0,609 

0,653   1 

0,24 

0,694 

0,706 

0,684 

0,690 

0,641 

0,674 

0,612 

0,655 

0,3 

0,692 

0,709 

0,683 

0,693 

0,641 

0,675 

0,616 

0,656 

0,6 

0,688 

0,710 

0,678 

0,695 

0,640 

0,676 

0,618 

0,649 

1,0 

0,680 

0,704 

0,673 

0,694 

0,638 

0,674 

0,608 

0,632 

13 

0,678 

0,701 

0,672 

0,693 

0,637 

0,673 

0,602 

0,624 

13 

0,676 

0,699 

0,672 

0,692 

0,637 

0,673 

0,598 

0,620 

1.7 

0,676 

0,698 

0,672 

0,692 

0,637 

0,672 

0,596 

0,618  , 

2,0 

0,675 

0,696 

0,671 

0,691 

0,636 

0,671 

0,595 

0,615 

3,0 

0,672 

0,693 

0,669 

0,689 

0,634 

0,669 

0,592 

0,611 

Für  einen  dritten  Fall,  bei  welchem  die  horizontale  untere  Leiste  des 
Kveiten  FaUcs  dicht  am  unteren  Rande  der  Mündung  hinlief,  entsprechend 
eifliT  Verdoppelung  der  Wanddicke  daselbst,  ergaben  sich  fast  dieselben 
Jiüchstens  um  0,004  grösseren)  Werthe  von  [l  wie  im  Falle  B,  — 

3)  Bei  anvollkommener  Contraction  unter  Umständen  analog 
Äeu  im  vorigen  §.  unter  3)  für  kreisförmige  Mündungen  erwähnten  ist  mit 
Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  nach  Versuchen  von  Weisbach 
n  setzen: 


^  =  ^Jl  -f  0,076(9"  —  1)]  mit  n  = 


(1). 


Die  Werthe  von  —  für  verschiedene  Werthe  von  n  können  der  folgenden 
Tabelle,  event.  durch  Interpolation,  entnommen  werden.    . 


n 

ß 

ßo 

n 

n 

n 

0 

1,000 

0,25 

1,056 

0,5 

1,152 

0,75 

1,319 

0,05 

1,009 

0,3 

1,071 

0,55 

1,178 

0,8 

1,365 

0,1 

1,019 

0,35 

1,088 

0,6 

1,208 

0,85 

1,416 

0,15 

1,030 

0,4 

1,107 

0,65 

1,241 

0,9 

1,473 

0,2 

1   1.042 

0,45 

1,128 

0,7 

1,278 

0,95 

1,537 
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4)  Bei  partieller  Coutraction  kann  im  Mittel  nach  YersucLeo 
von  Bidono  mit  quadratischen  nnd  von  Weisbach  mit  rechteckigen  Mün- 
dungen von  0,2  Mtr.  Breite  und  0,1  Mtr.  Höhe  gesetzt  werden  Bczeich^ 
nungen  wie  in  §.83,  Gl.  4): 

(i^fio:i  +  0,lbbp)    :' 

Dieselbe  kommt  hauptsächlich  in  der  Weise  vor,  dass  die  Contractiuu  ui 

unteren  Rande    Ip  =  — -   j  — ^ )    oder  zugleich  an  den   Seitenrän-l-n 

I  p  =         _!   "oaJ    ^^^  Mündung  aufgehoben  ist,   indem  diese  bis  zun 

Boden  des  Ausflussreservoirs  reicht  und  event  zugleich  die  ganze  Dr<  it 
desselben  einnimmt. 

Bei  Versuchen  von  Lesbros  über  derartige  Fälle  wurden  ziij:!  :d 
verschiedene  Modiflcationen  der  Anordnung  mit  Rücksicht  auf  prakti^b 
Verhältnisse  und  Nebenumständc  in  Betracht  gezogen.  In  den  folgtnl'i 
zwei  Tabellen  sind  einige  der  für  Mündungen  von  0,2  Mtr.  Breite  c*  tm 
denen  Ausflusscoefficienten  enthalten.    Dabei  bedeutet 

A  eine  Mündung  ohne  Einfassung  nnd  in  solcher  Entfernung  vom  Vu^iA 
der  ebenen  Mündungswand,  dass  die  Contraction  als  normal  zu  \k 
trachten  ist, 
B  eine  Mündung,  welche  an  einem  Seitenraude  nur  0,02  Mtr.  vou  li  i<! 
rechtwinklig  gegen  die  Mündungswand  stossenden  Seitonwaud  li 
Resenoirs  entfernt  ist^  so  dass  hier  die  Contraction,  wenn  auch  l.  j 
ganz  aufgehoben,  so  doch  in  hohem  Grade  geschwächt  ist. 
C  eine  Mündung,  die  sich  an  beiden  Seiten  ebenso  verhält  wie  h  i 

einer  Seite, 
D  eine  Mündung  wie  C  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  SeitomM?! 
des  Gefässos  nicht  rechtwinklig,  sondern   unter  Winkeln   vuii  Ti 
gogen  die  Müudungswand  stossen  und  gegen  einander  unter  IH)"  «  -^ 
vergiren,  somit  eine  geringere  Schwächung  der  Seitencontractii^u  ^•] 
Ursachen,  als  im  Falle  C\ 
A\  B\  if^  D*  sind  dit»sclben   Mündungen  wie  beziehnngsweiM'  J,  i 
i\  D  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Contraction  am  unteren  K u  1 
ganz  aufgehoben  ist  indem  derselbe  im  Boden  ifis  Reservoire  lit^t 
Die  Höhe  h^  der  froieu  Wasseroberfläche  über  dem  oberen  Rau«l  i 
Muiulung  ist  wie  bei  der  FuudanioutaltabeJIe  unter  1)  in  einiger  Entftr*.  :• 
von  der  Mündungswund  gemessen,  so  dass  auch  die  folgenden  Werthe  ^^': 
t>ir  den  Fall  A  mit  den  entsj^rechenden  jener  früheren  Tabelle  ul'«r  • 
<tin\inen. 
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*l 

a  —  0,05  Mtr. 

a  —  0,2  Mtr. 

Mtr. 

A 

B           C           D     \      A 

1              1 

B 

G 

D 

0,02 
0,05  ' 

0,1 
0^ 
0.5 
1.0 

14 
2,0 

3,0 

0,615 
0,625 
0,630 
0,630 
0,628 
0,626 
0,620 
0,613 
0,606 

0,627 
0,630 
0,633 
0,635 
0,634 
0,628 

0,622 
0,616 
0,609 

0,647 
0,646 
0,645 
0,642 
0,637 
0,635 
0,63i 
0,634 
0,632 

0,631 
0,632 
0,633 
0,633 
0,632 
0,627 
0,621 
0,615 
0,608 

0,572 
0,585 
0,592 
0,598 
0,603 
0,605 
0,602 
0,601 
0,601 

0,587 
0,593 
0,600 
0,606 
0,610 
0,611 
0,611 
0,610 
0,609 

0,631 
0,631 
0,632 
0,631 
0,628 
0,627 
0,626 
0,624 

0,589 
0,595 
0,601 

0,607 ; 

0,611  1 
0,612 
0,611 
0,611 

0,610 

1 

1 

a  =  0,05  Mtr. 


a  =  0,2  Mtr. 


A' 


0,02 
0,05 

o,a 

0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
3,0 


0,664 
0,667 
0,669 
'  0,670 
0,668 
0,666 
0,665 
0,664 
0,662 


0,663 
0,669 
0,674 
0,676 
0,676 
0,672 
0,670 
0,670 
0,669 


)f 


0,690 
0,688 
0,687 
0,682 
0,680 
0,678 
0,674 
0,673 


B' 


C 


0,678 

0,599 

0,677 

0,608 

0,677 

0,615 

0,675 

0,621 

0,671 

0.623 

0,670 

0,624 

0,670 

0,624 

0,669 

0,619 

0,668 

0,614 

»» 


0,622 
0,628 
0,633 
0,636 
0,637 
0,637 
0,636 
0,634 


2>' 


>» 

>» 

»» 

0,636 

»> 

0,639 

0,708 

0,643 

0,680 

0,644 

0,676 

0,642 

0,672 

0,641 

0,668 

0,640 

0,665 

0,638 

Setet  man  für  die  Fälle  B,  C,  A\  B^,  C 

f^  =  ßo(^  +  ^Pu  +  yPb), 
nter  pa  snd  p^  die  Theile  von  p  verstanden,  welche  sich  anf  die  Seiten 

lud  auf  den  unteren  Rand  der  Mündung  beziehen    ««  ^=  ---   ,.    und 

I  \  2  (ä  +  0) 

,   j?*  =  —z — j — 1-  I ,  während  fiQ  den  Werth  von  fi  bei  normaler 
I  -^  o  2  (ä  -|-  o)/ 

.'ontraction,  d.  h.  für  den  Fall  A  bedeutet,  so  ßndet  man  die  Coefficienten 

'  und  y  zwar  merklich  abhängig  von  A,,  und  zwar  (abgesehen  von  einigen 

.nregelmäsaigkeitcn)  der  Art,  däss  sie  mit  wachsenden  Werthen  von  h^ 

»nächst  abnehmen  (bis  etwa  A,  =  0,5  Mtr.)  und  dann  wieder  ^sunehmcn; 

m  Durchschnitt  aber  kann  gesetzt  werden: 

(i  =  fi^il  +  0,12;i„  +  0,Up,)    (3) 

D  befriedigender  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (2)  mit  Rücksicht  darauf  dass 
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die  Scitencontraction  bei  den  Lcsbros'schen  Mündungen  nicht  gänzlkb 
aufgehoben  wurde.  Den  Fällen  B  und  If  entsprechen  nahe  dieselko 
Werthe  von  \i  wie  den  Fällen  B  und  It .  — 

5)  Ausfluss  am  Ende  eines  Gerinnes.  —  Wenn  sich  die  Muu- 
duug  in  einer  verticalen  ebenen  Wand  am  Endo  eines  Gerinnes  bcdndot. 
in  welchem  das  Wasser  mit  dem  Querschnitt  F^  jenor  Wand  zufliesst  b«) 

kann,  wenn  F^  nicht  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A  und  ^'- 

V 

mit  die  mittlere  Zuflussgeschwindigkeit  u^  =  — -  im  Gerinne  nicht  s^br 

klein  im  Vergleich  mit  der  mittleren  Ausflussgeschwindigkeit  %  ist,  du 
Ausflussmeuge  V  nach  Gl.  (1)  in  §.79  berechnet  werden,  also  (mit  U  —  * 
für  den  gewöhnlichen  Fall  /?o  =  f)  nach  der  Formol: 


unter  (i  den  Coefficieuten  verstanden,  welcher  nach  Gl.  (1)  dem  die  Ud- 

A 

Vollkommenheit  der  Contraction  bedingenden  Vcrhältniss  n  =         ou:- 

spricht,  und  unter  h  die  Tiefe  des  Schwerpunktes  von  A  unter  der  fni- ^ 
Wasseroberfläche  im  Gerinne  an  einer  solchen  Stelle  vcrstaudca,  weit« 
in  einiger  Entfernung  von  der  Wand  liegt,  so  dass  das  Wasser  in  dem  \*^ 

r 
K 

sitzt;  dass  diese' Geschwindigkeit  hier  horizontal  ist,  während  u^  in  §.  T> 
die  vcrticale  Oberflächengeschwindigkeit  bedeutete,  kann  einen  principit  1.  ^ 
Unterschied  offenbar  nicht  bedingen. 

Uebrigens  hat  Woisbach,  um  die  Rechnung  zu  vereinfachen  oud  <:  s 
besonderen  Umständen  dieses  Falles  noch  zuverlässiger  auf  Grund  der  1/ 
fahrung  zu  entsprechen,  durch  besondere  Versuche  den  Coeflicienti  n  « 
der  Formol 

r=  (i'Ay^gh 

(Tinittelt  und  denselben,  dessen  rationelle  Bedeutung  nach  GL  ^4  • 


treffenden  Querschnitt  daselbst  die  mittlere  Geschwindigkeit  u^  =  ^,    l»  - 


^        yi— (^«)* 

ist,  unter  fi  den  Werth  nach  Gl.(l)  verstanden,  der  folgenden  cmpiriv    i 
Formel  entsprechend  gefunden: 

fi   ^  (i^a  +  0,641fi») ö 
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^  ff  <C  0,5  ist;  dabei  bedeutet  fi^  den  Goefficienten  fttr  normale  Con- 
tnction  unter  übrigens  gleichen  Umständen,  und  wurde  A  in  1  Mtr. 
Entfernung  von  der  Wand  gemessen.  Es  ist  wesentlich,  dass  dieser 
letztere  Umstand  auch  bei  der  Anwendung  von  Gl.  (6)  bertlcksichtigt  werde; 
der  Widerstandshöhe  für  die  1  Mtr.  lange  Strecke  des  Gerinnes,  welche 
in  dem  so  verstandenen  h  enthalten  ist,  muss  es  hauptsächlich  zugeschrieben 
Verden,  wenn  sich  der  Coefficient  fi  nach  Gl.  (6)  kleiner  ergiebt,  als  nach 
GL  5),  meistens  selbst  kleiner,  als  fi  nach  Gl.(l).  — 

Beispiel.    Zur  Messung  der  Wasscrmengo  V\  welche  pro  See.  durch 
m  0,8  Mtr.  breites  Gerinne  flicsst,  werde  am  Endo  desselben,  so  dass  der 
Fiff.  94.  Strahl  frei  ausfliessen  kann,  eine  verticale  ebene 

y  Wand  eingesetzt  mit  einer  rechteckigen  Oeffnung 
l^  von  0,5  Mtr.  Breite  und  0,3  Mtr.  Höhe,  deren  un- 
tere Seite  um  0,1   Mtr.  über  dem  Gerinneboden 
liegt.  Nach  Eintritt  des  Beharrungszustaudes  ergebe 
-  sich,  in  1  Mtr.  Entfernung  vor  der  Wand  gemessen, 
die  Höhe   der  freien  Wasseroberfläche  über  dem 
eboren  Rande  der  Mündung  =  0,2  Mtr.  (Fig.  34). 

Nach  der  Fundamentaltabello  von  Poncclot  und  Lesbros  ist  für 
i,  =  0,2  Mtr.,  b  =  0,2  Mtr.  und  a  =  0,2  Mtr.:  ^o  =  0,598.  Mit 
vachseuder  Mündungshöhe  a  nimmt  fi  ab;  mit  Bücksicht  auf  die  Tabelle 
far  h  ^=  0,6  Mtr.  lässt  sich  indessen  annehmen,  dass  dem  vorliegenden 
Falle:  A,  =  0,2  Mtr.,  l  =  0,5  Mtr.,  a  =  0,3  Mtr.  ein  nur  wenig  klei- 
nerer Wcrth,  als  0,598  entspricht,  etwa 

fio  =  0,595. 

0  5.03  5 

I^omit  und  mit  n  ==    \  '\  =  -—  ist  nach  Gl.  (6) 

0,8.0,6         16  ^  ^ 

fi'  =  0,632 

V  =  0,632.0,15y279,8r."Ö,35  =  0,2484  Cubikm. 

Hierbei  war  vorausgesetzt  (entsprechend  der  Bedeutung  von  Gl.  6), 
dass  die  unvollkommene  Gontractiou  gleichwohl  vollständig  ist,  d.  h.  rings- 
«m  am  ganzen  Umfange  der  Mündung  stattfindet.  Wäre  sie  aber  zu- 
gleich partiell,  so  wäre  der  Ausflusscoefficient,  der  in  diesem  Falle  mit 
,«"  bezeichnet  sei,  >  fi\  etwa 

(^"  =  (1  +  y)i^\ 
öer  Art  jedoch,  dass  im  AJlgemeinen  1  -j-  y  <  1  +  *  ist,  wenn  1  +  ^ 
<li8  Veriiftltniss  der  Ausflusscoefficienten  für  partielle  und  vollständige  bei 
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ttbrigena .  vollkommener  Gontrsction  unter  sonst  gleichen  Umständen  Itt- 
deutet.  Den  beiden  Bedingungen,  dass  jf  =^  x  sein  moss  far  /<'  =  ft^ 
dagegen  y  ==:  0  für  ^'  ^^  1,  sofern  auch  fi"  höchstens  ^=  1  sein  kann. 
wird  am  einfachsten  dadurch  entsprochen,  dass 

'*"  =  (^  +  l-^^o ') '*'    ' 

gesetzt  wird,  eine  Formel,  welcher  man  sich  (mit  entsprechend  vcrändertea 

Bedeutungen  von  fi  und  x)  in  Ermangelung  specieller  Erfiedirungen  übiT- 

haupt  in  solchen  Fällen  bedienen  kann,  in  denen  verschiedene  Umstitiklc 

zusammenwirken,  um  den  Ausflusscoefficientcn  '^  fi^  za  macheu. 

Wenn  etwa  bei  dem  obigen  Beispiel  (Fig.  34)  dieselbe  Mfludnug  ma 

0,5  Mtr.  Breite  und  0,3  Mtr.  Höhe  mit  ihrem  unteren  Rande  im  GeriuM^ 

boden  läge,  hier  also  die  Contraction  ganz  aufgehoben  würde,  ttbrigvos  in 

Beharrungszustande  dieselbe  Wassertiefe  im  Gerinne  stattfände,  somit  mA 
5 

n  =  -—  wäre  wie  zuvor,  so  hätte  die  veränderte  Höhe  A,  =  0,3  bUü 
16 

0,2  Mtr.  gemäss  der  Fundamentaltabelle  kaum  einen  merklich   andcnt 
Werth  von  (l^^  zur  Folge,  so  dass  wieder 

fi^  =  0,595     und     fi  =  0,632 
gesetzt  werden  könnte.    Nach  Gl.  (3)  wäre  aber 

und  somit  nach  Gl.  (7) 

II '  =  (l  +   oSöl^  *  ^'^^)  •  ^'^^^  =  1,0454.0,632  =  0,661 
r=  0,661. 0,15  y2^  9,8^.0,45  =  0,2946  Cubikm. 


§.  85.  Reehteekige  Htlndanfen  mit  AnsatsgerUnen, 

Während  die  im  vorigen  §.  besprochenen  Ausflusscoofficienteii  ^^'! 
auf  den  Fall  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft  bezogen,  werde  jetzt  yvn^ 
gesetzt,  dass  an  die  rechteckige  Mündung  =  A  =  ab  sich  aussen  ein  t^l 
rinne  von  der  Breite  h  auschliesst  der  Art,  dass  der  untere  Rand  'i*! 
Mündung  im  Boden,  ihre  Seitenränder  in  den  verticalen  Seitenwänden  i*^ 
Gerinnes  liegen.  Indem  dabei  der  ausfliessende  Wasserstrahl  mit  (1<«^ 
Boden  und  den  Seitenwänden  des  Gerinnes  in  Berührung  kommU  nacbJt  i 
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sein  Qoenchultt  sich  oontrahirt  und  wieder  eriveitert  hat,  wird  dem  Aus- 
dasse  des  Wassers  ein  Widerstand  dargeboten  thoils  durch  die  Reibung 
am  Gerinne,  theils  dadurch,  dass  letzteres  das  freie  Niederfallen  dos  Wassers 
als  parabolischer  Strahl  hindert;  der  Coefficient  (i  der  Formel 

V=  hAY2^  =  nahy2gh (1). 

onkT  h  die  Höhe  des  Oberwasserspiegcls  über  dem  Mittelpunkte  der  Mün- 
dung Ä  verstanden  (bei  Voraussetzung  gleichen  äusseren  Drucks  am  Ober- 
wasscrspiegel  und  an  der  freien  Oberfläche  des  im  Gerinne  abfliessendeu 
Wassers),  ist  deshalb  kleiner,  als  beim  Ausfluss  in  die  freie  Luft. 

Der  hemmende  Einfluss  des  Gerinnes  bedingt  hauptsächlich  eine  Yer- 
«rösscrung  der  Pressung  p  im  kleinsten  Querschnitt  F  des  coutrahirtcn 
Strahls.  Wenn,  wie  zunächst  vorausgesetzt  werden  soll,  das  Gerinne  hori- 
iDDtal  oder  nach  aussen  abwärts  geneigt  ist  und  kein  besonderer  Wider- 
ibad  (z.  6.  ein  Aufstau  durch  eine  darin  befindliche  Querwand)  in  ihm 
vorkommt,  so  dass  die  freie  Wasseroberfläche  im  Gerinne  durch 
t<:n  oberen  Rand  der  Mündung  geht,  so  ist  nur  in  den  höchsten 
hnkten  von  F  die  Pressung  p  =  dem  äusseren  Druck,  während  sie  nach 
ntou  hin  zunimmt.  Wenn  der  Querschnitt  F  von  den  Wassortheilchen  in 
lanillelen  geraden  Bahnen  durchströmt  würde,  so  fände  diese  Pressungs- 
anahme  nach  .hydrostatischem  Gesetze  statt  und  könnte  dann  dadurch 

liheningsweise  berücksichtigt  werden,  dass  h  —  -  statt  h  in  Gl.  (1)  ge- 

i«*tzt  wird.    Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wäre  also  fi  in  der  unver- 

ioderten  GL  (1)  im  Verhältnisse  1/  1  —  —  kleiner,  als  bei  freiem  Aus- 

hss;  in  der  That  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Verkleinerung  von  fi  durch 
ife  Ansatzgerinne  mit  wachsender  Dmckhöhe  h  abnimmt  Die  Reibung  im 
(vt'rinne  hat  aber  zur  Folge,  dass,  je  weniger  dasselbe  abwärts  geneigt  und 
;(*  länger  es  ist,  desto  mehr  die  Tiefe  des  im  Gerinne  abfliessendeu  Wassers 
%m'Vi  die  Mündung  hin  wachsen  muss,  um  den  Beharrungszustand  dieses 
ibtiasses  zu  ermöglichen;  dadurch  kann  es  verursacht  werden,  dass  die 
(HKTfläche  des  Wassers,  nachdem  es  den  kleinsten  Querschnitt  F  durch- 
^iiut  hat,  sich  wieder  erhebt,  dass  also  die  Bahnen  der  Wassortheilchen 
tt  der  Stelle  von  F  vorwiegend  nach  unten  convex  gekrümmt  sind  und 
^wHit  die  Pressung  daselbst  in  noch  höherem  Grade  nach  unten  wächst,  als 
B^h  hydrostatischem  Gesetze.  Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wird 
^«T  Coefficient  ii  durch  das  Ansatzgerinne  um  so  mehr  verkleinert,  je 
Uager  dasselbe  und  je  weniger  es  abwärts  geneigt  ist.  Indem  es  aber  auch 
doeo  Einfluss   in  entgegengesetztem  Sinne  dadurch  ausüben  kann,  dass 
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durch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Gerinne  die  Contraction  vermindert ; 
der  Contractionscoefficient  a  vergrössert  wird,  ist  es  begreiflich,  dass  da> 
Gesetz,  nach  welchem  der  Coefficient  y,  von  den  angedeuteten  und  ma  \ 
etwaigen  anderen  Umständen  in  verschiedenen  Fällen  abhängt,   ziemlic)> 
complicirt  ist  und  sich  nur  durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  \»> 
stimmen  lässt. 

Wenn  durch  ein  besonderes  Hinderniss  im  Gerinne  oder  durch  eisr 
nach  aussen  aufwärts  gerichtete  Neigung  desselben  der  Abfluss  des  Wa>M^p 
in  dem  Grade  erschwert  ist,  dass  die  Mündung  ganz  unter  seiner 
freien  Oberfläche  im  Gerinne  liegt  und  somit  der  Fall  ciuc^  An«^ 
tiusses  unter  Wasser  stattfindet,  so  ist  es  am  angemessensten,  die  Foni.«i 

r=  y,Ä\2g{h  —  k')  =  II ab \2g {h  -^'J i 

zu  Grunde  zu  legen,  in  welcher  h  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  GL  1 . 
während  h'  die  Höhe  des  Untcrwasserspiegels  über  der  Mitte  von  A  b* 
deutet  und  zwar  an  einer  solchen  Stelle  gemessen,  wo  diese  WassemUr 
fläche  ihre  grösste  Erhebung  zeigt  und  ihre  unrogelmässige  Bewegung  ii 
Wesentlichen  verloren  hat.  Wäre  h'  sehr  gross  im  Vergleich  mit  dt 
halben  Mündungshöhc,  so  ginge  dieser  Fall  über  in  den  des  AusHus«*- 
unter  Wasser  aus  >einem  in  ein  anderes  Gcfilss  von  solcher  Grövs<\  d«< 
darin  das  Wasser  als  ruhend  zu  betrachten  wäre;  h  —  h'  wäre  der  H«»hir. 
unterschied  der  horizontalen  Wasseroberflächen  in  beiden  Gef2tösen  üb 
der  Coefficient  /t/  in  Gl.  (2.)  gemäss  der  allgemeinen  Bemerkung  ani  El 
von  §.  82  nur  wenig  kleiner,  als  unter  übrigens  gleichen  Umständi^u  ^* 
freiem  Ausfluss  (vermuthlich  in  Folge  der  Reibung  des  ausfliessenden  StraLl 

an  dem  umgebenden  Wasser  statt  an  Luft).  Wenn  aber  h'  nicht  sehr  er  > 

a 
im  Vergleich  mit  —  ist,  so  ist  das  Abhängigkeitsgesetz  von  fi  wieder  &iii 

durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  zu  bestimmen.    Durch  die  i^  t 
bination  eines  Ansatzgerinnes  von  verschiedener  Länge  und  Neigung,  e%  *  -^ 

bei  verschiedenen  Wasserständen  Ä   >  —  für  den  Fall  des  Ausflusses  jvs  \ 

Wasser,  mit  den  im  vorigen  §.  besprochenen  Fällen  in  Betreff  der  Ik*m  t 
dcrs  die  Contraction  bedingenden  Anordnung  der  Mündung  hftitfoa  ^d 
freilich  die  den  Coefficienten  {l  bestimmenden  Elemente  in  einem  st^lohr 
Grade,  dass  zu  einer  für  alle  Fälle  genügend  sicheren  Bestimmiuii;  %\*% 
selben  die  bisher  bekannt  gewordenen  Versuche  bei  Weitem  nicht 
reichen. 

1)  Für  den  FaÖ  einer  rechteckigen  Mündung  in  einer  verticAl' 
ebenen  Wand  mit  einem  horizontalen  oder  abwärts  gcneict« 


§.^5. 
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ADsatzgerinne,  in  welchem  ein  sonstiger  Widerstand  ausser 
der  Reibung  nicht  vorkommt,  liegen  Yersuche  vor  von  Lesbros  bei 
Teßchiedenen  Anordnungen  der  Mündung,  wie  solche  im  vorigen  §.  unter  4) 
Bit  J,  B,  C,  2),  A\  -5',  C\  D'  bezeichnet  und  erklärt  wurden.  Folgende 
Tabelle  enthält  auszugsweise  die  betreffenden,  obiger  Gl.  (1)  entsprechenden 
Werthe  von  (i  für  einige  der  praktisch  wichtigsten  Fälle;  A,  ist  wie  früher 
fe  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  oberen  Band  der  Mündung, 

ebenso  wie  A  =  ä^  -{-  ö  ^'^  einiger  Entfernung  von  der  Mündungswand 

nemessen,  falls  h^  <  0,2  Mtr.  ist.    In  den  Fällen 

A  normale  Contractiou), 

A'  (CoDtraction  am  unteren  Rande  aufgehoben), 

C  (Contraction  am  unteren  Rande  aufgehoben,  an  den  Seiten  sehr  un- 
vollkommen) 
nr  das  Ansatzgerinne  3  Mtr.  lang  und  horizontal;  in  den  Fällen  A"  und  C'\ 
Kiche  übrigens  in  Betreff  der  Contraction  mit  den  Fällen  A'  und  C'  über- 
fKtimmen,  war  das  Gerinne  2,5  Mtr.  lang  und  um  Vio  seiner  Länge 
pfceigt. 


'  L    ,                a  =  0,06  Mtr. 

a  =  0,2  Mir. 

Mtr.     ^ 

A        Ä' 

C 

C" 

A 

Ä 

Ä' 

C 

C" 

1 

^m  0.488 

0,487  '  0,585 

0,512 

»» 

0,480 

0,480  i  0,527  1     „ 

o.'k)  0,577 

0,571 

0,614 

0,582 

0,625 

0,511 

0,510 

0,553 

0,528 

1 

'M    0,624 

0,605 

0,632 

0,621 

0,639 

0,542 

0,538 

0,574 

0,560 

0,593 

"i    0,627 

0,617 

0,645 

0,637 

0,649 

0,574 

0,566 

0,592 

0,589 

0,617 

«'/•    0,625 

0,626 

0,652 

0,647 

0,656 

0,599 

0,592 

0,607 

0,618 

0,632 

il."    0,624 

0,628 

0,651 

0,649 

0,656 

0,601 

0,600 

0,610 

0,630 

0,638 

li)    0,619 

0,627 

0,650 

0,647 

0,656  !  0,601 

0,602 

0,610 

0,633 

0,641 

•i.»'    0,613    0,623 

0,650 

0,644 

0,656 1 

0,601 

0,602    0,609 

0,632 

0,642 

^.'»    0,606 

0,618 

0,649 

0,639 

0,656 

0,601 

0,601 

0,608 

0,630 

0,641 

Die  Zahlen  dieser  Tabelle  sind  durchweg  kleiner,  als  die  entsprechenden 
^  unter  4)  im  vorigen  §.  angeführten  Tabellen,  und  zwar  um  so  mehr 
*?mer,  je  kleiner  ^  ist;  im  Falle  A  werden  für  die  grösseren  Werthe 
<N)  A,  die  .Differenzen  unmerklich.  Dass  überhaupt  der  den  Ausflusscocf- 
■nenten  vermindernde  Einfluss  des  Ansatzgerinnes  in  diesem  Falle  der 
<rflsUndigeu  Contraction  weniger  bedeutend  ist,  als  bei  partieller  Contrac- 
iuQ,  mius  ohne  Zweifel  dem  Umstände  zugeschrieben  werden,  dass  dabei 
*j^  Vergrösserung  von  a  in  höherem  Grade  von  Einfluss  ist 

Unter  anderen  Umständen,  als  demjenigen,  unter  welchen  die  in  diesem 
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und  im  vorigen  §.  angeftthrten  Lesbros'schen  Tabellen  für  den  Ansüvs 
mit  oder  ohne  Ansatzgerinne  erhalten  worden,  können  die  Zahlen  derselbe! 
wenigstens  näherungsweise  als  Yerhältnisszahlen  benutzt  werden.  Wem 
etwa  bei  dem  Beispiel  zu  Ende  des  vorigen  §.  die  rechteckige  Mflndomr 
von  a  =  0,3  Mtr.  Höhe  und  h  =  0,5  Mtr.  Breite,  für  welche,  wenii  ikr 
unterer  Rand  im  Boden,  jeder  Seitonrand  um  0,16  Mtr.  tob  den  Seite> 
wänden  des  Zuflussgerinnes  entfernt  und  ihr  oberer  Rand  nmh^  =  0,3  Mtr. 
unter  dem  Wasserspiegel  liegt,  fär  den  Ausfluss  in  die  fi*eie  Luft  durt 
y,  =  0,661  bestimmt  wurde,  mit  einem  horizontalen  Ansatzgerinne  \»>r* 
sehen  wäre,  so  würde  dieser  Fall  zwischen  den  Fällen  A'  und  (*'  dei 
Lesbr  OS 'Sehen  Tabellen  liegen.  Denselben  entspricht  bei  h^  =^  0,3  Mtr. 
und  a  =  0,2  Mtr.  im  Falle  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft:  ft  =  iM'il 
und  0,699,  in  das  Ansatzgerinne:  fi  =  0,575  und  0,599,  so  dass  im  \t 
liegenden  Falle  eine  Verkleinerung  des  Coefficienten  fi  ungefähr  im  V* 

hältnisse 

575  +  599 

'   — —  =  0,90 

621  +  699  ' 

angenommen  und  somit  gesetzt  werden  könnte: 

fi  =  0,9.0,661  =  0,595. 

2)  Von  technischer  Wichtigkeit  ist  auch  der  Fall,  dass  die  recH 
eckige  Mündung  sich  unter  einer  ebenen  Wand  befindet,  wolil^ 
in  ein  mit  gleicher  Breite  fortlaufendes  Gerinne  an  einer  c^l 
wissen    Stelle    nicht   vertical,   sondern   unter   einem    ge»i>>' 
Winkel  6  gegen  die  Vcrticale  geneigt  so  eingesetzt  ist,  da^- 
Mündung  (deren  Höhe  a  auch  hier  vertical  und  nicht  in  der  Wandet 
gemessen  wird)  mit  ihrem  unteren  Rande  an  den  Boden  und  n 
ihren  Seitenrändern  (wenigstens  beinahe)  an  die  verticalen  Seitt 
wände   des  Gerinnes  grenzt,  und  somit  die  Contraction  im  W^-^ 
liehen  nur  am  oberen  Rande  und  auch  hier  des  schrägen  Zuflusses  ^  : 
nur  geschwächt  stattfindet  (Fig.  35).    üeber  diesen  Fall,  welcher  bti  i 
Fig.  85.  Zuführung  des  Wassers  zu  Wasserrädern,  msbe»«i^ 

zum  Poncelot' sehen  Rade  durch  eine  sogen.  ^ 
schütze  vorkommt,  deren  geneigte  Lage  dabei  den  /• 
hat,  die  Schutzöffnung  dem  Rade  möglichst  baIh' 
— ^      bringen,  sind  besondere  Versuche  von  Poncelet*'^ 
angestellt  worden,  als  deren  mittleres  Rewltat  »iil 


*  M^m.  snr  les  roues  hydrauliqaes  ä  aubes  courbes  etc.   Metz  l^' 
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leben  bat:* 

li  ==  0,7     0,74     0,8 

für  ^rf  =  0        0,5       1. 

Der  Fall  fyd  =  0  (verticale  Wand)  würde  am  meisten  dem  Falle  C" 
f  so  eben  nnter  1)  besprochenen  Versuche  entsprechen;  dass  aber  die 
fertbe  von  fi  der  obigen  Tabelle  für  diesen  Fall  C"  merklich  <C  0,7  sind, 
ÜB  theilweiae  dadurch  begründet  sein,  dass  bei  den  breiteren  Poncelet'- 
ben  Schützen  die  Seitencontraction  noch  mehr  aufgehoben  oder  wegen 
r  grösseren  Breite  h  von  geringerem  Einiluss  war,  theils  dadurch,  dass 
sieb  bei  den  Lesbros 'sehen  Versuchen  nicht  eigentlich  um  Mündungen 
einem  fortlaufenden  (hinter  und  vor  der  Mündung  gleichen)  Gerinne 
üdelte,  in  dem  das  Wasser  schon  mit  beträchtlicher  Geschwindigkeit  wie 
I  den  Poncelet'schen  Gerinnen  der  Mündung  zuströmte,  sondern  viel- 
h  die  verschiedenen  Einfassungen  der  Lesbros' sehen  Mündungen  be- 
h  partieller  Aufhebung  der  Contraction  durch  Wände  hergestellt  waren, 
I  von  der  Mündungswand  aus  nur  um  einen  gewissen  Betrag  sich  in  das 
tee  Ansflhssreservoir  hinein  erstreckten.  Auch  diese  Poncelet'schen 
rsachswerthe  fi  beziehen  sich  nämlich  auf  die  obige  Gl.  (1),  so  dass  sie 
\  Einflnss  der  Zuflussgeschwindigkeit  in  sich  begreifen.  Ihre  absoluten 
irthe  sind  allerdings  von  den  Dimensionen  und  von  der  speciellen  An- 
hang der  Versuchsschützen  abhängig;  doch  können  sie  als  Verhältniss- 
len  fQr  Mündungen  mit  partieller  Contraction  nur  am  oberen  Rande 
lemein  Verwendung  finden  in  der  Weise,  dass  für  ^d  =  0,5  resp.  1 

7  4.  ft 

Ausflusscoefficient  beziehungsweise  ~-  und  —  mal  so-  gross  gesetzt 

i  als  er  nnter  übrigens  gleichen  Umständen  für  ^d  =  0  sein  würde. 
'  andere  Werthe  von  tgö^  welche  <C  1  oder  wenigstens  nicht  viel  >>  1 
L  können  diese  Vergrösserungscoefficienten 

=  1  .   W_+JM?»rf (3) 

^  70 

M  werden.  Mit  wachsenden  Werthen  von  tg'ö  bis  zu  vollständiger 
bebong  der  Contraction  auch  am  oberen  Rande  der  Mündung  kann  fi 
Hens  bis  zu  einem  Geschwindigkeitscoefficienten  wachsen,  den  Pon- 

("t  für  seine  Schützen  zu 

^  =  0,93 
efähr  bestimmte.  — 
3;  lieber  den  Ausfluss  unter  Wasser  durch  Schutzöffnungen 


*  Poncelet,   Lehrbuch   der  Anwendung   der  Mechanik   auf  Maschinen, 
tsch  TX»a  Dr.  Schnnse.    Bd.  II,  S.  52. 
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in  Gerinnen  sind  in  den  Jahren  1866  nnd  1867  von  Bornemanv 
Versuche  angestellt  worden,  und  zwar  für  den  Fall,  dass  die  SchutzOffnun 
unten  ganz  bis  zum  Boden,  beiderseits  aber  wenigstens  nahe  bis  zu  d<| 
Seitenwänden  des  Gerinnes  reichte,  indem  dessen  Breite  =  1,135  M^ 
durch  zwei  Säulen  (zur  Führung  der  von  oben  her  mehr  oder  weniger  \^ 
zuschiebenden  verticalen  Schütze  von  0,043  Mtr.  Dicke)  bis  zur  Mündung 
breite  b  =  1,006  Mtr.  eingeschränkt  war.  Der  Coefficient  fi,  der  obicl 
GL  (2)  entsprechend,  ergab  sich  wesentlich  abhängig  von  a  and  h\  d 
zwar  wurde  unter  verschiedenen  versuchten  Formeln  zur  Darstellang  ^ 
betreffenden  Abhängigkeitsgesetzes  die  folgende: 

fi  =  0,63775  +  0,29995  p    

h 

» 

am  zutreffendsten  gefunden.   Sie  giebt  die  aus  15  Versuchen,  bei  dent-n 

a  =  0,034  bis  0,174  Mtr.  und  ^,  =  0,17  bis  0,85 

war,  abgeleiteten  Werthe  von  n  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  : 
0,0109  wieder.  Die  Höhe  h'  wurde  an  der  Stelle  gemessen,  wo  der  Unt< 
Wasserspiegel  seine  grösste  Erhebung  zeigte  und  sich  möglichst  bom!} 

hatte;  die  Höhe  h^  des  Obcrwassorspicgels  über  der  Oberkante  der  Ml 

a 
düng  (gemessen  wie  h  ^=  h^  '\'  -   in  geringer  Entfernung  von  der  S^hut 

lag  zwischen  den  Grenzen  0,09  und  0,42  Mtr. 


§.  86.    Cyllndrlsohe  AnsatzrOhren. 

Wenn  sich  an  die  Oeffnung  in  der  Wand  eines  Gefässes  eino  c\\ 
drischo  Röhre  anschliesst,  dieselbe  zunächst  in  dem  weiteren  Sinno 
standen,  dass  ihr  Querschnitt,  der  Wandöffnung  entsprechend,  von   U  j 
biger  Form  sein  kann,  so  flicsst  das  Wasser,  wenn  es  die  RohmiuT  . 
vollständig  ausfüllt,    als  entsprechend   cylindrischcr  Strahl   ohne    vi«   * 
Coutraction  aus;  es  ist  er  =^  1,  also  n  =  tp,    Ist  die  Röhrt'  so  knriL 
ihr  Leitungswiderstaud    verschwindend    klein  ist,    und  geht    ihn*    im 
Wandliäche  von  der  cylindrischen  Form  an  der  Mündung  aus  mit  st«  x 
Krümmung  in  die  Gefässwandiläche  über,  so  ist  erfahrungsniässig,  «i«-  . 
a  priori  der  Natur  der  Saclie  gemäss  nicht  anders  zu  erwarten  isU  fi 
nicht  merklich  von  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  für  die  MOndiar-.^ 

*  .,Civiling[enieur*S  Bd.  XVII,  Heft  1. 
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kr  dfijmen  Wand  unter  sonst  gleichen  Umständen  verschieden,  namentlich 
lenn  die  Gestalt  des  Mundstücks  von  der  Gefässwand  his  zu  seinem  cylin- 
risohen  Theil  nahe  der  Form  des  aus  der  Mündung  in  der  dünnen  Wand 
Bsliiesscnden  contrahirtcn  Stralils  bis  zu  seinem  kleinsten  Querschnitt  an- 
epasst  ist;  insbesondere  bei  kreisförmigem  Querschnitt  der  Röhre  kann 
um  nach  §.  83  unter  2)  gesetzt  werden: 

fi  =  0,96  —  0,99, 

tcbsend  mit  der  Druckhöhe. 

Dieser  Fall  wird  hier  ausgeschlossen,  vielmehr  ein  scharfkantiger 
Bsatz  der  Röhre  an  die  Gefässwand  vorausgesetzt.  Der  Wasser- 
rom erfährt  dann  eine  innere  Contraction  unmittelbar  nach  dem  Ein- 
U  in  die  Röhre  bevor  er  sich  bis  zur  vollen  Ausfüllung  ihres  Querschnitts 
eder  erweitert  (§. 76,  Fig. 29  mit  a^a^  =  aa,  ad  >  aa\  und  ist  damit 
i  Verlust  an  lebendiger  Kraft  verbunden  entsprechend  einer  nach  §.  76, 
7,  zu  berechnenden  Widerstandshöhe;  der  Ausflusscoefficient  /i/,  der 
ir  nach  wie  vor  den  Charakter  eines  Gcschwindigkeitscoefficienten  hat, 
%  dadurch  merklich  kleiner  werden.  Ist  u^  die  Geschwindigkeit  im 
iDiten  Querschnitt,  u  die  kleinere  Ausflussgeschwindigkeit  in  der  Mün- 
%  also  im  vollen  Querschnitt  der  Röhre,  und  wird  zu  grösserer  Allge- 
inbeit  die  letztere  zunächst  von  solcher  Länge  vorausgesetzt,  dass  der 
'fBoieut  ^  ihres  Leitungswiderstandes  nicht  vernachlässigt  werden  darf, 
\<i  die  Widerstandshöhe  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  Querschnitt 
zur  Mündung: 


B  =  — ' '-  +  C  — 

2g         ^  ^  2g 


1  \»         1 

a  -  V    +  ^. 


2 


....   i^lj, 

^9 


B  rr  ^    —  den  Coefficienten  der  inneren  Contraction  bedeutet.    Von 

1  Stattfinden  der  letzteren  kann  man  sich  indirect  überzeugen  durch 
^n  schon  von  Yenturi  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  angestellten 
seitdem  mehrfach  wiederholten  Versuch,  betrefifend  das  Steigen  des 
isers  in  einem  engen  Röhrcheu  -ß,  welches  einerseits  von  der  cylin- 
rhifu  Ansatzröhre  A  (nahe  bei  der  GefUsswand  ungefähr  da,  wo  der 
u>te  Querschnitt  des  contrahirten  Wasserstroms  zu  vermuthen  ist)  ab- 
irtjft  und  andererseits  abwärts  reichend  in  ein  Wassergefäss  O  einge- 
ht w^ird,  während  an  der  freien  Oberfläche  des  Wassers  in  G  und  an 
Mündung  der  Ansatzröhre  A  dieselbe,  z.  B.  atmosphärische  Pressung  p 
rindet.  Die  Erhebung  des  Wassers  in  R  beweist,  dass  die  Pressung  p^ 
Anfang  der  Ansatzröhre  <  p^  somit  «j  >  «  und  der  entsprechende 

ra  4  b  tf  f ,  tlMvret.  ÜMichiBeiilekre.     I.  30 
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Querschnitt  dos  Wasserstroms  kleiner,  als  der  Rohrqnerschnitt  ist,  id 

zwar  ist  die  Erliebungshöhe  A  in  Ä  =  der  Druckböhendifferenz    - 

vorausgesetzt  dass  die  durch  A  ausfliessende  und  die  in  B  angcsaad 
Flüssigkeit  von  einerlei  Art  sind,  wenigstens  dasselbe  specif.  Gezielt 
haben. 

Ist  die  Ansatzröhre  horizontal,  so  folgt  aus  §.  78,  Gl.  .'> 
Rücksicht  auf  den  obigen  Ausdruck  (1)  von  B 


^9      y       "^9      y 


\a  )     ■    -j  2^ 


oder  mit  Hj  =  —  und  u  =  \L\1gh^  unter  h  die  Höhe  der  freien  Was« 

OL 

Oberfläche  im  Ausflussgef&ss  (an  welcher  der  äussere  Druck  auch  = 
vorausgesetzt  wird)  über  der  Axc  von  A  verstanden. 


V  —Pi 


1 

.-(^.y- 

-  ^ 

2y 

^ 

[.  (i .-  0  - ,] 

/^* 

h 

Wäre  dieses  K  grösser,  als  die  Höhe  h"  der  Axe  von  A  üK  r  < 
Wasseroberfläche  in  O^  so  würde  das  Wasser  aus  diesem  Geia!?s  M? 
Röhre  A  empor  gesaugt  werden  und  mit  dem  übrigen  Wasser  f:tn> 
ausfliessen;  damit  würde  ein  Fall  vorliegen,  der  nach  Analogie  von  ^ 
zu  behandeln  wäre. 

Ist  die  Ansatzröhre  so  kurz,  dass  ^  vernachlässigt  werden  <iar. 
kann  die  Messung  von  h'  <;  A"  zur  Bestimmung  von  a  dienen,  \''*\ 
dann  aus  Gl.  (2)  folgt: 

1  =  1+  '•'    

Damit  übrigens  ein  wirklich  voller  Ausfluss,  d.  h.  ein  Aust'\- 
vollständig  von  strömendem  Wasser  erfüllter  Mündung  der  Au'^it/: 
stattfinden  könne,  ist  erforderlich,  dass  bei  Voraussetzung  oinc^  <« ' 

sich  j»i  >  0  ergiebt;  die  Bedingung  dafür  ist  nach  Gl.  (2.,  wenn  * 

I 

die  dem  äusseren  Druck  entsprechende  Druckhöhe  bedeutet  (inslit-^  ;.  i 
z.  B.  die  Wasser-Barometerhöhe  =  lOV»  Mtr.  im  Mittel  beim  .U-i 
von  Wasser  in  die  Atmosphäre), 


M. 


CYLINDBISCHE  AN8ATZB0HEEN. 


467 


7 


=  h 


2(;-.)-s 


//2/i 


0 


/'    < 


a 


1  -s 


(4). 


i" 


ise  Bedingung  ist,  wie  die  Erfahrung  bestätigt,  um  so  eher  erfüllt,  je 
teer  h  und  J,  je  grösser  also  der  äussere  Druck  und  je  länger  die  Röhre 
.  Aas  einer  kurzen  Ansatzröhre  (g  =  0),  welche  nur  etwa  2 — 3  mal 
lang,  als  ^eit  ist,  kann  nur  dann  ein  voller  Ausfiuss  stattfinden,  wenn 

^ (5) 


1 
a 


1  // 


2 


»ie  insbesondere  Weisbach  durch  den  Versuch  bestätigt  fand. 
I^er  Goefficicnt  a  der  inneren  Gontraction  kann,  statt  nach 
(3;  vennittels  der  gemessenen  Saughöhe  h\  auch  unabhängig  davon 
Hl  ji  and  durch  den  Geschwindigkeitscoefficienten  (p  ausgedrückt  werden, 
'Sich  anf  die  Bewegung  bis  zum  kleinsten  Querschnitt  des  in  der  An- 
bohre Contrahirten  Flüssigkeitsstrahls  bezieht  und  welcher  dem  der 
leit  nahe  kommenden  Geschwindigkeitscoefficienten  für  den  Ausfiuss 
einer  Mündung  in  dünner  Wand  unter  übrigens  gleichen  Umständen 
eh  gesetzt  werden  kann.  Bezieht  man  nämlich  Gl.  (3)  in  §.  78  auf  die 
feguDg  von  der  freien  Wasseroberfläche  im  Ausflussgeföss  bis  zur  Mün- 
t  der  Ansatzröhre,  die  hier  nicht  horizontal  zu  sein  braucht,  und  setzt 
mtcre  «0  =r  0  und  p^  ^=  p^  während  h  ihre  Höhe  über  dem  Schwer- 
h  der  Mündung  ist,  so  enthält  das  Glied  B  der  Gleichung 

=  h  _  B 
•ö"  der  nach  obiger  Gl.  (1)  zu  berechnenden  Widerstandshöhe  noch  die- 


=( 


1 
(p 


u 


2 


-  1  ^-  =  - 


'ig 


a 


1 


—  1 


2/ 


^e  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  (p  für  die  Bewegung  bis  zum 
ßsten  Querschnitt  entspricht,  und  es  ist  also 


='-&(^.-')+(' 


8 


1    +s 


^9 


\a(pj         et  J 

30* 


2ff 
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oder  mit  u  :=  p  '^^gh  -. 
2gh  _ 


-  +  2  +  ?- 


Diese  Gleicliung  kaoD  aucb  geschrieben  werden: 


i)-- 


and  folgt  daraus 


2»  ■  „'^  -  ^i  +  2  +  5  = 


..  +  K'-    ' 


I,-.  j 


Für  eine  kurze  Ansatzröbre  {g  =  0)  findet  sich  durch  diese  Gl. 
a  als  Function  von  /i  und  ^  ausgedrückt;  a^  bedentet  don  Ausflu>~'' 
cientcn,  welcher  ohne  Ansatzrühre  für  die  entsprechende  MQndunir 
dünnen  Wand  gelten  wQrde,  wenn  dabei  eine  gleiche  äussere  ('o 
stattföndo  wie  heim  Ausfluss  durch  die  Röhre  im  Inneren  dcrs«'lh 
Ausflusscoefficient  ^  im  letzten  Falle  ist  bei  kurzer  Ansatzrühre 
nothwendig  grösser,  als  dieser  Cocfticient  agj,  nämlich  nach  Gl.  (0 


Die  Versuche  Ober  den  Ausfluss  des  Wassers   aus   Luri 
cylindrischeu  Ansatzröbrcu  beziehen  sich  fast  ausschliesslich  am  i 


eile  nomisl  schoeidet,  fand  Wcisbach  bei  h  --=  i),'2'6  bia  0,6  Mtr.  and 
ler  RobrlSngC  =  nngef&br  3i 

fQr  rf  =  0,01  0,02  0,03  0,04  Mir.  linrcbm. 

11  =  0,843  0,832  0,821  0,810 

=  0,854  —   l,ltf C9) 

Cuizon  in  befriedigender  lieber einsti  mm  ung  mit  den  ReauIUten  anderer 
nacbo,  insbesondere  von  Ificbelotti,  Bidonc,  Eytelwein  und  d'Au- 
iisüD.  Diese  Werthe  von;/  liefern  uacb  Gl. (7)  mit  $^^=0  nnd  91^^0,97 
dieselben  Werthe  von  rf 

a^  =  0,641  0,629  0,617  0,605 

«  =  0,661         0,648   .      0,636         0,624 

=  0,672  —   l,2rf (10). 

1  iiinero  Contraction  ist  also  wenig  von  der  äusseren  (§.  83)  unter  übri- 
s  i.'IoicheD  Umständen  verschieden.  Setzt  man  im  Mittel  «  ^=  0,64  und 
I  r<'STiltircnden  Widcrstandscocfficionton   der  kurzen  Ansatz- 


y^h 


lI  ^=  0,5     entsprechend     (t  =  y   --i-Zi^'  ~  ^,8165, 
rnni'bt  sich  nach  Gl.  (2)  die  Saughöhe 

:  'iic  Bedingung  (5)  für  den  vollen  Auafluss: 

i.  für  den  Aosäuss  von  Wasser  in  die  atmosphärische  Luft  mit  h  = 
'i  Mir.  Wassersäule  als  Maass  des  Luftdrucks 
A  <  13,6  Mtr. 
Prüfang   dieses  Grenzwerthes  durch  den  Versuch  wird  dadurch  er- 
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Für  prismatische  kurze  Ansatzröhren  von  rechteckic^^ 
Querschnitt  wurde  der  Ausflusscoofficicnt  (i  nahe  ebenso  gross  griiL:^ 
wie  für  cylindrische  Röhren  im  engeren  Sinn,  von  Weisbach  —  u.m» 
eine  Röhre  von  ungcßihr  0,02  und  0,0i  Mtr.  Seitenlange  des  rechte. ii: 
Querschnitts  und  0,12  Mtr.  Länge  bei  h  =^  0,6  Mtr.,  von  Mich«  l  <i 
=  0,80  für  eine  0,22  Mtr.  lange  Röhre  von  quadratischem  Quirv  ü 
und  0,08  Mtr.  Seitenlange  bei  h  =  3,8  bis  6,8  Mtr.  — 

2)  Wenn  die  cylindrische  Ansatzröhre  sich  in  das  Innere  il«^<» 
fässes  hinein  erstreckt,  so  ist  a  kleiner  (§.  83,  2),  für  den  yoIIil  \i 
fluss  somit  auch  //  kleiner,  als  im  vorigen  Fall,  im  Mittel  nach  Bil  ♦» 
und  Weisbach  bei  sehr  kleiner  Wanddicke  der  Röhre: 

H'^  0,71. 

Damit  und  mit  (p  =  0,97  und  g  =  0  ergiebt  sich  nach  Gl.  (7^ 

atp  —  0,518  und  «  ^  0,534, 
der  Contractionscoefticient  also  wieder  nicht  wesentlich  >erschirtlti' t 
dem  Coefficienten  der  äusseren  ('ontraction  des  Strahls,  wenn  er  di«  ii> 
Wand  der  inneren  Ansatzröhre  nicht  berührt  (§.  83  unter  2).  Kin  ^fc 
Ausfluss  ist  schwieriger  zu  erreichen,  als  im  vorigen  Falle;  eiit^pr  •- 
^  ^-  0,71  und  a  -----  0,534  ist  dazu  nach  (5)  erforderlich,  dass  h  <^  U  ^ * 
Uebrigeus  ist  «,  folglich  ^i  wesentlich  abhängig  von  der  W.i.'lt'i 
der  inneren  Ansatzröhre.  Wenn  dieselbe  grösser  oder  die  Rühn^  .i:ii  ^J 
mit  einem  rechtwinkelig  umgebogenen  Rande  versehen  ist,  so  Ut  y^  4 
grösser  und  schon  dann  nicht  mehr  merklich  kleiner,  als  für  eiur  .  -^ 
Ansatzröhre  (normale  innere  C'ontraction)  unter  übrigens  gleich-'  ' 
ständen,  wenn  die  Wanddicke  resp.  Randbreite  Vä  der  Rohrweite  Intr./ 

3)  Bei  unvollkommener  innerer  Contraction,  d.  h.  »<  - 
kurze  cylindrische  Röhre  normal  an  eine  kreisförmige  Oeffnnnc  -    -i 
der  Mitte  einer  gleichfalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  ^-^  F  aiiirr- 
welcher  das  Wasser  in  normaler  Richtung  zugeleitet  wird,  wähn  i .  i 

das  Vorhältniss    ,  — -  n  nicht  sehr  klein  ist,  fand  Weisbach  dou  A. ' 

coefficienten  ii  nahe  entsprechend  der  empirischen  Formel 

//  ^-  fi^(\  +  0,102n  +  0,067»«  +  0,046»^     .  . 

worin  //<j  den  Werth  von  //  für  »  =  0,  d.  h.  bei  normaler  C\'n*rJ 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  bedeutet.  Als  noch  etwas  bi^^^T  - 
Versuchen  entsprechend  empfahl  Weisbach  folgende  Tabelle  der  ^^ 

von  — . 

^0 


1  1^,» 
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^ 

^ 

ß 

n 

n 

n 

^0 

/"o 

f^o 

0 

1,000 

0,25 

1,035 

0,5 

1,080 

(M)5 

1,006 

0,3 

1,043 

0,55 

1,090 

oa 

1,013 

0,35 

1,052 

.    0,6 

1,102 

0,15 

1,020 

0,4 

1,060 

0,65 

1,114 

0,-^     i 

1,027 

0,45 

1.070  ' 

!    (S,7 

1,127 

n 


^0 


0,75 

1,138 

0,8 

1,152 

0,85 

1,166 

0,9 

1,181 

0,95 

1,198 

In  Betreff  einer  etwaigen  Abweichung  der  Verhältnisse  von  denen 
T  V(>rsache  gilt  dieselbe  Bemerkung,  welche  der  entsprechenden  Tabelle 

M«^  unter  3)  hinzugefügt  wurde.    Insbesondere  sind  nach  Weisbach 

// 
ich  bei  rechteckiger  Form  von  A  und  F  die  Verhältnisse        nicht  erheb- 

ih  von  den  obigen  verschieden.  — 

ij  Während  der  Fall  einer  partiellen  inneren  Contraction  ohne  näher 
lindes  Interesse  ist,  besonders  bei  kreisförmigem  Rohrqucrschuitt  kaum 
rkommt,  ist  dagegen  eine  andere  Abweichung  von  dem  normalen  Fall 
ir  von  technischem  Interesse,  nämlich  eine  an  eine  ebene  GefUsswand 
lief  augesetzte  cylindrische  Röhre.    Nach  Versuchen  von  Weis- 

icb  ist  dafOr  (i  kleiner,  also  der  Widerstaudscoofficiont  ^  ==  ■   ^  —  1 

Kser,  als  für  normal  angesetzte  Röhren,  und  zwar  in  solchem  Grade,  dass. 

C  z=  g^  -f  0,303  «»rf  +  0,226  «»M (12) 

»tzt  werden  kann,  wenn  mit  d  der  Richtungswinkel  der  Rohraxe  gegen 
5  Normale  der  Gefässwand  und  mit  ^  der  Werth  von  g  für  d  =  0  be- 
ifhnet  wird.    Hiernach  ist 

z.  B.  für  d  :^     10«         20«  30«         40«         50«         60« 

:    -  $0  =  0,060      0,130      0,208      0,289      0,365      0,432. 

Tebrigens  musste  bei  der  Weite  d  die  Rohrlänge  >  3rf  gemacht 
rilen,  um  bei  grösseren  Winkeln  6  einen  vollen  Ausfluss  zu  erzielen;  die 
irsache  wurden  dann  thatsächlich  mit  längeren  Röhren  angestellt  und 
D  den  gefundenen  resnltirenden  Widerstandscoefficienten  die  anderweitig 
Drittelten  Bestaudtheile  abgezogen,  die  dem  Loitungswiderstande  dieser 
ibren  entsprachen. 

leberhaupt  ist  es  auch  bei  den  technischen  Anwendungen  gewöhnlich 
ie  längere  cylindrische  Röhre,  durch  welche  das  Wasser  aus  einem  Ge- 
^  abfliesst;  die  in  diesem  §.  ftlr  verschiedene  Fälle  besprochenen  Werthe 

ß  «  können  dann  dazu  dienen,  den  Widerstandscoefficienten  C  =  -^  —  1 
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ZU  bestimmen,  der  sich  auf  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Röhre  n>\i 
auf  die  Bewegung  desselben  bis  zu  einem  Querschnitte  bezieht,  der  am  un- 
gefähr  den  dreifachen  Durchmesser  von  der  Eintrittsstelle  entfernt  ist. 


§.87.    Conlsehe  AnsatzrOhren. 

Gemäss  der  Formel  V  =  (iA^2gH^  unter  Ä  immer  den  Inhalt  <1< t 
Mündung,  also  hier  des  Bohrquerschnitts  am  äusseren  Ende  verstandeiu 
entspricht  der  nach  aussen  divergenten  kurzen  Röhre  stets  ein  kleiuenr. 
der  nach  aussen  convergenten  dagegen  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  d<^ 
Convergenzwinkels  ß  (gebildet  von  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Seit^  ii 
der  Kegelfläche)  ein  grösserer  Ausflusscoefficient  //,  als  einer  cylindris«  li«  n 
Ansatzröhre  von  gleicher  Ijänge  und  vom  Querschnitt -4  unter  sonst  gleich«  i. 
Umständen,  wenn  in  allen  Fällen  die  Röhre  scharfkantig  an  i  in> 
kreisförmige  Oeffnung  in  einer  ebenen  Gefässwand  normal  an- 
gesetzt ist.  Dieselbe  Röhre  giebt  freilich  als  divergente  Röhre  verwtmi'r 
eine  grössere  Ausflussmenge,  als  wenn  sie  umgekehrt  als  convergente  R«»Lr'' 
benutzt  wird,  doch  bei  Weitem  nicht  im  Verhältniss  der  beiden  Endt|ii«  r- 
schnitte.  Im  ersten  Falle,  in  welchem  auch  nur  bei  massiger  Diver,::«'!.' 
und  massiger  Druckhöhe  ein  voller  Ausfluss  erzielt  werden  kann,  \sA  <l«r 
austretende  Strahl  mehr  oder  woniger  stark  divergent,  zerrissen  und  pu- 
sirend,  im  zweiten  Falle  mehr  oder  weniger  äusserlich  contrahirt,  comiM«: 
und  glatt.    Die  divergenten  Röhren  sind  ohne  praktisches  lutoressi^ 

Die  umfangreichsten  Versuche  über  den  Ausfluss  durch  coni<i  i* 
convergente  Ansatzröhren  sind  von  d'Aubuisson  und  Castel  aiis;*- 
stellt  worden.*    Ausser  den  Coefficienton  fi  wurden  auch  die  Geschnin«Iu- 

keitscoefficienten  (jp,  entsprechend  der  Formel  «  =  ff^^2gll^  auf  di»*  in 

§.82  angegebene  Weise  ermittelt.    Folgende  Tabelle  der  Werthe  //  an»i  h 

li 
(und  des  daraus  sich  ergebenden  Coeflicienteu  «  -^        der  äusseren  i  ♦  :- 

traction)  ist  durch  Interpolation  für  nach  ganzen  Graden  wachsende  Wcrth- 
des  Convergenzwinkels  ß  aus  der  ausgedehntesten  jener  Versuehsreilun  jJ* 
geleitet,   entsprechend  0,0155  Mtr.  Mündungsweite  bei  0,04  Mtr.  K-'r- 
länge  und  77  — -  A  —■-  3  Mtr.  Druckhöhe.  Wenn  thatsächlich  bis  zu  |^  -   •■ 
der  Coefficicnt  <p  bald  etwas  ^  ^  //,  bald  etwas  <C  /'  gefunden  wurdo,  -» 

*  Annales  des  Mines,  lH.m  p.  187,  und  d'Aubuisson,  Traite  d'hjiiri.- 
Hqiie,  §.  4<». 
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ist  dies  hauptsächlich    den  Fehlern  der  Geschwindigkeitsmessung  zuzu- 
schreiben, weshalb  in  der  Tabelle  bis  zu  dieser  Grenze  g)  ^=  fi  gesetzt 

»Tirde. 


(irad. 

0 

1 
•} 

M 

3 
i 
ö 

b' 
8 

10 
12 


^ 


ß 

Grad. 


i" 


<P 


9o 


a 


0,829 1 1 
0,852 ;  1,028 
0,873 1 1,053 
0,892 1 1,076 
0,909 , 1,097 


0,920 
0,925 


1,110 
1,116 


0,931  1,123 


0,937 


1,130 


0,942  1,136 


0,829 

1 

13 

0,945 

1,140 

0,961 

1,159 

0,983 

0,852 

1,028 

14 

0,943 

1,138 

0,965 

1,164 

0,977 

0,873 

1,053 

16 

0,938 

1,131 

0,969 

1,169 

0,968 

0,892 

1,076 

18 

0,931 

1,123 

0,970 

1,170 

0,960 

0,909 

1,097 

20 

0,922 

1,112 

0,971 

1,171 

0,950 

0,920 

1,110 

25 

0,908 

1,095 

0,974 

1,175 

0,932 

0,925 

1,116 

30 

0,896 

1,081 

0,975 

1,176 

0,919 

0,933 

1,125 

0,998 

35 

0,883 

1,065 

0,977 

1,179 

0,904 

0,949 

1,145 

0,987 

40 

0,871 

1,051 

0,980 

1,182 

0,889 

0,955 

1,152 

0,986 

1 

45 

0,857 

1,034 

0,983 

1,186 

0,872 

Mit  wachsendem  Gonvergenzwinkel  ß  nimmt  die  innere  Conjbraction 
|iiDd  in  Folge  dessen  der  Geschwindigkeitscoefficient  gp  zu,  während  die 

ksserc  Contraction  zunimmt,  also  a  =        abnimmt    Anfangs  nimmt  w 

ifeucller  zu,  später  a  schneller  ab;  die  Folge  ist,  dass  [i  ::^  atp  zuerst 
ifhst  bis  zu  einem  Maximum  =  0,945  bei  j3  =  13®  und  dann  wieder 
»nimmt  Licsso  man  ß  wachsen  bis  180®,  so  würden  sich  die  Coofficientcu 
a  Worthen  nähern,  welche  für  eine  Oeffnung  in  der  dünnen  Wand  gelten. 

Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefügten  Werthe  von    -  und  ~    , 

itsprcchend  (i^  z=z  ip^  t=  0,829,  können  als  Verhältnisszahlen  für  solche 
Uli-  dienen,  in  welchen  der  kurzen  cylindrischen  Ansatzröhre  ein  anderer 
osÜDsscoefficient  n^  =  (p^  entspricht,  als  0,829.  Wäre  er  z.  B.  =  0,81, 
wäre  für  eine  kurze  conische  Ansatzröhrc  von  ß  -^  10®  Convergcuz- 
inkcl  bei  gleicher  Mündungsweite  und  überhaupt  unter  sonst  gleichen 
iBständen  zu  setzen: 

//  :^  1,130.0,81  =  0,915;     q>  ==  1,145.0,81  -^  0,927. 


§.  88.    Zusammengesetzte  AnsatzrQhren. 

lief  Abfluss  des  Wassers  aus  einem  Gefäss  erfolge  durch  ein  System 
'U  n  unmittelbar  auf  einander  folgenden  kurzen  cylindrischen 
'»iircii  mit  den  Querschnitten  Fj,  jPg,  F^ JP„,  die  somit  im  Ganzen 
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als  eine  zusammengesetzte  Röhre  mit  absatzweise  wechselndem  Quorscfanitt 
betrachtet  werden  können.  An  den  Uebergangsstellen  von  irgend  fiiir 
Rohrstreckc  zur  folgenden,  sowie  am  Anfange  der  ersten  und  aniEude  1»: 
letzten  befinde  sich  im  Allgemeinen  noch  eine  Wand  mit  einer  Orffuni.i 
die  höchstens  ^=  dem  kleineren  der  Querschnitte  der  angrenzcüdrn  U»-^/- 
strecken  ist,  und  zwar  seien  A^^A^^  A^  . .  A,t  diese  Oeffnungen  zu  Auftuic  vr 
Rohrstrecken,  deren  Querschnitte  beziehungsweise  =  Fi^  -Fg,  F^  ..t\  ?i'  - 
A  die  Oeffnuug  am  Ende  der  »**"  Rohrstrecke  oder  die  Mändun::  'ir 
zusammengesetzten  Röhre.  Bei  dem  Burchiiuss  des  Wassers  duroh  - 
Oeffnungen  A^^  A^  ,,,  findet  im  Allgemeinen  noch  eine  weitere  Contnc:. 
statt,  und  es  seien  «j,  «^  . . .  die  betreffenden  inneren  Contractionsot - 
enten,  «  der  äussere  Contractionscoefficieut  für  die  Mündung  J.  l* '  'i 
die  plötzliche  Querschnittsvergrösserung  von  cc^A^   bis  F^^  von  (uA. 

V 
/'o  . . . ,  resp.  durch  die  plötzliche  Geschwiudigkeitsabnahmc  von 

V 
.  ,  vou 


«2^2 


V  I 

bis    — (unter ,  V  das  pro  See.  ausfliessende  AN  as- '  i 


lumen  verstanden)  wird  ein  Widerstand  verursacht,  der  nach  §.  70,  i'. 
gemessen  wird  durch  die  Widerstandshöhe: 


B  = 


'^ü 


V 


V 


^  ...  + 


«,.  Fn 


/'    ^  J 


in 


m       K 


-    1 


'^m  -»■*•• 


Wenn  mau  dagegen  die  übrigen  Widerstände  vernachlässigt,  die  dunl  S 
innere  und  äussere  Reibung  verursacht  werden,  so  ist  also  der  n»*ultir  J 
Widerstandscoefficient  der  zusammengesetzten  Ansatzröhre,  d.  i.  ihy  ^^ 
hältniss  der  Widerstandshöhe  zur  Ausflussgeschwindigkeitshöhe  f  Tt»,  '• 


C--=  Bx  --  =  B:  -  ■  [—\ 
^  2g  2g  KaAJ 


m~l     \^^mA^  F^' 


\ 


Daraus  ergeben  sich  die  den  Gleichungen 

H  ^  (p  Y2j}£    und      V  =  liA  Y^g/I 
entsprechenden  Coefficienten  gp  und  //: 


i/-r- 


und     fi  -^^  «y. 


Wenn  insbesondere  /',  ^^  F^  ...  -^  F^  =^  F^ 
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ist,  und  auch  alle  Contractionscoefficicnten  einander  gleich  gesetzt  werden 
können,  so  ist 

^n  einem  Versuche  von  Eytelweiu  war  z.  B.  eine  cyündrische  Ansatz- 
Töhre  von  0,94  Mtr.  Länge  und  0,026  Mir.  Durchm.  in  3  Abtheilungen 
getheilt  durch  Wände  am  Anfang,  am  Ende  und  an  zwei  mittleren  Stellen 
mit  kreisförmigen  Oeffnungen  von  0,0065   Mtr.  Durchm.     Es   war  also 

»  —  3  und  - -,  =^  (     )   =  —  .    Setzt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei 
jT  \4/  16 

diesem  Querschnittsvcrhältniss  und  bei  den  mittleren  Lagen  der  Oeflfnungen 

in  den  4  Wänden  die  Contraction  als  nahezu  normal  zu  betrachten  ist, 

rr  ^-  0,64  (§.  83,  1),  so  folgt: 

/  0  64\* 

;  _^  3(1 '-—)   --^  2,7648?     (f  --^  0,5155;     //  -=  0,330. 

\  16  / 

Der  Versuch  ergab  //  =  0,331.  Wenn  die  Länge  der  Röhre,  also  die 
Entfernung  der  auf  einander  folgenden  Wände  bis  zu  einer  gewissen 
jH'nze  yenniodert  wurde,  so  nahm  fi  zu,  offenbar  weil  sich  dann  der 
Wasserstrom  nach  dem  Durchgänge  durch  eine  OeffnuDg  nicht  mehr  bis 
aun  vollen  Querschnitt  der  Röhre  ausbreiten  konnte,  bevor  er  durch  die 
folgende  Oeffnung  zur  abermaligen  Zusammenziehung  genöthigt  wurde.  — 

Von  dieser  Vergrösserung  des  Widerstandes  durch  mehrfache  Quer- 
rhnittsänderung  lässt  sich  u.  A.  bei  Kolbenliederungen  eine  nützliche  An- 
rpndnng  machen,  wenn  eine  möglichst  reibungslose  Bewegung  des  Kolbens 
n  einem  Cylinder  beabsichtigt  wird,  der  Art  jedoch,  dass  von  der  auf  der 
•inen  Seite  desselben  befindlichen  Flüssigkeit  nur  sehr  wenig  durch  den 
•pielraum  zwischen  Kolben  und  Cylinderwand  nach  der  anderen  Seite  soll 
utweichen  können.  Dieser  doppelte  Zweck  kann  bis  zu  gewissem  Grade 
Ft«  36.  durch  ringförmige  Nuthen  erreicht  werden,  die  an  der  Umflächo 
;  des    der  Anzahl  =^  n   dieser  Nuthen    entsprechend    dick   zu 

'*    machenden  Kolbens  sich  befinden  (Fig.  36),  und  wodurch  die 
j    übrigens  sehr  kleine  Weite  des  als  ringförmige  Ansatzröhre  zu 
^    betrachtenden  Zwischenraums   zwischen  Kolben  und  Cylinder- 
J^    wand  stellenweise  plötzlich  vergrössert  wird.    Die  zusammenge- 
setzte Ansatzröhre  besteht  sich  in  solchem  Falle  aus  (n  +  1)  Ab- 
heilungen mit  sehr  kleinen  gleichen  Querschnitten 

•^1  =  -'^s  =  -^5  •  •  •  =  ^2h  +  1, 
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zwischen  denen  n  Abtheilungeu  mit  erheblich  grösseren  Qacrschnittea 

F^  =  F^  =  Fq  ,..  =  F^n 
sich  befinden,  während  hier 

^    Ai  =  A^  =^  A^  ,..  =  A^u  =  Ain  ^  ^  -^  A  —  F^ 

ist.    Die  Contractiouscoefficienten  für  den  Eintritt  der  Flüssigkeit  in  ili-. 
engeren  Abtheilungen  sind  einander  gleich  zu  setzen: 

^1   ^^  ^3  ^^=^  ^5  •  •  •  ""^  ^2m  +  u 

die  übrigen:  o^  =  a^  =  a^  . . .  :^=  «2,»  .=  a  :=  l.   Somit  ist  nach  (i!.  1 

Die   innere  Contractiou  beim  Eintritt  in  die  engeren  Abtheiluui: 
findet  in  dem  durch  Fig.  36  angedeuteten  Falle  nur  partiell  (am  ium:  : 
Rande)  statt,  so  dass  mit  Rücksicht  auf  §.  84,  Gl.  (2j  hier  etwa 

aj  =  0,64  (1  +  0,155  .  0,5)  =  0,6896 

gesetzt  werden  kann,  womit  sich 

1  \« 
1  )    .:-=  0,2025 

«1  / 

oder  in  runder  Zahl  —-  0,2  ergiebt,  somii 

F^\^' 


0,2  vf  (1-     ^, 


n  +  0,2 * 


F 

Je  kleiner    /  ist,  desto  mehr  nähert  sich  C  der  Grenze 

^2 


Ist  dann  z.  B. 

n  —   2             4             6 

8 

so  wird 

b          2,6         5            7,4 

1>,H 

H  .     (p  - 

l/-   ^     ^     -  0,527    0,408    0,345 

i>,304 

und  es  ist  V  —-  fiF^  V2y//  um  so  kleiner,  als  auch  /\  im  \orli«C' 
Falle  sehr  klein  ist. 
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ß.   Bewegung  des  Wassere  in  Röhren. 
§.  89.    Leitunsrswlderstand  grerader  eylindriseher  B9hren. 

Der  Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  Gefösse  in  ein  anderes,  tiefer 
gelegenes,  oder  in  die  freie  Luft  erfolge  unter  gleich  bleibenden  Umständen 
•  im  Beharrungszustande)  durch  eine  gerade  (oder  nur  schwach  gekrümmte) 
nlludrische  Röhre  von  solcher  Länge  /,  dass  ihr  Leitungswiderstand  einen 
Dicrklicbcn  Einfluss  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  Wassers  in  der 
Röhre  und  auf  das  Wasservolumen  V  =  Fu  ausübt,  welches  pro  See. 
lurch  jeden  Querschnitt  F  der  Röhre  hindurchfliesst.  Dieser  Leitungs- 
iriderstand,  von  der  inneren  und  äusseren  Reibung  herrührend,  ist  erfah- 
rangsmässig  von  der  Pressung  unabhängig,  wie  u.  A.  Darcy  dadurch  über- 
(engend  nachwies,  dass  er  die  Bewegung  ganz  unverändert  fand,  als  der 
Ittssere  Druck  =  j»q  am  Oberwasserspiegel  und  =  ^  an  der  Mündung 
^p.  ain  Unterwasserspiegel  beide  um  gleich  viel,  und  zwar  um  mehr  als 
sine  Atmosphäre  vergrössert  wurden.  Der  Zustand  des  Wassers  in  ver- 
chiedenen  Querschnitten  der  Röhre  unterscheidet  sich  aber  nur  durch  die 
erschiedejae  Pressung  in  denselben,  und  ist  folglich  derLeitungswider- 
tand  proportional  der  Rohrlänge  /,  oder  die  entsprechende  Wider- 
taudshöhe  =  /^i,  wenn  mit  B^  die  an  jeder  Stelle  gleiche  Widerstands- 

löhe  pro   1  Mtr.  Rohrlänge  bezeichnet  wird.    Ist  also  noch  C  —  die 

Viderstandshdhe,  welche  etwaigen  besonderen  Widerständen  ausser  dem 
Ugemeincn  Leitungswiderstande  (z.  B.  nach  §.86  dem  durch  innere  Con- 
raction  verursachten  Widerstände  beim  Einfluss  des  Wassers  in  die  Röhre) 
Dtspricht,  so  ist  die  gesammte  Widerstandshöhe 

ud  damit  nach  der  Gleichung  (§.  78,  Gl.  5) 

^9  7 

ati-r  h  die  constante  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Schwerpunkt 
tr  Mündung  resp.  über  dem  Unterwasserspiegel  verstanden,  wenn  diese 
h'ichung  mit  «q  =  0  auf  die  ganze  Bewegung  vom  Oberwasserspiegel  bis 
ir  MQndang  bezogen  wird, 

(1  +  S)  2^  +  /^i  --  ^ ^^^- 
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V 

Diese  Gleichung  in  Vorbindung  mit  «  ^r:       kann  bei  gegebenen  Wcrthin 

von  /,  F^  H  zur  Bestimmung  von  i?,  dienen,  wenn  V  durch  Messung  d«-^ 
in  einer  gewissen  Zeit  ausfliessenden  Wosserquanturos  und  ^  durch  ander- 
weitige Versuche  bekannt  ist. 

Um  diese  Bestimmung  von  der  Messung  des  Ausflussquantums,  namont- 
lieh  aber  von  den  nur  mehr  oder  weniger  unsicher  bekannton  Coeflicient«  n 
besonderer  Widerstände  unabhängig  zu  machen,  können  auch,  wie  es  n.  A. 
namentlich  von  Darcy  geschehen  ist,  die  Versuche  in  der  Weise  angestellt 
werden,  dass  zwei  vertical  nebeneinander  stehende,  oben  offene  Glasröhnn 
(Piezometer)  an  ihren  unteren  Enden  durch  entsprechende  Verbindun^'v 
röhren  (biegsame  dünne  Bleiröhren)  mit  der  zu  prüfenden  Leitungsrohr' 
an  'solchen  zwei  Stellen  A^  und  Ä  in  Communication  gesetzt  wenltn. 
zwischen  denen  die  Röhre  gerade  und  frei  von  besonderen  WidorstÄndon. 
also  B  =  IB^  ist,  wenn  /  die  Länge  der  Rohrstrecke  A^A  bedeutet.  Ut 
dann  h  die  Höhe  von  A^  über  A,  p^  die  Pressung  bei  -4^,  p  dieselbe  hei  A 
und  p'  der  äussere  Druck  (Atmosphärendruck)  an  der  Stelle  der  Pie/«»- 
meter,  so  ist  im  Beharrungszustande  die  Höhe  des  Wasserspiegels  im  ersti  :i 

Po  —  p  p  '   y 

Piezometer  über  -4«  =         —  i  dieselbe  im  zweiten  über  A  = 

/  •  7 

also  die  Niveaudifferenz  in  beiden  =  h  -\-  -^- =  der  wirksam«!! 

7 
Druckhöhe  H  für  die  Rohrstrecke  A^A^  welche   (wegen  Gleichheit  der 

Geschwindigkeiten  u^   und  u  in  den  Querschnitten  bei  A^  und  A)  hi^r 

der  Widerstandshöhe  B  gleich  ist.    Mit  der  leicht  zu  messenden  Ni>eao- 

differenz  II  ergiebt  sich  also  sofort  B^  =        um  so  sicherer,  je  grü^^r 

JI  und  /  sind.  — 

Versuche  zur  Bestimmung  der  Leitungswiderstandshöhe  ^^  pro  1  Mtr. 
Rohrlänge  sind  ausschliesslich  mit  Röhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte (Durchmesser  =  d)  und  zwar  hauptsächlich  mit  gusseisom^!: 
Röhren  angestellt  worden,  wie  solche  zu  Wasserleitungen  verwendet  n 
werden  pflegen.  Indessen  liegen  auch  manche  Versuche  vor  mit  gezogen'  ii 
schmiedeisemen,  femer  mit  Messing-,  Zink-,  Blei-,  Asphalt-  und  Glasröhre c 
welche  erkennen  lassen,  dass  (bei  gleich  regelmässiger  Gestalt  nnd  bot 
ähnlichem  Rauhigkeitsgrade  der  inneren  Oberfläche)  das  Material  der 
Röhre  nicht  einen  wesentlichen  Einfluss  auf  den  LeitooL'^* 
widerstand  ausübt.  Durch  beträchtliche  Rauhigkeit  der  Wände  kann 
freilich  B^  wesentlich  grösser  werden,  z.  B.  bei  ordinären  Holzröhren  &!<  l 
Weisbach  l^/^  mal  so  gross  wie  bei  reinen  Metallröhreu;  bei  gusseis^n]« o 
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Rubren,  die  darch  den  Gebranch  mit  Host  nnd  Niederschlägen  verunreinigt 
mh  nach  Darcy  mehr  als  doppelt  so  gross  wie  bei  nenen  oder  gereinigten 
Köbren.  Zur  Bestimmung  einer  empirischen  Formel  als  Ausdruck  des 
Abbängigkeitsgesetzes  der  Grösse  B^^  müssen  natürlich  solche  undefinirbaren 
n*i  somit  alle  Gesetzmässigkeit  störenden  Fälle  von  aussergewöhnlicher 
bahigkeit  oder  sonstiger  Ahweichung  von  der  genau  cylindrischen  Form 
kr  Rohre  möglichst  ausgeschlossen  werden  (vorbehaltlich  einer  je  nach 
[in<>tänden  verschiedenen  schätznngsweisen  Yergrösserung  der  so  berech- 
leten  Werthe  von  B^  bei  den  technischen  Anwendungen);  die  Zweifel, 
lelche  noch  heute  über  das  Abhängigkeitsgesetz  jener  Widerstandshöhe  B^ 
lestohen,  sind  vorzugsweise  dadurch  verursacht,  dass  bei  den  beti^effenden 
fersuchen  nicht  die  wünschenswerthe  Sorgfalt  in  der  fraglichen  Hinsicht 
|g<.* wendet  zu  werden  pflegte. 

Gewöhnlich  ist  man  von  der  Vorstellung  ausgegangen,  dass  das  Wasser 
wie  ein  cylindrischer  Körper  ohne  relative  Bewegung  im  Inneren 
h  die  Röhre  bewegt,  und  somit  der  Leitungswiderstand  in  der  äusseren 
>ung  zwischen  Rohrwand  und  Wasser  besteht.  Ist  diese  =  B'  pro 
ladratm.,  und  U  der  Umfang  des  Rohrquerschnitts  F,  so  ist  danach  der 
ktangs widerstand  pro  1  Mtr.  Rohrlänge  =  R'Uy  seine  Arbeit  pro  See. 
t  R'ZTu,  und  folglich  seine  Arbeit  pro  1  Egr.  hindurch  fliessenden 
fessers,  d.  h.  die  Widerstandshöhe  (§.76) 

B'üu         B'  U         B'  i  /o^ 

yFu  y    F  yd 

4F 

it  d  =   -^r  =  dem  Durchmesser  bei  kreisförmigem  resp.  =  dem  sogen. 

ittleren  Durchmesser  bei  beliebig  gestaltetem  Querschnitt. 

Indem  man  somit  die  Widerstandshöhe  B^  als  umgekehrt  proportional 
r  Rohrweite  d  (resp.  der  mittleren  Rohrweite  bei  beliebiger  Querschnitts- 

rm)    voraussetzte,  suchte  man  nur  noch  -ß'  resp.  —  als  Function  der 

ittleren  Geschwindigkeit  u  aus  den  Versuchen  abzuleiten,  und  zwar  sind  es 

srragsweise  51  Beobachtungen  von  Couplet  (7  Beobachtungen),  Bossut 

6  Beob.)  und  Dubuat  (18  Beob.),  welche  hierbei  wiederholt  zu  Grunde 

legt  warden.    Bei  denselben  war  d  =  0,027  bis  0,49  Mtr.,  u  höchstens 

:  2  Mtr.  pro  See. 

^ach  dem  Vorgange  von  Woltman  (1790)  wurde 

B' 

—  =:-  ««»• (3) 
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7 
gesetzt  und  darin  von  ihm  selbst  «  =   -,  später  (1796)  von  Eytelwt .:. 

4 

35 
näherungsweise  «  =  2,  genauer  n  =        ,    endlich  von   St,  Yonaut* 

12  I 

n  =  —  bestimmt;  des  Letzteren  Formel,  welche  die  allgemeine  Form  '.'> 

am  besten  mit  den  fraglichen  51  Versuchen  in  Uebereinstimmung  zu  briuj»'j 
scheint,  ist 

^  =  0,0002956«  7    1 , 

7 

Prony  (1802)  legte  die  Form 

—  =  au^  -\-  hu ' 

r 

zu  Grunde  und  folgerte  aus  den  genannten  51  Versuchen  von  Couj»  '. 

Bossut  und  Dubuat 

R' 

—  =  0,000348«*  +  0,0000173« • 

r 

Auch  Eytelwein  schloss  sich  dieser  Form  später  (1814)  an,  fand  al^r 

=-  0,000280««  +  0,0000224« T 

während  d'Aubuisson  die  ursprüngliche  Prony 'sehe  Fomiel  nur  *'>^ 
im  Sinne  dieser  Eytelwein'schen  Bestimmung  änderte,  indem  er  ani.il  i 

R' 

'^  0,000343««  --]-  0,0000188« - 

7 

Weisbach  setzte  die  specif.  Leitungswiderstandshöhe 

'         ^'  2g         d  2ff 

in  welchem  Ausdruck  ^^  den  specifischen,  d.  b.  auf  die  lüngeueinhi  i'  •' 
zogenen  Leitungswiderstandscoefficienten  bedeutet  Gemüs>  'Vi 
allgemeinen  Formel  (5)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  [2)  wäre  dann 


;i  =  -V         -^  a  -|-    -  mit  «  -^  8^*1,  ß  ^  Sah  .  ,  ,  .    \ 
«*    7  « 

Indem  aber  Weisbach  ausser  den  mehrgenannten  51  Beobachtun>:t  ?i  ^ 

Couplet,    Bossut   und   Dubuat    noch    12    weitere    Versuche    Uir.:  t^ 

(11   von  ihm  selbst,   einen  von  Gueymard  in  Grenoble  angestelh  ,  l^l 

denen  d  --^-  0,033  bis  0,275  Mtr.  war  und  «  bis  4,6  Mtr.  pro  Set-,  Uu..\ 

fand   er  einen  besseren  Anschluss  an  die  Gesammtheit  der  63  Ver^u    l 

auf  Grund  der  Formel 

*  Foriiiulcs  et  tablos  nouvellcs  etc.    Paris  1851,  p.  71. 
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'  =  '■  +  /.-• 

ereu  Constante  a  und  ß  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
iflirat  wurden: 

,  =  0,01439  +  ?^52?1!1    (11) 

Bmer  bei  Voraussetzung  des  Meters  als  Längeneinheit. 

Versuche,  welche  Weisbach  später  mit  Glas-,  Messing-  und  Zink- 
^hren  anstellte,  umfassen  noch  grössere  Geschwindigkeiten  bis  u  =  21,5  Mtr. 
fo  See.  Obschon  auch  sie  noch  eine  ziemlich  befriedigende  Ueberein- 
immung  mit  der  Gl.  (11)  ergaben,  Hessen  sie  doch  erkennen,  dass  X 
icht  nur  mit  wachsender  Geschwindigkeit,  sondern  auch  (in 
ningerem  Grade)  mit  wachsender  Böhrenweite  abnimmt. 

Sehr  zuverlässige  Beobachtungen  sind  von  dem  französischen  Ingenieur 
lircy*  an  der  Wasserleitung  Chaillot  in  Paris  mit  22  verschiedenen 
Ifihrenleitungen  angestellt  worden,  und  zwar  mit  gusseisemen,  gezogenen 
bemen,  Blei-,  Glas-  und  Asphaltröhren.  Die  Bohren  waren  neu  oder 
migstens  gereinigt  mit  Ausnahme  von  3  gusseisemen  Böhrensträngen, 
!e  längere  Zeit  im  Gebrauch  gewesen  und  dadurch  mit  Niederschlägen 
H  dem  Wasser  verunreinigt  waren.  Die  Asphaltröhren  waren  von  der 
rt  wie  sie  in  Frankreich  wegen  ihrer  Wohlfeilheit  und  Haltbarkeit  viel- 
«fa  angewendet  werden,  aus  Eisenblech  cylindrisch  gebogen,  an  den 
ändern  vernietet,  mit  Zink  überzogen  und  schliesslich  innen  und  aussen 
it  einer  Lage  Bitumen  überdeckt;**  die  einzelnen  Böhrenstücke  werden 
i  einander  eingeschraubt.  Die  eisernen  gezogenen  und  die  Glasröhren 
Iren  durch  übergezogene  Muffen,  die  Bleiröhren  durch  Löthung  in  den 
töf:sen  verbunden.  Die  Böhrenstränge,  an  denen  die  Messungen  ausge- 
llirt  wurden,  waren  meist  etwas  über  100  Mtr.,  die  aus  den  Glas-  und 
leiruhren  gebildeten  ungefähr  halb  so  lang;  die  Durchmesser  im  Lichten 
^tragen  d  =  0,012  bis  0,5  Mtr.,  die  mittleren  Geschwindigkeiten  u  =  0,16 
8  5  Mtr.  pro  See 

Darcy  folgert  aus  seinen  Versuchen,  dass  der  Leitungswiderstand  in 
oberem  Grade,  als  bisher  angenommen  zu  werden  pflegte,  vom  Material 
ad  vom  oberflächlichen  Zustande  der  Bohren  abhängig  sei,  und  dass  der 


*  Recherches  experimentales  relatives  au  mouvement  de  Teau  dans  les 
T^ax.  Paris  1857. 

^  Les  fontaines  publiques  de  la  ville  de  Dgon  par  Henry  Darcy. 
an*  1856,  p.  632. 

Orathof,  theoret.  MMChiaeiklehre.    I.  31 
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Einfluss  des  Materials  nnr  in  dem  Grade  mehr  nnd  mehr  verschwinde,  üi 
die  Röhren  hei  längerem  Gehrauch  durch  Niederschläge  ans  dem  Wa^*; 
yerunreinigt  werden;  dadurch  soll  die  Widerstandshöhe  auf  etwa  das  lU)» 
pelte  des  Werthes  für  neue  oder  gereinigte  Röhren  wachsen,  eine  AnjTuV, 
die  hei  der  Unmöglichkeit,  den  Grad  der  Verunreinigung  bestimmt  zu  d- 
finiren,  ohne  allen  wissenschaftlichen  nnd  seihst  nur  von  zweifelLat*  si 
praktischem  Werth  ist.  Uebcrhaupt  kam  es  Darcy  nicht  sowohl  daraui  u 
das  Gesetz  des  Leitungswiderstandes  vermittels  seiner  schätzbaren  Ver^Gc!/ 
näher  aufiniklären,  als  er  vielmehr  nur  empirische  Regeln  sachte,  n^il 
denen  die  Leistungsfähigkeit  der  Röhrenleitungen  in  ihrer  gcwöhnlii*l*fi 
Unvollkommenheit  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  Yerunroinigpung  nach  li» 
gerem  Gehrauch  beurtheilt  werden  kann;  in  diesem  Sinne  empfiehlt  er  (fe 
den  technischen  Gebrauch  zu  setzen,  falls  «.^  0,2  Mtr.  ist, 

^^'        f^r.^^.^.    .    0,00001294\     ,  J 

=  f  0,000507  +  — j  «* \% 

R'  4 
womit  die  Widerstandshöhe  B^  =  —  -j  ungeföhr  doppelt  so  gross  g«'^rtl 

yd 

wird,  als  sie  für  neue  oder  gereinigte  gusseiseme  Röhren  gefanden  vTzrdi 

Der  Coefficient  X  =  -\  —  des  Ausdrucks  (9 )  für  die  WiderstandshöLo  Ä, 

welcher  nach  den  früheren  Annahmen  nur  mit  wachsendem  tc,  naih  \*'\ 

späteren  Weisbach'schen  Versuchen  (in  übrigens  nicht  näher  festge^^tt^llvi 

Weise)  mit  wachsenden  Werthen  von  u  und  d  abnahm,  wfirde  nat.h  o- 

Darcy' sehen  Formel  nur  mit  wachsendem  Durchmesser  d  abnehmen. 

Eine  mehr  vollständige  Verwerthung  der  Darcy'schen  Versucbi 

von  Gauchler  versucht  worden,*  welcher  daraus  für  die  Widerstand>b 

die  Formel 

1         ,     1 

1 


. = (" 


abgeleitet  hat,  worin 

für  die  Asphalt-  und  Bleiröhren «  r=-  7,0 

„     „    Glasröhren    a  =r  CJ 

„     „   gereinigten  oder  neuen  gusseisemen  Röhren  tz  ^=  t»,0 

„     „    gezogenen  eisernen  Röhren «  =  6,4 

„     „    unreinen  gusseisemen  Röhren a  =  öj* 

gesetzt  werden  soll,  so  dass  danach  insbesondere  das  XoTgrvgacruu^^ 

*  Comptes  rendus  v,  2*2.  April  1867. 
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tltniss  des  Lcitangswiderstandes  gusseiserncr  Röhren  durch  ihre  Yerun- 
inigung  nach  längerem  Gebrauch 


setzt  ist   Aus  Gl.  (13)  und  (9)  folgt 


1  ' 


/«*  -4-    —  tt*\  4 


1  + 


4m* 


4.    =    —^ 


1^ 

ad^        '  d^ 


(14), 


Baeh  zwar  X  in  Uebercinstimmung  mit  sonstigen  Erfahrungen  mit  wach- 
(dem  u  beständig  abnehmen,  beztlglich  der  Abhängigkeit  von  d  aber  das 
enthümliche  Verhalten  stattfinden  würde,  dass  es  fttr  verschiedene  mitt- 
6  Geschwindigkeiten  verschiedene  bestimmte  Rohrweiten  gäbe,  fttr  welche 
an  Minimum  ist,  nämlich  entsprechend 


• 

1 

1 
1  ' 

11 

mtn 

• 

^ 

4tu^ 

12 

13 

+  \  ■ 

4tt* 

1 

12 

0; 

d  - 

4 
■  11 

1 

z.  B. 

d    = 

=  0,306 

0,364 

( 

0,432 

0,514 

Mtr. 

für 

u  = 

=     0,5 

1 

2 

4 

?i 

(15), 


Die  Gauch  1er 'sehe  Formel  hat  einen  rein  empirischen  Charakter  und 
t  sich  mit  einfachen  theoretischen  Vorstellungen  tlber  die  Wirknngs- 
se  der  inneren  und  äusseren  Reibung  kaum  in  Zusammenhang  bringen, 
i)  enthalten  die  fftr  verschiedene  Fälle  ermittelten  Werthe  des  Coeffi- 
iten  a  nicht  nur  den  Einfluss  des  Materials  und  der  Oberflächenbe- 
iffeaheit  der  Röhren,  sondern  auch  den  Einfluss  der  von  ihrer  Fabrica* 
smethode  abhängigen  und  deshalb  mehr  oder  weniger  zufälligen  Ab- 
thnng  von  der  genau  cjlindrischen  Form.  Insbesondere  sind  (wie 
?cn  in  seiner  im  folgenden  §.  zu  besprechenden  Abhandlung  hervorhebt) 
ler  den  verunreinigten  gusseisemen  auch  die  Glasröhren,  die  Asphalt- 
ren and  die  engeren  gezogenen  Röhren  in  dieser  letzteren  Hinsicht 
u  zur  Ableitung  des  wahren  Widerstandsgesetzes  brauchbar,  die  Glas- 
ren wegen  ihrer  meist  conischen  Form,  die  bei  dem  von  Darcy  be- 
^en  Röhrenstrange  eine  Schwankung  des  lichten  Durchmessers  zwischen 
U  nnd  0,053  Mtr.  zur  Folge  hatte,  die  Asphaltröhren  wegen  ungleicher 

31* 
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I 

Dicke  der  nur  geschmolzen  aufgebrachten  und  nicht  weiter  ansgeglickid 
inneren  Asphaltschicht,  die  gezogenen  Röhren  endlich  mit  R&cksicbt  iri 
die  Schweissnaht,  die  wenigstens  bei  den  engeren  dieser  Röhren  \t 
0,0122  und  0,0266  Mtr.  Drchm.)  von  merklich  störendem  £inflas<i  4 
konnte.  — 

Im  Vorstehenden  wurde  nur  die  Abhängigkeit  des  Leitungs^iilil 
Standes  von  der  Weite  und  Beschaffenheit  der  Röhren  und  von  der  n4 
leren  Geschwindigkeit  in  Betracht  gezogen.  Dass  auch  verschieden:jt| 
Flüssigkeiten  verschiedene  Widerstände,  wenigstens  verschiedene  l'-iSl 
cnten  der  betreffenden  Formeln  fttr  B^^  bedingen  werden,  ist  sert»-:it 
ständlich.  Wenn  aber  auch  in  dieser  Hinsicht,  ebenso  wie  bei  deu  ^:k 
angeführten  Formeln,  speciell  Wasser  als. solches  (nicht  in  dem  ^i:*i| 
Sinne  als  Repräsentant  irgend  einer  tropfbaren  Fltkssigkeit^  voraa^L' 
wird,  so  bleibt  noch  eine  Abhängigkeit  des  LeitungswiderstauiU-- 
Wärmezustande,  also  von  der  Pressung  und  Temperatur  des  W 
denkbar.  Dass  erstere  keinen  merklichen  Einfluss  hat,  ist  schon  frul.  r 
geführt  worden;  ein  Einfluss  der  Temperatur  ist  dagegen  scb  i  % 
Gerstner  (1800)  wenigstens  bei  engen  Röhren  als  sehr  merklich  d»I| 
wiesen  worden  der  Art,  dass  die  Ausflussmenge  unter  übrigens  glr.'k 
Umständen  sich  verdoppeln  kann,  wenn  die  Temperatur  um  30*  i\  ».i-j< 

Eingehender  ist  dieser  merkwürdige  Einfluss  später  von  Hai'-. s 
untersucht  worden,  freilich  auch  nur  mit  Röhren  von  geringeren  Vr*.i*c 
als  sie  bei  technischen  Ausführungen  meistens  vorkommen,  und  bei  iLa^^.j 
Geschwindigkeiten.  Hagen  benutzte  3  sehr  sorgfältig  cylindrisch  biri 
stellte,  aus  zusammengelöthetem  Messingblech  über  Stahldrähten  gv/ioi 
Röhren  von  ungefähr  2S  Millim.,  4  und  6  Millim.  Weite«  die  erst«*  un 
unter  0,5  Mtr.«  die  beiden  letzteren  etwas  über  1  Mtr.  lang.  IK-  it 
schwindigkeiten  waren:  m  =  0,07  bis  0,88  Mtr.  pro  See,  die  Tec.}*^! 
turen  bis  t  =  67^R.  Er  fand,  dass  die  Ansflussmeuge  V  bei  succt^-.- 
Erwärmung  des  Wassers  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  al.:  J 
wächst,  ein  Maximum  erreicht,  darauf  fast  ebenso  schnell  wieder  fa^^:  « 
sio  vorher  gestiegen  war,  ein  Minimum  erreicht  (bei  einer  am  !(»**  b^-> 
höhen^n,  als  der  dem  Maximum  entsprechenden  Temperatur^  emilivh  ^  i 
steigt»  jedoch  laugsamer,  als  sie  früher  zu-  and  dann  wieder  a\^*  l  l 

♦  tfilberTs  Aimalciu  Bd.Y,  S,  ItJO  and  Gerstner's  Haadburh  Jt  V 
ihauik,  Ud.  U,  8.  11>L 

♦*  Tober  den  Kintluss  der  Temperatur  auf  die  Beweeun«;  de*  ^V.--i 
In  Rohren.  Eine  in  der  KgL  Akad.  der  Wissensch.  gelesene  Abh*r  J 
Uerliu  1^:>4. 
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iitte.  Die  beiden  Temperaturen,  welche  dem  Maximum  und  Minimum 
«Q  V,  al^  dem  Minimum  und  Maximum  des  Widerstandes  entsprechen, 
ind  abhängig  von  der  Geschwindigkeit  und  von  der  Höhrenweite;  sie  sind 
fli  so  niederer,  je  grösser  u  und  d  sind,  und  können  unter  dem  Gefrier- 
nukt  rersch winden,  so  dass  dann  nur  der  yon  Hagen  so  genannte  zweite 
dienkel  der  Geschwindigkeitsscalc  (der  Curve,  deren  Abscissen  =  r  und 
oen  Ordinatcn  =  u  oder  =  F  sind)  in  die  Erscheinung  tritt,  also  nur 
■e  stetige  langsame  Zunahme  von  F  zugleich  mit  t  beobachtet  wird.  Bei 
m  in  der  Praxis  vorkommenden  Verhältnissen  ist  dies  gewöhnlich  der 
lil.  nämlich  nach  Hagen  immer  dann,  wenn 

ud  >  0,00575 (16) 

r  den  Meter  als  Längeneinheit  ist.  Fär  diesen  Fall  oder  überhaupt  für 
u  zweiten  Schenkel  der  Geschwindigkeitsseale  ergab  sich  aus  den  Ver- 
iiben  (bei  denen  thatsächlich  ud  <  0,00575  war)  mit  Rücksicht  aufGl.  (9) 

0,000496(22,6—  VO  ,.„. 

I  A    =   j — \*-*h 

Y^d 

an  die  Temperatur  r  in  Reaumur'schcn  Graden  ausgedrückt  wird.  Ins- 
«ondere 

yvd 

trde  hiernach  z.  B.  r  =  nahe  6^R.  oder  7,5 ®C.  entsprechen,  und  es 
Wf  der  Coefficient  X  mit  wachsenden  Worthcn  von  u  und  d 
Gleichem  Grade  abnehmen. 

Für  den  ersten  Schenkel  der  Geschwindigkeitsscalo,  also  für  solche 
nnporatnrcn,  die  kleiner  sind,  als  die  dem  Maximum  von  V  oder  u  bei 
ii  betreffenden  Werthen  von  d  entsprechenden  Temperaturen,  ergab  sich 
a  anderes  Gesetz  des  Widerstandes.  Der  Hauptbestandtheil  von  JB^ 
ifinte  dann  näherungsweise  in  der  Form 

B.  =  i  — ,  entsprechend  X  ^^  — -  •  • 0-^) 

d^  ud 

irgestellt  werden,  unter  ß  einen  Coefficienten  verstanden,'  der  ungefähr 
»«•h  dem  Gesetze 

ß  =  |3o(y8ö-y^) (19) 

lit  wachsender  Temperatur  ^=  t*R.  abnimmt. 
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§.  90.    Gesetz  de^  Leitungrswiderstandes  nach  Hagen  mit  Btcksieht  a 

die  Yersuehe  toh  Darey. 

Hagen*  hat  es  in  neuester  Zeit  unternommen,  die  Darey 'schon  V.*! 
suche  nicht  nur  im  Sinne  einer  empirischen  Praxis,  soudord  zugMcL  I 
wissenschaftlicher  Weise  zu  vcrwerthen  zur  näheren  Aufklärung  dt-^  Tt 
setzes  dos  von  zufälligen  Nebenumständen  möglichst  befi-eiten  LiütTx 
Widerstandes  in  Röhren  von  solchen  Durchmessern  und  für  solch«-  G 
schwindigkeiton,  wie  sie  bei  den  technischen  Ausführungen  vorzuknLir« 
pflegen.  Indem  zu  dem  Ende  Hagen  ausser  den  Versuchen  mit  di.-.  ♦ 
heblich  verunreinigten  gusseisemen  Röhren  auch  noch  die  mit  deu  <tj 
Asphalt-  und  den  engeren  gezogenen  Röhren  ausschied  (ans  den  im  vc  h:*! 
näher  angeführten  Gründen),  blieben  ihm  im  Ganzen  87  Mos>udi:*  :  I 
mittlere  Geschwindigkeiten  i*  =  0,16  bis  5  Mtr.  an  12  verschioi^ 
Röhren  (8  neuen  oder  gebrauchten,  aber  gereinigten  gussoisemeiu  '^  H 
Röhren  und  einer  gezogenen  eisernen  Röhre)  von  d  -=  0,014  bisO-'H 
Durchm.  zur  Verfügung.  Von  verschiedenen  versuchten  Formeln  nr  Ü 
Stellung  des  Abhängigkeitsgesetzes  der  Widerstandshöhe  B^  pro  1  1 
Rohrlänge  zeigte  sich  dann  die  Formel 


«^     .     .    u 


am  meisten  zutreffend,  deren  Coefficienten  a  und  h  sich  als  nicht  uiru 
abhängig  vom  Material  der  Röhre  ergaben  (wenigstens  nicht  so  siL:.  i 
nach  Hagen* s  Meinung  die  Differenzen  nicht' durch  die  Mängel  der  ''}\ 
drischen  Form  und  der  Messungen  des  Durchmessers  d  erklärt  v  r 
könnten),  und  deren  wahrscheinlichste  Werthe  durch  die  Meth*  • 
kleinsten  Quadrate  zu 

a  --  0,0011103;     h  =  0,000005336 

bestimmt  wurden.    Um  dabei  den  mit  den  engsten  Ruhren  aiu«^** 
Beobachtungen  nicht   einen  allzu  grossen  Einfluss  einzuräumon,  «  " 
diese  Coeflicienten  a  und  b  so  berechnet,  dass  die  Summe  der  Ft^ 
drate  nicht  von  J?j  selbst,  sondern  von 

B.d  h 

_-  au  -|- 
I*  d 

•  Ucbor  die  Bewegung  des  Wassers  in  cylindrischcn,  nahe  h«  * 
Leitungen,     Mit  einem  Anhange:  über  die  Bewegung  des  W*<>eR  in  »* 
abwart«   gerichteten    Röhren.     Von   G.  Ilagen.     Aus   den    Abhasill.:.  ■ 
Kgl.  Akad.  der  Wis&eusch.  zu  Berlin  INU».    Berlin  l^lK). 
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I 

ein  Minimum  wnrdc.  Uebrigens  unterwirft  sia  Hagen  einer  nachträglichen 
l'orrection,  um  sie  mit  seinen  eigenen,  im  vorigen  §.  erwähnten  Bcobach- 
iaugen  an  sehr  engen  Röhren  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  durch 
reiche  wenigstens  der  Coefficient  b  des  bei  sehr  kloinen  Rohrweiten  d 
Ibcrwiegend  grossen  zweiten  Gliedes  im  Ausdrucke  (1)  von  B^  zuverläs- 
iger  bestimmt  werden  konnte,  um  so  mehr  als  bei  jenen  Versuchen  von 
lagen  eine  grössere  Sorgfalt  auf  die  Darstellung  einer  möglichst  "genau 
^liodrischen  Form  und  auf  die  genaue  Messung  der  Durchmesser  ver- 
rendet  worden  war.  Auf  Grund  derselben  setzt  Hagen  diesen  mit  der 
Temperatur  wesentlich  Tcränderlichen  Coefficienten  neuerdings  bei  Voraus- 
etzuDg  des  metrischen  Maas^es,  unter  r  aber  die  Temperatur  in  Reaumur*- 
±en  Graden  verstanden, 

b  =  0,000005871  —  0,0OO0OO267r  +  0,000000007 35r*  . .  (3). 

iernach  würde  der  aus  den  Darcy' sehen  Beobachtungen  abgeleitete  Werth 
D  von  b  der  Temperatur  r  =  2,11  Grad  R.  entsprechen.  Weil  aber  die 
If  die  engeren  Röhren  sich  beziehenden  und  den  Coefficienten  b  somit 
tnigsweise  bestimmenden  dieser  Beobachtungen  im  October  und  im  Mai 
{gestellt  wurden,  wobei  die  (von  Darcy  nicht  angegebene)  Wassertem- 
^tnr  wenigstens  lO^R.  betragen  mochte,  so  setzt  Hagen  nach  Gl.  (3) 

b  =  0,000003936  für  r  ^  lO^R (4), 

3d  findet  damit  schliesslich  den  wahrscheinlichsten  Werth  des  anderen 

oefäcientcn: 

a  =  0,0012017 (5). 

er  Werth   (4)  von  b  ist  zwar  nicht  unbeträchtlich  kleiner,  als  der  ur- 
irnnglich    gefundene    Werth    (2)    desselben,    doch    ist   der    Unterschied 
=  0,0000014  nicht  viel  grösser,  als  der  wahrscheinliche  Fehler  von  b  bei 
Her  anfänglichen  Bestimmung,  der  =  0,0000010  ermittelt  wurde. 
Wenn  der  Ausdruck  (§.  89,  Gl.  9) 

i?,  ^    ^  "'    .  ; (6) 

'  d    2g 

a  Grande  gelegt  wird,  so  ist  nach  Gl.  (1) 

'=^'(-+.'.)=°+i, <" 

toi  darin  mit  y  =  9,81  und  wenn  r  jetzt  die  Temperatur  in  Celsius'- 
chfjQ  Graden  bedeutet,  nach  (3)  und  (5) 

a  =  0,023577 

^  =  0,00011519  —  0,0OO004191r  +  0,00000009  2  2  9t  «, 
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§.Ö0. 


z.vB.  ß.lO»  ^  9654  825i 
für     T  =  50    10® 


7309 


6829 
20®G. 


Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  2^  welche  hiernach  verschiedouon 

Werthen  von  — -  insbesondere  für  r  =  10® C.  entsprechen,  und  weKb« 

ua 

bei  den  Anwendungen  mit  Rücksicht  auf  die  Unvollkommenheiten  der  c)  - 
lindrischen  Form  um  etwa  20  Procent,  mit  Rücksicht  zugleich  auf  liii 
Verunreinigung  und  Verengung  der  Röhren  durch  Niederschläge  aus  dvm 
Wasser  um  50  und  mehr  Frocent  grösser  in  Rechnung  gebracht  wonitu 
mögen,  sofern  nicht  etwa  dieser  letztere  Umstand  dadurch  berücksichtig 
wird,  dass  man  die  abzuführende  Wassermenge  entsprechend  grösser  setzt 
als  dem  Bedürfniss  zur  Zeit  der  ersten  Anlage  entspricht 


ud 


1 
ud 


1 

0,02366 

11 

0,02448 

21 

2 

0,02374 

12 

0,02457 

22 

3 

0,02382 

13 

0,02465 

23 

4 

0,02391 

14 

0,02473 

24 

5 

0,02399 

15 

0,02481 

25 

6 

0,02407 

16 

0,02490 

26 

7 

0,02415 

17 

0,02498 

27 

8 

0,02424 

18 

0,02506 

28 

9 

0,02432 

19 

0,02514 

29 

10 

0,02440 

20 

0,02523 

30 

0,02531 
0,02539 
0,02547 
0,02556 
0,02564 
0,02572 
0,02580 
0,02589 
0,02597 
0,02605 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
44) 


0,02613 
0,02622 
0,0263«) 
0,0263S 
0,02(V4« 
0,026:0 
0,02<>«vJ 
0,02671 
0,(^2679 
(M^26^^ 


Der  Ausdruck  (1)  für  die  specif.  Widerstandshöhe,  welcher  dem  An- 
druck (7)^des  Coefficientca  X  zu  Grunde  liegt,  empfiehlt  sich  bosond-r^ 
auch  dadurch,  dass  er  mit  einfachen  Vorstellungen  von  der  Natur  kI* 
Leitungswiderstandes  ziemlich  zwanglos  in  Zusammenhang  gebracht  wen)'  a 
kann.  Die  Ursachen  dieses  Widerstandes  sind  die  äussere  und  die  inn«  r* 
Reibung,  denen  entsprechend  die  Widerstandshöhe  B^  als  aus  zwei  Tbcii* : 
bestehend  zu  betrachten  ist: 

£,=E,  +  T, ' 

Die  äussere  Reibung  wird,  insoweit  sie  von  der  iimeren  verschioi ' 
ist,  durch  die  immer  bis  zu  gewissem  Grade  vorhandene  Rauhigkeit  ^i  ^ 
durch  die  Erhabenheiten  und  Vertiefungen  an  der  inneren  Oberfiicho  il> " 
Rohrwand  verursacht.  Die  Geschwindigkeiten  der  an  dieser  Oberflich<'  h'. 
fliessenden  Wassertheilchen  erleiden  dadurch  sehr  oft  wiederholte  plotzli .'. 
Aenderungen  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung.  Indem  aber  die  Miscboi:.'- 
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kwegQDgeD,  die  durch  solche  Kichtungsänderungcn  gegen  das  Innere  der 
Köhrc  hin  verursacht  werden,  bezüglich  auf  ihre  Interferenz  mit  der  regel- 
lubsig  strömenden  Bewegung  im  Inneren  der  Röhre  und  auf  die  ent- 
prechcnde  Vermehrung  der  inneren  Reibung  daselbst  unmöglich  rationell 
D  verfolgen  sind,  mag  die  gesonderte  Berücksichtigung  der  äusseren  Rei- 
QQg  durch  die  Vorstellung  ermöglicht  werden,  dass  ihr  Einfluss  sich  un- 
littdbar  nur  auf  eine  röhrenförmige  \Vaaserschicht  von  sehr  kleiner  mitt- 
lrer Dicke  6  an  der  Oberfläche  erstreckt,  und  zwar  insofern,  als  durch 
en  wiederholten  plötzlichen  Wechsel  dieser  Schichtdicke  zwischen  einem 
ünimam  =  ö^  und  einem  Maximum  ^=  62  eine  entsprechend  plötzliche 
«scbwindigkcitsänderung  zwischen  '  einem  Maximum  =  w^  und  einem 
tinimam  =  «^^  bedingt  wird.  Jedem  solchen  plötzlichen  Uebergang  der 
eschwindigkeit  von  ic^  in  w^  entspricht  nach  §.  76,  Gl.  (7)  eine  Wider- 
andshöhe 

ier,  wenn  w'  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  fi^licben' Oberfiächen- 
hicht  im  Sinne  der  Rohraxe  bedeutet,  eine  Widerstandahöhe 

=  ^T,  "•'*  ^  -  L'  -  v)  =  U  ~  rfy  • 

Vnn  also  irgend  einer  der  Wasserfäden,  in  welche  die  fragliche  Ober- 
iclienschicht  des  Wassers  durch  ein  in  der  Rohraxe  sich  schneidendes 
^nenbOschel  zerlegt  werden  kann,  pro  Längeneinheit  im  Durchschnitt  n 
Icber  plötzlichen  Querschnitts-  und  Geschwindigkeitsänderungen  erfährt, 
ist  die  entsprechende  specifische  (auf  die  Längeneinheit  bezogene)  Wider- 
indshöhe  oder  Widerstandsarbeit  pro  1  Egr.  des  in  der  Oberflächenschicht 

essenden  Wassers  =  n^  -— ,  und  endlich  pro  1  Kgr.  des  in  der  ganzen 

)bre  vom  Durchmesser  d  =  2r  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  u 
t^ssondcn  Wassers: 

„  2jtr6.tD      ^  w'^         nöC'  w'^ 

w  ^= „r  —  ^  — ? 

Jtr'*^  2g  gm 

d  w  ' 

er  mit  r  ==  -—  und  —  =  e 

2  u 

^.^ml'i:«*    ««; (9). 

g         d  d 

15  ist  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  (1)  von  B^^  und  hat  darin  der  Co- 
ticieut  a  die  Bedeutung: 
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9  9  \\         ^J 


K- 


R,= 


Die  einzelnen  Factoren  dieses  Ausdracks,  von  denen  n  sehr  gross  an«1  i 
sehr  klein  ist,  können  nicht  näher  hestimmt  werden,  lassen  es  aber  gcnua 
ihrer  Bedeutung  erklärlich  erscheinen,  dass  der  Goefficient  a  von  dvi 
Oberflächenbeschaffenheit  der  Röhre  abhängig  gefanden  wird 
Eine  noch  einfachere  Deutung  gestattet  das  von  der  inneren  Rei 
bung  abhängige  zweite  Glied  des  Ausdrucks  (1).  Wenn  nämlich  behc^ 
Ausschliessung  aller  Nebenumstände  eine  horizontale  Röhre  voransi;es<  m 

in  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73  folglich  K^  =  0  gesetzt  niri 

hu  \ 

so  folgt  daraus,  da  hier  auch  y"  =  0  ist, 

hp 
hs 

oder,  wenn  auch  die  Rohrweite  sehr  klein  im  Vergleich  mit  der  Drcfi 
höhe,  somit  p  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  als  z^^^ 
nur  von  einem  zum  anderen  Querschnitt  verschieden,  d.  h.  als  blosse  Fm» 
tion  von  s  zu  betrachten  ist, 

indem  der  Summand  /^  in  Gl.  (8)  nichts  anderes,  als  die  Abnahmi-  \u 
Druckhöhe  f      j  pro  Längeneinheit  der  Röhre,  insoweit  sie  von  der  inn»  r-. 

Reibung  (  R^  )  abhängt,  bedeutet.    Nach  §.72,  Gl.  (8)  ist  aber  auch 

R    d    f    dw\ 

unter  R  wie  dort  die  Constante  der  inneren  Reibung  verstanden,  mähr  .i 
(zum  Unterschied  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  u)  hi^r  w  %iix  i-  i 
schwindigkcit  in  der  Entfernung  y  von  der  Rohraxe  bezeichne.  Au>  c  | 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  R^  folgt 


^.    (y  .^•^^    =.    _J   rA  y 

ly  V  dy)  R  " 


dy  \    dy 

und  daraus  durch  Integration  mit  Rücksicht  darauf,  dass  «r  ein 

du)         \  ,  , 

—  Oj  für  y  =  0  und  »  —   w*fOr  y  —  r  ist, 

dy  21t^'  ^    4Ä  ^  *  ' 


190. 
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oder  auch,  wenn  Wq  das  Maximum  von  tc  fttr  y  =  0  bedeutet, 

7^1 


w. 


w 


4Ä 


y^ 


Toraus  ersichtlich,  dass,  wenn  von  allen  Punkton  eines  Querschnitts 
ins  begrenzte  gerade  Linien  parallel  der  Rohraxo  und  propor- 
ional  den  betreffenden  Geschwindigkeiten  gezogen  werden,  die 
Endpunkte  derselben  in  einem  Umdrehnngsparaboloid  liegen. 
Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11)  ist  nun  die  mittlere  Geschwindigkeit 


Jtr 


r 

Jw .  2jiydy  =  -W    *o 


y*) 


\  -r*    ,7lx( 
"   -2   +  IR  V 


r*C 


4/J 


ydy^= 


*       I       7    l         2 


,  wenn  wieder  r  ^=  -   und    - 

2  n 

SR  u—  w' 


e  gesetzt  wird, 


S^^(^-^)   «    _  j   «     .  .  .  .  (12), 


«■r  Form  nach  übereinstimmend  mit  dem  zweiten  Theil  des  Ausdrucks  (1;, 
rührend  die  Bedeutungen  der  Buchstaben  /  und,iZ  den  Coefficicnten 

i  _  32E(l-t) (13) 

7 
on  der  Art  und  vom  Wärmezustande  der  Flüssigkeit  abhängig 
rscbeinen  lassen.*  — 

Die  der  obigen  Betrachtung  zu  Grunde  liegende  Auffassung  der  äus- 
ifren  Reibung  als  desjenigen  Widerstandes,  welcher,  durch  nicht  weiter 
oalysirbare  seitliche  und  wirbeiförmige  Bewegungen  sich  mittelbar  auf  die 
anze  Wassermasse  erstreckend,  unmittelbar  von  der  Rauhigkeit  der  festen 
boiirwand   und  von  den  dadurch  bedingten  unzähligen  plötzlichen  Quer- 


*  Hagen  erklärt  a.  a.  0.  die  Bcdeatong  des  zweiten  Gliedes  des  Ans- 
nicks  (1)  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Weise,  mit  dem  Unterschiede  jedoch, 
aÄS  er  ip'  =^  0  setzt,  nämlich  die  äusserste  Wasserschicht  als  dauernd  an  der 
l'hnrand  haftend  annimmt.  £in  Einfluss  der  oberflächlichen  Beschaffenheit 
le-^er  Wand  aaf  den  resultirenden  Leitongswiderstand  wird  damit  bestritten, 
odnrch  dann  aber  auch  die  Form  des  ersten,  bei  weiten  Röhren  überwiegend 
rossen  Gliedes  des  Ansdmcks  (1)  sich  irgend  einer  einigermassen  rationellen 
>«futaiig  entzieht. 


r 
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Schnitts-  und  Geschwindigkeitsändorungen  der  längs  ihr  bin  fliesstmli*! 
äusserstcn  Wasserschicht   herrtthrt,    ist   wesentlich   verschieden  \od  'l»r 
früheren  Auffassung,  nach  welcher  diese  äussere  Reibung,  in  §.  72,  Gl.  5 
pro  Flächeneinheit  mit  R'  bezeichnet,  mit  der  inneren  Reibung  im  GKirb- 
gewicht  ist.    Wenn  man  in  jener  Gleichung  gemäss  den  Bedeutungen  «id 

in  ihr  vorkommenden  Buchstaben  für  den  vorliegenden  Fall  einer  knin 

d^  dy 

förmig  cylindrischen  Röhre  -^  ^  ^^  1  und      y   :^;r  0  setzt,   crgicbt  ^i«h, 

d%  da 

wie  übrigens  auch  ohne  Weiteres  einleuchtet, 

R'  _        bu 

^  "~  ~  äy 
oder,  weil  hier  die  Geschwindigkeit  u  an  der  Oberfläche  mit  w'  bezoi«  113*1 
und  eine  blosse  Function  von  y  ist,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11) 

R'  dw'  //j 

R  ~     ~    dy   '~  2R 

R!  2         R'    i 
also  /i  =   —  -  z=  --- 

Y    r         yd 

In  der  That  ist  die  äussere  Reibung  als  Summe  der  beiden  Anffa>^i::.t 
entsprechenden  Widerstände  zu  betrachten,  und  wenn  ä'  in  diesem  ^:  2^ 
verstanden,  somit  auch  der  durch  dio  Unregelmässigkeiten  der  RoLr^^-uj 
resp.  durch  die  entsprechenden  unregelmässigen  Misehungsbo\%ri:i:i  .i 
verursachte  Widerstand  dadurch  in  Rechnung  gebracht  wird,  dass  die  in*  •  'i 
Reibung  der  regelrecht  strömenden  geraden  Wasserfäden  resp;  c«':i  ^ 
trischen  cylindrischen  Wasserschichten  entsprechend  grösser  gesetzt  *  H 
so  kann  auch- 

A  ^  E,  +  7,  -.  ^:  \ 

gesetzt  werden,  wie  in  §.  89,  Gl.  (2).    Dass  dort  derselbe  Ausdruck  .  >a 
abgesehen  von  der  inneren  Reibung,  nämlich  auf  Grund  der  Annahme  .  - 
in    der   ganzen  Masse    gleichförmigen  Geschwindigkeit  gefunden  «»r' 
konnte,  liegt  darin,  dass  die  inneren  Reibungen,  womit  zwei  bena^h^iii 
der  concentrischen  cylindrischen  Wasserschichten  gegenseitig  auf  fiiu 
wirken,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Das  Abhängigkeitsgesetz  der  Gri»^^-  ' 
konnte  aber  dabei  nur  rein  empirisch  ermittelt  werden. 

Im  Folgenden  soll  die  specif.  Leitungswiderstandshöho  in  der  \  n 
von  Gl.  (6)  in  die  Rechnung  eingeführt  werden,  womit  die  I-^ndan;« ' ' 
gleichung  [1)  in  §.89  die  Form  erhält: 
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I^arin  ist  h  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels,  woselbst  der  äussere  Druck 
-  fo  ist,  Aber  dem  Schwerpunkt  der  Mflndung  resp.  dem  Unterwasser- 
spiege],  woselbst  der  äussere  Druck  ==  p  ist,  während  /  die  Länge,  d  die 
Weite  der  Abflussröhre,  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben  und  g 
iie  Samme  der  Coefficienten  besonderer  Widerstände  bedeutet,  die  an  ge- 
rissen Stellen  der  Röhre  vorkommen  können. 

Dabei  ist  yorausgesetzt,  dass  das  Wasser  mit  dem  vollen  Rohrquer- 

jrrf* 
ichnitt  F  =  — -— ,  somit  ohne  äussere  Contraction  und  ohne  besonderen 

4 

inderstand  an  der  Mündung  ausfliesst  Wenn  aber  die  Röhre  mit  einem 
(andstfick  endigt,  dessen  Mttndung  A<^F  und  für  welches  der  nach  dem 
Mieren  zu  beurtheilende  äussere  Contractionscoefficient  =  a,  Geschwin- 

Ügkeitscoefficient  =  op,  also  der  Widerstandscoefficient  =  — r  —  1  und 

1er  Aosflusscoefficient  z=  ag>  =  (i  ist,  so  wird  die  wirksame  Druckhöhe  II 

tasser  zur  Bewältigung  der  Widerstandshöhen  £  —  und  >t  —-  — )  zur 

2ff  d  2g/ 

beagung  nicht  nur  der  Geschwindigkeit  u  in  der  Röhre  selbst,  sondern 

F 
er  grösseren  Ausflussgeschwindigkeit  ==  — -  u   im  kleinsten  Querschnitt 

aA 

es  Contrahirten  Strahls  und  zur  Bewältigung  des  durch  das  Mundstück 
E-rursachten  Widerstandes  verbraucht,  so  dass  an  Stelle  des  Summanden  — 
Bf  der  linken  Seite  von  Gl.  (14)  zu  setzen  ist: 


i  (ä  •)' K  (j« -')]= 4  (^  •)='-'-' 


F\^  u^ 
Bd  somit  die  Gleichung  übergeht  in; 

.U  +  s+A^j^— ^ (15)- 

Innerhalb  der  Grenzen,  zwischen  denen  die  Werthe  von  u  und  d  bei 
?&  technischen  Anwendungen  zu  liegen  pflegen,  nämlich  etwa  u  =  0,5 

B  2  Mtr.  pro  See.  und  d  =  0,05  bis  0,5  Mtr.,  entsprechend  «rf  =  -— 

40 

^  1,  ist  il  der  obigen  Tabelle  zufolge  nur  etwa  zwischen  den  Grenzen 
027  und  0,024  verschieden,  so  dass  dafür  meistens  in  solchen  Fällen  zu- 
eiob  mit  Rücksicht  auf  die  Unvollkommenheiten  der  cylindrischen  Form 
id  auf  geringe  Verunreinigungen  der  Röhre  ein  um  etwa  20  ^/^  grösserer 
instanter  Mittelwerth,  in  runder  Zahl  etwa  X  =  0,03  gesetzt  werden 
uin,  wobei  es  ausserdem  vorbehalten  bleibt,  zu  noch  grösserer  Sicherheit 
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behufs   weiterer   Berücksichtigung   stellenweiser  Querschnittsverengnn^^r. 
durch    allmählig   zunehmende  Niederschläge   das   pro  See    abzufuhreEO 
Wasservolumen  =  V  Cubikm.  je   nach  Umständen  mehr  oder  wenisiT 
grösser  zu  setzen,  als  dem  Bcdürfniss  zur  Zeit  der  Anlage  entspricht 

Wenn  der  Querschnitt  einer  Röhre  nicht  kreisförmig  ist,  so  kann  ik 
Ermangelung  besonderer  Versuche  der  Leitungswiderstand  demjenigen  oimr 

kreisförmig-cylindrischen  Röhre  gleich  gesetzt  werden,  deren  Weite  d  ni.  h 

AF 

§.89,  Gl.  (2)  =r  dem  sogenannten  mittleren  Durchmesser  -      —  dvsi 

vierfachen  Inhalt  dividirt  durch  den  Umfang  des  gegebenen  RohrquerBclinit: 
ist.  In  der  That  mag  freilich  der  fragliche  Widerstand,  obschon  er  uhse 
Zweifel  um  so  grösser  sein  muss,  je  grösser  U  bei  gegebenem  Wertb  vor.  f 
ist,  nach  einem  etwas  anderen  Gesetz  von  F  und  U  abhängen,  auch  \j 
verschiedene  Querschnittsformen  bei  gleichen  Werthen  von  F  und  T  vr- 
schieden  sein;  doch  fehlt  es  einstweilen  an  genflgcnden  Anhaltspunkten  :ir 
Berücksichtigung  dieser  Umstände. 

Bevor  übrigens  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  zur  Lösung  besondre 
Probleme  benutzt  werden,  sind  zunächst  die  in  Leitungsrohren  vom> 
weise  vorkommenden  besonderen  Widerstände  näher  zu  besprechen,  den«*! 
der  resultirende  Widerstandscoefficient  f  jener  Gleichungen  entspricht.  ^•.< 
werden  theils  durch  Richtungs-,  theils  durch  QuerschnittsänderuugeQ  In 
in  der  Röhre  strömenden  Wassers  verursacht 


§.  91.    Widerstand  von  Knie«  und  Kropf rShren. 

Wenn  schon  der  allgemeine  Leitungswiderstand  gerader  cylindri^ -1 
Röhren  nur  durch  besondere  Versuche  zuverlässig  bestimmt  worden  k^n 
so  ist  dies  um  so  mehr  der  Fall  in  Betreff  des  zusätzlichen  WidersUi  •>  '^ 
der  durch  plötzliche  oder  allmähligo  Richtungsänderungen,  durch  >  v* 
nannte  Knie-  oder  Kropfröhren  verursacht  wird,  wobei  in  erhöhtem  i'ir. 
jene  complicirton  Mischungsbewegungen  stattfinden,  an  denen  die  t:.-  : 
tische  Untersuchung  scheitert, 

1)  Aus  Versuchen  mit  Knie  röhren  von  0,03  Mtr.  Weite  für  > 
schiedcne  Wcrthe  des  Winkels  «,   um  welchen  dabei   die  Richtung 
Wassorstroms  plötzlich  geändert  wird,  hat  Weisbach  für  den  bt»tn»tfi : 
Widerstaudscoeflicieuton  die  empirische  Formel* 

•  Iiigonicur-  und  Maschinen-Mechanik.  I,  Tierte  Anfl^  S.  i»61. 
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g  =  0,9457«»*-^  +  2,047  «n*-^ 
3  ?  2  2 


(1) 


I 


ü' 


I 


T:rr 


V 


bgeleitet,  wonach  sich  z.  B.  für 

a   =  20®    40<>    60®    80®    90® 
g  =  0,046  0,139  0,364  0,740  0,984 

■giebt  Mit  welcher  Annäherung  dieselben  Werthe  auch  bei  weiteren 
I thron  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  ist  zweifelhaft-,  für  engere  Knie- 
•bren  fand  Weisbach  den  Widerstandscoefficienten  Wesentlich  grösser, 
I  solche  Ton  0,01  Mtr.  Weite  wenigstens  1,5  mal  so  gross. 

Für   den  Fall  eined  doppelten  Eniees  mit  kurzem  Zwischen- 
fick  (Fig.  37),  d.  h.  für  den  Fall  einer  in  kurzem  Abstände  wiederholten 
¥ig.i7.  plötzlichen  Richtungsänderung  um  densel- 

ben Winkel,  ist  nach  Weisbach  der  resul- 
tirende  Widerstandscoefficient  nur  =  dem- 
jenigen des  einzelnen  Eniees,  wenn  beide 
Ablenkungen  in  derselben  Ebene  in  gleichem 
Sinne  (Fig.  37,  ^),  dagegen  doppelt  so 
gross,  wenn  sie  in  entgegengesetztem  Sinne 
(Fig.  37,  B)  stattfinden,  und  endlich  unge- 
ir  1^/^  mal  so  gross,  wenn  die  Mittelebenen  beider  Eniee  (die  Fbenen 
r  Mittellinien  ihrer  Schenkel)  sich  rechtwinklig  schneiden.  Gemäss  der 
lon  früher  erwähnten  Erklärung  des  in  Rede  stehenden  Widerstandes 
rch  seine  Zurückführung  auf  eine  Zusammenziehung  und  plötzliche 
ioderaasbreitung  des  von  der  Rohrwand  örtlich  abgelösten  Wasserstroms 
ig.  28  in  §.  76)  ist  also  anzunehmen,  dass  diese  innere  Contraction  durch 
\  zweite  Knie  im  ersten  der  genannten  drei  Fälle  nicht  merklich,  im 
eiten  beträchtlich,  im  dritten  weniger  verstärkt  wird,  wie  es  für  die 
iden  ersten  Fälle  die  punktirten  Linien  in  Fig.  37,  ^^  und  B  andeuten. 
Sind  die  Widerstandscoefficienten  g^  und  ^  der  beiden  Eniee  ungleich, 
ra  C    T>  £2,  so  wird  der  resultirende  Widerstandscoefficient 

im  ersten  Falle:     £  =  £1 
„  zweiten    „   :     £  =  Si  +  Sa 


I 


/ 


^1 


Y> 


dritten 


?7 


S  bi   ~r"    o    bä 


setzen  sein.  XJebrigens  bleibt  die  Länge  näher  festzustellen,  welche 
lufe  einer  sicheren  Anwendung  dieser  Regeln  das  mittlere  Rohrstück 
hstens  haben  darf;  wenn  diese  Länge  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
rhst,  so  wird  natürlich  in  allen  Fällen  £  =^  £1  +  £2- 
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2)  Ein  kleinerer  Widerstand  ist  mit  der  Richtangsändemng  eiLrr 
Leitungsröhre  verbunden,  wenn  dieselbe  nicht  plötzlich,  sondern  allmaLiu 
stattfindet;  dazu  dienen  die  vorzugsweise  üblichen  Kr opfr Öhren  (KrümiLtr, 
d.  h.  kurze  Röhren  mit  kreisbogenförmiger  Mittellinie,  welche  darcb  .r- 
sprechende  Flanschen  mit  zwei  geraden  Rohrstrecken  von  verschied^ir!. 
Fig.  38.  Richtungen  verbunden  werden  (Fig.  38).  Für  den  ge»  L> 

liehen  Fall,  dass  die  Mittellinie  des  Erümmerä  ein 
Viertelkreis  ist,  durch  denselben  folglich  eine  Kl  - 
tungsänderung  von  90^  vermittelt  wird,  hat  Wei-'v,  i. 
aus  eigenen  und  aus  Versuchen  von  Dubuat  für  i  ' 
Widerstandscoefficienten  die  folgende  Formel  abg»  Im'  t 

g= 0,131  +  ^MT  (~y - 

darin  bedeutet  q  den  Halbmesser  der  Mittellinie,  r  den  Halbmes^rrifl 
kreisförmigen  Rohrquerschnitts.  Ist  der  letztere  rechteckig  mit  den  N:*i 
=  2r  parallel  der  Ebene  der  Mittellinie,  so  fand  Weisbach: 


g  =  0,124  +  3,104  (- 


Danach  ist  z.  B.  für     -  =    0,2         0,3         0,4 


0,5 


^^^ 


bei  krcisförm.  Querschn« 
„  rechteckig.         „ 


0,206     0,294     0.41" 
0,250     0,398     OM 


g  =  0,138     0,158 
g  =  0,135     0,180 

Eine  grosse  Zuverlässigkeit  ist  übrigens  diesen  Zahlen  nicht  rJi 
schreiben,  weil  (ebenso  auch  bei  den  Knieröhren)  die  Uebereinstiiu:  uij 
der  unter  fast  gleichen  Umständen  erhaltenen  Versuchsresultate,  wie  NV «  » 
bach  selbst  anführt,  viel  zu  wünschen  lässt. 

Ist  die  Mittellinie  der  Kropfröhre  ein  Kreisbogen  von  kieiD''.*^! 
Mittelpunktswinkel,  als  90^,  so  ist  g  ohne  Zweifel  kleiner;  in  «ui'  i 
Maasse,  ist  durch  Weisbach's  Versuche  nicht  näher  festgestellt  wi.-i 
Ist  sie  aber  ein  Kreisbogen  von  grösserem  Mittelpunktswinkel  bis  !><''. « 
wird  ihm  zufolge  g  nicht  merklich  grösser,  wogegen,  wenn  an  einen  Krirr.'iiC 
von  90^  ein  gleicher,  aber  entgegengesetzt  gekrümmter  sich  anniirt'.'« 
anschliesst,  der  Widerstandscoefficient  eines  solchen  S-formigen  P")!-*! 
krümmers  nahe  doppelt  so  gross  wie  der  eines  einfachen  gefunden  wtir-M 
Dieses  Verhalten  ist  ganz  analog  dem  oben  unter  1)  erwähnten  d^p)**!*^ 
Knieröhren  mit  kurzem  Zwischenstück  (Fig.  37,  A  und  ^\  and  ist  *Ur^ 
zu  schlicssen,  dass  überhaupt  der  Widerstand  von  Kropfröhren    wemj^'  t 
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ir  sUrker  gekrUmmten^  worauf  sich  die  Weisbacb' sehen  Versuche  vor- 
igsweise  beziehen)  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Ursache  zurückzuführen 
1  wie  der  Widerstand  von  Enieröhren. 

Für  die  technischen  Ausführungen  ist  im  Allgemeinen  eine  solche 
lümmung  der  Kropfröhren  empfehlenswerth  und  gebräuchlich,  bei  welcher 
e  Axcn  der  dadurch  verbundenen  geraden  Rohrstrecken,  wie  Fig.  38  an- 
ntet,  sich  in  der  Wandfläche  des  Krümmers  treffen;  in  diesem  Falle  ist 

r  =  p(V2~  —  1);         -  =  0,4142 

dnach  Gl.  (2):  g  =  0,215. 

f 

Nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  würde,  wenn  —  bis  Null  abnimmt, 

Q 

ur  bis  0,131  resp.  0,124  abnehmen,  während  thatsächlich  offenbar  g 

f 
peich  mit        in  die  Grenze  Null  übergehen  muss.  Auch  ist  bei  kleineren 

Q 

f 
^hen  von  —  oder  bei  Röhren,  die  auf  eine  grössere  Länge  gekrümmt 

i,  der  Krümmungswiderstand  von  anderer  Art  wie  bei  kurzen  Kropf- 
in>n  von  starker  Krümmung  oder  bei  Knieröhren;  er  ist  dann  nicht  an 
er  bestimmten  Stelle  concentrirt  und  im  Wesentlichen  auf  eine  örtliche 
iktraction  des  Wasserstroms  reducirbar,  sondern  er  äussert  sich  stetig 
'  «1er  ganzen  Länge  der  gekrümmten  Röhre,  so  dass  auch  g  mit  dieser 
Ige  oder  bei  gegebenem  Krümmungshalbmesser  q  mit  dem  gesammten 
(eakangswinkel  a  (=  der  absoluten  Summe  aller  elementaren  Ablenkungs- 
dcel.  einerlei  ob  in  gleichem  Sinne  stattfindend  oder  nicht)  stetig  zu- 
teen  muss.  In  solchen  Fällen  ist  deshalb  den  Weisbach 'sehen  Formeln 
B  andere,  wenigstens  ihrer  allgemeinen  Form  nach,  vorzuziehen,  welche 
baat  seinen  Messungen  gemäss  für  beliebig  gekrümmte  Röhren 
fe  kreisförmigem  Querschnitt  aufgestellt  hat.  Denkt  man  sich  näm-* 
I  an  der  Stelle,  wo  eine  gerade  Rohrstrecke  in  eine  gekrümmte  über- 
it,  die  Axe  der  ersteren  verlängert  bis  sie  die  Wandfläche  der  letzteren 
^  von  dem  Schnittpunkte  aus  eine  Tangente  an  die  krumme  Mittellinie 
OfTf'n  bis  zu  einem  zweiten  Schnittpunkte  mit  der  Wandfläche  u.  s.  L 
die  so  erhaltene  gebrochene  Linie  wieder  genau  oder  möglichst  ange- 
^rt  in  die  Axe  der  am  anderen  Ende  der  Krümmung  sich  anschlies- 
^<^n  geraden  Rohrstrecke  übergeht  (wie  es  die  punktirten  Linien  in 
[•  '^^  fQr  den  einfachsten  Fall  andeuten),  und  bezeichnet  mit  q)  die  (im 
gemeinen  verschiedenen)  einzelnen  Ablenkungswinkel  der  Seiten  an  den 
^punkten  des    erhaltenen  Polygons   (in  Fig.  38    ist   nur  ein  solcher 

^''^»kof,  th«or«t.  Maflchüienlelire.    I.  32 
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Winkel  q)  vorhanden,  somit  q>  =  a),  so  setzt  Önbaat*  die  Krflinmiin:^ 
Widerstandshöhe 

2d  stn^ — 

B  =  — u* 

3000 

für  den  pariser  Zoll  als  Längeneinheit    Darans  folgt  für  den  Mett-r  il 
Längeneinheit  von  B  und  u 

-B=  g"-  =  0,0123««  2:  «11*1 

g  =  2. 9,81. 0,0123 -S«««^  =  0,2413  2««*  I ^ 

Ist  der  Krümmungshalbmesser  constant  =  p,  so  ist  offenbar 

JSsm*^  =  -  «fi*^-     und     «w—  =  — 7 * 

2         9p-  2  2         p  -f  r 

Hiemach  ergiebt  sich  z.  B^  wenn  ä  in  Graden  aosgedrQckt  wiri 

für  -  =  0,05         0,1  0,15  0,2 

^  .  i 

—  ;  =  0,0632  0,0850  0,0994   0,1091» 
a 

und  für  a  =  90^:  C  =  0,057   0,076   0,089   0,099 

I 

Man  wird  sicher  gehen,  wenn  man  für  stärkere  Krflmmangen,  ki 

♦  r 
für        --^  0,2  die  Weisbach'sche  Formel  (2)  anwendet  flir  schwäiM 

Q    ^  I 

Krümmungen  aber  die  Formel  ^^4 '  mit  einem  soTergrösserten  Coefficii :  m 

dass  sie  sich  an  jene  stetig  anschliesst  nämlich  für  -     =  0,2  and  c  ---  "^ 

9 

r 
donsollHm  Werth  von  C  liefert    Setzt  man  zu  dem  Endo  für        ^    t^* 


fc,    T-    0,.>I>l   ^JHH*               -    0,33 1  «M-         ;  COM           =:r    - 

2                      9"  2                2          ^   -f  »^ 

so  eniiobt  sich  lür        --  0,l^o  0,1  0,15          0,2 

C  =  iMkSv^2  0,1 1M<  0,13S9      0,1534 

um!  ftir  «  r  -  90^:  C  ^  ^  a079  0,U»7  0,125        0,13»^. 


•  l*riiKi|H^  \l'h>ilr«uli4ue«  Nr  ItC»  aod  >ir3r>I. 
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r 
Ist    =  X  sehr  klein  (etwa  •<  0,05),  so  kann  auch  gesetzt  werden: 

cos  -  =  (1  +  a?)  ~  ^ 

i*~  =  1  —  (1  +  x)-^=  1  —  (1  —  2a?  +  3««  —  ...)  = 


=  2a?(l  — I«  +  ...) 


M'n  ^  =  y2x  (l  —  ~x  +  ,.}\ 


—  are  stn 


m\y2i(l  —  ^-x  +  .,^     =  y2i  (l~  jx  +  ..'^  + 

+ -^  (y2^)»  + ...  =  1/2^  (i  -  ^^  + ...) 


1  —  X    -\-   ... 


.«,ä-  =  ---_ =  V  ^   [1  —  --X  -\-  ... 


2  1/2*    i__5^_^... 

12      ^ 


^    2    \  12 


-)|/' 


nahe  =  (1  -     . 
1  somit  nach  GJ.  (6),  wenn  wieder  a  in  Graden  ausgedrückt  wird, 

:  _-  2'lil  ^  «(1  ^  ^)  y^-  =  0,00416«  (i  -  -^  l^^(7). 


d2    Widerstand  infolgre  plStzlieher  Aendernng  des  Rohrqnerschnitts. 

Plötzliche  Qnerschnittsänderungen  einer  Leitungsröhre,  die  mit  einer 
ichen  Trennung  des  FlQssigkeitsstroms  von  der  Rohrwand  und  somit 
^iQ  nach  $.  76  zu  beurtheilenden  Widerstände  verbunden  sind,  sollen 
r  aus  letzterem  Grunde  im  Allgemeinen  möglichst  vermieden  werden; 
aber  sind  sie  unvermeidlich  oder  absichtlich  herbeigeführt,  insbesondere 
Regulining  oder  zeitweise  gänzlichen  Unterbrechung  des  Wasserstroms 
:h  Schieber,  Hähne,  Drosselklappen  oder  Ventile.  Wenn  auf  solche 
ise  der  Robrquerschnitt  an  einer  gewissen  Stelle  mehr  oder  weniger 

32* 
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verengt  ist,  so  erfährt  der  Wasserstrom  nach  dem  Durchgänge  durch  di  m 
kleinsten  Querschnitt  =  A  der  Leitung  im  Allgemeinen  zunächst  noch  *'\\ 
weitere  Contraction  etwa  bis  aA  (unter  a  <1  1  den  betreffenden  iiiu<r 
Contractionscoefficienten  verstanden)  bevor  er  sich  bis  zum  vollen  \U 
Querschnitt  =  F  wieder  ausbreitet.  Wäre  diese  plötzliche  QuerscLbit 
vergrösserung  von  aA  bis  F  die  einzige  Ursache  des  in  Rede  stvbeiij 
Widerstandes,  so  wäre  nach  §.  76,  Gl.  (8)  der  entsprechende  Wider»t.»:i 
coefficient 

^  =  ta-v ' 

Wenn  nun  auch  thatäächlich  gewisse  Widerstände  schon  durch  die  gc?^ 
gene  Zusanmienziehung  des  Wasserquerschnitts  bis  a-4,  femer  oft  oi 
unbeträchtliche  durch  gleichzeitige  Richtungsänderungen  und  Stromz«-!ll 
lungen  verursacht  werden,  die  namentlich  mit  dem  Durchfluss  dos  W-w 
durch  die  von  den  oben  genannten  Reguliruugsvorrichtungen  darjnl»  t 
Oeffnungen  verbunden  sein  können,  so  pflegen  doch  dieselben  im  Xnöi 
mit  dem  durch  Gl.  (1)  ausgedrückten  Hauptwiderstande  nur  von  untii 
ordncter  Grösse  zu  sein;  diese  Gleichung  kann  dann  auch  zur  Dar^tl^ 
des  resultirenden  Widerstandscoefficienten  dienen,  falls  nur  dorn  (  I 
cienteu  a  eine  entsprechend  zusammengesetzte  Bedeutung  bei^tK^t 
sein  Werth  für  verschiedene  Fälle  durch  besondere  Versuche  b«  -* 
wird.     Die  betreffenden  Angaben  dieses  §.  beruhen  auf  Tersuchu 

I 

Weisbach.* 

i 

Derjenige  Einfluss,  welcher  durch  Richtungsänderungen  and  Z -r| 
sungen  des  Wasserstroms,  ferner  durch  Aenderungen  der  Gestalt  = 
solchen  der  Grösse  seines  Querschnitts  und  durch  eine  etwaige  l'nv 
digkeit  der  inneren  Contraction  (bei  seitlicher  Lage  der  verengten  I» 
flussöffnung)  auf  den  Coefficienten  g  und  sotüit  auf  a  ausgeübt  wirL 
je  nach  der  besonderen  Art  und  Disposition  der  hier  in  Rede  s:« 
Regulirungsvorrichtungen  sehr  verschieden  sein ;  um  so  mehr  ist  es  n  ' 
die  Werthe  von  £  und  a  vor  Allem  zunächst 

1)  für  den  einfachsten  Fall  zu  kennen,  nämlich  für  den  Fa:' 
kreisförmigen  centralen  Oeffnung  ^=  A  iu  einer  oheneu  N^ 
die  senkrecht  zur  Axe  in  eine  Röhre  von  kreis  förmigem  V 
schnitt  ~-  F  eingesetzt  ist.    In  diesem  FundamentalfaJlo,  in  «'^ 
die  so  eben  genannten  besonderen  Umstände  sänimtlich  eliminirt  ^iti*! 
der  ('Oefficient   «  von  Gl.  (1)   nur  mit  Rücksicht  auf  den    jn»riii.*  »^ 

*  Ingenieur-  uud  Maschiuen-Mechanik,  I,  vierte  Aufl.,  $.438  und  §  44 
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Widerstand  bei  dor  Zusammenziehung  des  Wasserstroms  bis  zum  kleinsten 
luiTsclmitte  etwas  kleiner,  als  der  innere  Contractionscoefficicnt  ist,  kann 
äkh  Weisbach  gesetzt  werden: 


ir  »  -  1 
a  =   1 

:  -  0 


0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,892 

0,813 

0,755 

0,712 

0,681 

0,659 

0,643 

0,632 

0,06 

0,29 

0,80 

1,80 

3,75 

7,80 

17,5 

47,8 

0,1 

0,624 

226 


e  kleiner  n  =  „,  desto  vollkommener  ist  die  innere  Gontraction,  desto 

kinor  folglich  «. 

Wenn  die  centrale  Durchlassöffnung  A  sich  an  einer  solchen  Stolle 
l&idet,  wo  zwei  Röhren  von  verschiedenen  Weiten  mit  gemeinschaftlicher 
^  znsammenstossen  (wie  in  Fig.  29,  §.  76),  so  ist  zu  beachten,  dass  F  in 
Li)  den  Rohrquerschnitt  hinter  der  Durchlassöffnung  bedeutet,  während 
ir  rnvoUkommenheitsgrad  der  inneren  Gontraction  von  dem  Verhältniss 
er  Hoffnung  A  zum  vorhergehenden  Querschnitt  =  F'  dor  Röhre  ab- 

tMan  findet  also  g  nach  Gl.  (1),  wenn  a  dor  obigen  Tabelle  (event. 
Interpolation)  gemäss  n  =  —7  entnommen  wird. 


Ist  dabei  insbesondere  F' 

F 

^nd  für  F'  <1  F  und  A  =  F' 


>►  F  und  A  =■  F^  so  ist 

und  g  =  (^--iy.. 


(2), 


L 


a  ^^  1     und     g  - 


(;  -  ^) 


(3) 


Fi(f .  39. 


2i  Für  den  Durchfluss  des  Wassers  durch  mehr  oder  weniger  ver- 
F  Schieb  er  Öffnungen  liegen  Versuche  vor  mit  einem  Schieber  in 
^r  cyUndrischen  Röhre  von  0,04  Mtr.  Weite  und  in  einer  parallelepi- 
fcdien  Röhre  von  0,05  und  0,025  Mtr.  Seitenlange  des  rechteckigen 
i^r^chaitts  (Fig.  39,  -4  und  £).    Der  Goefficient  a  des  Ausdrucks  (1) 

wird  in  diesen  Fällen  durch  die  seitliche  Lage 
der  Durchflussöffnnng  A  insofern  verkleinert, 
als  damit  eine  gesteigerte  Richtungsänderung 
des  Wasserstroms  und  zugleich  eine  Güstalts- 

lT^     änderung    seines   Querschnitts    verbunden  ist, 

ElV    llllllPllll||||||M    dagegen  vergrössert  mit  Rücksicht  auf  die  Un- 
^^^    ■■■llilHIII    Vollständigkeit  der  inneren  Gontraction  beson- 

A 
F' 


ders  für  die  kleineren  Werthe  von 


bei 
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denen  die  Contraction  überhaupt  in  höherem  Grade  stattfindet.    I>ie  Y\ 

dieser  Umstände  ist,  dass  sich  ^  ^ür  die  grösseren  Werthe  von  \,  o1 

grösser,  für  die  kleineren  etwas  kleiner  ergiebt,  als  im  Fundamentali 
unter  1),  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der  Yersachsresnltat'. 
kennen  lässt. 

Cylindrische  Röhre. 


X 

d 
A 
F 

? 


=      Vb 

=-   0,948 
=   Q,07 


% 


a 


0,856 
0,26 


3/ 

/8 


*/, 


8 


V, 


8 


6/ 

/a 


0,740 
0,81* 


0,609  '  0,466      0,315 


OAZy*J 


2,06 


5,52     I    17,0     I     1I7> 


Farallelepipedische  Röhre. 


Ä 
F 


0,9 
0,09 


0,8 
0,39 


0,7 
0,95 


0,6 
2,08 


0,5 


0,4 


0,3         0,2 


4,02  I  8,12  I   17,8       44,5        i:-. 


Den  Gebrauch  dieser  Zahlen  mag  das  folgende  Beispiel  erläotom.  K 
mit  RegulirungsschiQber  versehene  cylindrische  Röhre  von  rf  =  0,1  Mtr.  W( 
liefere  bei  -0^=  1,15  Mtr.  wirksamer  Druckhöho  pro  See.  F^^  0,015  Cubil 
Wasser,  wenn  der  Schieber  ganz  geöffnet  ist  und  ausser  dem  slUhk  n  •  :\ 
Leitungswiderstaude  nur  ein  Eintrittswiderstand  ^  mit  dem  Coe£titi»';i 
g  ==:^  0,5  (§.  86)  in  der  Röhre  vorkommt.  Wie  weit  muss  der  Scbit  J-  rl 
die  Röhre  vorgeschoben  werden,  damit  sie  unter  übrigens  gleich*!)  Il 
ständen  nur  F'  =  0,5  F  Cubikm.  Wasser  liefere?    Hier  ist 


y2ffn  ^.  y2  .  9,81 . 1,15  -^  4,75 
folglich  bei  ganz  geöffnetem  Schieber 


F  ^  -  ~  ^  0,007^54; 

4 


«  -  ^.  -  l'Öl  -  f>i^9H,  -  j'  j   ^  2,487 ; 


1 

9> 


4,75 


der  gesammte  Widorstandscoefticient: 

1 


9 


1  ^-  5,185 


und  der  Leitungswiderstandscoefficient: 


X  -    -^  5,185  ~  0,5  =  4,685. 
d 


Soll  nun  V  _=  0,5  F,  also  die  mittlere  Geschwindigkeit  u   —  f§\^ 
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0,5  k  werden,  so  muss  if>   =  0,69),  also  der  gesammto  Widerstands- 
Scient 

-V,  —  1  =  ^  —  1  -=  4 .  6,185  —  1  ==  23,74 

I,  durch  den  Schieber  folglich  ein  Widerstand  mit  dem  Coefficienten 

7  y 

£  =  23,74  —  0,5  —  Ä'  —  =  23,24  —  -     .  4,685 

d  A 


llvrsacht  werden,  und  weil  mit 


ud 


abellc  in  §.  90 


i 


0,0244 
0,0240 


5,2  nnd  —,-  =  10,4  nach  der 
u  d 


61 
6Ö 


t,  so  folgt  schliesslich  g  =  18,48.    Nach  obiger  Tabelle  der  Wcrthe 

«  ^  för  yerschiedene  Wertho  Ton  ~  muss  also  der  Schieber  um  etwas 

d 

3 

ehr  als   *    d  =^  Ih  Millim.  in  die  Röhre  yorgeschoben  werden. 
4 

3)  Der  Widerstand  beim.  Durchgang  des  Wassers  durch  Hahnöff- 
logen  ist  von  Weisbach  auch  für  die  beiden  Fälle  geprüft  worden, 
i»  sich  der  Hahn  in  einer  cylindrischen  oder  in  einer  parallelepipedischen 
bhre  befindet;  die  Querschnitte  der  Röhren  hatten  die  unter  2)  angege- 
nen  Dimensionen.  Bezeichnet  6  den  Winkel,  um  den  der  Hahn  aus  der- 
Digen  Stellung,  in  welcher  die  Axe  seiner  Bohrung  mit  der  Axe  des  Rohrs 
saromenfällt,  gedreht  wurde  (Fig.  40),  so  ergaben  sich  bei  verschiedenen 

Werthen  von  6  die  folgenden  Widorstandscoeffici- 
enten:  g  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr, 
^  für  den  Hahn  im  parallelepipedischen  Rohr. 
Der  Absperrungs>vinkel  d^,  d.  h.  der  Worth  von  rf, 
bei  welchem  der  Durchfluss  des  Wassers  eben  ganz 
gehemmt  (g  =  00)   war,   betrug  im  ersten  Falle 


Vi^.AO, 


=  82^  im  zweiten  g/  =  67^ 


A 

& 

? 

y 

S 

6 

So 

s 

S' 

5* 

0,02 

0,05 

0,05 

40» 

8,72 

17,3 

20,7 

10« 

0,15 

0,29 

0,31 

45° 

15,4 

31,2 

41,0 

Vy** 

0,39 

0,75 

0.88 

50° 

27,9 

52,6 

95,3 

20» 

0,85 

1,56' 

1,84 

55» 

53,9 

106 

275 

25« 

1,62 

3,10 

3,45 

60° 

113 

206 

'Mr 

2,89 

5,47 

6,15 

65° 

276 

486 

35» 

5,05 

9,68 

11,2 
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Bei  dem  Darchfluss  durch  die  schräg  gestellte  Hahnbohrang  erki ! ' 
das  Wasser  ausser  der  plötzlichen  Querschnittsänderung  eine  zweimalL:- 
plötzliche  Hichtungsänderung  ähnlich  wie  bei  dem  doppelten  Knie  i.* 
kurzem  Zwischenstück  (§.91,  Fig.  37,  B),  Danach  ist  es  erklärlicL  .'  - 
die  Werthe  von  g  und  ^  durchweg  grösser  sind,  als  diejenigen  W;".  : 

standscoefficienten,  welche  nach  Gl.(l)  demselben  QuerschnittsvcrhältuL^^' 

im  Fundamentalfallo  unter  1)  entsprechen  würden.  Diese  letzteren  —  ^ 
sind  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr  in  obiger  Tabelle  bci;!nv.:r 

worden,  berechnet  nach  Gl. (1)  mit  den  von  Weisbach  angefahrten  i^m 

A 
Schnittsverhältnissen  —  =  «  und  den  entsprechenden  Werthon  von  <:  j- 

mäss  der  Tabelle  unter  1). 

Der  Abspcrrungswinkel  6^  eines  Hahns  hängt  vom  Verhältnis-  .Vi 
Eohrwcite  d  zum  Durchmesser  d^  des  Uahnkörpers  ab,  und  zwar,  wie  1  ^ 
ersichtlich,  gemäss  der  Gleichung 

.    «,         d 

Die  in  der  obigen  Tabelle  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Bohr  beigi  f  i.*t 
Werthe  von  £o  können  nun  dazu  dienen,  den  einem  gewissen  Stellwiiikd 
entsprechenden  Widerstandscoefdcienten  g  auch  für  einen  solchen  üJ 
näherungsweise  zu  finden,  dessen  Absperrungswinkel  6^  von  dem  i 
Yersuchshahns  ^=^  82°  verschieden  ist,  wenn  man  berücksichtigt.  da>^  4 

Bestandtheil  ^o  von  f  nur  vom  Querschnittsverhältnisse      -,  also  >or.  ^^ 

J* 

Verhältnisse  v  ,  der  andere  Bestandtheil  =  C,  —  fo  dagegen  haup*>i 

0, 

lieh  nur  von  6  abhängt.    Soll  z.  B.  £  geschätzt  werden  für  6  _ --  :><• 

50 
rfj  ==^  75^  so  hat  man  für  6  =  _•  82  =  54^3  nach  der  Tabelle  ;,.  -  : 

i  o  "" 

für  6  '=  50®  dagegen  g  —  g^  =  52,6  -  -  27,0  nahe  -^  25 ;  es  i>t  i 
anzunehmen: 

g  =r-  52  +  25    --  77. 

^'^•**-  4)  Für  eine  Dreh-  oder  Drosselklappe  i^unlf 

^^^^■^^■■^   verschiedenen  Werthen  des  Winkels  6  (Fig.  4 1    dif  :i  i 

)'        /^ I    stehenden  Widerstandscocfßcienten  =^-  g  im    cyii  . 'i 

sehen,   ^  im  parallelepipedischen   Rohr    ^«'n   I 
unter  2)  angeführten  Abmessungen)  gefunden. 
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1, 

^ 

6 

5 

V.» 

6 

S 

5' 

5« 

0,24 

0,28 

30« 

3,91 

3,54 

55« 

58,8 

42,7 

10^ 

0,52 

0,45 

35« 

6,22 

5,7 

60« 

118 

77,4 

15« 

0,90 

0,77 

40« 

10,8 

9,27 

65« 

256 

158 

20» 

1,54 

1,34 

45« 

18,7 

15,1 

70« 

751 

368 

25« 

2,51 

2,16 

50« 

32,6 

24,9 

90« 

QO 

00 

Für   die   kleineren   Winkel    d   sind   diese   Widerstandscoefficieuten 
grösser,  als  diejenigen,  welche  denselben  Querschnittsverhältnissen 


F 


im 


Fiff.  4S. 


Fandamentalfalle  unter  1)  entsprechen,  weil  die  Klappe  schon  an  sich, 
selbst  wenn  sie  längs  der  Robraxe  gerichtet  (eJ  =  0)  ist,  einen  gewissen 
Widerstand  verursacht-,  bei  den  grösseren  Winkeln  rf,  somit  den  kleineren 

Verhältnissen  -_  macht  sich  aber  der  Einfluss  der  nur  partiellen  inneren 

Contraction  geltend,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  die  Wertho  von  g  denen 
les  Fundamentalfalles  nahe  gleich,  die  Werthe  von  ^  aber  wesentlich 
kleiner  werden. 

5)  Wenn  das  in  einer  Köhre  oder  von  einer  in  eine  andere  Röhre 
^  B.  vom  Saugerohr  einer  Pumpe  in  den  Pumpencylinder)  strömende 
Rasser  ein  Teller-  oder  Kegelventil  zu  passiren  hat,  so  sind  dreierlei 
lea'ngtc  Qaerschnitte  des  Wasserstroms  zu  unterscheiden  (Fig.  42): 

die  kreisförmige  Durchflussöfifnung  {ad)  im  Ventilsitz 
=^^1,  die  ringförmige  Durchflussöffnung  (bcybe)  um  das 
Ventil  herum  =  A^^  und  die  cylindrischc  Durchflussöff- 
nung (ab^ab)  zwischen  Ventil  und  Ventilsitz  =  A^. 

A^  und  A^  sind  für  ein  bestimmtes  Ventil  constant, 
während  A^  von  seiner  Erhebungshöhe  ah  =  h  abhängt; 
der  Widerstandscoefficient  g  ist  von  den  Verhältnissen 
ler  Querschnitte  A^^  A^  und  A^  zu  dem  Querschnitte  F  des  Abflussrohrs 
d«  s  Wasserstroms  nach  dem  Passiren  des  Ventils)  und  in  untergeordnetem 
Jrado  event.  a^ch  von  dem  Querschnitte  F'  des  Zuflussrohrs  (des  dem 
''entile  znfliessenden  Wasserstroms)  abhängig. 

Ist  h  sehr  klein,  so  hat  A^  überwiegenden  Einfluss  auf  C,,  Wird  A, 
omit  A^  vcrgrössert,  so  nimmt  g  ab,  die  weitere  Abnahme  wird  aber  nach 
^eisbach  ganz  unbedeutend,  sobald  h  =  dem  Halbmesser  r  der  Oeff- 
long  A^  im  Ventilsitz  geworden  ist  Sofern  sich  annehmen  lässt,  dass  der 
leo  Widerstand  vergrössemde  Einfluss  von  A^  im  Wesentlichen  aufhört, 
obald  der  Querschnitt  des  Wasserstroms  beim  Durchgang  durch  A^  nicht 


( 


ya. 


T'- 
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mehr  <  -4^  ist,  für  Ä  =  r  aber  A^  =  2xrh  =  2jrr*  =  2-4i  ist  ?<) 
lässt  sich  schliesscn,  dass  die  Bahnen  der  Wasserthoilchen  in  diesem  F^ll 
unter  einem  mittleren  Winkel  von  30'^  die  cylindrische  Flächet,  schneidtiL 

Unter  der  Voraussetzung  <ä  ^  r  ist  also   £  hauptsächlich  nur  v*i 

A  A9 

den  Verhältnissen  -J^  und  ^  abhängig,  und  zwar  kann  gemäss  GLylj 


s  =  iL  -  ^) 


gesetzt  werden,  unter  Ä  den  kleineren  der  Querschnitte  A^  und  A^,  nut»: 
a  aber  einen  Coefficienten  verstanden,  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  eii:iT.* 
thümlichc  Zerthoilung  und  mehrfache  Richtungsänderung  des  Wasserstrai.;« 
durch  besondere  Versuche  bestimmt  werden  muss  und  der  ausser  da^oik 

ob  Ay^  ^  A^  ist,  auch  von  der  Conicität  der  Sitzflächo  des  Ventils  mi 

von  dem  Grade  der  inneren  Contraction,  bedingt  durch  das  Verhftltniss 

oder  durch  die  Gestaltung  des  Ventilsitzes  gegen  das  Zuflussrohr  h\ 
(§.  83,  2  und  3)  sich  merklich  abhängig  erweisen  kann.  Der  letztere  l: - 
stand  wird  hier  freilich  von  geringerem  Einflüsse  sein,  weil  die  Contrarti  : 
des  Wasserstroms  nach  dem  Durchgänge  durch  A^  wegen  der  sofort  m.  • 
geltend  machenden  ablenkenden  Wirkung  des  gehobenen  Ventils  sich  ui.t-  - 
allen  Umständen  hier  nur  sehr  unvollkommen,  weniger  als  nach  dem  Dort- 
fluss  durch  A^  ausbilden  kann;  aus  demselben  Grunde  wird  es  voraossi<b  • 
lieh  vortheilhaft  sein,  A^  etwas  >  A^  zu  machen,  so  dass  erst  etwa  i- : 
contrahirto  ringförmige  Querschnitt  hinter  A^  ^=  A^  wird. 

Auf  die  experimentelle  Prüfung  des  Einflusses  dieser  verschietiin^ .' 
Umstände  habön  sich  die  Versuche  einstweilen  nicht  erstreckt.  Weisbao 
hat  nur  im  Falle 

F'  :^  F-,     ^  ^--  0,356-,     ^^J;  --  0,406 

und  während  A  ^  r  war,  den  Widerstandscoefficienten  eines  Kegehci.:-* 
-^11  gefunden.    Danach  wäre  gemäss  Gl.  (1)  mit       —  0,356 

^  -:    0,356  (1  ^    i/ll)  --^  1,537 ;     a  ^  0,651 
tt 

fast  genau  übereinstimmend  mit  demjenigen  Wcrth  von  a,  welcher  ii>- 
der  Tabelle  unter  1)  dem  Querschnittsverhältnisse  n  =  0,356  im  Futvu 
mentalfalle  entsprechen  würde,  so  dass  der  den  Widerstand  vergru^M»n»«i' 


S.92. 
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Emflnss  der  Richtangsändcmngen  und  dor  Zertheilung  des  WasserBtroms 
durch  den  vermindernden  Einfluss  der  geringeren  Contraction  nahe  com- 
pcnsirt  wurde. 

Bis  auf  Weiteres  kann  für  Teller-  und  Kegelventile  somit 

F 


g  =   (1,537 


A 


(4) 


gesetzt  werden.*  Für  die  zusammengesetzteren  Ventilformen  (einfache  und 
doppelte  Ringventile,  Pyramidenventile,  Glockenventile)  liegen  besondere 
Beobachtungen  nicht  vor.    Indessen  hat  Weisbach  noch 

Fig.  43.  6)  Versuche  mit  einem  Klappenventil  angestellt  und 

für  verschiedene  Oeffnungswinkel  6  (Fig.  43)  die  folgenden 
Werthe  des  Widerstandscoefficienten  g  gefunden,  während 
*  der  Querschnitt  =  F'  des  Zuflussrohrs  dem  des  Abfluss- 
rohrs =  F  gleich  und  die  Oeffnung  im  Ventilsitz  Ä  ■■= 
0,535 f  war. 


-^ 


t 


e 


15« 
25« 


90 

62 

42 

•  30 


_       » 

<J 

? 

X 

1 
6 

5,61 

35» 

20 

2,93 

\  55« 

4,75 

40» 

14 

2,54 

60« 

4,(K) 

45" 

.  9,5 

2,18 

1  65« 

,    3,47 

50"  ' 

6,6 

1,91 

i  70« 

X 


4,6 
3,2 
2,3 
1,7 


1,68 
1,49 
1,35 
1,23 


Setzt  man  hier 


,=(.^..i 


(5), 


M>  hat  der  Coefficieut  x^  dessen  Werthe 

=  0,535(1  -I    yg) 

in  obiger  Tabelle  beigefügt  sind,  eine  etwas  andere  Bedeutung,  als    -  in 

den  früheren  Fällen;  er  ändert  sich  mit  6  nicht  nur  insofern  als  von 
diesem  Winkel  der  Ablenkungswidcrstand  und  die  innere  Contraction  ab- 
hängt, sondern  auch  besonders  deshalb,  weil  6  die  kleinste  Durchflussöff- 
nung  wesentlich  bedingt,  so  lange  dieselbe  <C  ^  ist.    Betrachtet  man  den 


*  Weisbach  setzt  ^ 


/i-O'""^ 


mit  A 


A,  ^  A^ 


und  findet  dann 


4US  seiner  auch  oben  benutzten  Beobachtung  den  etwas  grösseren  Werth 
-  --==  1,645;  diese  Einführung  des  arithmetischen  Mittels  von  A^  und  A^  er- 
scheint indessen  ohne  specielle  Versuche  nicht  motivirt. 
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Coefficientcn  x  als  Function  nur  von  d,  so  können  seine  angefnhrt^Q 

Worthe   dazu   dienen,   gemäss  Gl.  (5)   die  Widerstandscoefficienteu   von 

A 

Klapponventilen  auch  für  andere  Querschnittsverhältnissc       bei  gegebenen 

Werthen  von  6  zu  bestimmen.    Wäre  z.  B.  -4  =  0,64 -F,  so  hätte  man  Ini 
d  =  50« 

2 


^ = as  -  0  -  ^ 
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Aus  einem  Behälter,  in  welchem  der  Wasserstand  durch  entsprechen.!'  i 
Zufluss  auf  constanter  Höhe  erhalten  wird,  werde  das  Wasser  unter  gl«  \  . 
bleibenden  Umständen  abgeleitet  durch  eine  Röhre  von  der  Länge  /  iii' 
von  kreisförmigem  Querschnitte  mit  der  gleichförmigen  Weite  d^  ohne  «1 1  • 
dieselbe  (durch  Seitenröhren  oder  OeflFnungen)  einen  anderen  Wasser-Z> 
oder  Abfluss  hat,  als  am  Anfang  resp.  am  Ende.    Durch  jeden  Querschi."* 
der  Röhre  fliesst  dann  pro  See.  dasselbe  Wasservolumen  V  mit  dersrll»«  j 
mittleren  Geschwindigkeit  u  entsprechend  der  Gleichung 

V  ^  ~  -u 1 

4 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  das  Wasser  entweder  als  freier  Strahl  iu  «i: 
Atmosphäre  oder  unter  Wasser  in  einen  zweiten  Behälter  ausfiiesst^  in  «l« 
durch   entsprechenden  Abfluss  die   freie  Wasseroberfläche  auf  Consta:.!  r 
Höhe  erhalten  wird,  während  sie  ebenso  wie  dieselbe  im  ersten  B«»l;>  *  ' 
mit  der  freien  atmosphärischen  Luft  in  Berührung  ist,  so  kann  die  v^ir-.- 
same  Druckhöhe  =^^  der  Höhe  dieser  Wasseroberfläche  im  ersten  IWhi!*  f 
über  dem  Schwerpunkte  der  Rohrmüiulung  resp.  über  dem  Wassor^ji-- 
im  zweiten  Behälter  gesetzt  werden  bei  Abstraction  von  der  diesor  1:  . 
entsprechendeü   verhältnissmässig   kleinen  Differenz  des  atmosphari^* 
Luftdruckes.    Wird  aber  allgemein  die  wirksame  Druckhöhe  mit   //   . 
der  resultirende  Widerstandscoeflicient  etwaiger  besonderer  Widor-ta- 
in  der  Röhre  mit  £  bezeichnet,  so  ist  nach  §.90,  Gl.  (14)  femer 

'-^^■^'\Y^,-" 

Die  Elimination  von  «  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und    2    h- r  - 
eine  Beziehung  zwischen  /,  rf,  //",  F,  vermittels  welcher  eine  dieser  K\x    -  . 
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gefunden  werden  kann,  wenn  die  übrigen  gegeben  sind.  Wenn  es  sich 
dabei  nur  um  die  Ableitung  des  Wassers  an  sich  and  nicht  zugleich  um 
die  Verwerthang  der  lebendigen  Kraft  des  abfliessenden  Wassers  handelt, 
80  kommt  die  Geschwindigkeit  u  nur  insofern  in  Betracht,  als  von  ihr  and 
von  d  der  Factor  X  des  Leitangswiderstands-Coefficienten  abhängt,  nämlich 
Bach  §.  90 

unter  m  einen  etwa  =  1,2  zu  setzenden  Sicherheitscoefficienten  verstanden. 
Durch  diesen  Umstand  kann  die  Lösang  der  betreffenden  Aufgaben  er- 
ichwert und  eine  saccessive  Näherungsrechnang  nöthig  gemacht  werden, 
iedoch  ist  innerhalb  der  gewöhnlichen  Grenzwerthe  von  u  and  d  die  Yer- 
Widerlichkeit  von  X  nar  eine  so  massige,  dass  es  meistens  genügt,  entweder 
mit  einem  constanten  Mittelwerthe  von  X^  etwa  X  =  0,03,  endgültig  zu 
rechnen,  oder  die  damit  gefundenen  Kesaltato  einer  höchstens  einmaligen 
Correction  zu  nnterwerfen. 

Die  Länge  /  pflegt  durch  die  Umstände  gegeben  zu  sein,  and  bleiben 
sonach  3  Aufgaben  za  erwähnen: 

1)  Gesacht  die  wirksame  Drackhöhe  IT,  bei  welcher  eine  gege- 
bene Röhre  ein  gegebenes  Wasservolamen  V  liefert. 

Man  findet  u  aas  Gl.  (1),  dazu  und  za  der  gegebenen  Rohrweite  d  den 
Coefficienten  2,  endlich  JS  aus  Gl.  (2). 

2)  Gesacht  das  Wasservolamen  V,  welches  eine  gegebene  Röhre 
bei  gegebener  wirksamer  Drackhöhe  liefert. 

Mit  X  =  0,03  findet  maü  näherungsweise  u  aus  Gl.  (2),  damit  and 
»it  d  einen  corrigirten  Werth  von  2,  mit  diesem  einen  corrigirten  Werth 
von  u  aus  Gl.  (2),  endlich  'F  aus  Gl.  (1). 

3)  Gesacht  die  Weite  d  einer  Röhre,  welche  bei  gegebener  Länge 
nnd  wirksamer  Drackhöhe  ein  gegebenes  Wasservolamen  F  liefert. 

Ans  Gl.(l)  and  (2)  folgt  durch  Elimination  von  u 

rf  =  1/(1  +  Qd  +  A/TiTT'^' ^3). 

r  2gII  \jtj 

Hit  X  =  0,03  nnd  d  =  0  (auf  der  rechten  Seite)  findet  man  einen 

Mhprungswerth  von  d  und  von  ud  =  — -,  dazu  einen  corrigirten  Werth 

xd 
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von  ^  endlich  mit  diesem  und  mit  jenem  Näherangswerth  der  Rohrweite 
einen  corrigirten  Werth  derselben  nach  Gl.  (3). 

Sollte  z.  B.  die  Weite  einer  Röhre  Ton  50  Mtr.  Länge  bestimnit 
werden,  welche  bei  JI  =  1,5  Mtr.  wirksamer  Druckhöhe  und  g  =  0,5 
(einem  Widerstand  durch  innere  Contraction  am  Anfang  der  Röhre  ent- 
sprechend) pro  See.  V  =  0,03  Cubikm.  Wasser  abführt,  so  fände  man 
näherungsweise 

,  =  y^^n^'  \^  0,149  Mtr. 
f    2.9,81.1,5  \  Jt  J  ' 

1    _  0,149^  _ 
ud  0,12 

X  =  1,2.0,0239  =  0,0287  nach  der  Tabelle  in  §.90, 

und  damit  hinlänglich  genau 

,  _  1/1,5.0,149  +0^50   /gm»  _ 
f  2.9,81.1,5  \  3t  ) 

Die  Kenntniss  der  Pressung  in  verschiedenen  Querschnitt«^? 
der  Röhre  ist  namentlich  insofern  von  Interesse,  als  ihr  grösster  WertL 
zusammen  mit  der  Weite  d  die  nöthige  Wanddicke  der  Röhre  bedingt,  ihr 
kleinster  Werth  aber  der  Grenze  Null  nicht  sehr  nahe  kommen  darl  wenn 
eine  stetige  Strömung  mit  voller  Ausfüllung  der  ganzen  Röhre  gesichert 
bleiben  soll.  Selbst  wenn  auch  nur  die  Pressung  stellenweise  kleiner  aU 
der  Atmosphärendmck  ist,  kann  durch  Ausscheidung  von  Luft  aas  d«-.. 
Wasser  oder  durch  das  Eindringen  äusserer  Luft  durch  Undichtigkiittn 
der  Röhre  eine  Störung  verursacht  werden,  besonders  wenn  an  soKli^ü 
nach  oben  convex  gekrümmten  Rohrstellen  die  Luft  in  bedeutendem  Ma.!--- 
sich  ansanmieln  kann  ohne  durch  das  strömende  Wasser  mit  fortgeführt  /u 
werden;  durch  senkrecht  aufgesetzte  Röhren  (Luftständor,  Windstoik* 
muss  diese  Luft  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Oeffnung  eines  Hahns  oder  aii<i 
durch  ein  selbstthätig  wirkendes,  mit  Schwimmer  versehenes  Ventil  iiit- 
femt  werden.    Ist  nun 

Pq  der  äussere  Druck  am  Oberwasserspiegel  (an  der  freien  Wasserolrr- 

fläche  im  Ausflnssgofäss), 
p  derselbe  an  dem  um  h  Mtr.  tiefer  liegenden  IJuterwasserspiect»!,  '!♦ ' 

im  Falle  eines  freien  Ausflusses  durch  den  Schwerpunkt  des  Ki  i* 

querschnittos  der  Röhre  gehend  zu  denken  ist, 
p^  die  Pressung  in  der  Entfernung  9  vom  Anfange  der  Röhre,  U-^> 
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deren  Mittellinie  gemessen,  und  in  der  (möglicher  Weise  negativen) 
Tiefe  s  anter  dem  Oberwasserspiegel, 
Z  die  wirksame  Dmckhöhe,  ^  der  resnltirende  Coefficient  besonderer 
Widerstände  für  die  Rohrstrecke  =  «  bis  zu  der  Stelle,  wo  die 
Pressung  =  f^  ist,  so  folgt  aus 

7 
mit  RQcksicht  auf  61.(2),  worin  auch  «,  g, ,  Z  beziehangsweise  fSx  l,  ^  H 
gesetzt  werden  können,  die  Dmckhöhe 

^  =^»  +  .  _  Z  =  ^<!  +  ,  -  fl  +  g.  +  X'-Y^^     ^4) 
7  7  7  V    ^  *  <^/  2y 

oder  auch  wegen 

Wenn  am  Ober-  und  Unterwasserspiegel  der  Atmosphärendruck  statt- 
findet, und  die  entsprechende  an  beiden  Stellen  gleich  zu  setzende  Druck- 
höhe (die  Wasserbarometerhöhe  von  ungefähr  10  Mtr.) 

7         7 
zcsctzt  wird,  so  ist 

sofern  diese  Druckhöhe  stets  positiY  bleiben  muss,  ist  eine  etwaige  £r- 
tebang  der  Röhre  in  ihrem  Verlaufe  über  den  Oberwasser- 
ipiegel  an  die  Bedingung  geknüpft: 

-t<h-     ^_^^^.^_Ä (7) 

der  näherungsweise,  wenn  die  Röhre  verhältnissmässig  lang  und  von  er- 
i>-i>iichen  besonderen  Widerständen  frei  ist, 

-    J    <    i   —    y   Ä (8). 

Hieraus  ist  ersichtlich,  unter  welchen  Umständen  das  Wasser  durch 
ine  heberartige  Röhre  Ober  eine  massige  Anhöhe  hinüber  geleitet  werden 
ann,  deren  höchste  Erhebung  über  den  Oberspiegel  jedenfalls  <[  h  sein 


< 
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muss,  vorausgesetzt  dass  auch  durch  einen  Windstock  an  der  hGch>t>u 
Stelle  die  daselbst  sich  ansammelnde  Luft  von  Zeit  zu  Zeit  entfernt  winL 
Eine  solche  Anhöhe  kann  um  so  höher  sein,  je  näher  ihr  Gipfel  dem  Ab- 

fange  der  Röhre  liegt,  je  kleiner  also  daselbst  — ,  sowie  femer  je  kltin- r 

h  ist;  eine  Erhebung  über  den  Oberwasscrspicgel  in  der  Entfernung  « 

vom  Anfange  der  Röhre  ist  überhaupt  nicht  mehr  zulässig,  wenn  h  ^      ' 

ist.  — 

Uebrigens  kann,  selbst  abgesehen  von  dem  Eindringen  äusserer  Lni* 
durch  undichte  Stellen  der  Röhre,  die  Fressung  in  derselben  nie  kl'ii' r 
werden,   als  die  Pressung  p    gesättigten  Wasserdampfs  (überhaupt  p^'- 
tigten  Dampfs  der  betreffenden  Art)  für  die  betreffende  Temperatur.    1» 
Forderung,  dass  der  Rohrquerschnitt  in  der  Entfernung  %  vom  Anfang«  . ' 
Röhre  und  in  der  Tiefe  %  unter  dem  Oberwasserspiegel  vollstündis;  y 
Wasserstrom  erfüllt  sein  soll,  ist  deshalb  an  die  Bedingung  geknüpft  a-- 
die  betreffende  durch  Gl.  (5)  bestimmte  Pressung  j?«  nicht  nur  >  0,  s-v 
dem  >  p  sei;  für  warmes  Wasser  ist  also  die  Erfüllung  jener  Forden': 
weniger  laicht,  als  für  kaltes.  Auch  wird  sie  erschwert  durch  eine  önli 
Verengung  der  Röhre;  wenn  dadurch   etwa  das  Wasser  genöthigt  T^irL 

durch  einen  Querschnitt  hindurch  zu  fliessen,  der  nur  —  des  voUen  R«^r- 

91 

querschnitts  beträgt,  so  ist  die  wirksame  Druckhöhe  bis  zu  dieser  ^t/.> 

^=  (..  +  £.  +  .-)•: 

entsprechend  der  mittleren  Geschwindigkeit  =  »n  daselbst,  und  es  i-i  -  • 
in  Gl.  (r>)  (n*  -\-  C!,)  für  (1  -|-  C«)  zu  setzen.  Damit  die  Prt*ssanp  y  - 
dieser  Stolle  ^  p'  sei,  muss  somit 


«2 


7 


(i  +  5+>i^)-S.-i; 


A  -I-   ''"  ■-- 

r 

sein,  was  um  so  eher  der  Fall  ist  je  grösser  »,  je  kleiner  «  and  je  kl« .  ' 
p'  (je  kälter  das  Wasser)  ist  Durch  die  Nichterfüllung  dieser  Beiiirj.  . 
wini,  wenn  auch  die  Verengung  und  'Wiedererweiterung  der  Röbn*  v 
ullinülili^  statt rt!ulot  ihre  volle  Ausfüllung  mit  strömendem  Was^T  **;  * 
nur  an  der  bt^trefl'ouden  Stelle,  sondern  von  da  bis  zur  Mündung  in  (r  - 
gestellt  so  dass  vielmehr  der  verengte  Querschnitt  selbst  als  Mtedan.'  s 
betniohteu  ist 
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iiH.   LeItanfsrOhre,  welehe  der  Forderung  grQsBtmOsrlieher  lebendiger 
Kraft  des  ausfliessenden  Wassers  entspricht. 

Wenn  der  Zweck  einer  LeitangsröLre  nicht  nur  in  der  Abfuhrung 
einer  gewissen  Wassermenge  pro  See.  an  und  für  sich,  sondern  zugleich 
darin  besteht,  dieses  Wasser  mit  grösstmöglicher  lebendiger  Kraft  aus- 
fliessen  zu  lassen  behufs  deren  Vcrwerthung  zu  irgend  einer  Arbeitsver- 
richtang,  so  kann  es  angemessen  sein,  die  Röhre  von  übrigens  constantem 

Qnerschnitte  F  =^  -—  mit  einer  Mündung  =  A  endigen  zu  lassen,  welche 

ron  F  verschieden,  insbesondere  -<  F  ist.  An  die  Stelle  der  Gl.  (2)  des 
lorigen  §.  tritt  dann  die  allgemeinere  Gleichung  (15)  in  §.  90  oder,  wenn 
»ie  gewöhnlich  der  durch  die  Mündung  verursachte  Widerstand  sehr  klein 
jn  Vergleich  mit  den  übrigen  Widerständen  ist  und  somit  ihr  Ausfluss- 
oefficient  fi  dem  Contractionscoefficienten  a  gleich  gesetzt  werden  kann, 
lie  Gleichung 

r  F  \^  i 


M« 


2,-^^ ^'>- 


Ist  V  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen,  y  die  mittlere  Aus- 
iassgeschwindigkeit  (im  kleinsten  Querschnitte  des  contrahirten  Strahls), 
Jso 

Z=  yv'C    (2) 

ie  lebendige  Kraft  des  pro  See.  ausfliessenden  Wassers,  so  soll  zunächst 
i  bei  gegebenen  Wetthen  von  /,  rf,  TT,  g  so  bestimmt  werden, 
ass  L  ein  Maximum  ist. 

Setzt  man  zu  dem  Ende 

aA      ,  F  u 

*  =  -^  ,  also  y  .=   --  «  =    ^  , 

I  ist  nach  Gl.  (1)  mit  S'  =  5  +  A    \ 

a 

fl      .    r-V--//-        y*-i"*-        "        ••••(3), 


r=  Fu  =  Fxy  =  FxY  -  '^f'l  ,  ••  ■ 

r       1   -|.    tjar- 
Granhof,  theorat.  KssehiBenlakfe.     I.  33 
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L  =  yFH  iigU • 

Hier  ist  zwar  ^   als  Function  von  X  streng  genommen  anch  von  ■  -- 

.  y  -  y'   , ,  also  von  x  abhä'ngig;  wird  aber  von  dieser  nur  „ntorc- 

ordnoton  Abhängigkeit  abgesehen,  d.  h.  ^  als  Constaiite  behandelt,  s<i  i^:  / 
ein  Maximum,  wenn 

3  o  1 

(1  +  ^x^)^  _  ^ .  _\  (1  +  ^^^y .  2e'r  ^  0 

/  1  .    ,     A         1  I  /  1 


1/1  ^    ,     A         ll/l 


ist.    Damit  ist  nach  Gl.  (3) 


y«         2  .  2 

,     ^^  ,,  //,     folglich     max.  L  =-  ~  yVJl 

2y         3       '         *^  3  ' 

worin  nach  01.(4^  und  (5)  zu  setzen  ist: 

I/2qH 
'  l^   

Der  entsprechende  Werth  von  ^  '-=^  ^  -k-  ^  -z  kann    dabei   so   b«*str 

« 

werden,    dass   zunüolist   mit   einem   ungeföhren   Werth   von   Jl,   etwa 

k        0,03  i»in  Njiherunsrswerth  von  C'  und  von  ii  ^^    ,, 

F 

nvhnet  x^irtl;  mit  dem  (Vetlioienten  i,  welcher  dieser  GeschwiinliL'kt  ♦  • 

und  der  i;i»i;el>eneu  Kohrweite  d  entspricht,  findet  man  dann  einen  «•' 

uirton  Worth  V(»u  C*. 


r      j    25W 


Nach  Gl.  'o'i  ist  A    J  /\   wenn  C  ^^    ,   ^  oder  vielmehr,    \U 


IcJ 


A         F  koiiu»  l'ontraction  stattliiidet,  wenn  C*  "^^        ist;  ttbrigeu^  k«- 

o>  wwT  Un  einer  kurzen  Köhre  und  K^i  stetioMU  rel>ersrange  ihn*r  ini'^" 
WuntlHaohe  in  dioj«  nice  di^  Ge!"iss<^    /ur  Vermeidung  der  innen^n  « 

tnittion  do'i  eintntt'ndon  Wassers^  dir  Fall  s*Mn,  dass  C*      '        *an   • 

•> 

Mmut    dtT  Auicdn^   ouie  Fruoitt^runc  d<r  Kohro  an  ihrer  MUndani;  *'' 

vpr;>ohe. 
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Der  Torstehenden  Entwickelang  zafolge  entspricht  die  grösst- 
raögliche  lebendige  Kraft  des  ausfliessendon  Wassers  einer  ge- 
gebenen Leitungsrohre  dann,  wenn  ihre  Mündung  A  so  rcgnlirt 
wird,  dass  von  der  wirksamen  Druckhöhe  Vs  ^^s  Widerstands- 
böhe  verbraucht  und  %  als  Ausftussgeschwindigkeitshöhe  ge- 
wonnen werden.  Durch  Verkleinerung  von  A  wird  dann  zwar  y^  ver- 
lO'össcrt,  aber  F  in  höhcrem  Grade  verkleinert,  während  durch  Vergrösseruujüj 
von  A  zwar  auch  V  vergrösscrt,  aber  y*  in  höherem  Grade  verkleinert 
wird.  — 

Wenn  nun  aber  (mit  Rücksicht  auf  den  disponiblen  Wasserzuflüss  zum 
Aasflussgefässe)  V  gegeben  und  dafür  die  Weite  d  der  Röhre  zusammen 
mit  ihrer  MOndungsgrösse  A  erst  zu  bestimmen  wäre,  so  würde  das  absolute 
Maximum  von  Z  dem  Maximum  der  Ausflussgeschwindigkeitshöhe,  also  dem 
Minimum  der  Widerstaiidsh()hc  oder  einer  möglichst  weiten  Röhre  ent- 
sprechen, und  wenn  es  gefordert  würde,  ein  unter  den  gegebenen  Um- 
ständen, d.  h.  bei  gegebenen  Werthen  von  /,  F,  ZT,  g  grösstmögliches  L 
auf  die  vortheilhafteste  Weise,  d.  h.  mit  kleinstmöglichem  Kostenaufwando 
rn  erzielen,  so  würde  diese  Aufgabe  streng  genommen  die  Kenntniss  und 
ßoräcksichtiguug  der  mit  ihrer  Weite  wachsenden  Herstellungskosten  der 
Röhre  sowie  des  Geldwerthes  der  durch  eine  gewisse  lebendige  Kraft  des 
lasfliessenden  Wassers  zu  gewinnenden  Arbeit  erfordern.  Behufs  einer  in 
gewissem  Sinne  relativ  vortheilhaftesten  Lösung  kann  indessen  die  For- 
ierung  gestellt  werden,  die  Rohrweite  d  so  zu  bestimmen,  dass, 
s^ViXi  sie  nebst  den  Grössen  /,  TT,  g  gegeben  wäre  und  A  der 
[Bedingung  L  =  max,  entsprechend  gewählt  wird,  dann  das 
iasflussquantum  pro  See.  dem  gegebenen  V  gleich  ist.  Demge- 
Bi<^s  hat  man  nach  Gl.  (7)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  ^ 


'.V 


3  grf  +  ;i/ 


^_  U^(^ä+^(iYY (Hl 

f  2gII         \jt  J 

^tzt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vorläufig  d  =  0  und 
i  --  0,03,  so  findet  *man  einen  Näherungswerth  von  rf,  mit  diesem  und 

Bit  dem  corrigirten  Werthe  von  2,  welcher  ud  =^    —  entspricht,  alsdann 

.  l 

ineu  corrigirten  Werth  von  d.    Durch  denselben  ist  g^  =  g  -f-  A        be- 

33* 
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stimmt,  nach  Gl.  ^5)  mit  F  =^  -—    folglich   anch  A\    den   so  hcstiranitr. 

-4 

Werthen  von  d  und  A  entspricht  nach  Gl.  (6)  die  lebeudiü^e  Kraft 

des  pro  See.  ausfliessenden  Wassers  als  relatives  Maximam. 

Diese  Bestimmung  der  Rohrweite  d  kann  namentlich  auch  dann  \<  :> 
Vortheil  sein,  wenn  das  durch  die  Röhre  pro  See.  abzaleitciii 
Wasservolumen  zwischen  gewissen  Grenzen  V^  nnd  V^  verän- 
derlich ist  und  dennoch  die  lebendige  Kraft  des  ausfliesseo<Iti 
Wassers  möglichst  constant  bleiben  soll.  Man  kann  dann  d  m.«. 
GL  (8)  für  eine  gewisse  mittlere  Ausflussmenge  V  berechnen,  so  da.«  U  i 
gleichzeitiger  Wahl  der  Mündungsgrösse  A  gemäss  Gl.  (5)  die  lf!K'u*li:t! 
Kraft  L  nach  Gl.  (6)  möglichst  >gross  ist,  und  zwar  jenen  Mitt^^lwerth  V  -*\ 
wählen,  dass,  wenn  bei  entsprechend  veränderten  MQndungsgrössen  -  J. 
und  A^  die  Wasservolumina  V^  und  V^  pro  See.  ausfliessen,  ihre  M-i- 
digen  Kräfte  =  L^  und  L^  einander  gleich  und  somit  möc^Hchst  ««'!  J 
<^  ^  werden.    Setzt  man  , 

ct.A,  ci^A^  ,        ,  aA  I      1 

^1  =     ^1     .     ^i  =   -j,.-,     während     x  =    ^    ^    j      ^^. 

ist    (die  ContractionscoefBcienten    können   bei   verschiedeneu   Mönda  .-^ 
grossen  etwas  verschieden  sein),  so  ist  bei  Vernachlässigung  des  grriiij  I 

Einflusses,  den  die  Veränderlichkeit  von  u  zwischen  den  Grenzen     1  l-I 

V  l 

J   auf  den  Coefficienten  X  und  somit  auf  g*  =  g  +  Jl        ausübt.   -  i 

x'  d 

Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (7),  von  denen  erstere  allfrt*n.  .^{ 
somit  auch  für  x  :^  x^  oder  a?^,  V  =  1\  oder  V^  gilt, 


ebenso     x^ 


Hiernach  ist,  wenn  y,  die  mittlere  Geschwindigkeit  bedeutet»  mit  J«  r  ■: 
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Wassermenge  F^  aasfliesst,  nach  der  allgemein  gttltigcn  Gleichung  (3): 


2y 


// 


1  + . 


^, 


=  n 


3F« 


Vi 


2 


3F 


8 


3r2  —  Fl* 


yi 


8 


und    i,  =  ./F,  ^^^  =  yV^H 


ebenso     L. 


yV^H 


1  — 


1  — 


1 
3 

1 
3 


~V 


.  .  .  (10). 


Die  Forderung  Xj 

V   —  i    ^^' 

•  3    F* 


Zj  ergiebt  somit: 


1    Fj» 


3    F«  ' 


^1  - 


y,= 


1    F,»-  Fj 


2 


3 


r» 


r  = 


K 


^,*  +  ^1^.  +  f's 


2 


3 


(11). 


Wenn  nun  dieser  mittleren  Wassermcngo  V  entsprechend  die  Rohr- 
weite   d   nach  Gl.  (8)  bestimmt  wird,  femer  x^  und  x^  nach  Gl.  (9)  mit 


r   ^^- 


2^ 


,  und  somit 


X  X 

A  =:  -    F,     A^  =     '  F,     A 


XiC 


a 


«1 


«, 


i^  ......  .  (12) 


2 


Jid 


2 


- --  ,  so  ist  die  lebendige  Kraft  des  pro  See.  ausfliossenden 
4 


nit  F  = 

kVassers  für  die  mittlere  Wassermengo  Farn  grössten: 


L  =  ~yVH r (13), 

ibrigcns    aber   in  geringerem  Grade  veränderlich,  als  die  Wassermenge 
eU«t.     Setzt  man  nämlich,  wenn  ^i  >  F^  ist, 


2 


n"  t^  %    /  m.' 

:  =   1   —  m   und  nach  Gl.  (11):  -    =  ^  1  —  ».  +  -    = 


n 


!  +  »•' 


o  ist  nach  Gl.  (10)  und  (13) 


:,  ^    ^  3    F, 

Z  '2     f 


-  i  m 


=    2-  (1  +  »)  [3  -  (1  +  »)«] 

-2-"' 


=  1  — 


Ist»  nar  um  eine  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  <^  1,  wenn  m  und 
omit  »  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  ist. 
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Es    sei    z.  B.    /   =,150  Mtr.,    H  =    \b  Mtr.,    £   =    0,5  uüJ 
F;  ^  0,15  Cubikm.,    V^  ■=  0,1  Cubikm.     Nach  Gl.  (11)  ist  dann 

r=  0,1258  Cubikm. 

und  nach  Gl.  (8)  mit  vorläufig  rf  =  0  und  X  =  0,03 

1  Jtd 

d  =.'.  0,2595,      also      —  =  ---=:  1,62. 
'  '  ud        AV  ' 

Hierzu  ist  nach  §.  90  bei  Vcrgrösscruug  um  20*^/^ 

X  =  1,2  ,  0,02371  =  0,0285, 

womit  und  mit  d  ^=  0,2595  nach  Gl.  (8)  die  corrigirte  Rohrweite 

jid^ 
d  =  0,258  Mtr.,     F  =  -~  =  0,05228  Quadratm. 

4 

gefunden  wird.    Dem  entsprechend  ist  nun 

g'  ^   0,5  +  0,0285  ^^  =  17,07     und     x  =  y  ^^^  ^0.171 

X    „        0,00894  ^     ^ 

A  =  -    F  z= Quadratm., 

a  a 

r  V 

während  nach  Gl.  (9)  mit        =  0,839  und         =  1,258  sich  ergirbt: 

X  001107 

X.  ^  0,229     und     A.  =   -^  F  =     -  — --  Quadratm., 

«1  «1 

.r.  -      0,125     und     A^  -^    ^^  F  =     '  —  -     Quodmtm. 

Die  Wcrtlie  von  cf,  (fj  und  a^  sind  von  der  besonderen  Art  und  W»- 
abhängig,  wie  den  Umständen  gemäss  die  Mündungen  angeorduet  i^rr<i<-. 
Bei  der  mittleren  Wassermenge  V  ist  nach  Gl.  (13)  die  lebendige  Kraft 

2 
L  ^    ...  1000  .  0,1258  .  15  ^    1258  Kgmtr., 

o 

bei  der  grössten  und  kleinsten  Wasscrmengo  wird  sie  nach  Gl.  (Ur  uD<i  l  • 
nur  im  Verhältnisse 


L,  --    A  _  1   r, 

L  2    V 

kleiner. 


» - '  m 


=  0,1)41 
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i^.    LeItuifsrOlire,  deren  Weite  und  hindareh  fliessende  Wassermengre 
Tom  einen  zum  anderen  Ende  stetig  Terttnderlieh  ist. 

Wenn  die  Weite  einer  Wasserleitungsröhre  nicht  constant  ist,  und 
somit  die  (von  den  Bahnen  der  Wasserthcilchen  rechtwinkelig  geschult- 
t^^ücu)  Querschnitte  des  Wasserstroms  nicht  eben,  sondern  krumme  Flächen 
sind,  so  ist  auch  die  Pressung  selbst  abgesehen  vom  Einfiuss  der  Schwere 
oder  der  sonstigen  äusseren  Massenkräfte  von  Punkt  zu  Punkt  eines 
solchen  Querschnitts  veränderlich.  Das  Gesetz  dieser  Veränderlichkeit, 
welches  theils  durch  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Bahnen,  theils 
durch  ihre  Krümmung  bedingt  wird,  soll  für  den  Fall  näher  untersucht 
werden,  dass  die  innere  Wandfläche  der  Röhre  eine  Umdrehungsflächo  ist, 
deren  Meridiancurven  überall  nur  wenig  gegen  die  Axe  geneigt  sind. 

Es  sei  (Fig.  44)  C7F  die  Meridiancurve  der  Wandfläche,  ihr  Krüm- 
mungshalbmesser im  Punkte  C  =  q,  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 

Curve  ihre  convexe  oder  concavo  Seite  der  Axe  BO  zu- 
kehrt Die  Querschnitte  können  als  Kugelflächen  ange- 
nommen werden,  deren  Radien  =  den  bis  zur  Axe  ge- 
rechneten Tangenten  der  Curve  CW  sind;  für  zwei  im 
Sinne  der  strömenden  Bewegung  unendlich  nahe  auf- 
einander folgende  Querschnitte  seien  BC  und  B^C^^  die 
Meridiancurven,  0  und  0^  die  Mittelpunkte.  Der  Radius 
BO  =  CO  sei  --^^  a?,  und  zwar  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem die  Richtungen  BO  und  CO  mit  den  Richtungen 
BB^  und  CC^  der  Bewegung  identisch  oder  ihnen  ent- 
gegengesetzt sind.  Ist  A  ein  beliebiger  Punkt  von  BC^ 
y  der  Bogen  AB  oder  das  Perpendikel  von  A  auf  die  Axe  (was  mit 
Rücksicht  auf  die  vorausgesetzte  Kleinheit  des  Winkels  AOB  einerlei 
ist  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  2*®'  Ordnung  gegen  1),  ist 
f«»mer  -4,  der  Schnittpunkt  von  B^^C^  und  der  Geraden  -40,  so  sind 
AO  und  A^O^  unendlich  nahe  Tangenten  einer  beliebigen  Bahn,  und  es 
ist  OA^^  Oj  ihr  Contingenzwinkel.    Der  letztere  hat  mit  Rücksicht  auf  das 

Dreieck  OA^O^  zum  Sinus  des  Winkels  AOB^  also  zu   -    das  Verhältniss 

0{\  :  A^Oi^  welches  ebenso  wie  x  für  alle  Punkte  A  des  Bogens  BC 
gleich  ist  Dieser  Contingenzwinkel  der  Bahn  im  Punkte  A  ist  folglich 
proportional  y,  so  dass  ihr  Krümmungshalbmesser  umgekehrt  proportional  y, 

iL  h.  =  —  Q  gesetzt  werden  kann,  wenn  r  den  Bogen  CB  oder  das  Per- 
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pendikcl  von  C  auf  die  Axe  bedeutet.  Die  Meridiaucurven  und  Parall»'!- 
kreise  der  kugelförmigeu  Querschnitte  sind  hier  diejenigen  sich  rcchtmin- 
kclig  schueideuden  Curven,  welche  in  §.  72  beziehungsweise  als  Krümmnup^- 
und  Normalcurven  der  Querschnitte  bezeichnet  wurden;  y  hat  also  hivr 

dieselbe  Bedeutung  wie  dort,  während  die  dort  mit  p,  Q  nnd  q'  bozeich- 

r 
ueten  Krümmungshalbmesser  hier  =    -  n,  x  und  x  sind. 

y 

Das  Aenderungsgesetz  der  Pressung  im  Querschnitte  ist  nnc 
bedingt  durch  die  2**  und  3*^®  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73.  Danach  i-t, 
wenn  hier  wie  in  §.  90  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkt«»  A 
mit  w  bezeichnet  wird  (zur  Unterscheidung  von  der  mittleren  Geschwia- 
digkeit  «  des  Querschnitts),  mit  Ky  =  Kz  =  0,  d.  h.  abgesehen  von  d»  m 
Einflüsse  äusserer  Massenkräfte 

^^  —   R  i/^""*.       ^^  ~   R  1 

oy  ^        ^  rQ         oz 

y 

worin  i/  =  —  die  constante  spocif.  Masse  der  Flüssigkeit  bedeutet.    Na^L 

9 
den  allgemeinen  Ausdrücken  von  R^f  und  i?,  in  §.  72,  Gl.  (1)  ist  abiT  hi-  r 

mit  Rücksicht  darauf,  dass  a  priori  die  Geschwindigkeit  in  allen  Pauki'  l 
eines  Parallelkreiscs  gleich,   somit  \--  =r  0  gesetzt  werden  kann^  a^:  > 

08 

H^  =  0  und  somit  p  in  demselben  Querschnitte  nur  mit  y  veräutit  rh  ■ 
Für  Rff  ergiobt  sich  mit  den  oben  bezeichneten  Substitutionen 

\o*oy  VQ  08  X   oy 

oder,  weil  nach  §.72,  GL(l,a) 

Ää  X '  hishy         X  hy 

ist,  R,  _-   R     -  -\-    I    ^ 

\  X    Oy  TQX 

und  somit  nach  Gl.  (1) 


hp  R  hw         yw  (  ^   R 

öy  X  by 


rn  \  xl 


Hieraus  ergeben  sich,  sofern  .      stets  negativ  ist,  und  mit   Rui  k- » 

Oy 

auf  die  Umstände,  unter  denen  x  und  p  positiv  oder  negativ  »incL  di*  t 
genden  Schlüsse: 
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Bei  einer  conischen  Röhre  {q  =  oc)  nimmt  die  Pressung  mit  wach- 
s<ntler' Entfernung  von  der  Axc  ab  oder  zu,  jenachdem  das  Wasser  vom 
eugercn  zum  weiteren  Ende  oder  umgekehrt  üiesst.  Wenn  die  Bahnen  im 
Sinne  der  Bewegung  divorgiren,  so  hat  ihre  Krümmung  an  sich,  jenachdem 
üc  nach  aussen  concav  oder  convcx  sind,  die  Divergenz  der  Bahnen  folg- 
Ii(li  im  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder  abnimmt,  eine  Abnahme  oder  Zu- 
nahme der  Pressung  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Axe  zur  Folge, 
also  eine  Acnderung  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne  wie  die- 
i^uij.'o,  welche  durch  die  Divergenz  der  Bahnen  an  sich  abgesehen  von 
ihrer  Krümmung  bedingt  wird.  Sind  aber  die  Bahnen  im  Sinne  der  Be- 
legung convergont,  so  bedingt  ihre  Krümmung  nur  im  Allgemeinen  eine 
rressangsäuderung  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  wie  die 
Convergenz  au  sich,  jonachdom  letztere  im  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder 
abnimmt;  es  kann  nämlich  dieser  Einfluss  der  Bahnkrümmung  verschwinden, 

wier  ia  das  Gegentheil  sich  umkehren,  wenn  die  Geschwindigkeit  <^  — 

hl  Die  bedeutendste  Aendorung  der  Pressung,  und  zwar  eine  Abnahme 
•Icrsclben  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Axe,  findet  folglich  dann 
.''titt,  wenn  das  Wasser  vom  engeren  zum  weiteren  Ende  einer  Röhre 
stmmt,  deren  Weite  in  zunehmendem  Grade  zunimmt.  Es  kann  dann  der 
Fall  sein,  dass  die  Pressung  au  der  Rohrwand  bis  Null  abnimmt  und  somit 
•las  Wasser  von  derselben  sich  trennt,  während  die  mittlere  Pressung  noch 
erheblich  >>  0  ist. 

Die  Integration  von  Gl.  (3)  zur  Bestimmung  von  p  als  Function  von  y 
erfordert  die  Kenntniss  des  Gesetzes,  nach  welchem  w  mit  y  sich  ändert; 
inr  Bestimmang  des  letzteren  müsste  noch  die  erste  der  Gleichungen  (1) 
in  §.73  nebst  dem  Ausdrucke  von  Ä«  nach  §.  72,  Gl.  (1)  herangezogen 
»erden.  Legt  man  aber  näherungsweise  für  w  dasselbe  Aenderuugsgesetz 
iBi  (Querschnitte  zu  Grunde,  welches  nach  §.  90,  Gl.  (11)  für  die  cylindrischo 
ßöhrc  gilt,  setzt  man  also  z.  B.  für  eine  conische  Röhre  (q  =  oc) 

bw 7/1 

öy"  ~"  ""  2Ä  ^ ' 

•0  ist  nach  Gl.  (3),  unter  Pq  die  Pressung  in  der  Mitte  verstanden. 


)der  nach  §.90,  Gl. (12)  mit  I^  ^-  h  ^^=  ^ 


u  hu 
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P  "^  Po  +    ^a      ^  \~ 

und  insbesondere  die  Pressung  am  Rande: 

P^=-Po-\-      -Yi"^    » 

Unter  solchen  Umständen,  wie  sie  bei  den  Anwendungen  Torzukouini<  l 
pflegen,   ist  übrigens  dieser  durcii  die   Convergenz  oder  Divergenz  il^r 
Bahnen  bedingte  Unterschied  der  Pressungen  am  Rande  und  in  der  Mit: 
eines  Querschnitts  immer  nur  sehr  unbedeutend.    Ist  z.  B.  u  ^^  2o  Mtr. 
pro  See,  x=  -\-  0,05  Mtr.,  so  ergiebt  sich  mit 

Y  —  1000     und     b  ^  0,000004  (§.  90,  GL  4 

/  =  Po  +  Ö,l 

d.  h.  der  fragliche  Unterschied  nur  0,1  Kgr.  pro  Quadratm.  oder  ungt  üi : 
0,00001  Atm. 

Um  die  Grösse  des  Einflusses  der  Bahnkrttmmungen  zu  prüfen,  k  >  : 
Gl.  (3)  mit  Weglassung  des  Gliedes,  welches  sich  so  eben  als  unwescut].- 1. 
herausgestellt  hat,  also  die  Gleichung 

oy  rQ  V  «        / 

integrirt  werden,  indem  dabei  wieder  näberungsweise 

f.'(  setzt  wird.    Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

/"•yrfy  -      l  Jwdiy^  -      ^   e£;y«  -    W  j^J  yUy 

1  r  ^  1 

--  ^  '^y*  +  '^f  Jy^^y  =  ^  ^y^  *    .,  '  r 
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2^ 


=  ^y^  +  |/y* 


ist,  ergiebt  sich 

?  -  f.  -  ^  [/*  (2  «^*y*  4-  /•«'y*  +  3  /V)  -  2  -^  («'y''  4-  /y^' 

QDd  insbesondere  mit  y  =  r,  /(?  =-  u^'  die  Pressung  am  Rande 


'''  ^  '•  ~  2^  f''  ("''*  +  ^^^"''''  + 1  ^*'"')  - 

oder  mit  ee>'  =  t«  —  ^-  r»  =  «  —  fr*  (§.  90) 

^' = "« -  i^  K"*  + 1  ^''*)  - 

oder  endlich,  wenn  nach  §.90,  GL  (12) 


4        («^'  +  /r*; 


4Ä 


tt 


«J 


/  =  '  „  ^  i —  = .—  «     und     Ä  =  ' 


8Ä 


.8 


32    1  —  t 


wwie  die  specifische  Masse  [i  =  L  gesetzt  wird, 

9 

^  -^^-  2öK'  +  "3— ;;,  -  81 


.  .  (5). 


w 


Das  Vcrhältniss  £  =  -    der  Geschwindigkeit  an  der  Wandfläche  zur 

u 

nittleren  Geschwindigkeit  ist  bei  der  Analyse  in  §.  90  unbestimmt  ge- 
^lii'bon  nud  auch  durch  Beobachtung  nicht  näher  bekannt  Setzt  man  aber 
*tiia  f  —~  0,9  nach  Analogie  der  in  dieser  Hinsicht  besser  bekannten  Be- 
^c^'oiig  des  Wassers  in  Canälen,  so  erkennt  man,  dass  das  Glied 

yrl        h       u  ^^  r      ^      r  ^ 

2  Q     S  1  —  e  z  pl6'a? 

OD  einerlei  Grössenordnung  ist  mit  der  Pressungsdifferenz,  die  sich  nach 
'i. -4^  als   stets  sehr  unbedeutend  ergeben  hatte.    Bei  Vernachlässigung 

lii*scs  Gliedes  und  des  kleinen  Bruches — —  =       -   ist  somit 


p  =  Po  —  r 


r  »■ 
Q2g 


•     *      •     « 


(6), 
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woraus  nian  erkennt,  dass  die  Krümmung  der  Bahnen  allerdings  sehr  be- 
deutende Druckdifferenzen  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Quersi-hnitti 

bedingen   kann:  z.   B.  mit    ^     =  20  Mtr.  (entsprechend   auch  uiigftjhr 

u  —   20  Mtr.  pro  See.)  und  y  =-.  1000  wäre 

p   ^-z  Pq  —  20000       Kgr.  pro  Quadratm.  — 

Kiu  mathematischer  Ausdruck  für  die  Leitungswiderstandsh<>t  • 
nicht  cylindrischcr  Röhren  ist  nur  bei  grösserer  I-Änge  derselljon  \i. 
Interesse,  wobei  die  Couvergenz  oder  Divergenz  und  die  Krümmung  \V  r 
Bahnen  stets  nur  gering  ist;  der  Widerstand  kurzer  Röhren  ist  ndthij»'^- 
ialls  durch  besondere  Versuche  im  Ganzen  zu  bestimmen.  Ist  dann  B,/- 
die  Lcitungswidorstaudshöhc  für  das  Längenclement  dt  einer  solchen  Us- 
goren  Röhre,  so  wird  der  Ausdruck  der  Grösse  -ßj,  welche  hier  ci:« 
Function  von  «  ist,  nur  wenig  von  demjenigen  verschieden  sein,  welditT  i? 
§.00  für  cylindrischo  Röhren  bestimmt  wurde;  es  werden  alst>,  »••■ 
unter  y  den  Durchmesser  und  unter  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  J*^ 
betrelTeudeu  Querschnitts  verstanden,  auch  hier 

B.  ^-  a        J^  h  ---=       -        mit     2  ---  a  +  ^ 

y  y        y  ^9  ^y 

gesetzt  wird,  die  Coefhcienten  «,  h  resp.  a,  ff  nur  wenig  andere  W'rn . 
haben  wie  für  cylindrische  Röhren  nach  §.  90.   Die  moiUficirteu  Annlni  . 
dieser  C-oetlioienteu   Hessen  sich   zwar  nach  Analogie  der  in  §.  90  ai:- 
stellten   Untersuchung  näheruugsweise  bestimmen  mit  Rücksicht    auf  • 
ei'ste  der  Gleichungen  {!)  in  §.  73,  den  allgemeinen  Ausdruck  von  H.  . 
§.  72  und  das  oben  untersuchte  Aenderungsgesetz  der  Pressung  im  y^    - 
schnitte,  doch  hätte  diese  Bestimmung  wenig  Werth  besonders  wegen  -i  ^ 

in   den  Ausdrücken   von  a  und  h  vorkonunenden  Verhältnisses  i    — 

welches  hier  wie  dort  unbestimmt  bliebe,  so  dass  es  auch  aiigcwis>  «j: 
ob  ihm  hier  derselbe  Werth  beizulegen  ist  wie  dort  Es  könnte  z.  B.  *  t- 
di>ergi'uten  Bahnen  kleiner«  bei  convergenten  grösser  sein«  als  bei  ^  ' 
parallelen  l^üiuen  in  der  cylindrisohen  Röhre,  wodurch  «  (proportional  ^ 
im  ei-steu  Falle  kleiner,  im  zweiten  grösser,  h  (proportional   1  —  *    :: 
ersten  Falle  grösser,  im  zweiten  kleiner  würde.    In  Ennangelong  N-  :♦ 
deivr  VeiMiohe,  welche  allein  mit  Sicherheit  hierüber  entscheiden  köntt 
moi^ou   de^haU»  den  fraglichen  (.Wfticieuten  hier  dieselben  Wertbe  /':. 
schrielHUi  werxlon,  wie  sie  früher  für  cylindrische  Rühren  bestimmt  «iiri  • 
Wiitl  dann  aus*er\lem,  was  mmei^t  rulissig  ist«  dem  Cocfficienten  i  • 


§.  95«  LRlTtmOSBÖHBK  VOK  fiTüTia  TBBlNDBRLtCHBR  WSITR.  525 

eoDstanter  Mittelwcrth  beigelegt,  entsprechend  einem  Mittelwerthe  des 
Products  uy  flir  die  betrachtete  Rohrstrecke  von  der  Länge  /,  so  ist  die 
LeitQDgswiderstandshöhe  für  diese  ganze  Rohrstrecke,  falls  »  vom  Anfange 

derselben  an  gerechnet  wird, 

i 

B  =    fß^ds  =  ^  r   ds    (7). 

0 

Darin  ist,  wenn  F  den  betreffenden  Querschnitt  des  Wasserstroms 
und  V  das  pro  See.  hindurchfliessende  Wassenolumcn  bedeutet, 

V  4V 

«  =    ",     insbesondere     u  =    —-. 
F  jiy^ 

wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  die  ebenen  Querschnitte  der 
liohre  kreisförmig  sind  und  den  calottenförmigon  Wasserquerschnitten  F 
idt'ich  gesetzt  werden,  was  mit  Vernachlässigung  verhältnissmässig  kleiner 
rirösson  2**'  Ordnung  geschehen  kann,  falls  die  Wandfläche  überall  unter 
lüeiuen  Winkeln  gegen  die  Mittellinie  der  Röhre  geneigt  ist. 

Ebenso  wie  y  kann  auch  V  im  Allgemeinen  eine  Function  von  »  sein 
misprechend  dem  Falle  eines  längs  der  ganzen  Rohrlänge  stetig  vertheilten 
oder  wenigstens  behufs  einer  leichteren  Rechnung  als  stetig  vertheilt 
roraasgesetzten)  seitlichen  Wasserabflusses  aus  derselben.  Von  grösserem 
Interesse  sind  dabei  nur  die  einfachsten  Specialfälle,  dass  entweder  F  con- 
itant  und  y  gleichförmig  variabel,  oder  y  constant  und  V  gleichförmig 
ariabel  ist. 

\)  Ist   V  constant,  so  ist  die  Widerstandshöhe 


X  /4r\«  id8 

2g\j€  )  j  y-* 


^  =  l(-y  I ' w- 


0 

QslM.*sondere  für  eine  conische  Röhre,  deren  Durchmesser  am  engeren 
md  weiteren  Ende  beziehungsweise  =  d  und  D  seien,  ist  wegen 

y  —  d         s  l 

r=r  also     dn  =r dy 

D—  d         V  1)  —  d    -^ 

.^  X    (AJy      j        fdy  ^  X   /4Fy        /        W^    _    ^  \    - 

2g  V  jr  )    D  —  d  j  y^         '2g\jtJ    D  —  d  4  \d*         /)*)  ' 

lg  ^jtdV     \  y>* 
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und  wenn  B  =    -  [  —-  )    gesetzt  wird,  so  dass  C  den  Leitungswider- 

standscoefficienton   der   conischen   Röhre   bezogen   auf  ihrco 
kleineren  Endquerschnitt  bedeutet,  so  folgt: 


s=U('+-^)('+r.) 


8  V 
Darin  ist  X  nach  §.90  entsprechend  uy  =      ,v.     .     „t  zö  nehmen. 

jr(I)  -\-  d) 

2)  Ist  y  constant  =  rf,  so  ist 

2ff  W    d^J 

und  wenn  insbesondere  V  gleichförmig  veränderlich  ist  (wie  z.  B.  bei  eimT 
städtischen  Wasserleitungsröhre  längs  einer  Strasse  mit  Rücksicht  auf  \h* 
successive  abgezweigten  einzelnen  Hausleitnngcn  im  Durchschnitt  voniu-- 
gesetzt  werden  kann)  etwa  von  FJj  für  «  =  0  bis  F^   für  «  =^  /,  also 


so  folgt 


^0- 

V 

ff 

''«- 

>i 

/ 

oder 

r 

1          -^ 

/ 

-  «     mit 

a  : 

2^ 

CJ)' 

]/(.  ■ 

-  2 

1         a 

+ 

.1  — 

'5^., 

^. 

X 
^9 

c:-)* 

3 

«« 

\\  1 

■  •  1 

in  welcher  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  ßinleutung  vou  a  auch  1, 
stiitt   J'y  und  -  statt  «  gesetzt  werden  kann.    Setzt  man  also 


f( 


d    lg  ^   d    2g 

unter  n^,  und  h^  beziehungsweise  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Aufj  •. 
und  Kudquerschnitte  verstanden,  so  ist 

Der  (\H>fticient  k  ist  dahin  nach  §,  *>0  entsprechend  ui  —  " 

f\\  uohmeu. 
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§.96.    Zttjsammengesetzte  Wasserleitunsr- 

£ine  zasanimengcsetzte  Wasserleitung  bestehe  im  Allgemeinen  aus 
einem  beliebig  verzweigten  Röbrennetz,  wodurch  beliebig  viele  Wasser- 
behälter so  unter  sich  verbunden  sind,  dass  jeder  mit  jedem  anderen  com- 
mnnicirt  und  somit  das  Wasser  aus  einem  Theil  derselben  beständig  aus- 
ond  in  die  übrigen  einfliesst;  an  den  constant  erhaltenen  freien  Wasscr- 
öIm  rflächcn  aller  Behälter  herrsche  derselbe  (atmosphärische)  Druck.  Wenn 
(las  Röhrennetz  an  einigen  Stellen  frei  ausmündet,  so  kann  man  den  hier 
ätattiiDdcndcn  freien  Ausfluss  als  den  Abfluss  in  einen  Behälter  betrachten, 
dessen  Wasseroberfläche  durch  den  Schwerpunkt  der  Mündung  geht. 
Uebrigens  kann  es  der  Fall  sein,  dass  die  aus  dem  einen  Theil  der  Be- 
hälter ausfliessende  Wassermenge  grösser,  als  die  in  die  übrigen  gleich- 
Z'iti^  einfliessende  ist,  indem  der  Ueberschuss  schon  unterwegs  durch 
S«itenöffnungen  der  Rohrleitung  oder  durch  untergeordnete  Seitenröhrcu 
ausfliesst,  die  nicht  als  Bestandtheilo  des  hier  in  Rede  stehenden  Röhren- 
üctzes  betrachtet  werden;  möglicher  Weise  kann  sogar  das  Wasser  von 
allen  Behältern  her  in  die  Rohrleitung  einfliessen  sollen,  um  nur  längs 
derselben  successive  anszufliessen.  Von  irgend  einer  Verzweigungsstelle 
des  Netzes  können  3  oder  mehr  Rohrstrecken  ausgehen;  im  Ganzen  seien 
«  solcher  Verzweigungsstellen  (Knotenpunkte  des  von  den  Mittellinien  d(»r 
Rohren  gebildeten  Netzes)  vorhanden,  die  durch  n  Rohrstrecken  unter  sich 
^-dor  mit  den  Behältern  verbunden  sind.  Von  den  mannigfach  verschie- 
denen  Aufgaben,  zu  denen  dieser  allgemeine  Fall  Veranlassung  geben  kann, 
i^t  die  folgende  besonders  bemerkenswerth. 

Gegeben  seien:  die  relativen  Höhen  der  m  Verzweigungsstellen  und 
d*'r  Wasseroberflächen  in  allen  Behältern,  ferner  die  Längen  aller  n  Rohr- 
>"trecken,  die  Strömungsrichtungen  des  Wassers  in  denselben  (jeden£alls  so, 
4ss  das  Wasser  aus  dem  Behälter  mit  höchstgologener  Wasseroberfläche 
ansfliesst)  und  für  jede  derselben  die  Wasservolumina  =  V  und  «T, 
welche  pro  See.  durch  ihren  Anfangs-  und  Endquerschnitt  hindurchfliessen 
^llen  bei  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Abnahme  durch  stetig  auf 
der  ganzen  Länge  vertheilte  Wasserentziehung.  Unter  der  weiteren 
Voraussetzung,  dass  eine  Aenderung  der  Rohrweite  nur  an  den  Verzwei- 
'^ingsstellen  stattfindet  (widrigenfalls  übrigens  auch  eine  solche  Stelle,  wo 
die  Rohrweite  sich  ändert,  als  eine  Verzweigungsstelle  betrachtet  werden 
könnte,  von  der  nur  zwei  verschiedene  Rohrstrecken  auslaufen),  sollen 
diun  die  n  Rohrweiten  so  berechnet  werden,  dass  die  Anlagekosten  des 
l^ihrennetzes  niöglicnst  klein  sind. 
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Was  diese  letzte  Forderung  betrifft,  so  sind  die  Kosten  des  Rcihnn- 
netzes  an  und  für  sich  nahezu  seinem  Gewicht  proportional  zu  setzen,  al^. 
bei  gegebener  Art  von  Köhren  der  Summe  ^lyö^  wenn  /  die  Lünge^  y  «ii' 
Weite,  6  die  Wanddicke  irgend  einer  der  n  Rohrstrecken  bedeutet.  h\* 
Dicke  rf  pflegt  nach  der  Formel 

6  =  a  -\-  hy 

bestimmt  zu  werden,  unter  a  eine  vom  Material  abhängige  Constantc  n:. . 

unter  h  einen  Coefficienten  verstanden,  der  zugleich  von  dem  gr<>^^ti'u  ii  - 

neren  Ueberdruck  (==  i  Atmosphären)  abhängt,  der  im  Inneren  der  K^Li-i 

unter  normalen  Umständen   stattfindet,  abgesehen  nämlich   von  etwaiit  j 

Stössen  des  in  seiner  Bewegung  plötzlich  gehemmten  Wassers.    Weil  aU  t 

gleichwohl  die  Coefficienten  a  und  h  auch  solchen  hydraulischen  Stuf ^-4 

und   anderen   kaum  berechenbaren  Umständen,  den  Anstrengungen  U  imi 

Transport,  beim   Legen  und   Verbinden  der  einzelnen   Rohrstücke,  iI«ti| 

Einfluss  dos  Erddrucks,  den  Besonderheiten  des  Materials  und  der  Fal»ri^ 

cationsmethode  etc.  Rechnung  tragen  müssen,  haben  sie  einen  vorwiroini 

empirischen  Charakter;  insbesondere  für  gusseisemc  Röhrenleitungi*n  karij 

im  Allgemeinen 

d  =  0,008  -f  0,0025«y  Mtr .1 

gesetzt  werden,  wenn  auch  y  in  Meteni  ausgedrückt  ist.    Die  gesaran.»' 

Anlagekosten  ^=  R  des  Röhrennetzes  begreifen  indessen   auch  die  \ 

legungskosten  in  sich,  welche  eher  proportional  ^/y,  als  proportioiul  2!*  « 

sind,  so  dass,  wenn 

R  =  CSlyil  +  ßy) .- 

gesetzt  wird,  unter  C  eine  Constante  verstanden,  der  Coeflicieiit  ß  wt^- : ; 

lieh  <  -  ist.* 
a 

Wenn  an  den  Verzweigungsstellen  plötzliche  Richtungs-  und  v  •  • 
sohnittsändernngen  (innere  Contractionen)  durch  abgerundete  Austl!.-. 
und  sanfte  Krümmungen  möglichst  vermieden  werden,  so  sind  dii»  W  j ;  : 
Standshöhen  daselbst  von  ähnlicher  Art  und  Grösse,  wie  sie  nach  §,  77.  lil  1 
durch  die  Vereinigung  von  Flüssigkeitsströmen  bedingt  werden,  iL  h  «j| 
sind  =•  solchen  Geschwindigkeitshöhen,  welche  den  Differenzen  der  r  * 
leren  Geschwindigkeiten  in  den  angrenzenden  Rohrstrecken  entspnt  i 
Wenn  aWr,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist  und  auch  hier  vorauM.-  -t.^ 

•   Nach  Bres$o.   Cours  de  niecanique  appliqn^e,    Bd.  II.«  lJvii>.   <    «^ 
sich  dio  Kivstoii  oiuor  Wa:^serleitung  in  Paris  auf  nahe  lOOy  fraiio   pn» 
tViulon  Motor,  allo  Vorh'snmJTiktkston  oiusjercchnet. 


t  ; 
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iFerden  soll,  die  einzelnen  n  Rohrstrecken  sehr  lang  im  Vergleich  mit 
ihren  Durchmessern  sind,  so  kann  die  im  Folgenden  mit  z  bezeichnete 
Ueberdruckhöhe  (Ueberschuss  der  Druckhöhe  über  die  atmosphärische 
Drnckhöhe  von  nahe  10  Mtr.)  an  irgend  einer  Yerzweigungsstelle  för  die 
niDächst  gelegenen  Querschnitte  aller  daselbst  zusammen*  oder  auseinander 
knfenden  Rohrstrecken  als  gleich  betrachtet,  und  es  kann  ferner  in  der 
Faodamentalgleichung 

"'  T  ""''  ,=  H—  B  (§.  78,  Gl.  5), 

bezogen  auf  die  ganze  Länge  l  irgend  einer  der  n  Rohrstrecken,  die  linke 
N'ite  im  Vergleich  mit  der  Widerstandshöho  B  dieser  Strecke  vernach- 
lä-ssigt,  B  also  =^  der  betreffenden  wirksamen  Druckhöhe  H  gesetzt  werden, 
die  durch  eine  gegebene  Höhendifferenz  (das  Gefälle  der  Rohrstrecke)  und 
durch  eine  oder  zwei  der  Unbekannten  s  als  algebraische  Summe  derselben 
Wstimmt  ist,  jcnachdem  die  betreffende  Rohrstrecke  eine  Verzweigungs- 
>U'\\e  mit  einem  Behälter  oder  mit  einer  anderen  Verzweigungsstelle  ver- 
bindet. Sofern  aber  die  Berechnung  des  Röhrennetzes  unter  der  Voraus- 
siUuDg  seiner  grössten  Leistung  (des  grössten  vorkommenden  Zuflusses  zu, 
•im  oberen  Behältern  und  der  grössten  Wasserentziehung  längs  den  ein- 
zt'iuen  Rohrstrecken  und  durch  die  unteren  Behälter)  angestellt  wird,  wobei 
die  etwa  vorhandenen  Schieber  oder  sonstigen  Regulirungsvorrichtungen 
als  ganz  geöffnet  vorausgesetzt  werden,  so  können  etwaige  Krümmungs- 
o-ler  andere  besondere  Widerstände  dadurch  in  der  Regel  genügend  be- 
rücksichtigt werden,  dass  in  dem  Ausdruck  (§.  95,  Gl.  11)  für  die  Leitungs- 
«iderstandshöhe 

2   /4Fy  1  +  g  +  «^    l  (3) 

der  Coefficient  Z  nöthigenfalls  etwas  grösser  gesetzt  wird,  als  für  eine  ganz 
?prade  cylindrische  Röhre  nöthig  wäre.  Durch  die  n  Gleichungen  B  ^=  II 
OBd  nun  die  n  Unbekannten  y  durch  die  m  Ueberdruckhöhcn  %  bestimmt, 
md  wird  soinit  auch  R  nach  Gl.  (2)  eine  Function  dieser  m  unabhängig 

Variablen  s,  welche  dann  ihrerseits  gemäss  der  Forderung  R  — -  min,  durch 

hR 
iie  m  Gleichungen  ^~  =  0  bestimmt  sind.    Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

02 

iie  Ueberdruckhöhe  z  an  einer  bestimmten  Verzweigungsstelle  Ä  nur  in 

J'Q  Ausdrücken  für  die  Durchmesser  y  der  in  A  zusammonstosscndcn 

hR 
ßohrstrecken  vorkommt,  wird  durch  die  Gleichungen    ^^     --  0  die  Forde- 
rung des  Minimums  der  gesammten  Anlagekosten  in  die  Forderungen  zer- 

Grashof,  th^or^t.  Maoclüaeiilelir«.     L  34 
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legt,  dass  die  Kosten  des  um  jede  Yerzweigangsstelle  hemmüegenden  Rohr 
Systems,  insoweit  sie  von  der  Ueberdruckhöhe  an  dieser  Stelle  abbaiii:'  n^ 
je  ein  partielles  Minimum  sein  müssen. 

Die  Schwierigkeiten  dieses  Rechnungsverfahrens  können  dadurch  if  r< 
mindert  werden,  dass  man  zunächst  mit  einem  für  das  ganze  RohrsTst^a 
gleich  gesetzten  Mittelwerth  X'  des  Coefficienten  X  (etwa  X  =  0,03  x-v 
genäherte  Werthe  y  von  y  berechnet,  indem  dabei  auch  R  vorläufig  pr* 
portional  Sly  gesetzt  wird.  Mit  corrigirten  Werthen  von  Jl,  entsprech»  >i 
den  Mittelwerthen  von 

,      2(i  +  «)r  . 

uy   = j 

Jty 

0  I 

findet  man  dann  corrigirte  Werthe  von  y  gemäss  der  Forderung  , 

Sly  (1  +  ßy)  =  min. 

Wenn  übrigens  die  Zahl  der  Verzwcigungsstellen  einigermasson  gr  s 

ist,  so  macht  die  Auflösung  der  m  Gleichungen  y—  =  0  nach  den  II  \ 

kannten  s  sehr  umständliche  Rechnungen  nöthig,  selbst  wenn  man  ^i  I 
darauf  beschränkt,  JR  proportional  JSly  zu  setzen  und  fOr  X  einen  Mit*] 
werth  a  priori  anzunehmen.  Es  sei  nämlich  A  irgend  eine  Verzweijrnij^ 
stelle,  bei  welcher  die  Ueberdruckhöhe  im  Rohrsystem  =  «  ist  A'J  <-l 
irgend  eine  der  Rohrstrecken,  in  denen  das  Wasser  gegen  A  hin,  AA 
irgend  eine  derjenigen,  in  welchen  das  Wasser  von  A  weg  fliesst;  z  ni  «1  : 
seien  die  Ueberdruckhöhen  des  Wasserstroms  bei  A'  und  A"^  fcruT  i 
h!  und  h"  die  Höhen  einer  gewissen  Horizontalebene  E  über  A.  A'  onii ./ 
Mit  den  Bezeichnungen 

sind  dann  die  wirksamen  Druckhöhen 

der  Strecken  A!A  =  (A  —  h')  -\-  %   —  z  =^  r  —  x 
und  der  Strecken  AA"  ^^  {h"  —  *)  -r  ^  —  %"  -=  t*'  --  i. 

Dabei  wäre,   wenn   eine  der  Röhren  A'A  resp.  AJt'  die  Ve^2weir;I^ 
stelle  A  mit  einem  der  Wasserbehälter  verbände,  ftlr  diese  Röhre  :'  r  *^ 
t"    -T  Null  und  X  =  ä'  resp.  r"  ^=  h"  =  der  Höhe  der  Ebene  F  i'  | 
der  freien  Wasseroberfläche  in  dem  betreffenden  Behälter  zu  sot/i*n. 
Setzt  man  ferner  die  Widerstandshöhe  B  irgend  einer  Rohrstnis 


H  =r     ^     mit     /*  =^   ^  -  I  ^ nach  Gl.    • 
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SO  ist  gemAss  den  Gleichungen  B  ^=  H 


1 


für  die  Röhren  ä'ä  :       r  =^  a;  —   x  \     y  =  ( ? ) 

y*  \a:  —   a?/ 


5 


..(5). 


fQr  die  Röhren  ÄA":      -  =r  x"  —  «;     y  =  {--, j 

JFenn  nun  mit  -ST  eine  die  Röhren  A'A  und  mit  21"  eine  die  Röhren  AA" 
imfassonde  Partialsumme  bezeichnet  wird,  so  ist  deijenige  Theil  der  Total- 
sniffle  Sly^  in  dessen  Gliedern  die  bei  A  stattfindende  Ueberdruckhöhe  » 
esp.  die  dafür  hier  eingeführte  Unbekannte  x  vorkommt,  nachdem  alle 
lnrchmesser  y  durch  die  verschiedenen  Grössen  x  nach  Analogie  der 
fleichungen  (5)  ausgedrückt  wurden, 


^'t^Z+^-'C- 


Fl     \5 

TT 


Wenn  also  JR  proportional  2!iy  gesetzt  und  die  Abhängigkeit  der 
i  den   Grössen  P  vorkommenden  Factoren  X   von  den  Durchmessern, 

so   auch    von    x    ausser   Acht    gelassen    wird,    so   ist   die    Gleichung 

R  bR        ^ 

'-=  —   ^—  =±  0: 
s  ox 

s'p^  (_L^y  =  s"p^  (^r^—Y (6). 

\x  —  xj  \x    —  x/ 

ie  Auflösung  eines  Systems  von  m  solcher  Gleichungen,  in  deren  jeder 
fbrere  der  m  Unbekannten  x  vorkommen,  erfordert  aber,  wenn  m  eine 
össere  Zahl  ist,  ein  so  zeitraubendes  Probiren,  dass  man  in  der  Regel 
It  einer  nur  unvollkommenen  Erfüllung  der  Forderung  R  =  min.  sich 
rd  begnOgen  müssen,  wie  es  im  folgenden  §.  an  einem  specielleren  Falle 
z**igt  werden  soll.  — 

Uebrigcns  ist  schliesslich  zu  bemerken,  dass  die  hier  als  gegeben 
rausgesetzten  Höhenlagen  der  m  Yerzweigungsstellen  A  fttr  die  vor- 
sTi-ndc  Aufgabe  nicht  wesentlich  sind.  Wird  bei  der  in  Function  be- 
ilTenen  Wasserleitung  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umständen  eine 
l^be  Stelle  A  gehoben  oder  gesenkt,  also  ihre  Entfernung  h  von  der 
pu  angenommenen  festen  Horizontalebene  U  geändert,  so  ändert  sich 
fh  die  Ueberdruckhöhe  %  bei  A  um  gleich  viel  in  gleichem  Sinne,  so 
is  X  =  h  —  z  unverändert  bleibt,  falls  nur  die  Seitenöffnnngen  der 
i  A  herumliegenden  Rohrstrecken  entsprechend  vergrössert  oder  ver* 

34* 
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kleinort  (Ausflusshähne  entsprechend  mehr  oder  weniger  geöffnet  u- 
bei  iutermittirendcr  Wasserentziehung  mehr  oder  weniger  lauge  gronfi 
erlialten)  werden,  um  trotz  des  .örtlich  veränderten  Ueberdrucks  in  i 
Röhre  dieselbe  Wassormenge  daselbst  abfliessen  zu  lassen.  Die  n  I>';rt 
messer  y  können  deshalb  auch  ohne  Vermittelung  der  m  IlälfsixrVv  l 
oder  X  gemäss  der  Forderung  R  =  min,  bestimmt  werden,  und  zwar  a* 
folgende  Weise. 

Wenn  man  von  einem  der  Wasserbehälter  TF\  aus  denen  das  Wi>M  i 
zufliesst,  längs  dem  Rohrsystom  beständig  im  Sinne  der  strömoud«u  h 


r*' 


>       V 


wegung  fortgeht  bis  zu  einem  der  Wasserbehälter  If  ,  in  welch 
Wasser  ergiesst,  so  ist  das  gegebene  Gefälle  von  W  bis  W",  d.  b.  i. 
Höhendifferenz  der  freien  Wasseroberflächen  in  beiden  Behältern  —  «i- 
Summe  der  Widerstaudshöheu  B  für  alle  durchlaufeneu  Rohri%treckrH,  -"• 
nach  Gl.  (3)  =  einer  Function  ihrer  Durchmesser  y.  Wenn  mau  abor  \-* 
einem  der  Behälter  JF'  aus  im  Sinuc  der  strömenden  Bewegunjj  forti:^ :  a 
zu  einer  Stelle  gelangt,  wo  die  hindurch  strömende  Wassemicn«re  —  Nd 
gegeben  ist,  indem  ihr  auch  von  einem  anderen  der  Behälter  JT*  W^-^i 
zufliesst,  so  ist  das  gegebene  GefilUe  zwischen  beiden  Behältern  W'  -  .'l 
Differenz  der  Summen  von  Widerstandshöhen  auf  beiden  Wegen.  >*•'.  '-•] 
Bedingungsgleichungen  für  die  «  Durchmesser  y  giebt  es  so  viele  i\U  ".i 
auf  verschiedenen  Wegen  im  Sinne  der  strömenden  Bewegung  von  'i^«! 
der  Behälter  W'  zu  einem  der  Behälter  1F*\  oder  von  irgend  iv.r.  u 
ersteren  zu  einer  bewegungslosen  Stelle  im  Rohrsystem  gelangou  k.ii^ 
mit  Berücksichtigung  dieser  Bedingungen  können  dann  die  Durchrat-^-r 
so  bestimmt  werden,  dass  die  als  Function  derselben  ausgedrückten  A<.iJ 
kosten  R  des  Röhrennetzes  eii»  Minimum  werden.  i 

Ob  diese  Methode  leichter  zum  Ziele  führte  als  die  früher  erA!*^ 
bei  Benutzung  der  Uülfsgrössen  s  oder  x,  lässt  sich  im  Allgemeinou  k.J 
übersehen;  ofl'enbar  macht  aber  auch  sie  bei  einigermaasseu  viel  ver/wt  -'^ 
Röhrenleitungen  so  zeitraubende  Rechnungen  nöthig,  dass  die  Bt^srhra*  »i^ 
auf  eine  nur  unvollkommene  Erfüllung  der  Bedingung  R  =r  min.  di> '.  .-l 
gerechtfertigt  wird.  I 


§.  97.    Stidtlsclie  Wasserleltur* 

Der  im  vorigen  §.  besprochene  allgemeinere  Fall  werde  durcb  i  ^ 

stüdtischon    Wasserleitungen    gewöhnlich    zutreffende    Vorattss«»t/nn.:  U 

hohräukt,    dass    nur  ein  einziger  Zuflussbchälter  vorhaadon  i>t.  *i 
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vplchem  das  Wasser  nach  beliebig  vielen  Abflnssbehältern  hinfliosst 
inrch  ein  Röhrensystem,  längs  dessen  einzelnen  Strecken  je  eine  als  gleich- 
förmig vertheilt  vorausgesetzte  Wasserentziehung  (durch  die  einzelnen 
üausleitungen)  stattfindet;  wenn  nämlich  zwar  in  Wirklichkeit  irgend  ein 
?vejg  des  Röhrensystems  am  Ende  geschlossen  ist  oder  mit  einer  Mündung 
^«'iigt,  durch  welche  das  Wasser  (z.  B.  als  springender  Strahl)  frei  aus- 
livsst,  so  kann  man  sich  doch  zum  Zweck  einer  allgemein  gültigen  Aus- 
bcksweise  bei  der  Darstellung  des  Rechuungsganges  auch  in  solchen 
^len  den  betre£fenden  Röhrenzweig  am  Endo  mit  einem  Wasserbehälter 
B  Verbindung  denken,  in  welchem  die  freie  Wasseroberfläche  über  jenem 
töhrenende  eine  Höhe  =  der  daselbst  thatsächlich  stattfindenden  Ueber- 
ruckliohe  hat.  Das  Röhrensystem  beginne  vom  Zuflussbehälter  aus  mit 
imm  einzigen  Hauptrohr,  welches  sich  demnächst  mehr  und  mehr  vor- 
zeigt der  Art,  dass  jeder  Verzweigungsstelle  nur  durch  eine  Rohrstrecke 
b  Wasser  zugeleitet  wird,  während  die  Zahl  der  ableitenden  Rohrstrecken 
Wig  gross  sein  kann,  wcun  sie  auch  gewöhnlich  nur  =  2  oder  3  ist. 

Dabei  pflegen  die  Verhältnisse  der  Art  zu  sein,  dass  eine  gewisse,  am 
Btlussbehälter  bei  A^  beginnende  und  an  einem  Abflussbehälter  bei  A 
i'feonde  Folge  von  Rohrstrecken  AqA^^  ^1-^29  A^A^,.  ,A^,A  als  der 
auptröhrenstrang  zu  betrachten  ist,  insofern  er  mit  Rücksicht  auf 
ine  Gesammtlänge  und  Wassermenge  voraussichtlich  grössere  Anlage- 
►sten  bedingen  wird,  als  irgend  ein  anderer,  das'  Wasser  vom  Zufluss- 
tolter  bis  zu  einem  Abflussbehälter  leitender  Röhrenstrang.  In  gleicher 
eise  können  gewisse  der  bei  ^^ ,  A^  ...A„  abgezweigten  und  bis  zu  an- 
ren  Abflussbehältern  reichenden  Rohrstränge  von  grösster  Länge  und 
assermenge  als  die  hauptsächlichsten  oder  Seitenstränge  1^®'  Ord- 
ing  bezeichnet  werden,  von  denen  dann  wieder  Seitenstränge  2*®' 
•dnung  abgezweigt  sein  können  u.  s.  f.  In  solchem  Falle  wird  nun  eine 
M"  unvollkommene,  aber  zumeist  genügende  Lösung  der  im  vorigen  §. 
jprochenen  Aufgabe  erhalten,  wenn  unter  den  übrigens  wie  dort  gege- 
ben Umständen  zunächst  die  Durchmesser  y  der  einzelnen  Strecken  des 
Qptstranges  so  bestimmt  werden,  dass  sie  die  Herstellungskosten  des 
rtcren  zu  einem  partiellen  Minimum  machen,  darauf  bei  nun  vollständig 
itinimtem  Hauptstrange  die  Durchmesser  der  verschiedenen  Strecken  der 
it^nsträage  !*•'  Ordnung  so,  dass  die  Herstellungskosten  jedes  solchen 
itenstranges  für  sich  ein  partielles  Minimum  werden  u.  s.  f.  Das  Vor- 
dren ist  dabei  immer  dasselbe  und  braucht  nur  für  den  Hauptstrang 
Üärt  zu  werden. 

//  sei  die  gcsammte  wirksame  Druckhöhe  desselben,  d.  h.  die  Höhe 
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AA 

AA 

.^^a  ^Ij    .   •  •  .^X  M  ''^ 

h 

h 

'8       •  •  -        •  M 

t/o 

Vi 

Vt  •"  y* 

^« 

A 

^^  ...   JS  ^ 

^0 

^1 

V             V 

'2      ...        F    „ 

cto^o 

«,r. 

ctg    'g  •   •  •   ^'  W      '    M 

der  freien  Wasseroberfläche  Wq  im  Zuflussbehälter  über  der  freien  Was^  > 
Oberfläche  W  im  Abflnssbehälter  am  Ende  des  Hanptstranges-,  für  s«  iu 
durch  die  Yerzweigungsstellen  begrenzten 

Strecken 

seien  die  Längen  = 

die  Durchmesser  = 

die  Widerstandshöhen  = 

die  Wassermengen  = 

und  = 

pro  See.  beziehungsweise  in  den  Anfangs-  und  Endquerschnitton.  V,  H 
also  das  Wasservolumen,  welches  pro  See.  in  die  ganze  RohrcnIeitau:j  tiij 
fliesst,  (1  —  «o)^oi  (1  —  ßi)^i---  siiid  die  längs  den  Strecken  J,J,| 
A^Ä^^^.  successive  entzogenen,  V^  * —  «o ^^  ^2  —  «i  Fi  . . .  die  'lurcl 
die  Seitenstränge  beziehungsweise  bei  A^^  A^...  abgezweigten  Wa-v,- 
Volumina,  und  «h  F„  ist  das  Wasservolumen,  welches  am  Ende  des  llac;4 
Stranges,  wenn  auch  zunächst  nicht  wirklich  ausfiiessen,  so  doch  s^l}  na 
fliessen  können  mit  Eücksicht  auf  eine  spätere  Ergänzung  der  Anlaj*.  U 
weiterer  Ausdehnung  der  Stadt.  Dieselbe  Rücksicht  kann  für  die  Ei  ' 
der  Seitenstränge  maassgebend  sein,  und  ist  dann  auch  J^  eut5]iriL 
grösser,  als  dem  augenblicklichen  Bedürfniss  entsprechen  würde,  in 
nung  zu  bringen.    Es  seien  femer  die  Höhen  des  Oberwasser!?iii*v  I- 

über  den  Stellen  ^,  A^       ...      A^  J 

=  hl  K 

und  daselbst  £,^  z^ 

die  Ueberdruckhöhen,  also  Äj     —  s^  ^i    ~  ^i 


i  i  I 


V, 


*i 


A. 


f 

X„  I.' 

die  wirksamen  Druckhöhen  von  IFq  bis  zu  diesen  Sti^llen  A^^  A^ .    A 
A  rosp.  JTj  für  die  einzelneu  Strecken  =  Z^,  /i  .../„  sind  dann  dw  v.n 
samen  Druckhöhen  -=  x^,  x^  —  x^,.,H  —  x^. 

Ausser  H  sind  gegeben:  alle  Längen  /,  Höhen  A,  Wa>senucru- 
und  «  V\  und  wenn  nach  Gl.  (3)  im  vorigen  §.  irgend  eine  der  WiJcr^;    j 
höhen 


PI        ,       ^        l  AV\'  1        «      j} 


/?---,      mit     P-  ^     (         ).   - 


y 

gesot/t  winl,  so  siud  die  Durchmesser  y  so  zu  bi*stimmon,  das?«  i\\^  V    1 
sieht  auf  die  Bedingung 
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die  Anlagekoston  £  des  Hauptstranges  ein  Minimum  sind.  Wenn  also  diese 
zunächst  proportional  2!ly  gesetzt  nnd  die  verschiedenen  Grössen  2,  folg- 
ich  auch  F  als  unabhängig  von  den  Durchmessern  betrachtet  werden,  so 
sind  in  dor  Differentialgleichung 

2:idy  =  0, 

welche  der  Forderung  B  =  min.  entspricht,  die  (n  +  1)  Differentiale  rfy 
nach  GL  (2)  an  die  Bedingungsgleichung 

2  -.  dj/  =  0 

rebunden,  und  man  könnte  zwischen  beiden  Gleichungen  eins  der  Differen- 
tiale dy  eliminiren,  wonach  dann  die  =  Null  gesetzten  Coefficienten  der 
tbrigen  n  Differentiale  zusammen  mit  Gl.  (2)  die  nöthigen  Gleichungen  zur 
^Stimmung  aller  Durchmesser  liefern  worden.  Am  geschicktesten  wird 
ndesscn  diese  Entwickelung  ausgeführt,  indem  die  zweite  dor  obigen 
rieichongen  nach  der  Multiplication  mit  einem  vorläufig  unbestimmten 
'ocfficienten  (er  sei  hier  mit  —  ^*  bezeichnet)  zur  ersten  addirt  und 
lann  der  fragliche  Coefficient  so  bestimmt  wird,  dass  in  der  rosultirenden 
ileichung 

ie  Coeflicienten  aller  («  +  1)  Differentiale  dy  einzeln  =  Null  werden. 
&  ist  dann 

y  =//P^.... (3) 


nd  folglich  nach  Gl.  (2) 


PI 


^bp6 


5      


=rH-^  11=--      ]/  (4). 

u 


Zu  demselben  Resultat  führt  Gl.  (6)  im  vorigen  §.,  in  welcher  hier 
ie  Summen  2^  und  S"  sich  auf  je  ein  Glied  reduciren,  so  dass,  wenn  die 
rossen  /  und  P  für  die  Strecke  A'A  mit  t  und  P',  für  die  Strecke  AA'' 
it  /"  und  jP"  bezeichnet  werden,  unter  A^A  und  AA"  irgend  zwei  auf 
nander  folgende  Rohrstrecken  des  Hauptstranges  verstanden,  jene  Gleichung 
iiT  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

6  6 

r  yp'     r  yp" 


X  X 
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Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  im  vorigon  §.  folgt  daraus 


x-x  _  t  \/p_  _  pt  /yV     ,      y  _l^ 

x"—  'x~  rf    f^  ~  P"l"  \y)  '  y"  ""  '  P^j 


1 


oder  allgemein  y  =  (iP^^  unter  (i  einen  für  alle  Rohrstrecken  ghi«ii»i. 
Factor  verstanden,  der  dann  schliesslich  aus  der  Gleichung 

wie  oben  gefunden  wird. 

Mit  einem  constanten  Mittelwerth  X  von  h,  etwa  X  -^  0,0*5,  kji 
man  nun  P^^  Pi,  Pg  . . .  P,,  nach  Gl.  (1),  dann  //  nach  Gl.  \Aj  und  y,, ;  \ 
y^.n^yn  iiach  Gl. (3)  berechnen. 

Wird  jetzt  irgend  einer  der  so  gefundenen  Näherungswerthe  >«'L  j 
mit  y  und  der  entsprechende,  mit  X  :^=  X  berechnete  Näherunj^wr  i 
von  P  mit  P'  bezeichnet,  so  findet  man  corrigirte  Werthe  von  X  ;:» n-H 

I 

den  betreffenden  Mittelwerthen  von 

2(1  +  aW 
uy    —■  — 


jry 


X 

und  damit  corrigirte  Werthe  von  P  ^--     ,  i*'.    Um  dann  die  Kohrw»  r     < 

richtiger  gemäss  der  Forderung 

R  ^  t^-17y(l     I    f?y)  =^-  mm,,     also     -17(1  -j-  l\:^y,  <v  ._-  o 

zu  berechnen,  hätte  man  analog  dem  obigen  Verfahren  jetzt  //  so  zu  i».»" 
diiss  in  der  Gleichung 

-17(1   -I-   '2,Sy  ~-   fi^  ^,)dy..    0 

die  Coeftioienton  aller  (w  +  1)  Differentiale  dt/  einzeln  — -  Null  ^-i 
Wenn   man   aber   zur  Vermeidung  der  dazu  nOthigen  Auflö>un^  b- ' 
Gleichungen  behufs  einer  immerhin  weitereu  und  meistens  ond^ulti.  . 
reichenden  Näherung 


1 

6 
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setzt,  so  ist  nach  Gl.  (2) 

Durch  die  somit  festgestellten  Rohrweiten  y  des  Hauptstranges,  denen 
bfi  der  Ausführung  gewisse  abgerundete  Wcrtho  nach  üblichen  Abstufungen 
sollet ituirt  zu  werden  pflegen,  sind  nun  auch  die  Widorstandshöhen  B  nach 
Gl.  ;i;,  sowie  die  wirksamen  Druckhöhen  x  bis  zu  den  verschiedenen  Ver- 
znei*?uug88telleu  und  die  Ueberdruckhöhen  z  bei  denselben  bestimmt  ge- 
mäss den  Gleichungen 

Xi  =J5o  +  A  +  ^2  +  •••  +  ^i-i;  2,  =  Ä.-  —  a:,-  .  .  (7). 
Sollte?  sich  eine  dieser  Ueberdruckhöhen  z  kleiner  herausstellen,  als  die 
vi'uigstens  verlangte  Steighöhe  des  Wassers  in  den  Gebäuden  an  der  be- 
fretfeuden  Stelle,  wie  es  bei  hügeligem  Terrain  der  Fall  sein  könnte,  wenn 
au(  h  ir  so  gewählt  ist,  dass  selbst  am  Ende  bei  A  die  verbleibende  lieber- 
(nickhöhe  =  h  —  ff  noch  wenigstens  der  daselbst  verlangten  Steighöhe 
deich  ist,  so  müsste  bei  gegebener  Lage  des  Oberwasserspiegels  Wq  mit 
fineni  entsprechend  kleiner  angenommenen  Werth  von  ff  die  Rechnung 
»icdorholt  werden;  die  Berücksichtigung  der  obwaltenden  Umstände  bei 
1<T  ersten  Annahme  von  ff  wird  aber  solche  Wiederholung  meistens  ver- 
nndlich  machen. 

Was  die  Berechnung  der  Seitenstränge,  z.  B.  des  an  der  Stelle  -4,  des 
laaptstranges  abgezweigten  Scitenstranges  1^®'  Ordnung  betrifft,  so  sei 
!/i  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels  JFq  über  dem  Wasserspiegel  des 
IhHnssbohälters,  mit  welchem  dieser  Seitenstrang  an  seinem  Endo  in  Ver- 
iiiduug  ist  oder  gedacht  wird;  es  ist  dann  iT,  —  a?,  die  wirksame  Druck- 
öbe  des  ganzen  Seitenstranges,  welche  zur  Berechnung  der  Weiten  y 
einer  einzelnen  Strecken  in  den  obigen  Formeln  an  die  Stelle  von  ff  ge- 
f't/t  werden  muss. 

Wenn  der  Theil  A^A^A^^-^Ai  des  Hauptstranges  sich  bei  Af  in 
iner  solchen  Weise  verzweigte,  dass  es  zweifelhaft  wäre,  welcher  der  hier 
eh  anschliessenden  verschiedenen  Röhrenstränge  als  die  Fortsetzung  des 
[anptstranges  betrachtet  werden  soll,  so  kann  man  die  Durchmesser  der 
trecken  -^o-^i?  -^i-^  .  •  .^i  -  i^-  unter  jeder  dieser  Voraussetzungen  nach 
bigem  Verüähren  berechnen  und  schliesslich  die  arithmetischen  Mittel  der 
i'fundenen  Werthe  dafür  annehmen.    Indem  dann  auch  die  Widerstands- 
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höhen  dieser  Strecken  nach  Gl.  (1)  bekannt  sind  and  somit  x,  nach  GL  7 
gefunden  wird,  sind  die  bei  Äi  sich  anschliessenden  Röhrenstränge  alle  h» 
zu  berechnen,  als  ob  sie  Scitenstränge  wären,  indem  zii  dem  Endo  // — x,  ai 
die  Stelle  von  R  in  den  obigen  Formeln  gesetzt  wird,  wenn  jetzt  E  di.- 
Höhe  des  Oberwasserspicgels  W^  über  dem  Wasserspiegel  irgend  eines  dtr 
Abflussbehälter  bedeutet,  mit  denen  die  fraglichen  Röhrensträngo  an  ihnn 
Enden  in  Verbindung  sind  oder  gedacht  werden.  — 

Schliesslich  ist  nun  aber  zu  bemerken,  dass  die  den  obigen  Rech- 
nungen zu  Grunde  liegende  Voraussetzung,  es  sei  ausser  den  Höhenla::>n 
der  freien  Wasseroberflächen  W  der  Abflussbehälter  auch  die  Höhe  dir 
Oberfläche  W^  des  Wassers  im  Zuflussbehälter  gegeben,  häufig  insofern 
nicht  erfüllt  ist,  als  das  Wasser  durch  eine  Kraftmaschine  erst  ii 
den  Zuflussbehälter  gehoben  werden  muss.  Dann  entsteht  dir 
Frage  nach  der  vortheilhaftesten  Hubhöhe  des  Wassers,  somit  dt-r 
vortheilhaftesten  Höhe  der  Horizontalebenc  W^  über  den  Horizonul- 
ebenen  TT,  als  welche  diejenige  zu  bezeichnen  ist,  bei  welcher  dii 
Summe  aus  dem  jährlichen  Aufwand  für  die  Erhebung  dt« 
Wassers  und  den  jährlichen  Kosten  für  Verzinsung  und  Am>  r- 
tisation  des  Anlagecapitals  R  der  Röhrenleitung  unter  den  ^^- 
gebenen  Umständen  ein  Minimum  ist 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  muss  R  wenigstens  angenähert  A- 
Function  der  Höhe  von  W^  ausgedrückt  worden.  Wenn  man  aber  £  il^ 
proportional  2^/y  betrachtet  und  erwägt,  dass  dann  für  irgend  ciii*n 
Röhrenstrang,  der  sich  vom  Zuflussbehälter  bis  zu  einem  AbflussbehiJtcr 
erstreckt,  jedes  y  nach  Gl.  (3)  proportional  /u,  und  fi  nach  Gl.  (4)  pro]M>r- 

tional  11    ^  ist,  so  lässt  sich  begreifen,  dass  näherungsweise  innerfani^ 

massiger  Grenzen  von  iTauch  R  proportional  H  ^  wird  gesetzt  iierd«L 
können,  wenn  jetzt  unter  ^  die  Höhe  von  W^  über  einer  Horixosul- 
ebene  W  verstanden  wird,  deren  Höhenlage  ein  abgeschätztes  Mittol  d»r 
Höhenlagen  aller  Ebenen  W  ist  Wenn  man  dann  zur  Correctur  d*r 
Fehler  dieser  Schätzung  und  der  zu  Grunde  liegenden  Annahmen  u^*r* 
haupt  noch  etwas  besser 

Rz^  all    ^  -\-h    ^ 


setzt,  so  können  die  Constanten  a  und  h  genau  genug  für  den  voriiefcif»!'  '- 
Zweck  gefunden  werden,  indem  man  nach  den  obigen  Regeln  die  Wtrt^* 
aller  Durchmesser  und  somit  die  Werthe  von  R  =  CSly {\  -\-  fy  i -' 
zwei  verschiedene  Werthe  von  U  berechnet,  die  am  besten  so  angeDom»'  * 
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werden,  dass  sie  den  gesuchten  vortheilhaftesten  Werth  von  K  voraus- 
sichtlich zwischen  sich  enthalten. 

Ist  nun  B.^  die  Hohe,  auf  welche  das  Wasser  bis  zur  Ebene  W*  ge- 
hoben werden  muss,  also  Jl^  -\-  U  die  ganze  Hubhöhe  desselben,  so  ist 
der  erforderliche  Nutzeffect  der  Kraftmaschine,  um  pro  See  V^  Cubikm. 
Wasser  auf  diese  Höhe  zu  heben, 

=  —  —  Fo  (JZo  +  H)  Pferdestärken. 

Siüd  also  K  die  jährlichen  Kosten  einer  Pferdestärke  (mit  Rücksicht  auf 
ilcu  Betrieb  sowie  auf  Verzinsung  und  Amortisation  des  Anlagecapitals  für 
Jir  Kraftmaschine),  und  werden  p  Procent  für  Verzinsung  und  Amortisa- 
tion des  Aulagecapitals  für  die  Röhrenleitung  gerechnet,  so  entspricht  der 
Forderung,  dass 

^in  Minimum  sei,  die  Gleichung: 

5 

1000  ^  _  af     ^  -  ^  ^^        (  ap  V 


Ib 


''■^- So "'■'  =  "■'  ^=(o,««oi5;^.)*.-c* 


1 


Wenn  man  behufs  einer  ersten  Annäherung  R  =  all  *  setzt  und 
nit  Rücksicht  auf  61.  (3)  und  (4),  die  Summenzeichen  aber  hier  auf  alle 
^trecken  des  ganzen  Rohrsystems  und  II  auf  die  mittlere  Ebene  W  be- 
oirea.  auch 

1    6 

R  =  CSly  =  CfiUiP^  =  C  ^— — ^~  , 

1     6 

SO  folgt     a  =r  C^SIP^)^ ^     also  nach  Gl. (9) 

5 

H  --=  (o,00015  -^-S  ^^^"^    (10). 

[Jemach  kann  H  näherungsweise  berechnet  werden,  um  dann  für  einen 
ro>seren  und  einen  kleineren  Werth  von  11  die  entsprechenden  Werthe 
rin  R  zu  finden,  welche  gemäss  dem  Ausdrucke  (8)  die  Constanten  a  und  h 
(-stimmen.  Gl.  (9)  liefert  schliesslich  einen  corrigirton  Werth  der  vortheil- 
afte«tcn  Höhe  H. 
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§.  98.    Bewegung  des  Wassers  durch  Sandfilter. 

Um  das  Wasser  für  eine  städtische  Wasserleitung  möglichst  rein  n 
erhalten,  wird  es  entweder  an  solchen  Stellen  dem  Erdboden  entnormi'i 
wo  derselbe  aus  reinem  Sand  besteht,  den  also  das  Wasser  durchdriu-«: 
muss,  um  in  den  darin  eingegrabenen  Bassins  oder  Cauälen  sich  zu  «vuiü.i  \i 
oder  es  wird  auf  künstliche  W^eise  durch  eine  horizontale  Samlv!  ii 
liltrirt;  letztere  ruht  dabei  entweder  auf  einem  durchbrocheueu  11* '■l-  . 
durch  dessen  Oeffnungen  das  liltrirte  Wasser  in  einen  darunter  bemi«lli-  .  j 
Behälter  gelangt,  oder  sie  ruht  auf  einer  Steiuschicht  mit  grösseren  7,\\  i^  . 
räumen,  in  denen  das  Wasser  seitwärts  auf  einem  undurchlässic^'u  !»■  '.i 
abfliesst.  Die  Gesetzmässigkeit  der  Bewegung  des  W^assers  in  der  >r  : 
Schicht  wird  in  allen  diesen  Fällen  im  Wesentlichen  gleich  sein,  am  «i»  .t 
liebsten  aber  hervortreten  bei  der  künstlichen  Filtration  von  obt  n  :  1 1 
unten  durch  eine  horizontale  Schicht  von  gleichförmiger  Dicke  oder  11  ■-■  i 
wie  solche  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Ihre  obere  und  unten*  K«  i 
sei  — -  jP,  und  H  die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  die  Höhe  der  fn^irii  <•  «^ 
fläche  des  über  der  Sandschicht  befindlichen  Wassers  über  der  Gruiiir*.  i 
dieser  Schicht,  vermehrt  event.  um  die  Diflferenz  der  DruckhOheu  in  «h  -- 
beiden  Horizontalflächen. 

Der  von  dem  Wasser  durchströmte  Zwischenraum  zwü^rhou  dru>i-l 

körnern    ist    als  ein  Netzwerk  von  Haarröhrchen  zn  betrachten,   »i  '  i 

u 

Leitungswidei*standshöhe  pro  Längeneinheit  proportional     -  ^^»st'tzt  »«"i 

«" 

kann,  wenn  d  die  mittlere  Weite  eines  solchen  Haarröhrchens  und  r  -j 
mittlere  Geschwindigkeit  des  AVassers  in  demselben  bedeutet;  denn  in  .  i 
allgemeinen  Ausdrucke  der  specifischen  Leitungswiderstiindsböhe 

verschwindet  das  erste  Glied  gegen  das  zweite  um  so  mehr,  je  kl«  i*  : 
und  d  sind.   Andere  Widerstände  werden  durch  die  vielfachen  (^uitm* 
und  Richtuugsändorungen  der  fraglichen  Haarröhrchen  verursacht,    l*' 
der  durchschnittliche  Widerstandscoefficient  fiir  jede  einzelne  solchi*  ^t    I 
deren  n  pro  Längeneinheit  vorkommen  mögen,  so  ist  för  ditvo  tu-   ■  ^ 

sprechende  Widerstandshöhe  =  w  C  -  -  ;  sie  kann  proportional        v-  ' 

wertlen,  sofern  n  als  umgekehrt  proportional  d  zu  erachten  i>t,  1*. :  i 
nun  endlich  die  mittlere  Länge  eines  in  der  Sandschicht  danhn -^^  :  ! 
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Haarröhrchens  der  Schichtdicke  h  proportional  gesetzt  werden  mnss,  ist 
dit'  gesammte  Widerstandshöhe  für  den  Durchgang  des  Wassers  durch  die 
JNintlschicht 


^  =  («^*+^-J)*' 


unter  a  und  ß  Coefficienten  verstanden,  deren  Werthe  besonders  davon 
ibbängig  sein  werden,  ob  die  Sandkörner  mehr  oder  weniger  glatt  und 
ibjsremndet  and  ihre  Grössen  mehr  oder  weniger  gleichartig  sind;  dem 
aittleren  Durchmesser  eines  Korns  ist  die  mittlere  Weite  d  eines  Haar- 
'uhrcfaens  proportional  zu  setzen. 

Sofern  nun  die  Geschwindigkeitshöhe,  mit  der  das  Wasser  die  Sand- 
chicht  verlässt,  im  Vergleich  mit  B  verschwindend  klein 'ist,  müsste  für 
len  Beharrangsznstand  B  =  II  sein,  wenn  nicht  noch  zu  berücksichtigen 
(tre.  dass  das  Durchfliessen  des  Wassers  durch  die  Sandschicht  selbst  bei 
er^h windend  kleiner  Geschwindigkeit  wenigstens  eine  solche  wirksame 
^nickhOhe  erfordert,  die  der  Höhe  A'  gleich  ist,  bis  zu  welcher  das 
Fasser  durch  CapiUarität  im  Sande  aufsteigt.  Mit  Rücksicht  hierauf  muss 
\  ^  II  —  ä'  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  somit 

H—  h' 


u  u^  u    (  ß       \ 


1er,  wenn  -  ud  ein  kleiner  Bruch  ist, 
a 

rf*  n—  h' 

a         h 


(-!"') 


kr  f-ndiieli,  wenn  in  dem  untergeordneten  Gliede  auf  der  rechten  Seite 

d^  JI  —  h' 

u  = 

a         h 

S'-tzt  wird 

d^  H  —  K  (       ßd^  n—  h'' 


a         h 


-^^-7-) 


(1). 


I»Äf  Wais^-rvolumen  V^  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Sand- 
'.:  it  kiwiarclifiiesst.  ist  dem  Horizontalschnitte  F  derselben  und  jener 
'-s.LviBdizkeit  m  proportional  zu  setzen,  also  etwa 

b.'*^!  s»i  X.  f  od  k'  von  der  Beschaffenheit  des  Sandes  in  solcher  Weise 

die  betreffenden  Werthe  nur  durch  Versuche  bestimmt 
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w^den  können;  aas  Gl.  (1)  ist  aber  zu  schliessen^  dass  anter  sonst  gleichen 
Umständen  die  Coefficienten  x  and  y  sowie  aach  das  Yerhältniss  --  um  so 

X 

kleiner  sein  werden,  je  feiner  der  Sand  ist,  während  nmgekehrt  A'  mit  al^ 
nehmender  Eomgrösse  des  letzteren  zanimmt  (§.  63). 

Zur  Prüfang  dieser  Gleichung  können  namentlich  Versuche  dienen, 
welche  Darcy*  in  Dijon  angestellt  hat  Der  dabei  benutzte  Kiessand,  be- 
stehend zum  grössten  Theil  aus  Sand  von  ungefähr  0,8  Millim.  SiebgrOsse, 
zum  kleineren  Theil  aus  Sand  von  1  und  2  MiUinu  Siebgrosse  und  au^ 
feinem  Eies  der  Art,  dass  die  Zwischenräume  ungefähr  0,38  des  gan/ri} 
Volumens  ausmachten,  wurde  in  einer  vertical  stehenden  Röhre  v^l 
0,35  Mtr.  innerem  Durchmesser  auf  einem  durchbrochenen  Boden  auf^n^ 
schichtet,  der  von  zwei  sich  re^chtwinkelig  kreuzenden  Rosten  mit  eiuim 
darauf  gelegten  Metallsieb  gebildet  war.  Zu  möglichster  Vermeidung  v<>: 
Luftblasen  in  den  Zwischenräumen  wurde  die  Röhre  mit  Wasser  gefiüit 
bevor  der  Sand  eingestampft  wurde;  die  Dicke  der  Sandschicht  =  h  wurlt 
am  Ende  jeder  Versuchsreihe  gemessen.  Im  Vergleich  mit  den  beträih** 
Hellen  Werthen,  welche  die  Druckhöhe  H  fast  durchweg  hatte,  konnte  ii* 
höchstens  wenige  Centimeter  betragende  Höhe  K  nur  eine  ganz  untor:- 
ordnete  Rolle  bei  diesen  Vorsuchen  spielen,  so  dass  mit 

Ä=0,      -r  =  a,     ^  =  ^ 
n  a 

die  obige  Gl.  (2)  in  der  Form 

V  =r  Fx  —  Fij,a .' 


geschrieben  werden  kann.  Im  Folgenden  sind  die  gemessenen  Wortht»  \. 
V  (Liter  pro  Minute)  und  Jl  (Mtr.)  und  die  daraus  abgeleiteten  W<r: 
von  a  und  v  der  3  ersten  Versuchsreihen,  verschiedenen  Werthen  ^ii: 
entsprechend,  zusammengestellt;  eine  vierte  Versuchsreihe,  die  sich  . 
Sand  von  etwas  gröbcrem  Korn  bezieht,  umfasst  nur  3  eiuzelne  Ver^y 
für  Ä=rl,70  Mtr.  und  solche  Druckhöhen  7/,  welche  nicht  vorsel.»--. 
genug  sind,  um  bei  so  wenigen  Versuchen  die  Gesetzmässigkeit  «In/ 
hervortreten  zu  lassen. 


*  Les  fontaines  publiques  de  la  ville  de  Dgon,  Paris  ISfiG. 
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H 


a 


V 


1) 

Ä  =  0,58  Mtr. 

3,60 

1,11 

1,914 

1,881 

0,014 

7,65 

2,36 

4,069 

1,880 

0,050 

12,00 

4,00 

6,897 

1,740 

—0,041 

14,28 

4,90 

8,448 

1,690 

—0,064 

15,20 

5,02 

8,655 

1,756 

0,006 

21,80 

7,63 

13.155 

1,657 

0,015 

23,41 

8,13 

14,017 

1,670 

0,013 

24,50 

8,58 

14,793 

1,656 

0,012 

27,80 

9,86 

17,000 

1,635 

0,030 

29,40 

10,89 

18,776 

1,566 

—0,009 

2) 

h  — 1,14  M 

tr. 

2,66 

2,60 

2,281 

1,166 

0,059 

4,28 

4,70 

4,123 

1,038 

—0,027 

6,26 

7,71 

6,763 

0,926 

0,078 

8,60 

10,34 

9,070 

0,948 

—0,003 

8,90 

10,75 

9,430 

0,944 

0,001 

10,40 

12,34 

10,825 

0,961 

0,050 

3) 

Ä  =  l,71  M 

tr. 

2,13 

2,57 

1,503 

1,417 

0,016 

3,90 

5,09 

2,977 

1,310 

—0,041 

7,25 

9,46 

5,532 

1,311 

0,047 

8,55 

,    12,35 

7,222 

1,184 

—0,023 

Wenn  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ans  jeder  dieser 
3  Versuchsreihen  die  wahrscheinlichsten  Wcrthe  der  Coefficienten  Fx  .und 
/y  von  Gl.  (3)  berechnet,  dann  damit  die  wahrscheinlichsten  Beobachtungs- 
fehler J,  die  in  obiger  Zusammenstellung  hinzugefügt  wurden  (d.  h.  die 
f>ifferenzen  der  beobachteten  und  der  mit  den  wahrscheinlichsten  Werthen 
von  fjc  und  Fif  nach  Gl.  (3)  berechneten  Werthe  von  e)j  endlich  aus  diesen 
ßeobachtungsfehleru  A  die  wahrscheinlichen  Fehler  =  g  und  rj  ableitet, 
welche  den  so  bestimmten  wahrscheinlichsten  Werthen  von  Fx  und  Ff/  an- 
haftoa,  so  findet  man: 

1)  Fx=  1,900,   g  =  0,017;  J^y  =  0,0173,  ^  =  0,0014 

2)  Fx  =:  1,159,   g  =  0,040;   Fy  =  0,0229,   rj  =r.  0,0051 

3)  i^ar  =  1,452,    g  =  0,036;  i^y  =  0,0339,   ^  =  0,0074. 

Die  Grössen  §  und  ij  sind  klein  genug  im  Vergleich  mit  Fx  und  Fy, 
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V 

um  das  durch  Gl.  (2)  ausgedrückte  Abhängigkeitsgesetz  zwischen      uii«l  // 

J" 

als  hinlänglich  bestätigt  durch  diese  Versuche  betrachten  zu  dürfen,  iu-- 

weit  es  wenigstens  bei  ihrer  massigen  Zahl  und  bei  der  von  einem  ruM 

anderen  Versuch  derselben  Reihe  wechselnden  Beschaffenheit  des  Saii.l'> 

erwartet  werden  konnte.     Die  drei  Werthsysteme   you  Fx  und  /y  >;iil 

freilich  zu  sehr  verschieden,  als  dass  darin  eine  genügende  BestütijruLj 

V 

auch  des  Gesetzes  erblickt  werden  könnte,  nach  welchem    -  gemäss  Gl.  2 

t 

von  der  Schichthöhe  h  abhängen  sollte.    Indessen  wird  auch  diesc»m  diir  . 

die  Versuche  wenigstens  nicht  widersprochen,  weil  die  3  Werthe  di*s  lla.;:*- 

glicdes  Fx  von  Gl. (3)  keine  Beziehung  zu  h  erkennen  lassen;  ihre  Vi: 

schiedenheiten  können  deshalb  hauptsächlich  der  verschiedenen  BcscliaS«  >  - 

heil  des  Sandes  bei  den  3  Versuchsreihen  zugeschrieben  werden,  m>.j*i:  : 

dann    auch    die  scheinbare   Abhängigkeit  des   Coefficienten   Fy   von  «i 

Schichtdicke  A  illusorisch  wird.  Erlaubt  man  sich,  im  Durchschnitt  für  ^. 

20  Versuche 

JFlr  =  0,5  . 1,900  +  0,3  . 1,159  +  0,2  . 1,452  =  1,588 

Fy=  0,5  . 0,0173  +  0,3 . 0,0229  +  0,2  . 0,0339  =  0,0223 

zu  setzen,  so  ist  wegen 

F=~%^h  =0,0962  Quadratm. 
4 

«=16,5;  y  =  0,232, 

falls  ä'  =  0,  F  in  Litern  pro  Min.  ausgedrückt,  und  übrigens  das  M:-: 
als  Längeneinheit  vorausgesetzt  wird;  doch  haben  diese  Zahlen  nur  .  - 
ringen  Werth,  weil  sie  speciell  für  die  mittlere  Beschaffenheit  des  >aT  '  - 
bei  jenen  Versuchen  gelten,  diese  aber  zu  wenig  bestimmt  definirt  i<U  »'^ 
dass  eine  Uebcrtragung  auf  andere  Fälle  dadurch  ermöglicht  würde.  I'.* 
Hauptresultat  der  obigen  Rechnung  ist  vielmehr  nur  darin  zu  snchon.  iL.-- 
Gl.  (2)  ihrer  allgemeinen  Form  nach  durch  die  Darcy'schon  Yersuvh-  r 
befriedigender  Weise  (wenigstens  in  Betreff  der  Beziehung  zwischt^n  r  u  i 
IT)  bestätigt  wird,  während  die  Coefficienten  x  und  y  (eventuell  au«  L  * 
für  verschiedene  Fälle  durch  Versuche  zu  bestimmen  bleiben.  Iht-  U- 
Ziehung 

V^xF-^^ 

die  Darcy  selbst  aus  seinen  Vorsuchen  folgerte,  kann  nur  als  oino  <  r-* 
Näherung  gelUm. 
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Dass  V  unter  übrigens  gleichen  Umständen  nahe  proportional  R  ist, 
wird  aach  durch  Versuche  von  Weiss*  bestätigt;  der  vermeintliche  Wider- 
spruch mit  der  Theorie,  den  er  darin  finden  zu  müssen  glaubt,  dass  nicht 

yielmehr  V  proportional  ^ II  sich  ergiebt,  fällt  bei  der  obigen  Ableitung 
von  GL  (2)  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  90  begründete  Bedeutung. des  zweiten 
Gliedes  im  Ausdrucke  für  die  Leitungswiderstandshöhe  hinweg.    Was  die 
Beziehung  zwischen  V  und  h  betrifft,  so  schliesst  Weiss  aus  den  beiden 
ersten  der  Darcy 'sehen  Versuchsreihen,  dass  die  Durchflussmenge  einer 
höheren,   als  der  ersten  Potenz  der  Schichthöhe  umgekehrt  proportional 
gesetzt  werden  müsse,  wie  freilich  auch  aus  den  oben  unter  1)  und  2)  ge- 
fundenen Werthen  von  Fx  geschlossen  werden  könnte,  wenn  die  Gleich- 
artigkeit des  Filtermaterials  und  der  Dichte  seiner  Gruppirung  bei  diesen 
zwei  Versuchsreihen  genügend  constatirt  wäre.    In  der  That  ist  aber  letz- 
teres  nicht  in  solchem  Grade  der  Fall,  die  Annahme  einfacher  Propor- 
tionalität zwischen  der  mittleren  Weglänge  eines  Wassertheilchens  in  der 
Sandschiebt  und  deren  Höhe  h  aber  zu  plausibel,  als  dass  jene  Folgerung 
aus  Versachen  mit  nur  zwei  verschiedenen  Werthen  von  h  überzeugend 
wäre.  — 

Bezüglich  auf  den  technischen  Zweck  der  Filtration,  die  Beinigung 
des  Wassers  von  Schmutztheilchen,  ist  es  bemerkenswerth,  dass  letztere 
erfahrangsmässig  nur  wenige  Centimeter  tief  in  die  Sandschicht  eindringen, 
wie  lange  auch  das  Filter  benutzt  werden  mag,  dessen  Durchflussmenge  V 
dabei  freilich  durch  Verengung  der  haarröhrchenförmigen  Canäle  itnmer 
kleiner  wird.  Dieser  Umstand  ist  übrigens  wesentlich  an  die  Bedingung 
urebanden,  dass  die  Geschwindigkeit  u  des  Wassers  in  der  Sandschicht  sehr 
klein  ist,  und  weil  er  insofern  erwünscht  ist,  als  er  die  Erhaltung  resp. 
Wiederherstellung  der  Wirksamkeit  eines  Filters  durch  die  periodische 
Emcaemng  einer  nur  wenige  Centimeter  dicken  oberflächlichen  Sandschicht 
prmöglicht,  so  muss  durch  entsprechende  Wahl  von  H  und  h  dafür  gesorgt 
Ä  erden,  dass  «,  somit  die  Durchflussmenge  V  pro  Quadratmeter  de  Filter- 
dächc  F  eine  gewisse  erfahrungsmässig  angemessene  Grenze  nicht  über- 
schreitet, Während  andererseits  mit  Bücksicht  auf  die  mit  F  wachsenden 
inlagekosten  auch  das  Verhältniss  V :  F  nicht  viel  kleiner  als  nöthig  ge- 
K^blt  werden  soll.    Dupuit  empfiehlt  (für  künstliche  Filter)  F  =  3  bis 


•  Dr.  Th.  Weiss,  Studien  über  die  Filtration  des  Wassers  im  Grossen 
ind  Theorie  derselben.  Der  Civil ingenieur,  1860,  S.  17  und  17ö.  In  demselben 
Aufsätze  wird  n.  A.  auch  die  Darcy'sche  Beschreibung  seiner  Versuche  wört- 
irb  mitgetheilt. 

O  r  A  •  h  o  f ,  thMrei.  UMchiiieiilelire.    I.  36 
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5  Cnbikmeter  pro  Quadratmeter  Filterflächc  in  24  Stunden;  hiemach  war«* 
in  Metern  pro  See.  höchstens  etwa 

_r_        3._5        _1 
^  ~       ~F  ~~  24T6Ö.6Ö  ~    57 6Ö 

zu  setzen,  und  umsomehr  das  Prodnct  ud  für  Meter  und  Seeunde  als  Ein- 
heiten in  der  That  ein  äusserst  kleiner  Bruch,  wie  bei  der  obigen  Ableitung 
von  Gl.  (2)  vorausgesetzt  wurde. 

Derselbe  Umstand,  dass  bei  kleiner  Filtrationsgeschwindigkeit  dit* 
Schmutztheilchen  des  Wassers  nur  in  einer  dünnen  Oberflächenschicht  d»  r 
Filtermasse  sich  ablagern,  erklärt  auch  die  ohne  Nachhülfe  unbegrenzt  an- 
dauernde Wirksamkeit  der  natürlichen  Filtration  des  Flusswassers  danb 
eine  sein  Bett  örtlich  begrenzende  Sandschicht  (Sandbank)  unter  übrigt  ii*> 
günstigen  localen  Umständen,  sofern  nämlich  vor  allem  der  Fluss  in  FoK'o 
seiner  mit  dem  Wasserstande  wechselnden  Strömungsgeschwindigkeit  perii>- 
disch  die  schmutzig  gewordene  äusserste  Sandschicht  wegschwemmt  nn«i 
später  durch  neue  Ablagerung  reinen  Sandes  wieder  ersetzt,* 


2.     Permanente  Bewegung  der  Luft. 

§.  99.    Fnndamentalfleiehiin^en. 

Die  Luft  gilt  hier  als  Repräsentant  irgend  eines  Gases  oder  Cu^ 
gemenges.  Dafür  sind  die  beiden  Gleichungen,  welche  nach  §.  75  in  Ver- 
bindung mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  diMlb^t 
die  5  Grössen  p^  v^  T,  Uy  u  und  somit  den  inneren  und  äusseren  Zusumi 
unter  gegebenen  Umständen  als  Functionen  von  «,  d.  h.  für  jeden  Quit- 
schnitt  F  bestimmen,  nämlich  die  Zustandsgieichung  und  die  Gleichuu.- 
des  inneren  Arbeitsvermögens  nach  §.  18,  Gl.  (4)  und  §.  19,  GL  ^o) 

1 
pv  =  ET    und     dU= ::  d{pr)^ 

H    1 

worin  »  =  -    das  Verhältniss    der    specifischen  Wärmen    für  constant» 
c 

Pressung  und  für  constantes  Volumen  bedeutet.  Wenn  in  den  allgemein'  n 


*  Eine  nähere  Untersuchung  der  Bedingungen  für  eine  TOflheilkafte  An«- 
führang  des  natürlichen  Filtrationssystems  enthält  der  vorhin  angefUirte  Aoi- 
salz  von  Dr.  Th.  Weiss. 
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Gleichungen  (2),  (3),  (4),  §.  75   für  rf  CT  dieser  Ausdruck  und  ferner  zur 
Abkürzung 

-  =  ff,     folglich     =  dff 

-ff  ^  ff 

gesetzt  wird,  ergicht  sich  als  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dff  -\'  vdp  =  dM  —  dB    (1), 

als  Wärmegleichung: 

d{pv)  +  pdv  =  WdQ  +  dB (2) 

n  —  1 

and  als  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dff  -\ ^  d{pv)  =  dM  -\-  WdQ    (3). 

n  —  1 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  jede  die  Folge  der  beiden  anderen-,  irgend 
zwei  derselben  nebst  der  Continuitätsgleichung  (§.  75,  Gl.  1) 

Fu=  Gv (4) 

Qnd  der  Zustandsgieichung  dienen  zur  Bestimmung  von  p,  v^  T,  u  unter 
gegebenen  Umständen,  überhaupt  zur  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben, 
sofern  dabei  von  der  Verschiedenheit  des  inneren  und  äusseren  Zustandes 
in  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  abstrahirt,  dieser  Zustand 
vielmehr  nur  als  mittlerer  in  Betracht  gezogen  wird.  Der  dadurch  be- 
wngene  Fehler  ist  (§•  73)  um  so  kleiner,  je  weniger  die  von  den  Luft- 
theilchen  durchlaufenen  Bahnen  und  die  (auf  den  Bahnen  senkrechten) 
Querschnitte  gekrümmt,  je  kleiner  diese  Querschnitte  sind,  und  je  weniger 
das  spccifische  Volumen  veränderlich  ist;  aus  letzterem  Grunde  kann  die 
Voraassetznng  eines  gleichförmigen  mittleren  Zustandes  in  den  einzelnen 
Querschnitten  hier  mit  grösseren  Fehlem  verbunden  sein,  als  bei  der  Be- 
wegung des  Wassers. 

Für  die  Arbeit  dM  der  Massenkräfte  und  die  mitgetheilte  Wärme 
dQ  pro  1  Kgr.  Luft  auf  dem  Wege  ds  gelten  die  Ausdrücke  (5)  und  (6) 
in  §.  75,  wenn  die  Massenkräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Gefässes  öder  der  Bohre  nur  von  der  Schwere  herrühren  und  die  Wärme- 
mittheilnng  (worunter  die  Wärmeerzeugung  durch  die  Bewegungswider- 
stände nicht  begriffen  ist)  nur  durch  die  Wand  des  Gefässes  oder  der 
RAhre  vermittelt  wird  (nicht  etwa  zugleich  durch  einen  chemischen  Process 
im  Innern  des  Gasgemenges,  wie  z.  B.  im  Cylinder  einer  Gaskraftmaschine). 
Bio  Widerstandsarbeit  dB  bleibt  näherer  Bestimmung  in  einzelnen  Fällen 
vorbehalten.  Uebrigens  haben  die  in  den  obigen  Gleichungen  vorkommen- 
den Bachstaben  die  in  §.  74  und  §.  75  erklärten  Bedeutungen. 

3ö* 
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a.    Ausfluss  der  Luft  aus  Geßlssen. 
§.  100.    Aasflussmeng'e  und  Zustand  der  aasfliessenden  Laft. 

Durch  eine  Oeffnung  =  A  in  der  Wand  eines  Gefässes  fiiesse  die  io 
demselben  befindliche  Luft  anf  unveränderliche  Weise  in  einen  äussen^u 
Kaum  von  geringerer  Pressung.  Zu  grösserer  Allgemeinheit  werde  vor- 
läufig angenommen,  dass  die  Luft  schon  im  Innern  des  Gefässes  in  strö- 
mender Bewegung  begriffen  ist  (z.  B.  in  einer  Gebläsewindleitung  vor  dem 
Ausflusse  aus  den  Düsen),  und  es  seien 

Po       ^0       ^0       «0       ^0 

die  unveränderlich  gegebenen  Mittclwerthe  der  Pressung,  des  specifischen 
Volumens,  der  absoluten  Temperatur,  der  Geschwindigkeit  und  Geschwin- 
digkeitshöhe im  Querschnitte  Fq  des  Luftstroms  im  Gefässe.  Die  ent- 
sprechenden Grössen  seien: 

p     V     T    u     JI 

für  den  Ausflussquerschnitt  =  oA^  der  hier  ebenso  wie  beim  Aus- 
fluss des  Wassers  von  der  Mündung  oder  Ausflussöffnung  =  A  wesent- 
lich verschieden  sein  kann  (wenn  es  auch  vorläufig  dahin  gestellt  bleibt 

ob  hier  wie  dort  stets  a  ^  1  ist),  indem  darunter  der  Querschnitt  des 

Luftstroms  ausserhalb  der  Mündung  verstanden  wird,  in  welchem  zuerst 
die  Bahnen  der  Lufttheilchen  hinlänglich  gerade  geworden  sind,  um  darin 
überhaupt  einen  gleichförmigen  Zustand,  insbesondere  eine  gleichf5rmis:e 
Pressung  p  ==  derjenigen  des  äusseren  Raumes  ohne  wesentlichen  Fehler 
voraussetzen  zu  dürfen;  ob  diese  Bahnen  daselbst  auch  parallel  sind  oder 
nicht,  der  sie  rechtwinkelig  schneidende  Ausflussquerschuitt  folglich  eU  c 
ist  oder  nicht,  hat  auf  das  Aenderungsgesetz  der  Pressung  in  demselUn 
nur  untergeordneten  £influss,  wie  schon  aus  der  für  Wasser  angestellten 
Untersuchung  in  §.  95  —  Gl.  (4)  und  (6)  daselbst  —  geschlossen  wenlon 
kann.  In  den  Querschnitten  des  Luftstroms,  welche  zwischen  der  Aoslltiv*- 
Öffnung  und  dem  Ausflussquerschnitto  liegen,  ist  nur  am  Rande  die  Pressani: 
auch  =  p  (sofern  überhaupt  von  einer  bestimmten  Grenze  zwischen  dom 
Luftstrom  und  dem  äusseren  Medium  die  Rede  sein  kann,  an  der  dum 
Gleichheit  der  beiderseitigen  Pressungen  herrschen  muss),  während  nach 
innen  hin  durch  die  Krümmungen  der  mit  grossen  Geschwindigkeiten 
durchlaufenen  Bahnen  wesentlich  andere  Pressungen  bedingt  werden  können. 
Das  Ausflussgefäss  sei  ohne  eigene  Bewegung,  so  dass  als  äin^^f^* 
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Massenkraft  nur  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt;  h  sei  die  Höhe  des 
Schwerpunktes  von  Fq  über  dem  Schwerpunkte  des  Ausflussquerschnitts. 
I^ic  Gefässwand  sei  hinlänglich  wenig  durchlässig  fttr  die  Wärme,  und  die 
äossere  Temperatur  hinlänglich  wenig  von  deijenigen  des  Luftstroms  ver- 
scM%  um  mit  Rücksicht  auf  die  Zeit,  in  der  die  Bewegung  vom  Quer- 
schnitte Fq  bis  zum  Ausflussquerschnitte  aA  erfolgt,  von  irgend  einer 
iQsseren  Wärmemittheilung  oder  Entziehung  unterdessen  abstrahiron  zu 
(Iftrfen.  Ist  dann  ausser  h  und  den  obigen  Grössen,  die  den  Zustand  im 
Qaendmitte  F^  charakterisiren,  auch  p  =  der  äusseren  Pressung  an  der 
Mündong  gegeben,  so  seien  zu  bestimmen:  das  Gewicht  der  pro  See. 
ausfliessenden  Luft  =  G  Kgr.  und  ihr  Zustand  im  Ausfluss- 
perschnitte;  letzterer  ist  als  äusserer  Zustand  durch  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit u  =  y  2ffIIf  als  innerer  oder  Wärmezustand  durch  eine 
der  Grössen  v,  T  in  Verbindung  mit  p  bestimmt. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  den  Gleichungen  (1) — (3)  des  vorigen 
i  zu  setzen: 

dQ  =  0     und     dM  =  rfÄ; 

^1.(3)  ist  dann  ohno  Weiteres  integrabel  und  liefert  mit  Rücksicht  auf  die 
Zwfandggleichung  (pv  =  Rl)  durch  Integration  von  F^^  bis  aA: 

n-  ii^  +  ——  R{i  ~  T,)  =^  Ä 

n  —  1 
n  —  1  II—  JL  —  h  /. , 

^=^0--;^-—^-     ^'^- 

Uierdarch  ist  T  und  dann  durch  die  Zustandsgieichung  auch  v  bestimmt, 
sobald  IT  bekannt  ist  Zur  Bestimmung  von  li  würde  die  Gleichung  der 
li'bendigen  Kraft 

dH  +  vdp  =  dh  ^  dB 

dionen,  wenn  die  sich  gegenseitig  bedingenden  Gesetze  der  snccemiven  Ein- 
^irkuug  des  Bewegungswiderstandes  und  der  Beziehung  zwischen  p  und  v 
für  die  ganze  Bewegung  von  F^  bis  aA  bekannt  wären.  Sofern  aber  der 
^'Hcgangswiderstand  hier  nur  erfabmngsmässig  im  Ganzen  bourtheilt, 
webt  rationell  in  seine  Elcmentarbestandtheile  für  die  einzelnen  VAcmanUi 
der  I^wcgung  von  I*q  bis  oA  zerlegt  werden  kann,  liegt  es  nahe,  znvördoriit 
^^  ohne  Bücksicht  auf  den  Widerstand  zu  berechnen  and  den  gefundenen 
^>rth  mit  einem  Erfahrungscoefficientcn  zu  mnltiplicireu«  Ohno  Wärmii- 
fnittheilung  von  aussen  und  ohne  Wänneentwickelung  durch  Widumtände 
'ß  der  Luftmasse  selbst  befolgt  ihre  Zostondsänderung  ilas  OifÄ^jtZ: 

pv^  =  ConsL  nach  f.  20  unter  tij 
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%Ain\ 


und  ergiebt  sich  dann  mit  Rücksicht  anf  die  daselbst  angeführten  Fornitln 
durch  Integration  der  obigen  Differentialgleichung  mit  dB  =  0: 

II  —  JIq  z=  h  —   /  vdp  =  h  -\-  PqVq  —  ?w  +  J P^^  = 


Pm 


fo 


M   -    1 


-1 


L  \p^i/  J  «   —    1   L  ^pj 

und  schliesslich  bei  Multiplication  von  ^  mit  dem  Erfahrungscoefficientcn 


<P 


II  =  JIq  +  h  -\-    —    -  PqVq 


8 


M    —    1 


1   — 


P 

'Po 


M   -^ 
U 


/•) 


Der  Coefficient  ^  hat  die  Bedeutung  des  in  §.  76  erklärteo  Gt»- 
schwindigkeitscoefficionten,  der  aber  hier  nicht  in  der  einfachen  Ik'- 
ziehung  zum  Widerstandscoefficienten  g  steht,  wie  es  bei  Wasser  der  Fall 
ist;  es  ist  vielmehr,  wie  gleichfalls  a.  a.  Orte  bemerkt  wurde, 


Nachdem  durch  Gl.  (1)  und  (2)  der  Zustand  ermittelt  ist,  in  welchem  «li* 
Luft  den  Ausflussquerschnitt  durchströmt,  findet  man  die  Ausflussmcu^c 
aus  Gl.  (4)  dos  vorigen  §.  mit  F  =  aJt: 


^         ctAu  ^      p 

V  RT 


.1 


Wenn  die  Mündung  im  Verhältniss  zu  den  Dimensionen  des  Ausflu-*- 
gefässes  klein  genug  ist,  um  II ^  =  0  setzen  zu  dürfen,  was  unter  äln- 
liehen  Umständen  mit  entsprechender  Annäherung  geschehen  kana,  wie  1^1 
Wasser  die  Vernachlässigung  der  Geschwindigkeit  tt^  an  der  freien  Ober- 
fläche im  Gefässe  (§.  79),  und  wenn  auch  h  =  0  resp.  sehr  klein  ist,  uJtT 
wenn  die  Geschwindigkeit  Uq  an  der  Beobachtungstelle  von  p^  und  d: 
Höhe  h  dieser  Stelle  über  der  Mündung  dadurch  näherungsweise  berork- 
sichtigt  werden,  dass  unter  Pq  die  daselbst  beobachtete  Pressung  vermt  hrt 
11,  +  h 


um 


-  verstanden  wird,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1;-  «3  : 


u 


II  —  1 


{. 


'Po 
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M  —  1 


T                  n         \     11 

1 

1 

gp« 

^0                         «        /^o^^o 

['  -  (;.)"]■■■  '^'- 


G 


— -  aq>    -    — 


p      '  n  —  1   r,j 


n 


1  —  ^' 


(6V 


1-1-^^  " 


^/'o. 


Der  Aasdrack  für  die  Ausflussgeschwincligkeit  ««  ist  aus  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  erhalten  worden  unabhängig  von  den  besonderen 
Formen  der  Zustandsgieichung  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens für  Gase,  nur  auf  Grund  des  Gesetzes 

1 
pv^  =  Const     oder     p**v  =  Const. 

für  eine  Zustandsänderung  ohne  Wärmemittheilung  von  aussen  und  ohne 
Wandlung  von  Widerstandsarbeit  in  Wärme.  Mit  n  =  oo  gilt  dieses 
Gesetz,  indem  es  t?  =  ConsL  liefert,  auch  für  Wasser,  und  folgt  dann  die 
Ausflussgeschwindigkoit  u  desselben  aus  Gl.  (2) 


« -^  ^iP'V«o'  +  ^y[Ä  +  (Po  —  p)^o]  = 


=^Kv  +  2y(^+^^/"'^^^ 


7 

wie  anderweitig  bekannt  ist,  während  die  Ausflussmenge  aus  der  Continui- 
taL^gleichung  gefunden  wird: 

Gv  ^^  V  =  aAu, 
Die  Berücksichtigung  von  Uq  und  h  kann  hier  ohne  Fehler  dadurch  geschehen, 

dass   — ^ in  p^  eingerechnet  wird,  woraus  zu  schliessen,  dass  damit 

\m  der  Anwendung  auf  Gase  ein  um  so  kleinerer  Fehler  verbunden  sein 

*)  Obige  Formeln  sind  vom  Verfasser  im  Jahrgange  1863  der  Zeitschrift 
dts  Vereins  deutscher  Ingenieure  entwickelt  worden,  nachdem  W eis b ach 
-chon  vorher  (1855)  dieselbe  Gleichung  für  u  aufgestellt,  bei  der  Beurtheilung 
des  auch  die  Ausfluasmenge  bedingenden  Zustandes  der  ausfliessenden  Luft 
jedoch  den  Einfluss  der  Wärmeentwickelung  durch  die  Widerstände  übersehen 

hatte.  Indessen  war  es  irrthümlich,  wenn  auch  der  Verfasser  a.  a.  0.-5  «    ^  —  1 

«setzte. 
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wird,  je  weniger  v  voränderlicli,  also  |>o  ^^^  f  verschieden  ist  Die  obiiri-n 
Gleichungen  fttr  T  und  G^  sofern  sie  auf  den  besonderen  Formen  der  Zu- 
Standsgleichung  und  des  inneren  Arbeitsvermögens  für  Gase  beruhen,  sind 
natürlich  nicht  auf  Wasser  anwendbar. 

Sind  f^  und  f  verhältnissmässig  wenig  verschieden,  ist  also,  wenn 

^_  =  1  ^  ?oJz:^  =  1  -  d 

gesetzt  wird,  ö  ein  kleiner  Bruch,  so  ist  näherungsweise 

n  — 1 

«  -^   1  |»o  —  1P 


^Po/  «  f^  Po 

und  gehen  damit  die  Gleichungen  (4) — (6)  bei  consequenter  VemachlJ>-:- 
gung  von  6*  gegen  1  über  in: 


u  =  (p^2g{pQ  —  pjPq 


Yq  n 


G 

—  =  aq> 


(x  _  ,.  :L_7_i) .]  [/,, 


^_i^  ^5  -\A\m/ct.Pa   — P 


r. 


Die  Ausflussgeschwindigkeit  kann  also  in  diesem  Falle  ebenso,  die  Au<t!  >- 
menge  nur  mit  geringerer  Annäherung  ebenso  berechnet  werden  wit-  :.r 
Wasser. 

Sofern  der  Wärmezustand  eines  Gases  nicht  sowohl  durch  Pro>-'.  . 
und  specifischcs  Volumen,  als  vielmehr  durch  Pressung  und  Toinpor..'  • 
(messbar  durch  Manometer  und  Thermometer)  charakterisirt   zu   ^rr.. 
pflegt,  kann  für  den  praktischen  Gebrauch  in  allen  obigen  Formeln  r^,  d:: 
Tq  ausgedrückt,  nämlich 

^0  =  — ' 
Po 

gesetzt  werden.  Dabei  ist  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  .. 
setzen  (§.  17): 

R  =  29,3;     n  =  1,41 

^  --  0,709;      ^-^^  =r  0,291;      — ^—   =  3,44. 
^  n  n  —  1 

Hoi  der  Anwendung  auf  Gebläse  pflegt  es  sich  um  solche  Pr<s-\r.'' 
düR^roiizpa  zu  handeln,  für  welche  höchstens  etwa  ö  =  0,2  ist,   Iml^  u.  .     • 
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n  -  1 


—  (-^-)    '*  =  1  _  (0,8)<>'»i  -fc=^  0,0628 


»  —   1 


6  =  0,291 . 0,2  =  0,0582 


ft 

ist,  können  die  Formeln  (7) — (9)  immerhin  schon  als  zn  wenig  zutreffend 
erscheinen;  eine  genügende  Annäherung  wird  dann  aher  erhalten,  wenn 
die  Entwickelung  bis  zu  dem  Gliede  mit  ö^  ausgedehnt,  also 

insbesondere  fttr  atmosphärische  Luft  =  0,291  6  (1  +  0,355  d)  gesetzt  wird 
{=  0,0623  für  d  =  0,2). 

Für  den  praktischen  Gebrauch  kann  übrigens  in  solchen  Fällen,  wo 
es  nur  auf  die  Ausflussmenge  ankommt,  die  Berechnung  derselben  mit 
Hülfe  eines  einzigen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  sogenannten  Aus- 
flusscoefficienten  (statt  der  beiden  Coefficienten  a  und  ^)  vorgezogen 
werden.  Wird  derselbe  mit  fi  bezeichnet  und  darunter  das  Yerhältniss 
der  effectiven  zu  derjenigen  Ausflussmenge  G  yerstanden,  die  der  Voraus- 
setzung a  =  1,  9)  =  1  (d.  h.  der  Voraussetzung  einer  widerstandslosen 
Bewegung  und  der  Gleichheit  von  Ausflussquerschnitt  und  Ausflussöffnung) 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  entspricht,  so  folgt  aus  Gl.  (6) 


".-y 


« + 1 


2,     «     PoWpY_fp_)   "  l....(io). 

»  —   1   Po  l\Po/  \Po/  J 


Ä 

Dieser  Goefficient  fi  ist  nicht  =  «9),  wie  bei  Wasser,  sondern 
Wenn  dann  wieder 

Po  Po 

gesetzt  wird,  und  bei  Voraussetzung  massiger  Grösse  von  ö  (etwa  <^  0,2) 

die  in  Gl.  (10)  vorkommenden  Potenzen  von        bis  zu  den  Gliedern  mit  d* 

Po 

RT 
entwickelt  werden,  so  findet  man  mit  Vq  =^-  — - 

Po 
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insbesondere fUr  atmosphärische  Luft  (R  =  29,3;  n  ;=  1,41;  j—-  (•>! 

^  -r  0,818//j>o  |/  „.   (1  -  1,06<)) U' . 


0 


eine  Formel,  welche  z.  B.  zur  Beurtheilung  der  aus  den  Düsen  oiu»*^ 
Gebläses  unter  gegebenen  Umständen  ausströmenden  Windmenge  um  ^i' 
mehr  ausreichend  ist,  als  dabei  der  Coefficient  //,  die  GesammtgrO»^'  A 
der  (durch  Schlackenansätze  möglicher  Weise  verengten)  DOsenmünduiiL'-ü 
und  die  äussere  Pressung  p  (mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand  d  r 
Schmelzmassen)  gewöhnlich  mit  grösseren  Fehlern  behaftet  sind«,  als  «i  • 
Formel  an  sich.  — 

Wenn  nun  aber  auch  für  die  technischen  Anwendungen  vorzujr^w.  i- 
nur  der  Fall  einer  massigen  Verschiedenheit  der  inneren  und  äu>-vr«  ; 
Pressung  Wichtigkeit  hat,  ist  es  doch  von  Interesse,  die  Gesetze  »i- r 
Luftausströmung  innerhalb  des  ganzen  Aenderungsgobiett  >  d  ^ 

Verhältnisses  —  von  1  bis  0  zu  prüfen.    Unter  der  Voraussft/iMj 

Po 

dass  Pq^  r^j,  7^  gegeben  sind,  also  p  von  p^  bis  0  abnimmt^  and  da«  dJ 
(f  denselben  Werth  beibehält,  ergiebt  sich  zunächst  aus  Gl.  \^Vk  da^^  1. 
Ausflussgeschwindigkeit  beständig  wächst 


während  die  Temperatur  der  Luft  im  Ausflussi|uerschnitte  nach  Gl.   :•    * 
ständig  abnimmt 

von  T^  bis  ffn'n,  T  ^=r  (1  —  9r*;  T^, 

dagegen  das  specilische  Volumen  r  gemäss  der  Gleichung 

1 


r 


0 


P     U  Po  Vo 


b^^t;uulig  wächst  von  r^  bis  ^c.    Wenn  man  also  annehmen  da^n?^    . 
uusMT  y  auch  i:  uu^oründort  bleibt,  so  würde 

I         <*         von     «  bis     i:    -  ,     d.  h.  von  i»  bis  t» 

•»i^'h  rtmloru  und  für  einen  gewissen  mittleren  Werth  von  '^  eiuMaiii    « 
^^oidoiK  namluh.  wie  uns  Gl.  0    leicht  ceftmden  wird,  für  ^' 
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^  =  x**-^ 


Po 

unter  x  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


x^ 


_    /3n  +  1    _  3n  -     1    1  \       _  _  2«_    / 1  \ 


(13) 


verstanden;  mit  g>  =  1^  also  auch  gemäss  Gl.  (10)  würde  das  Maximum 
von  G  dem  Verhältnisse 

P  _  f     2     ^«^^ 
^0  "^   \w  -f  1. 
entsprechen,  und  sich  ergeben: 


(IC 


^  K  2^  r-+-T  (irtiJ 


A  '^   T        H  n  +  l\n  -{-  \)  p» 


(15), 


1  P 

übbesondere  für  atmosphärische  Luft  mit  —  =  -^^-,  R  =  29,3, 
n  ^  1,41,  y  =  9,81: 


^0  Ä^o 


itutx.  Q  Pa  f) 

,—  --=  0,3972«  -J--     bei     -^   =  0,5266 (16). 

^  '^y^o  Po 

Diese  Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  Formehi  haben,  was 
»,  Tnnd  v  betrifft,  nichts  Widersinniges  an  sich;  dagegen  erscheint  es 
tun  vornherein  unmöglich,  dass  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umstän- 
<i»'n  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  p  von  einer  gewissen  Grenze  an 
die  Ausflussmenge  abnehmen  sollte  der  Art,  dass  nach  einem  luftleeren 
Kaame  hin  gar  kein  Ausströmen  mehr  stattfände.  Daraus  ist  zu  schliessen^ 
dass  die  hier  zu  Grunde  gelegte  Voraussetzung  eines  constanten  Werthes 
>ou  a  unzulässig  ist,  dass  vielmehr  dieser  Coefficient  wenigstens  von  einer 
gewissen  Grenze  an  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  ins  Unendliche 
zunimmt  In  der  That  fanden  de  Saint-Venant  und  Wantzel,*  dass 
K»n  (*inem  gewissen  Werthe  der  abnehmenden  äusseren  Pressung  an  ge- 
rechnet die  Ausflussmenge  der  Luft  fast  constant  bleibt,  und  wenn  auch 
7ogen  ihre  Yersuchsmethode  gegründete  Bedenken  erhoben  wurden,  so  dass 
iie  Resultate  derselben  im  Uebrigen  wenig  Vertrauen  verdienen,  so  ist 


*  Memoire  et  exp^riences  sur  r^coulement  de  rair,  däterminä  par  des  diffe- 
vuces  de  pressions  considörables.  Journal  de  r£cole  polytcchnique,  1839.  In 
liebem  Aufsatze  findet  sich  auch  schon  die  obige  Gleichung  (10)  zum  ersten 
dal  aufgestellt 
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doch  die  obige  Tbatsache  an  und  für  sich  auch  durch  die  (später  näher  zu 
besprechenden)  Versuche  Napier's  über  den  Ansfluss  des  Wasserdampfc^ 
und  kürzlich  (1871)  durch  Versuche  Zeuner's  über  den  Ausfluss  der  Luft 
bei  starkem  Ueberdruck  bestätigt  worden:  die  Ausflussmenge  wurd«- 
immer  fast  constant  gefunden,  sobald  p  bis  zu  einem  solchtn 
Werth  abgenommen  hatte,  bei  welchem  unter  der  Voraussetznus: 
eines  constanten  Ausflussquerschnittes  der  Theorie  zufol^*- 
das  Maximum  yon  O  hätte  stattfinden  sollen.  Für  solche  Mün- 
dungen, aus  denen  die  Luft  ohne  äussere  Contraction  ausfliesst  (cylindrisoh»- 
oder  wenigstens  nach  aussen  cylindrisch  verlaufende  Ansatzröhren),  ist  nach 
Zeuner  dieser  Satz  als  unbedingt  richtig  zu  betrachten,  in  anderen  Fäll*  ?» 
namentlich  bei  Mündungen  in  der  dünnen  Wand,  allerdings  nur  näherunv*'^ 
weise  in  Folge  einer   Abhängigkeit   der  Contraction  von  dem   Verhiil:- 

P 
nisse  — . 

Po 

Diese  Contraction  des  Strahls  ist  hier  offenbar  von  anderer  Art.  al^ 

p 
bei  Wasser;  sie  findet,  wenn  wenigstens   —  unter  einer  gewissen  GrrL. 

Po 
liegt,    nur   vorübergehend  statt,    indem  der  Strahl  nach  seiner  antTi:  i- 

liehen  Zusammenziehung  alsbald  sich  wieder  ausdehnt  um  so  schneller,  ;• 

kleiner   —  ist,  so  dass  im  kleinsten  Querschnitte  die  Bahnen  der  Lu:*- 

theilchen  zwar  vorübergehend  parallel  werden,  dabei  aber  doch  sehr  5t..rk 
gekrümmt  sein  können.  Nur  dadurch  scheint  es  erklärlich,  dass  die  u.  *• 
lere  Pressung  in  diesem  kleinsten  Querschnitte  wesentlich  ^  p  sein  k.-  •  • . 
wie  doch  angenommen  werden  muss,  damit  der  stets  nur  endlichen  tt  - 
schwindigkeit  selbst  bei  unendlich  kleiner  Grösse  von  p  gleichwohl  tiL-. 
Durchflussmenge  O  von  endlicher  Grösse  entsprechen  könne.  — 

Schliesslich  mag  darauf  hingewiesen  worden,  wie  der  Satz,  da^»  c.. 
Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  nur  so  lange  =  der  äusseren  Pre>^ii  z 
p  sein,  und  somit  dieser  kleinste  Querschnitt  =  cuL  (unter  a  einen  «rk- 
liehen  Contractionscoefficienten  <C  1  verstanden)  nur  so  lange  mit  d«  c.  .i 

obiger  Weise  definirten  Ausflussquerschnitte  identisch  sein  könne,  ul<  :« 

p 
Verhältniss  --^     -  der  äusseren  zur  inneren  Pressung  nicht  unter  « /.  * 

Po 
gewisso  Grenze  hinab  sinkt,  auch  anderweitig,  nämlich  durch  eine  ähr.- 

Betrachtung  begründet  werden  kann,  wie  in  §.  80  der  kleinstm«*^-: . 

Contractiouscoefficient  «  dos  ausfliessenden  Wassers  =  '/,  gefunden  *ur 

Sofern  nämlich  allgemein  die  Keactiou  R  der  Flüssigkeit  (hier  der  L::t 

wie  dort  des  Wassers)  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Ausflossgosehiii:i .  . 


ij.  loa 
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keit « (identisch  im  vorliegenden  Falle  mit  der  Geschwindigkeit  im  kleinsten 
Querschnitte)  =  der  Bewcgungsgrösse  der  pro  See.  ausfliessenden  Luft,  also 

G 
R  =  -  u 

9 
Qod  diese  Reaction  zu  betrachten  ist  als  der  Ueberschuss  eines  entgegen- 
gesetzt dem  Sinne  von  u  genommenen  durch  den  Ausfluss  der  Luft  be- 
dingten  Normaldruckes   P  derselben    auf  das  Gefäss  über  eine  gewisse 
Reibung  =  B!^  womit  im  Sinne  von  u  die  Luft  auf  die  Gefässwand  wirkt,  ist 

P  =  R  -{-  R' 

=  derjenigen  Reaction  R^  welche  ohne  Reibungswiderstände  unter  sonst 

gleichen  Umständen  stattfände,  also 

Q 

falls  bei  der  Berechnung  von  u  und  G  der  Geschwindigkeitscoefficient  q> 
=  1  gesetzt  wird,  d.  h.  mil 

^          aAu         aAu  /»\" 
und     G  = =  (  — ) 


2^0  W  n  —  1  '^^  l\pj 


Po 


Indem  aber  andererseits  auch  dieser  Druck  wenigstens  gleich  ist  dem 
Ueberschuss  des  Druckes,  der  im  Zustande  der  Ruhe  (bei  geschlossener 
Mundang)  auf  die  ebene  Fläche  A  ausgeübt  wird,  über  denjenigen,  der  im 
Zustande  der  Bewegung  im  gleichen  Sinne  im  kleinsten  Querschnitte  aA 
ntfbst  der  seinen  Umfang  mit  dem  Umfange  der  Mündung  verbindenden 
krummen  Oberfläche  des  Luftstroms  stattfindet,  nämlich  um  so  mehr  grösser 
rsx^  je  mehr  die  Luft  schon  längs  dem  die  Mündung  umgebenden  Theil  der 
Gefässwand  der  Mündung  mit  einer  wesentlichen  Geschwindigkeit  znfliesst 
und  dadurch  auch  hier  der  hydraulische  Druck  auf  die  Gefässwand  im 
Sinne  von  u  merklich  kleiner  ist  als  der  hydrostatische,  entsprechend  einer 
ebenso  grossen  Vermehrung  =  P  des  Normaldruckes  P  entgegengesetzt 
U'in  Sinne  von  «,  ist 

/>  =  y  +  A{p^  —p)>  Aipo  —  p). 


}7if^ 


«    « 


.Ia»  'u'uim  3^.:ipiniLr'-*i  iiz.--  -l-^1  :i  -?  :  ^ 


r  •    —  r 


lai  ?  uIp  j  = 


■»nn- r-^--.:  ----a     .ir^ijiivT  ^»-cii  '^  .tü-'l  y 


1  —  r 


Bitd  f  'jr:  a:L»  iitr  E^*Lii-n:ii    17 


#; 


-  -  VI*  11  \  •»  .     -:;r  a:*-r  • 


•»'     "  Hl  _  »■ 


t    i^^  Vi;  T^^  ^  —  ^  — 


jr"   — 


1    —  X 


'=.!',_» 


1    1 

=     1  - 


1 

« 


I.» 


%  —  \ 

ff 


folglich  der  Grenzwerth  töh  c  ?r» 


für  irgend  einen  gegebenen  Werdi  von 


1 


'I   «<   1«   okur  ^Z_-   *. 


'  •  *  »%  «  ^ 


\>\\\  (Ironzworth  von  »  bestimmt  nnter  wekh-a  ii?  V::rLilT:.i^  i-  .i  .- 

fulU  Hinkon  kann,  wenn  p  zugleich  die  PressaTix  ir-  kl-  ::;i>:-s  y-orv:!  ■  :*• 
iUho  «lioscT  mit  dem  Ausfluss^inerschnitte  identi5«.h  st-in  >  IL    V^*-  <^  :  \  r 
mit  N        1,41  orgicbt  sich: 


1  — T~ 


0,1454 
a 


V 


t.  n.  fttr  a  =  1  0,9       0,8       0,7 


0,6 


X  >  0,19     0,24     0,31     0,42     0,61 

Dioso  GrcnÄWOrtlio  von  a?  :=^      ,  welche  sich  so  erheblich  abhiknci^  ^ 

a  «eigen,  wttnlon  mit  den  durch  Gl.  (13)  bestimmten  Werthen  von    ^  , 

von  dem  Gcschwindigkeitscoefficienten  q>  abhängen,  nur  dann  vercu  i 
sein,  wenn  die  vorhin  mit  P'  bezeichnete  Grösse  hinsichtlich  ihr^»r  P- 
hung  zu  a  und  9)  rationell  in  Anschlag  gebracht  werden  könnte. 
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§.  101.    Andere  Gestalt  der  Ausflüssformeln.  uaeh  Zeuner. 

Durch  die  im  yorigcn  §.  entwickelten  Formeln,  deren  Buchstaben- 
bezeichnungen auch  im  Folgenden  unverändert  beibehalten  werden,  ist  der 
Einäuss  des  Bewegungswiderstandes  auf  die  Weise  berücksichtigt  worden, 
(lass  dieser  Widerstand  gewissermassen  am  Ende  der  Bewegung  bis  zum 
Ausilussquerschnitto  concentrirt  einwirkend  gedacht,  demgemäss  die  Aus- 
dussgeschwindigkeit  u  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  denselben  berechnet 
and  erst  nachträglich  mit  einem  Correctionsfactor,  dem  Geschwindigkeits- 
coefficienten  9),  multiplicirt  wurde)  durch  die  Fundamentalgleichungen  war 
dann  ohne  Weiteres  auch  die  Temperatur  T,  also  wegen  der  gegebenen 
Pressung  p  überhaupt  der  Wärmezustand  der  Luft  im  Ausflussquerschnitte 
mit  Rücksicht  auf  den  Bewegungswiderstand  bestimmt,  während  die  Aus- 
flussmenge G  ausserdem  von  einem  zweiten  Erfahrungscoefficienten  a  be- 
züglich auf  die  Grösse  des  Ausflussquerschnitts  abhängig  gemacht  wer- 
den musste. 

Wenn  nun  auch  das  wahre  Gesetz,  nach  welchem  der  Bewegungs- 
vviderstand  die  Zustandsänderung  der  ausströmenden  Luft  successive  beein- 
dusst,  nicht  bekannt  ist,  und  ohne  näheres  Eingehen  auf  die  Natur  des 
fraglichen  Widerstandes  und  die  Bewegungsart  der  einzelnen  Lufttheilchen 
iuoh  nicht  würde  erkannt  werden  können,  so  ist  doch  möglicher  Weise 
[fin  immerhin  besserer  Anschluss  an  die  thatsächlichen  Verhältnisse  da- 
lurch  ztt  erreichen,  dass  statt  jener  Aufeinanderfolge  einer  widerstands- 
losen Bewegung  und  eines  dann  plötzlich  einwirkenden  Widerstandes  irgend 
rine  stetige  Zustandsänderung  yorausgesetzt  wird,  die  yon  Anfang  an  unter 
lern  Einflüsse  des  Widerstandes,  also  der  dadurch  bedingten  Wärmeent- 
(rirkelung  stattfindet,  vorbehaltlich  erfahrungsmässiger  Bestimmung  eines 
in  der  vorausgesetzten  Gleichung 

Icr  Znstandscarvo  (§.  13)  vorkommenden  Coefficienten.  Wie  schon  in 
l  20  bemerkt  wurde,  empfiehlt  sich  in  solchen  Fällen  in  Ermangelung 
»rmstiger  specieller  Anhaltspunkte  im  Allgemeinen  die  Annahme: 

unter  m  einen  in  jedem  einzelnen  Falle  constanten  Exponenten  verstanden, 
ier  im   vorliegenden  Falle  um  so  mehr  <1»  sein  wird,  je  grösser  der 
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Aas  beiden  Beziehnngcn  hinsichtlich  P  folgt: 


1 

r**  —  X  ^      1    n  —  1 

p 

-. >  ö 

mit 

X  —    ^ 

1  —  X         2a       n 

Po 

17, 


Im  Falle  n  =  oo,  entsprechend  einem  constanten  specif.  Tolmnen,  i^t 


1 
X**  —  X        n  —  1 


1  —  X  n 


=  1, 


und  folgt  aus  der  Bedingung  (17):  a  "^  -,  wie  in  §.  80.  Hat  aber  n  oiu>  a 

endlichen  Werth  >  1,  so  ist  mit  x  =  1  —  g: 

1 
a?"  —  X  1 

i  —X    ~    g 


=(— :)('-!.-■■)< 


—  1 


folglich  der  Grenzwerth  von  a  grösser  als  -  ,  und  es  ist  dann  omgok<lrr 

Ja 

für  irgend  einen  gegebenen  Werth  von  «  >  ö  durch  die  Bedingung  J7 

ein  Grenzwerth  von  x  bestimmt,  unter  welchen  das  Verhältniss  koiz-  :• 

Pq 
falls  sinken  kann,  wenn  p  zugleich  die  Pressung  im  kleinsten  Querschint: 

also  dieser  mit  dem  Ausflusscjuerschnitte  identisch  sein  soll.    lusbosor«!*  r 

mit  »  =  1,41  ergicbt  sich: 

;rO,7092  _  j,         0,1454 

-  >  -    -- 1^ 

1  —  X  a 

z.  B.  für  ß  =  1  0,9       0,8       0,7       0,6 

X  >  0,19     0,24     0,31     0,42     0,61 

p 
Diese  Gronzwerthe  von  x  =   -^  welche  sich  so  erheblich  abh&ngis;  ^•" 

Po 

a  zeigen,  würden  mit  den  durch  Gl.  (13)  bestimmton  Werthen  von       ,  th 

von  dem  Gcschwindigkeitscoefficienten  q>  abhängen,  nur  dann  vorgU  i.  .: 
sein,  wenn  die  vorhin  mit  F^  bezeichnete  Grosso  hinsichtlich  ihror  1«  - 
hung  zu  a  und -9)  rationell  in  Anschlag  gebracht  werden  könnte. 
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§.  101.    Andere  Gestalt  der  Aiuifliissfomieln.  uaeh  Zeuner. 

§ 

Durch  die  im  vorigen  §.  entwickelten  Formeln,  deren  Buchstaben- 
bezeichnungen auch  im  Folgenden  unverändert  beibehalten  werden,  ist  der 
Einflnss  des  Bewegungswiderstandes  auf  die  Weise  berücksichtigt  worden, 
(iass  dieser  Widerstand  gewissermassen  am  Ende  der  Bewegung  bis  zum 
Ausflassquerschnitte  concentrirt  einwirkend  gedacht,  demgemäss  die  Aus- 
tiussgeschwindigkeit  u  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  denselben  berechnet 
und  erst  nachträglich  mit  einem  Correctionsfactor,  dem  Geschwindigkeits- 
coefticienten  9),  multiplicirt  wurde)  durch  die  Fundamentalgleichungen  war 
dann  ohne  Weiteres  auch  die  Temperatur  T,  also  wegen  der  gegebenen 
Pressung  p  überhaupt  der  Wärmezustand  der  Luft  im  Ausflussquerschnitte 
mit  Rücksicht  auf  den  Bewegungswiderstand  bestimmt,  während  die  Aus- 
Üassmenge  G  ausserdem  von  einem  zweiten  Erfahrungscoefficienten  a  be- 
züglich auf  die  Grösse  des  Ausflussquerschnitts  abhängig  gemacht  wer- 
den mnsste. 

Wenn  nun  auch  das  wahre  Gesetz,  nach  welchem  der  Bewegungs- 
«iderstand  die  Zustandsänderung  der  ausströmenden  Luft  successive  beein- 
dusst,  nicht  bekannt  ist,  und  ohne  näheres  Eingehen  auf  die  Natur  des 
fraglichen  Widerstandes  und  die  Bewegungsart  der  einzelnen  Lufttheilchen 
auch  nicht  würde  erkannt  werden  können,  so  ist  doch  möglicher  Weise 
ein  immerhin  besserer  Anschluss  an  die  thatsächlichen  Verhältnisse  da- 
durch zu  erreichen,  dass  statt  jener  Aufeinanderfolge  einer  widerstands- 
losen Bewegung  und  eines  dann  plötzlich  einwirkenden  Widerstandes  irgend 
*'ine  stetige  Zustandsänderung  vorausgesetzt  wird,  die  von  Anfang  an  unter 
dem  Einflüsse  des  Widerstandes,  also  der  dadurch  bedingten  Wärmeent- 
wickelung stattfindet,  vorbehaltlich  orfahrungsmässiger  Bestimmung  eines 
in  der  vorausgesetzten  Gleichung 

der  Zustandscurve  (§.  13)  vorkommenden  Coefficienten.  Wie  schon  in 
l,  20  bemerkt  wurde,  empfiehlt  sich  in  solchen  Fällen  in  Ermangelung 
Einstiger  specieller  Anhaltspunkte  im  Allgemeinen  die  Annahme: 

pv^  =  Const (1), 

unter  m  einen  in  jedem  einzelnen  Falle  constanten  Exponenten  verstanden, 
der  im  vorliegenden  Falle  um  so  mehr  <^n  sein  wird,  je  grösser  der 
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Widerstand  ist,  je  mehr  also  durch  die  Wärmeentwickelung  desselben  di^^ 
Pressungsabnahme  bei  der  Expansion  vermindert  wird. 

Nach  §.  20  ist  die  durch  das  Gesetz  (1)  bestimmte  Zustandsanderuuu* 
auch  dadurch  charakterisirt,  dass  fürjcdes  Element  derselben  die  mitgeth<'ilti> 
Wärme  dQ  zur  Temperaturveränderung  dT  ein  constantcs  Yerhältniss  h.tt. 
Die  Wärme  dQ  ist  hier  das  Aequivalent  der  elementaren  Widerstand<yirl»«'it 
dB'^  dT,  nach  der  Zustandsgieichung  proportional  d{pr\  ist  nach  GL  ?* . 
§.  99,  auch  proportional  rf//,  wenn  ausser  von  einer  äusseren  Wärmemit- 
theilung auch  von  einer  Schwerearbeit  abstrahirt,  also  M  =  h  ^^  0  gesit/t 
wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  entspricht  also  der  Znstandsändorai>j 
nach  dem  Gesetze  (1)  ein  constantes  Verhältniss: 

dB 

-      —  Const.,  woraus  B  =  Const.  {IT —  /Z^) 

dJI 

B 

folgt,  also    Const.  =  —  =  g,  d.  h.  =r  dem  Widerstandscoefficieu- 

ten  (§.  76,  Gl.  1),  wenn  auch  iZJj  :;=  0  wäre.  Hiernach  ist  begreitiielu 
wie  Zeuner*  umgekehrt  unter  der  Voraussetzung  A  ^=  0,  /ij,  =  0  au^ 
der  Annahme: 

dB 

die  Gl.  (1)  der  Zustandscurve  als  Folgerung  erhalten  konnte.    Hier  l..^- 
es  vorgezogen  werden,  von  Gl.  (1)  als  Annahme  auszugehen,   Wiil  >:•■ 
nicht  weniger  willkürlich  erscheint,  als  die  Zeuner' sehe  Annahme,  u: : 
weil  dies  der  Allgemeinheit  wegen  wünschcnswerth  ist  sowohl  mit  V\i  %•  i 
sieht  auf  solche  Fälle,  in  denen  nicht  h  =  0,  JI^  =  Q  ist,  als  auch  in  I*  •  i 
treff  einer  späteren  Anwendung  auf  Dämpfe,  bei  denen  nach  §.  41,  GL  '   I 
dem  Gesetze  pv^  =  Const.  keineswegs  ein  constantes  Verhältniss  der  r!  - 1 
mentaren  Wärmcentwicklung  und  der  Temperaturänderung  entspricht.       I 

Gemäss  dieser  Annahme  (1)  und  der  Gleichung  des  Arbeitsvem)<  l'  'f ' 
(§.  99,  Gl.  3),  aus  welcher  durch  Integration  vom  Querschnitte  F*^  im  i»-' 
fasse  bis  zum  Ausflussquerschnitte  oA  folgt: 

JT  —  Hq  =  h  -\- (|?o«^ü  —   f"'\ 

n  —  1 


*  Neue  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der  Gase  und  I>ir  , 
aus  Gcfässmündungcii.    Civilingenicur,  1871,  S.  71. 
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ist  nan  mit  Kücksicht  anf  §.  20,  GL  (3) 


n=H^  +  Ä  + 


n 


n  —  1 


1^0*^0 


m  —  1 


m 


(2). 


Diese  Gleichnng  bestimmt  jetzt  die  Aasflussgeschwindigkeit  n  =  y2ffff 
statt  Gl.  (2)  im  vorigen  §.,  indem  zur  Berücksichtigung  des  Bewegungs- 
Widerstandes  statt  des  Coefficienten  g)  jetzt  die  gleichfalls  erfahrungsmässig  zu 
bestimmende  Zahl  m  dient,  dieZeuner  den  Ausflussexponenten  genannt 

hat  Die  Beziehung  zwischen  beiden  ist  von  dem  Verhältnisse        abhängig: 

Po 


m  —  l 


m 


(£)■ 


II  —  H^  —  h 


«— j 

M 


(3). 


9> 


'^H—  n^  —  h 


p  , 


Einfacher  und  unabhängig  von  -^-  ist  die  Beziehung  zwischen  m  und 

dem  Widerstandscoefficienten  g.  Nach  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
:§.  99,  Gl.  1)  ist  nämlich: 


—  JIq  =^  h  —  jvdp  = 


B  ~\-  M  —  Hq  =^  h  —  jvdp  =  h  -\-  p^^Vq  -  ~  pv  -\-  jpdv ^ 

Po  »0 

also  mit  B  =  ^11  und  gemäss  Gl.  (1)  nach  §.  20,  Gl.  (3)  und  (4) 


1  +  ^)JI=II,  +  h+p,v, 


b  -  © 


m  -  1 


Ml 


+ 


+  Ä  [-©"■']=    ' 

fll 

=  ^.  +  *  +  ^.  ,.,.  [,  _  (£)" 


••     (4); 


hierans  und  aas  GL  (2)  folgt: 
n  —  1 


iE-  H^  —  h)^  ^!?-— i  (gzr  +  // 


m 


-  -ö«  —  *), 


also  mit 


S'  = 


H 


H  —  U^  —  h 


e 


(5) 
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S'  = 


m 


n  —  1 


n  —  m 


m 


m  —  1        n 

n(l  +  O        m  —  1 


n  (m  —  1) 
n  —  1 


r> 


Dor  Zustand  der  Luft  im  Ansflussqacrschnitte  ist  nach  §.  20,  Gl.  ','>. 
bestimmt  durch:     . 


m  -  1 


und  die  Ausflussmenge  (Kgr.  pro  See.)  durch  die  Continuitätsgloichnng: 

1 


O 


V 


%      -Po 


l*< 


Ist  Ä  :=^  0  und  ffQ  =  0,  oder  wird  der  Einfluss  dieser  Grössen  da- 
durch nähernngsweise  berQcksichtigt,  dass  unter  Pq  die  im  Querschnittt 

Fq  des  Gefässes  beobachtete  Pressung  vermehrt  um   -— —    -    vorstaiui- 1 

wird,  so  ergiebt  sich  die  Ausflussgeschwindigkeit  und  Ausflussmen^*  an< 

Gl.  (2)  und  (8): 


G 

A 


fW   -   I 


01 


•♦ 


Hl 


4-  i 


!•' 


In  diesem  Falle  ist  ^  =  C,,  also 


s  = 


m 


n(m  —  1) 


«(1  4-  ?).    ^ü_tJ  -_"—'* 

1  +  «g  '  m        ~  n(l   -\~    Z 


11 


und  die  Beziehung  zwischen  g>  und  g  Icann  nach  Gl.  (3),  wenn    ( 

— -  q  gesetzt  wird,  in  der  Form  dargestellt  wt?rdcn: 

1 


1:^ 


.^ 


§.  101.  MENGE  UND  ZUSTAND  DEB  AÜSFLIESBENDEN  LITPT.  563 

Ans     Inq  =  ln[l  _  (1  -^  ^)]  =  _  (1  _  y)  _  ^^—^  -  ... 
and     /«[l  -  (1  —  q)<p^  =  -  (1  -  q)(p*  -  ^^-=^  9>*  —  ... 

1            ^        2        ^  •••  1 

folgt:      1   +  g  =   — >    _ 

1  H 2 —  9>*  +  . . . 

wie  schon  früher  aus  allgemeinen  Gründen  geschlossen  wurde  (§.  76). 

Die  bekannte  Formel  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers 
ist  hier  nur  in  der  aus  der  Gleichuug  der  lebendigen  Kraft  abgeleiteten 
Gl.  (4)  als  Grenzfall  {m  =  o6)  enthalten.  Die  Gleichuug  (2)  und  die  aus 
der  Verbindung  von  Gl.  (2)  mit  Gl.  (4)  her\^orgegangenen  Beziehungen  (6) 
sind  auf  Wasser  nicht  anwendbar,  weil  Gl.  (2)  aus  einer  solchen  Form  der 
Gleichung  des  Arbeitsvermögens  hervorging,  in  welcher  die  für  Wasser 
nicht  allgemein  gültige  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens 


du  =^  d(pv) 

n  —  1 


schon  enthalten  war.* 


Ist  wieder     ^   =  1  —  6     und     ö  =  ^ (13) 

Po  Po 

ein  kleiner  Bruch,  so  ist  analog  den  Entwickelungen  im  vorigen  §.  nähe- 
ningswoise 

•  Wl  —   1 

\Pq/  m  \  2  m    / 

2  m  +  1 

(;;r-©'"="^'-('-f»')- 


•  Wenn  also  Zeuner  a.  a.  0.  unter  der  Voraussetzung  Ä  =  0,  H^  =  0 
für  Wasser  mit  n  =  ao  aus  61.  (11) 

w  —  1  ^       1 

m       ""1+5 
nnd  somit  aas  Gl.  (9) 

u=     V    2^1,,*.  [l  -  (J) 

folgert,  so  ist  das  nur  für  kleine  Pressungsdifferenzen  mit  derjenigen  Annähe- 
rung gültig,  mit  der  in  diesem  Falle  überhaupt  die  Formeln  für  Luft  nnd  fflr 
Wasser  einerlei  Form  erhalten. 
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also  nach  Gl.  (9)  und  (10)  mit  Rflcksicht  auf  GL  (11) 

fibereinstimmend  mit  den  betreffenden  Formeln  fdr  Wasser,  wenn  aocb 
noch  die  Glieder  mit  ö^  vernachlässigt  werden. 

Wenn  schliesslich  wieder  angenommen  wird,  es  werde  die  Äussere 
Pressung  p  allmählig  von  p^  bis  Null  erniedrigt,  so  nimmt  nach  Gl  i* 
die  Ausflussgeschwindigkeit  zu 

von  0  bis  fnax,  u  =  g^  2g  — -  PqVq  ==  1/  2g BT^ 

und  nach  Gl.  (7)  die  Temperatur  im  Ausflussquerschnitte  ab 

von  T^  bis  min.  T  =  0. 

Das  Maximum  von  u  ist  hier  also  grösser,  das  Minimum  von  T  kleiner, 
als  nach  den  Formeln  im  vorigen  §.,  während  v  hier  wie  dort  bis  oc  wächst 
Unter  der  Voraussetzung  endlich,  dass  a  und  m,  also  a  und  g  unverändert 
bleiben,  würde  nach  Gl.  (10)  die  Ausflussmenge  am  grössten  f&r 


m 


^__r__,^_r~' Iß 


Po         ^'»  +  1/ 
und  zwar 

^f^:_?  =  a  V  2a-^-  ^-  ^  f-^.  _V~*^o  ...17. 
A  f        ^„_i»i4-i\m+l/  r^ 

während  thatsächlich   nach  dem  von  Zeuner  bestätigten  Satze  von  «io 

Saint  Venant  und  Wantzel  der  Coefficient  a  von  dem  durch  GL  !*> 

p 

bestimmten  Werthe  des  abnehmenden  Verhältnisses     -  an  gerechnet  dt^r 

Po 
Art  wächst,  dass  Q  fast  constant  bleibt  und  somit  auch  für 

Po         w  +  1/ 
nach  Gl.  (17)  berechnet  werden  kann,  unter  «.jetzt  nach  wie  vor  einten 
nur  massig  veränderlichen  Contractionscoeflicienten  ^  1  verstanden.   Be- 
zeichnet also  p'  den  durch  Gl.  (16)  bestimmten,  von  p^  and  m  MMapp^ 
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* 

besonderen  Werth  von  py  so  ist  zu  schliessen,  dass  die  mittlere  Pressung 
im  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirten  Strahls  nie  wesentlich  <C  p' 
werden  kann,  dass  sie  nämlich  nahe  =  p  ist,  so  lange  p  ^  p\  dagegen 
nahe  =  p\  wenn  p  <C  p'  ist;  die  Bahnen  der  Lufbth eilchen  sind  an  der 
Stelle  des  kleinsten  Querschnitts  im  ersteren  Falle  fast  parallel  und  gerad- 
linig, wie  bei  Wasser,  im  zweiten  dagegen  auswärts  concav  gekrümmt  um 
so  mehr,  je  mehr  p  <i  p'  ist  • 

Ob  übrigens  die  Berücksichtigung  der  Widerstände  durch  den  Zeuu er '- 
sehen  Ausflussexponenten  m  oder  durch  den  im  vorigen  §.  benutzten  Geschwin- 
digkeitscoefficienten  g)  den  thatsächlichen  Verhältnissen  besser  entspricht, 
wird  durch  Versuche  kaum  entschieden  werden  können.  Man  könnte  glau- 
ben, dass  die  verschiedenen  Werthe,  die  sich  für  u  und  T  beim  Ausfluss 
in  den  leeren  Raum  in  beiden  Fällen  ergeben  haben,  zur  Entscheidung  der 
Frage  verhelfen  können;  allein  diese  Grössen  lassen  sich  nicht  unmittelbar 
messen.  Man  müssto  sich  auf  eine  Messung  derjenigen  Temperatur  be- 
schränken, mit  welcher  die  Luft  nach  dem  Ausflusse  schliesslich  in  der 
Vorlage  zur  Buhe  kommt,  und  diese  wäre  nach  beiderlei  Formeln  =  Tq 
nnabhängig  von  den  Widerständen  und  von  der  Pressung  p  in  der  Vorlage. 

In  der  That  wird  dadurch,  dass  die  lebendige  Kraft  --  bei  constanter  Pres- 

sang  p  sich  in  Wärme  verwandelt,  die  Temperatur  mit  Rücksicht  auf  §.  19, 
GL  (1),  unter  uä  hier  den  Wärmewerth  der  Arbeitseinheit  verstanden,  um 

Au*        Au*        n  —  1    f** 
e^  2g        ne  2g  n        2gR 

erhöht,  and  sie  wird  also 


T  +  ^—r^  K7^=T^ 


—  1    u*_ 
n        2gR 

sowohl  nach  Gl.  (4)  und  (5)  im  vorigen,  wie  nach  Gl.  (7)  und  (9)  in  die- 
sem §.,  desgleichen  im  Grenzfalle  p  =  0  mit  den  Werthen  von  max.  u 
and  min.  1  im  vorigen  wie  in  diesem  §.,  ein  Resultat,  welches  übrigens 
schon  daraus  folgt,  dass  nach  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  (§.  99, 
Gl.  3),  also  hier  nach  der  Gleichung 

Ä  1 

sobald  R  wieder  =  Null  geworden  ist,  auch  wieder  pv  z=  p^v^^  also  die 
absolute  Temperatur  =  Tq  geworden  sein  muss. 

Auch  wenn  etwa  die  Vergleichung  der  für  verschiedene  Werthe  von 
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p  und  Pq  bcobachtotcu  Aasflassmengen  mit  Gl.  (6)  im  yorigcn  aoü  mit 
Gl.  (10)  in  diesem  §.  den  Werth  von  m,  also  auch  von  g  hier  weniger  ver- 
änderlich erscheinen  Hesse,  als  den  Werth  von  9)  dort,  so  würde  daraus 
noch  kein  Vorzug  des  Expononton  m  vor  dem  Coefficienten  9  zu  folgern 
sein,  so  lango  man  nicht  anderweitig  wüssto,  dass  der  WidcrstandacoeflicieDt 
g  wirklich  nur  wenig  veränderlich  ist.  Solchen  Widorständeo  z.  R,  die 
von  der  inneren  Reibung  der  längs  einander  hinströmenden  FlQssigkeits- 
fädeu  herrühren,  entspricht  wenigstens  für  Wasser  nach  §.  90,  Gl.   V2 

eine  Widerstandshöhe,  die  proportional  -T,oder  ein  WiderstandscoeflicienL. 

der  umgekehrt  proportional  ud*  gesetzt  werden  kann  (unter  d  die  Strahl- 
dicke  verstanden)  und  somit  nicht  constant  ist. 

An  und  für  sich  ist  es  gleicher  Weise  willkürlich,  durch  die  Einfüh- 
rung des  Exponenten  m  den  Widerstand  nach  einem  a  priori  angenomme- 
nen Gesetze  die  Zustandsänderung  stetig  beeinflussend  anzunehmen,  oilvr 
durch  den  Coefficienten  fp  diesen  Einfluss  an  das  Ende  des  ganzen  Vur- 
ganges  zu  verlegen;  das  eine  wie  das  andere  Verfahren  ist  nur  ein  Noth- 
behelf  mit  Bücksicht  auf  die  Unkenntniss  des  wahreli  Gesetzes,  nach  welcheiu 
irgend  ein  solcher  besonderer,  auf  einer  kurzen  Strecke  sich  geltend 
machender  Widerstand  aus  seinen  Elementarbestandtheilen  znsammengcscut 
ist.  Je  nach  den  Umständen  kann  die  im  vorigen  §.  gemachte  oder  Zen- 
ner's  Annahme  besser  entsprechend  sein,  z.  B.  jene  im  Falle  des  Aas- 
flusses  durch  eine  cylindrische  Ansatzröhre  ohno  Abrundung  an  der  Gi- 
fässwand,  diese  für  den  Ausfluss  aus  einer  Mündung  in  der  dünnen  Wand; 

sofern  nämlich  der  Annahme  von  Zeuner  ein  constanter  Werth  des  Ver- 

dB 
hältnisses  --^  entspricht,  setzt  sie  streng  genommen  eine  Verftndemng  toq 

aJ£ 

II  oder  u  in  beständig  gleichem  Sinne  voraus,  was  bei  dem  Ansfluss  aus 
der  Ansatzröhre  in  Folge  der  inneren  Contraction  nicht  der  FaU  ist 

Indessen  hat  die  Zeuner 'sehe  Annahme  den  Vorzog,  dass  die 
ihr  entsprechi3nde  Gl.  (10)  von  einfiAchorer  Form  ist,  ab  GL  (6,  iui 
vorigen  §. 


§.  102.    ErfahmngBeoefneleBt«!!« 

Die  experimentelle  Bestimmung  der  Erfahningscoefficientcn,  «onit 
die  für  den  Ausfluss  der  Luft  in  den  vorigen  Paragraphen  entwickelkD 
Formeln  behaftet  sind,  wird  dadurch  erschwert,  dass  StraUenBeaBaap^o 
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iiier  nicht  wie  bei  Wasser  (§.  82)  ausführbar  sind;  die  Begrenzung  des 
aasfliessenden  Luftstrahls  ist  weder  genügend  sichtbar,  noch  überhaupt  in 
ebenso  bestimmter  Weise  wie  dort  vorhanden.  Die  Versuche  sind  deshalb 
auf  eine  indirecte  Messung  der  Ausflussmenge  beschränkt,  und  wenn  nun 
auch  zwar  die  Goefficienten  a  und  q>  in  Gl.  (6),  §.  100,  oder  a  und  m  in 
GL  (10),  §.  101,  der  Art  getrennt  vorkommen,  dass  sie  aus  je  zwei  Ver- 

suchswerthen  von  ö,  die  für  verschiedene  Werthe  von  —  unter  übrigens 

Po 

gleichen  Umständen  gefunden  wurden,  berechnet  werden  könnten,  so  ist  es 
doch  eben  fraglich,  ob  die  Werthe  der  beiden  Coefficienten  bei  solchen 

zwei  Yersnchen  dieselben,  d.  h.  von  —   unabhängig  sind.     Eine  weitere 

Pü 

Schwierigkeit  entsteht  dadurch,  dass  die  Permanenz  des  Ausflusses  hier 
nicht  durch  eine  constaute  Pressung  ausserhalb  der  Mündung  und  im  Inne- 
ren des  Gefässes  allein  verbürgt  wird,  sondern  dass  dazu  femer  eine  con- 
stante  Temperatur  im  Inneren  des  Gefasses  nöthig  wäre,  weshalb  es  ge- 
rade bei  den  wichtigsten  der  betreffenden  Vorsuche  vorgezogen  wurde, 
dieselben  nicht  im  Beharrungszustande,  sondern  bei  stetig  veränderlichem 
Druck  anzustellen;  zur  Ableitung  der  gesuchten  Coefficienten  aus  denselben 
wird  dann  aber  eine  nicht  nur  weniger  einfache,  sondern  auch  weniger 
zuverlässige  Rechnung  nöthig. 

Frühere  Versuche,  welche  in  den  Jahren  1820 — 1826  von  verschie- 
denen Experimentatoren  (Schmidt,  Lagerhjelm,  Koch,  d'Aubuisson) 
angestellt  wurden,  sind  wenig  maassgebend  schon  wegen  der  sehr  kleinen 
Druckdifferenzen  {p^ — p\  worauf  sie  sich  beschränkten.  Bei  den  in  den 
vorigen  Paragraphen  erwähnten  Versuchen  von  de  Saint-Vena^t  und 
Wantzel  (1839)  waren  zwar  p  und  p^  sehr  bedeutend  verschieden,  indem 
dieselben  atmosphärische  Luft  in  den  Becipienten  einer  Luftpumpe  ein- 
strömen Hessen,  in  welchem  die  Pressung  zu  Anfang  der  verschiedenen 
Versuchsreihen  nur  10  bis  20  Millim.  Quecksilbersäule  entsprach;  indem 
sie  aber  die  Pressung  im  Recipienten  entweder  bei  continuirlich  andauern- 
der Lufteinströmung  nach  gleichen  Zeitintervallen  (von  5  zu  5  Secunden) 
oder  bei  periodisch  unterbrochener  Einströmung  nur  unmittelbar  nach  dem 
Schlnss  der  Mündung  beobachteten  und  daraus  die  inzwischen  ausgeströmte 
Luftmenge  berechneten,  musste  bei  Unkenntniss  der  entsprechenden  Tom- 
peratur  im  Recipienten  solche  Bestimmiing,  wie  Zeuner  hervorhob,  sehr 
onzuverlflssig  sein,  abgesehen  davon,  dass  diese  Versuche  auch  wegen  der 
Kleinheit  des  Maassstabes  (%,  1  und  1^2  Millim.  Mttndungsdurchmesser 
bei   einem  Cnbikinhalte  des  Recipienten  von   nur  0,0174  Cubikm.)  nur 
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wenig  entscheidend  sein  konnten,  wie  schon  Poncelet  geltend  geouurkt 
hatte. 

Die  nmüangreichsten  Versuche  auch  für  grössere  Pressungsdifferenzen 
(bis  zu  2,5  Atm.  innerem  bei  1  Atm.  äusserem  Druck)  und  mit  Yerschio- 
denen  Arten  von  Mündungen  und  Mundstücken  bis  zu  25  Millira.  Mün- 
dungsweite wurden  im  Sommer  1856  Yon  Weisbach  angestellt*  Er  be- 
diente sich  dazu  eines  Dampfkessels  von  5Mtr.Länge,  1 V«  Mtr.  Weite 'und 

To  =  4,672  Cubikm. 

Inhalt,  der  mit  Manometer  und  Thermometer  zur  Messung  des  Drucks  and 
der  Temperatur  im  Inneren  ausgerüstet  war  und  mit  yerschiedenen  Mün- 
dungen oder  Mundstücken  versehen  werden  konnte.  Nachdem  derselbe 
vermittels  einer  Druckpumpe  mit  comprimirtcr  Luft  gefüllt,  das  Alsperr- 
vcntil  durch  eine  Druckschraube  auf  seinen  Sitz  fest  niedergedrückt  and 
die  (durch  die  Compression  vorübergehend  erhöhte)  Temperatur  im  Inneren 
der  äusseren  =  TJ,  ¥deder  gleich  geworden  war,  was  wegen  der  Trägheit 
des  Thermometers  der  constant  gewordene  Stand  des  Manometers  am 
sichersten  anzeigte,  ergab  sich  aus  letzterem  und  dem  gleichzeitig  beob- 
achteten Barometerstande  die  innere  Pressung  =  p^  und  die  äussere  =  p. 
Nachdem  dann  die  Mündung  während  einer  gemessenen  Zeit  ^  =  20  bis 
90  Secunden  geöffnet  worden  war,  wurde  sogleich  nach  dem  Schlass  dvr- 
selben  der  Manometerstand  wieder  abgelesen  und  so  die  innere  Prcssau^ 
=  Pi  «  Pq)  bestimmt  Die  entsprechende  Temperatur  T^  «  T^)  konnte 
natürlich  nicht  unmittelbar  durch  das  Thermometer  gefunden  werden,  w.  il 
es  den  Temperaturveränderungen  in  seiner  Umgebung  zu  langsam  folru 
und  auch,  wenn  einige  Zeit  später  abgelesen,  schon  der  Einfluss  der  ante  r- 
dessen  von  aussen  durch  die  Kcsselwand  eingedrungenen  Wärme  sich  gt.I> 
tend  gemacht  hätte;  indem  dann  aber  gewartet  wurde,  bis  der  bei  voUstäuilic 
abgesperrtem  Kessel  allmählig  wachsende  Manometerstand  wieder  con>u::t 
geworden  war,  entsprechend  einer  inneren  Pressung  =  p^  und  einer  wie- 
der auf  Tq  gestiegenen  Temperatur,  konnte  daraus 

Tt=^^T^    1 

berechnet  werden.** 

• 

*  Die  vollständige  Berechnung  der  Yersnchsresultate  wurde  erst  In** 
veröffentlicht  im  XII.  Bande  des  „Civüingenieur**. 

^  Nach  der  früher  in  §.  21  erklärten  Methode  sind  die  (dort  mit  js»  l . 

Pa  bezcichneteu  Werthe  von  p^,  Pi,  p^  in  einigen  solchen  FäUen,  in  denes  ' 

und  die  Ausflussöffnung  recht  gross,  t  aber  und  folglich  die  onlerdcnca  t.c 
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Hiemach  ergiebt  sich  das  im  Zustande  (p^  Tq\  d.  h.  bei  der  Pressung 
f  und  der  absoluten  Temperatur  Tq  gemessene  Luftvolumen,  welches  in  t 
Becunden  ausfloss,  während  die  Pressung  im  Inneren  von  Pq  bis  p^  abnahm 

V  =  ?i^zJi  r, (2), 

p 
lod  indem  nun  Weisbach  dasselbe  Volumen  auch  theoretisch  mit  Hülfe 
der  bekannten  Aasflussöffnung  =  A  und  eines  Ausflusscoefficicnten  (i  bo- 
rechnet,  findet  er  letzteren  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke.    Diese 
theoretische  Berechnung  betrifft  zwar   ein  erst  später  zu  behandelndes 
Problem  nicht  permanenter  strömender  Bewegung,  doch  muss  das  von 
Weisbach  benutzte  angenäherte  Verfahren  hier  auseinander  gesetzt  wer- 
den, am  aber  die  Bedeutung  und  den  Worth  der  von  ihm  gefundenen 
Coefificienten  ein  vollstän^ges  Urtheil  zu  gewinnen.    Indem  er  das  Luft- 
\oiamen  dV'j  gemessen  im  Zustande  (p,Tq\  welches  in  einem  Zeitelement 
^t  ausfliesst,  im  Verhältnisse  dt :  1  kleiner  setzt,  als  daqenige  Volumen, 
welches  in  einer  Secunde  ausfliessen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zu- 
stand im  Inneren  des  GejQlsses  (Pressung  =  p\  specif.  Volumen  =  v\ 
absolute  Temperatur  =   7^)  unterdessen  constant  bliebe,   letzteres  aber 
izacfa  denselben  Grundsätzen  berechnet,  auf  denen  Gl.  (10)  in  §.  100  be- 
ruht, ergiebt  sich 

dr  =   ^  ^v'Odt 
If   p 


mit     G  =  (lA 

iiso 


y  ^' T^AM  -  {f'\ 


1"         T. 


dt  "t  "^ 


n  —  1  M  —  1 


^'^r  ^  (L)  ■  [(£)-■  -  ,] 


o&sen  ebgedningene  Wärme  sehr  klein  waren,  nebenbei  zur  Bestimmung  des 
erh&ltnlBsefl 


n  = 


rr    specifischen  Wärmen  für  constante  Pressung  und  für  constantes  Volumen 
aiatzt  und  dabei  die  dort  angeführten  Werthe  gefunden  worden. 
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--  =  ttAyi^Är;,  (/^  .  y :i 

/    -     ^^ i?    «  Y^     "    —    l^  :      X  =    ~     •  •  •    * 

» —  1         V  /  p 

Während  des  Ausflusses  pimmt  die  in  Gl.  (3)  vorkoimncnde  Tei»!»- 
ratur  7^  von  T^  bis  Tj  ab,  also 

^  von  1  bis  ^-  =  —  (nach  Gl.  1)  zu. 
Weil  aber  bei  den  Ycrsnchen  ^-^  höcbtcns  =  1,1  und  somit  immer 

1  <  Vy  <  1.05 

war,  setzt  Woisbach  für  dieses  wenig  veränderliche  Verhältniss  den  c-u- 
stanten  Mittelwerth 


-^^   -    Vi  4-  ^^\  —   ^2  -4-  ^*   ~  ''^^   -  1  ^   ^ 


Fl 


^ 


^n  ^  1  _i_  1  Pt  —  Pi 


and  somit  nach  61.  (3) 

dV  =  nCydt;      C  =  Ayi^T^  (l  +  I  ''-*    -  ^y    -  •    '• 

Während    y    eine    wesentlich  veränderliche   Grösse    ist   entsprechend  xi : 
Aenderuiig  des  Verhältnisses 

P  Pa  P\ 

X  =    —     von     Xq  =      -     bis     x^    =-=        

P  P  P 

Wenn  nun  aber  auch  diese  Einführung  eines  constantenMitteNort:.  < 

T 
von  J!  in  Gl.  {3)  unter  den  obwaltenden  Umständen  allenfalls  zn  n-    * 

fertigen  wäre,  so  ist  doch  der  weitere  Rechnungsgang  Wcisbach'b  ni 
als  zulässig  zu  erachten.    Aus  Gl.  ^5)  folgt  nämlich 

r 

j    y  y 

0 
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anter  -7  einen  gewissen  Mittelwerth  von  —  verstanden,  nnd  indem  Weis- 

y  y 

bach  denselben  ohne  Begründang 

«1  an» 

£  _         1  f  dx  _  1^         r  dx 

y   ~  Xi   -  XqJ     y    ~  Xq  —  Xi  J     y 

setzt,  erhält  er  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  V  nach  GL  (2)  die 
Gleichung: 

et         p         Xq  —  x^J     y 

»X 

die  er  vermittels  einer  zuvor  nach  der  Simpson'schen  Kegel  berechneten 
Hulfstabelle  für  das  darin  vorkommende  Integral  und  mit  Hülfe  des  Aus- 
drucks (5)  der  Constanten  C  zur  Berechnung  der  Coefficionten  (i  für  62 

verschiedene  Fälle  benutzt  hat    Jener  Ausdruck  von  — ,,    welcher    darauf 

y 

hinausläuft, 

-—  =  Qmst.  — W 

dx  x^  —  Xq 

zu  setzen,  ist  nun  aber  in  Widerspruch  mit  dem  Umstände,  dass  der  dem 

T 
Verhältnisse  -^  beigelegte    constante  Mittelwerth  nothwendig  >   1   ist. 

Denn  analog  Gl.  (2)  ist  das  ebenso  wie  V  gemessene  Luftvolumen  V*^ 
welches  bis  zu  dem  Augenblicke  ausfloss,  in  welchem  die  Pressung  im 
Inneren  des  Gefässcs  =  p'  geworden  ist, 


ff 


y^  ^    Po   —   P     y 


p 


unter  p  die  Pressung  verstanden,  bis  zu  welcher  p'  stiege,  wenn  in  dem 
betreffenden  Augenblicke  die  Ausflussöffnung  verschlossen  und  die  Aus- 
gleichung der  inneren  Temperatur  I^  mit  der  äusseren  Lufttemperatur  1^ 
abgewartet  würde.    Diese  Pressung  ist  analog  Gl.  (1) 


P    =  P  Y 


and  somit 


''=(7-7f)^«^('«-4)^« ('^' 
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T 

folglich,  wenn  wieder  für  —^  ein  constanter  Mittelwcrth  gesetzt  wird,  aocb 
hier 

——  =  Consta  diese  aber  =  —  -^^ot 

dX  A 


woraus  in  Verbindung  mit  Gl.  (8)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  fulina 
würde:  . 

^  __  —  ^         __     Pq  —  P%     _.  Po  — Pt    ^  j 

^  ^0  (^1  —  ^o)        P  (^0  —  ^i)        Po  —  Pi 

Zur  Charakterisirung  der  nach  Gl.  (7)  von  Weisbach  berechneu-n 
Werthe  von  fi  ist  ferner  die  Eenntniss  der  Constanten  nöthig,  womit  ir 
die  Werthe  von  C  nach  Gl.  (5)  und  von  y  nach  Gl.  (4)  in  die  Recbnuuz 
eingeführt  hat.  Wenn,  was  den  ersteren  Umstand  betrifft,  eine  vom  Ge- 
frierpunkte des  Wassers  aus  gerechnete  Temperatur  mit  r  und  der  Aas- 
dehnungscoefficient  der  Luft  mit  a  bezeichnet,  also 

7o  =  «  +  To  =  a(l  4-  sTq) 

gesetzt  wird,  so  könnte  in  dem  Factor 


y2gRT^  =  y2gRail  +  tr^) 

von  C  der  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  entweder  dadurch  berücksichtiut 
werden,  dass  -ß  etwas  grösser  gesetzt  wird  (§.  17),  oder  mit  Wcisb^ch 
durch  entsprechende  Vergrösserung  von  c,  während  Jt  wie  für  truck«  n»- 
Luft  angenommen,  also  mit  den  in  §.  17  angeführten  Constanten  und  u.it 
g  =  9,81  

K  10333 

gesetzt  wird.  Wenn  Weisbach  diese  Zahl  =  395,  dafür  aber  e  wcäu:- 
lich  grösser,  als  für  trockene  Luft,  nämlich  =  0,004  und  somit 

c  =  sdbA  (i  +  ^  ?Ljr_M  yr+  ö;oo4t. 

\  4         /?!       / 

setzt,  so  kann  dadurch  ein  beachtenswcrther  Fehler  nicht  vemr^l- 
worden. 

Wenn  aber  Weisbach  femer 


^/lO 
—  *»'»(x«.»  —  1)  ,     entsprechend     n  =  1,429 

setzt,  so  erscheint  solche  Abweichung  von  dem  erfahmngsmässigenWcrtlj- 
1,41  dieser  Constanten  «  zu  gross,  und  wenn  durch  eine  kleine  AenJt^ru:.: 
dossolbeu  dem  Einflüsse  der  Bewegungswiderständo  hätte  KechuvQg  gt  tr*- 
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gen  werden  sollen,  so  wäre  er  nicht  zu  vergrössern,  sondern  zu  verkleinern 
'  gewesen. 

Eine  vollständige  Neuberechnung  des  umfangreichen  Yersuchsmaterials 
ist  indessen  sehr  zeitraubend,  und  mögen  deshalb  in  folgender  Tabelle 
die  Ton  Weisbach  gefundenen  Werthe  von  n  einstweilen  unverändert 
nur  abgekürzt  auf  3  Decimalen)  nebst   den  betreffenden  Werthen  von 

/«  =  - ,  X.  ■=  -    und  den  in  Millimetern  ausgedrückten  Mündungsweiten 
P  P 

d  mitgetheilt  werden.    Die  Buchstaben  A^  B^  C  .  .  .  bezeichnen  die  Art 

der  MQndung  oder  des  Mundstücks,  nämlich: 
X.  verschiedene  Kreismündungen  in  der  dünnen  ebenen  Wand, 
ß.  eine  Kreismündung  in  dünner .  ebener  Wand,  innen  zur  Hälfte  von 
einer  zur  Mündungsebene  senkrechten  Wand  eingefasst, 

C.  eine  Kreismündung  in  conisch-convergenter  Wand  (Fig.  33,  §.  83,  mit 

Q  =  50% 

D.  eine    Kreismündung    in    conisch -divergenter   Wand    (Fig.   33    mit 
Q  =  130®)  mit  scharfkantigem  Rande, 

E.  eine  quadratische  Mündung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  {d  bedeutet 
hier  und  bei  F  die  Seitenlänge  des  Quadrats), 

F.  eine  quadratische  Mündung  in  dünner  ebener  Wand,  innen  an  zwei 
Seiten  von  zur  Mündungsebene  senkrechten  Wänden  eingefasst, 

G.  kurze  cylindrische  Ansatzröhren,  scharfkantig  von  der  ebenen  Ge- 
ßlsawand  ausgehend, 

H.  dieselbe  Röhre  wie  Nr.  26,  aber  von  dreifacher  Länge, 

r.  eine  innere  cylindrische  Ansatzröhre  mit  scharfkantigem  Rande  an 

der  Mündung, 
K.  eine  kurze   cylindrische  Ansatzröhre,  mit  abgerundetem  Rande  von 

der  ebenen  Wand  ausgehend, 
L.  kurzes  conoidisches  Mundstück  mit  cylindrischer  Berührungsfläche 

an  der  Mündung  auslaufend, 
M.  eine  conische  Ansatzröhre  von  7^9'  Convergenzwinkel  der  gegen- 
überliegenden Seiten,  4  Centim.  lang  mit  scharfkantigem  innerem 

Rande, 
N.  eine  ähnliche  Röhre  wie  M^  aber  mit  abgerundetem  innerem  Rande, 
O.  ein  Büsenmundstück  (d.  i.  eine  längere  conische  Ansatzröhre  mit 

schwach  conoidischer  Erweiterung  am  inneren  Ende)  von  15,5  Centim. 

Länge,  / 
P.  ein  solches  von  10,5  Centim.  Länge, 
Q.  ein  grösseres  Düsenmundstück  von  20,5  Centim.  Länge. 
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Nr. 

d 

X.               ^^ 

M 

P 

p 

2 

1.         I 

L           10,10 

1,098 

1,012 

1,05 

0,563 

2. 

9                                ff 

1,144 

1,036 

1,09 

0,584 

3. 

»                               »♦ 

1,386 

1,194 

1,29 

0,667 

• 

4. 

»                               >l 

1,551 

1,306 

1,43 

0,692 

5. 

»                               »» 

1,808 

1,490 

1,65 

0,722 

6. 

>                               »» 

2,082 

1,694 

1,89 

0,754 

7. 

»                               »» 

2,386 

1,920 

2,15 

0,788 

8. 

14,08 

1,092 

1,006 

1,05 

0,557 

9. 

»               »' 

1,143 

1,035 

1,09 

0,573 

10. 

>               '* 

1,569 

1,152 

1,36 

0,634 

11. 

,                                      TT 

1,926 

1,414 

1,67 

o,6S;) 

12. 

♦                                      " 

2,351 

1,677 

2,01 

0,723 

13. 

17,25 

1,144 

1,010 

1,08 

0,565 

14. 

T                                      >» 

1,622 

1,126 

1,37 

0,627 

15. 

T                                      'f 

1,925 

1,326 

1,63 

0,666 

16. 

19,80 

1,149 

1,011 

1,08 

0,580 

17. 

1               " 

1,677 

1,112 

1,39 

0,641 

18. 

25,46 

2,267 

1,335 

1,80 

0,715 

19.         I 

i           10,20 

1,378 

1,183 

1,28 

0,670 

20.         ( 

3           10,20 

1,414 

1,214 

1,31 

0,723 

21.          , 

T                                       >» 

1,821 

1,509 

1,66 

0,793 

22.         I 

)            10,20 

1,398 

1,216 

1,31 

0,589 

23. 

T                                    »» 

1,811 

1,513 

1,66 

0,663 

24.         I 

l            9,03 

1,391 

1,193 

1,29 

0,656 

25.         I 

9,25 

1,397 

1,178 

1,29 

0,7Ü3 

2G.         ( 

}           10,12 

1,398 

1,192 

1,29 

0,828 

27. 

10,14 

1,093 

1,008 

1,05 

0,754 

28. 

T                                  " 

1,146 

1,047 

1,10 

0,770 

29. 

14,02 

1,128 

1,027 

1,08 

0.H16 

30. 

T                                  »> 

1,680 

1,137    • 

1.41 

0,810 

31. 

,                      '         M 

2,004 

1,390 

1,70 

0,821 

32. 

24,88 

2,175 

1,316 

1,75 

0,833 

33.         } 

{           10,12 

1,405 

1,210 

1,31 

0,752 

34. 

T                                    ♦♦ 

1,810 

1,517 

1,66 

0,761 

35. 

»                                   »» 

2,387 

1,982 

2,18 

0,797 

36.          ] 

[            10,10 

1,407 

1,196 

1,30 

0,713 

37. 

♦                   »» 

1,779 

1,454 

1,63 

a770 

38.         I 

l           10,14 

1,402 

1,163 

1,28 

0,928 

39. 

»               »» 

1,798 

1,443 

1,62 

0,923 

40.         ] 

10,02 

1,134 

1,020 

1,08 

;      0,915 

41. 

»               >» 

1,355 

1,135 

1,24 

0,981 

42. 

T                                      TT 

1,518 

1,241 

1,38 

0,9« 

43. 

•              I                        TT 

1,770 

1,423 

1,00 

0,967 

§•102. 
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r 
1 

Nr. 

1 

r 

d 

Po 

ac«  —    - 

Ä,  ^==  — 

*    f^ 

t 

. 

P 

*       P 

2 

9 

44. 

n 

»» 

2,064 

1,645 

1,85 

0,974 

45. 

»» 

»» 

2,396 

1,901 

2,15 

0,980 

46. 

1 

M 

10,04 

1,139 

1,024 

1,08 

0,911 

47. 

»» 

»» 

1,382 

1,153 

1,27 

0,922 

48. 

»» 

»» 

1,828 

1,464 

1,65 

0,944 

49. 

N 

10,12 

1,372 

1,145 

1,26 

0,944 

50. 

9? 

»1 

1,540 

1,251 

1,40 

0,958 

51. 

1» 

»♦ 

1,801 

1,439 

1,62 

0,946 

52. 

>» 

»» 

2,057 

1,632 

1,84 

0,950 

53. 

»f 

1» 

2.403 

1,901 

2,15 

0,955 

54. 

0 

9,66 

1,135 

1,026 

1,08 

0,933 

55. 

»> 

»» 

1,400 

1,180 

1,29 

0,934 

5ß. 

>» 

1» 

1,811 

1,475 

1,64 

0,939 

57. 

»1 

>f 

2,390 

1,927 

2,16 

0,984 

58. 

p 

14,04 

1,137 

1,022 

1,08 

0,938 

59 

Q 

15,80 

1,135 

1,031 

1,08 

0,952 

60. 

»t 

»» 

1,629 

1,180 

1,40 

0,940 

61. 

»» 

• 

1,978 

1,377 

1,68 

0,953 

62. 

»< 

»» 

2,495 

1,708 

2,10 

0,966 

Es  ergeben  sich  hieraus  u.  A.  die  nachstehenden  Folgerungen: 

1)  Bei  dem  Ausflusse  aus  Kreismündungen  in  der  dünnen  ebenen 
Wand  wächst  (i  mit  dem  inneren  Ueberdruck,  und  zwar  in  höherem 
Grade,  als  für  Wasser  —  §.  83,  1)  —  umgekehrt  /i  mit  wachsender  wirk- 
samer Druckhöhe  abnimmt.  Yen  der  Mündungsweite  d  ist  dagegen  (i  bei 
Wasser  und  Luft  in  gleicher  Weise  abhängig:  mit  wachsender  Mündungs- 
HT'ite  nimmt  fi  auch  hier  ab;  nach  obiger  Tabelle  ergiebt  sich  z.  B.  (thcil- 
Keise  durch  Interpolation) 

für  d  =  10,10 

j  0,579 

//  -r-      0,671 

I  0,721 


-+-^*=      1,37 
(l,63 


14,08  17,25  Millim. 

0,569  0,565 

0,635  0,627 

0,680  0,666 


2)  Die  theilweise  Einfassung  einer  Kreismündung  (partielle  Con- 
raction)  scheint  nur  geringe  Yergrösserung  von  (i  zur  Folge  zu  haben. 

3)  Für  eine  Kreismündung  in  conisch  convergenter  Wand  (geschwächte 
*ontraction)  ist  fi  wesentlich  grösser,  in  conisch  divergenter  Wand  (ver- 
tarkte  Contraction)  wesentlich  kleiner,  als  für  eine  Kreismündung  in  der 
beuen  Wand,  ähnlich  wie  bei  Wasser. 
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4)  Für  eiue  quadratische  Mandnng  in  der  ebenen  dünnen  Wand  ist 
der  Aosflusscoefficient  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  einer  Kreis- 
mündung unter  übrigens  gleichen  Umst&ndcn.  Die  theilweise  Einfassung 
der  quadratischen  Mündung  (partielle  Contraction)  vergrössert  ft  in  alin- 
lichem  Grade  wie  bei  Wasser  —  §.  84,  4)  — . 

5)  Auch  für  kurze  cjlindriache  Ansatzröhren  bestätigt  sich  das  für 
Kreismündungen  in  der  dünnen  Wand  gefundene  Wachsen  des  Ansfla^^- 
coefficientcn  mit  dem  inneren  Ucberdruck;  eine  Abhängigkeit  von  dr 
Rohrweite  ist  aus  den  Yersuchswcrthen  nicht  deutlich  zu  erkennen. 

6)  Für  eine  innere  cylindrische  Ansatzröhre  ist  //  wesentlich  kleio^^r. 
als  für  eine  äussere. 

7)  Durch  Abrundung  des  inneren  Randes  der  cylindrischen  Ansatz- 
röhre wird  (i  bedeutend  yergrössert,  besonders  wenn  diese  Abmndung,  s«  \\r 
allmählig  stattfindend,  sich  bis  zur  Mündung  erstreckt,  und  dadurch  di*' 
cylindrische  Röhre  in  ein  nur  cylindrisch  auslaufendes  conoidisches  Maad- 
stück  übergeht.  Auch  im  letzteren  Falle  scheint  ji  mit  dem  inneren  UebtT- 
drucke  anfangs  zu  wachsen,  bald  aber  nahe  constant  zu  bleiben  =  {.K^' 
bis  0,98. 

8)  Der  Ausflusscoefficient  conisch  convergenter  Ansatzröhren  wiil.*; 
nur  in  geringem  Grade  mit  dem  inneren  Ueberdruck. 

Für  solche  Pressungen  im  Inneren  des  Gefässes,  welche  wt*sontIi*\ 
mehr  als  das  Doppelte  des  äusseren  Drucks  betragen,  dürfen  diese  Fol.'«* 
Hingen  nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  betrachtet  werden,  nach  den  Bern«  r- 
kungen  in  §.  100  und  101  ist  dann  vielmehr  bei  weiter  wachsendem  iun<- 
rem  Ueberdruck  in  allen  Fällen  ein  stetiges  Wachsen  des  Ausflnsscin  t::- 
cienten  über  die  Einheit  hinaus  zu  erwarten,  zu  dessen  Prüfung  die  Wt'i«- 
b ach* sehen  Versuche  nicht  ausreichen. 

Dieselben  haben  auch  zunächst  nur  den  Coefificienten  //  ergeben«  t-nt- 
sprechend  der  Gl.  (10),  §-  100.  Die  Yergleichung  dieser  Formel  mit 
Gl.  (6)  desselben  §.  ergiebt  aber 

u   ^ -^-'1 = in. 

'-■['--(;.)']  (;-)""--fö)""'--i 

an  4»         I      j» 

und  indem  hierin  ^^  —  -®  i    -  gesetzt  wird,  könnte  daraoa  einer  der 

p  2  ' 

Coefficienten  «,  <p  gefunden  werden,  wenn  der  andere  bekannt  wäre.    F-  • 
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die  cjlindrischen  Ansatzröhren  und  das  conoidische  Mundstück  z.  B.  kann, 

SO  lange    ^  T^  -   <1  2  ist,  a  =  1  gesetzt,  und  somit  aus  Gl.  (10)  der  Ge- 

schwindigkeit3Coefficient  9  berechnet  werden;  für  die  KreismUndungen  in 
der  dOnnen  Wand  wäre  dieser  Coefficient  q>  ohne  erheblichen  Fehler  dem- 
jenigen des  conoidischen  Mundstücks  gleichzusetzen,  somit  a  aus  Gl.  (10) 
m  bestimmen.  Durch  <p  ist  der  Widerstandscoefficient  g  nach  Gl.  (12), 
f.  101,  und  dadurch  der  Zeuner'sche  Ausflnssexponent  m  nach  Gl.  (11) 
desselben  §.  bestimmt.  Diese  Ableitungen  mögen  indessen  hier  unterlassen 
werden,  da  die  oben  besprochelien  Mängel  der  Weisbach'schen  Berech- 
nangsweise  seiner  Versuche  die  daraus  hervorgegangenen  Werthe  von  ^ 
zu  unsicher  erscheinen  lassen.  — 

Zenner  benutzte  bei  seinen  im  Jahre  1871  angestellten  Versuchen 
aber  den  Ansfluss  der  Luft  aus  Kreismündungen  in  der  dünnen  Wand,  aus 
oiindrischen  Ansatzröhren  und  conoidischen  Mundstücken  einen  ähnlichen 
Apparat  wie  Weisbach,  liess  aber  die  Versuche  bis  zu  Pressungen  f^ 
lon  ungefähr  4  Atm.  sich  erstrecken,  während  die  Ausflusszeit  t  im  Gegen- 
^tze  zu  Weisbach  auf  etwa  10  Secunden  beschränkt  wurde,  um  die 
onterdeasen  von  aussen  in  den  Kessel  eindringende  Wärme  möglichst  zu 
beschränken,  lieber  die  Versuchsresuitate  sind  von  Zeuner  z.  Z.  nur 
rorlänfige  Mittheilungen  gemacht  worden,  *  die  hauptsächlich  den  Zweck 
latten,  die  Richtigkeit  des  Satzes  von  de  Saint-Venant  und  Wantzcl 

§.  100)  zu  constatiren,  dass,  wenn  das  Pressungsverhältniss        über  eine 
re  wisse  Grenze  hinaus  wächst,  die  Ausflussmenge  unabhängig  von  der  aus- 


*  Resultate  experimenteller  Untersuchungen  über  das  Ausströmen  der 
.oft  bei  starkem  Ueberdruck;  aus  den  Protokollen  der  75.  Hauptversammlung 
»'S  Sächsischen  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins  abgedruckt  im  „Givilinge- 
leur",  Bd.  XX  (1874).  Wenn  übrigens  Zeuner  das  Weisbach'sche  Versuchs- 
Qd  Rechnnngsverfahren  deshalb  für  ungenügend  erachtet,  weil  es  bei  der  von 
sznselben  angewendeten  Ausflusszelt  von  t  bis  zu  90  Secunden  unrichtig  sei, 
xznnehmen,  dass  während  des  Ausströmens  die  Luft  im  Inneren  des  Kessels 
f:li  80  ausdehne,  als  ob  ihr  Wärme  weder  mitgetheilt  noch  entzogen  würde, 
scheint  uns  dieser  Einwand  nicht  ganz  gerechtfertigt.  Hätte  Weisbach 
ese  Annahme  wirklich  gemacht,  so  hätte  er  gar  nicht  nöthig  gehabt,  die 
'Cfssungen  j9,  zu  beobachten;  es  hätte  dann  I\  aus  Tq,  'P\^  Po  ^^d  p^  aus 
T^,  I\  berechnet  werden  können.  Allerdings  wurde  die  Wärmeleitung  der 
»fässwand  nicht  ganz  correet  und  vollständig  von  Weisbach  berücksichtigt, 
oti  lässt  sich  dieser  Mangel  durch  das  im  folgenden  §.  erklärte  Rechnungs- 
irf&hren  corrigiren. 

43  r  a  8  h  o  f ,  tlieoret.  Maschinenlehre.    I.  37 
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seren  Pressung  wird,  indem  dann  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Quer- 
schnitte =  einem  gewissen  aliquoten  Theil  der  inneren  Pressung  p^  wird 
der  wesentlich  grösser  ist,  als  die  äussere  Pressung  p.  — 

Zeuner's  Ausflussversuche  mit  zwei  innen  gut  abgerundetea 
und  nach  aussen  cylindrisch  ausgehenden  kurzen  MundstftckiD 
von  4^94  und  7,02  Millim.  Mündungsweite  sind  von  Prot  Fliegner  in 
Zürich  zusammen  mit  eigenen  Versuchen  an  solchen  Mundstücken  \au 
4,085  und  7,314  Millim.  Mündungsweite  im  Anschluss  an  die  oben  er- 
wähnten Zeuner'schen  Mittheilungen  im  „Civilingenieur^^  (1874)  Ter- 
öffentlicht  und  zugleich  unter  Rücksichtnahme  auf  Weisbach*8  Yenocfae 
mit  einem  ähnlichen  Mundstück  von  10,02  Millim.  Mündungsweite  (Nr.4U 
bis  45  der  obigen  Tabelle)  zur  Prüfung  der  betreffenden  Ausfloasgesetie 
benutzt  worden.  Bei  den  eigenen  Versuchen,  die  mit  demselben  Apparat 
angestellt  wurden,  den  Zeuner  s.  Z.  benutzt  hatte,  kam  es  Fliegner 
vorzugsweise  darauf  an,  die  Pressung  des  Luftstroms  in  der  Mftndaiif;^ 
ebene  oder  wenigstens  nahe  derselben  zu  messen.  Zu  diesem  Zw^ke 
wurde  das  betreffende  Mundstück  mit  einer  engen  Seitenröhre  verseben. 
die  vermittels  einer  höchstens  1  Millim.  weiten  Oeffnung  möglichst  dicht 
am  äusseren  scharfkantigen,  recht  gleichförmig  aus  dichtem  Messing  her- 
gestellten Rande  des  Mundstücks  abgezweigt  und  mit  einem  Manometer 
verbunden  war,  dessen  Stand  periodisch  und  gleichzeitig  mit  dengenigeL 
des  zur  Messung  der  inneren  Pressung  Pq  dienenden  Manometers  abgeksen 
wurde.  Die  so  ermittelte  Pressung  p  der  Luft  im  Mundstück 
dicht  vor  der  Mündungsebene  wurde  nun  nicht  erst  von  einen 

Po 

gewissen  Werthe  des  wachsenden  Verhältnisses       an,  sondern 

P 

beständig  grösser,  als  die  äussere  Pressung  j?  gefunden,  meKL' 
bei  den  Versuchen  die  einem  Barometerstande  von  etwa  720  Millim.  vnx- 

sprechende  atmosphärische  Pressung  war.   Wenn     -  von  1  an  gleidimi>^u* 

P 
zunahm,  so  wurde  auch  das  Verhältniss       von  1  an  in  anfangs  geriurt-a, 

P 
aber  stetig  wachsendem  Maasse  grösser  der  Art,  dass  das  VerhäHiiiss 

von  1  an  in  abnehmendem  Maasse  kleiner  werdend,  sich  der  Grenze 


f 


hm.  ^    =  0,5767 II 

Po 

näherte,  von  welcher  es  übrigens  schon  für  p^  ^  2p  kaum  mehr  merkK'i 
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P 

verecliieden    war.     Das   Abhängigkeitsgesetz   dieses   Verhältnisses        für 

Pa 

p^  <  2p  wurde  igraphisch  dargestellt,  die  Aufstellung  einer  empirischen 

Formel  zur  analTiischen  Darstellung  desselben  jedoch  unterlassen. 

Bei  der  Au&tellung  einer  Formel  für  die  Ausfluasmenge  der  Luft 

aas;  solchen   innen   gut   abgerundeten   und   aussen  cylindrischen  kurzen 

Mandstöbken   legt   nun  Flieguer   das  Besultat   dieser  Yorversuche   zu 

Grande^   indem  er  ausserdem  die  Widerstände  als  verschwindend 

klein  betrachtet,  also  g  :=  0  oder  m  =?  »  setzt.    Damit  und  mit 

ß  =:  1,  sowie  mit  p^v^  =  RT^  ergiebt  sich  aus  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  zu- 

p  p 

oächät  durch  Einführung  de^  obigen  Grenzwerthcs  von   —  statt       ,  d.  h. 

Po  Po 

und  zwar  mit  ^  =  9,81,  R  =  29,27,  n  ==  1,41 : 

C  =  5,3728  resp.  C  =  4083,33    (13) 

if&achdem  die  Pressung  in  Millimetern  Quecksilbersäule   oder  in,  Atmo- 

Pq 

ipbären  ausgedrückt  wird.    Für  kleinere  Werthe  von  —  wurde   die  statt 

P 

>  in  GL  (10)  des  vorigen  §.  einzusetzende  Pressung  p'  der  oben  erwähnten 
rraphischen  Darstellung  entnommen,  und  zeigte  sich  dann,  dass  die  so  mit 

G 

:  =  1,  m  =z  n  berechneten  Werthe  von     -   sehr   nahe   der  folgenden 

A 

Heichung  entsprachen: 

^  c^r.^    /viPo—  P) 


=  ,cl/^^ 


^         __  .,  ^  für^o<2;^ (14). 

nter  C  denselben  Zahlencoefficienten  wie  in  Gl.  (12)  verstanden. 

Diese  Formeln  verglich  dann  Fliegner  mit  den  oben  erwähnten 
Lusflossversnchen  von  ihm  selbst,  von  Zeuner  und  von  Weisbach  mit 
fandstücken  von  der  in  Bede  stehenden  Art,  indem  er  jedesmal  den 
^>rth  ermittelte,  welcher  dem  Coefficienten  C  beigelegt  werden  mussto, 
amit  das  arithmetische  Mittel  der  Ausflussmengen,  die  damit  nach  der 
etreffenden  Formel  dem  Anfang  und  dem  Ende  des  Ausflusses  bei  Yoraus- 
^tzang  des  Bebarrungszustandes  entsprachen,  der  beobachteten  resp.  aus 
en  Beobachtungsdaten  sich  ergebenden  Ausflussmenge  gleich  wurde.  Nach 
iesem  einfachen  Verfahren,  das  freilich  nur  für  kleine  Ausflusszeiten  und 
Dt  sprechende   Zustaudsänderungen,    z.  B.    für   die   Versuche  Zeuner's 

37* 
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von  etwa  10  Sccnnden  Ausflassdaaer,  hinlftnglidi  zutreffend  sein,  dacn-jo 
auf  WoiHbactrs  Versacbe  von  60  Secunden  Ausflnsszeit  sowie  auch  a^a 
inaucho  der  eigenen  Versuche  Fliegner's  kaom  mit  hinlänglicbtT  Sich':- 
h(*it  anwendbar  sein  dürfte,  ergab  sich  im  Allgemeinen  eine  befriedig;«' nd" 
IJobereinstimmung  der  so  berechneten  mit  dem  nach  GL  (13)  bestimibt» . 
Werthe  von  C\  mit  Ausnahme  eines  der  Weisbach'schen  Ver^c  l» 
(Nr.  40  der  Tabelle,  S.  574),  der  aber  auch  schon  seines  sonst  anffal.»:.: 
abweichenden  Resultates  wegen  von  zweifelhafter  Zuverlässigkeit  ist.  Eil» 
weitere  Ausdehnung  dieser  Untersuchungen  wird  beabsichtigt^  and  mu^>  *^ 
abgewartet  worden,  ob  dabei  die  vorläufigen  bomerkenswerthen  Rt-^uira!- 
Hidi  bestätigt  finden,  sowie  auch  mit  welchen  Modificationen  sie  sich  «tu 
xugloich  itlr  anders  geartete  Mundstücke  und  für  Mündungen  in  di;:.L  r 
Wund  als  gültig  ergeben  werden. 

Wenn  übrigens  Fliegner  der  Meinung  ist,  dass  der  Grenzwt-rti.  .  - 

P 

VerliÄltnissoa       ,  überhaupt  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  dt-r  -* - 

lortni  Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  zur  inneren  Pressnns;  c : 
dadureh  binUngte  Verschiedenheit  des  Ausflussgesetzes  bei  kleinem  ii . 
giH^ssem  inuoreji  Ueberdmck   nur  scheinbar  mit  dem  Maximum  >i'>  .v.- 
druokes  \^\0\  §.  101,  der  Ausflussmenge  zusammenhängen,   in  Wx- 
viohuehr  \ou  audoreu  Umständen»  als  einer  solchen  Zufälligkeit  ^li-^  .  - 
l\ tischen   Ausiirucks    abhängen    werde,    so  ist   dem  ohne   Zw-.:-. 
pttichteu,  und  entspricht  dieser  Ansicht  auch  der  zu  Ende  \   a  j.  I  •    -  * 
jrvstellte,  wehren  M»u>;els  an  gi^nögenden  Daten  freilich  nioh:  i      « 
durv^hi:ot\ihrte  Versuch,  den  in  Reile  stehenden  Grenzwerth  ai-i  a   *  - 
imuTx'U  und  sachUchcu  ii  runden  in  Verbindung  zu  briiu'«-n. 


IH*  dio  iru  \v»ri^ett  J.  b^-sprociienen  Au-iriiÄTerJu-ii'-  ^--a  '*  •   *  •  = 

»tvii^U'^to  Or«x''>l\juv  Ä*xc  IV  ir:ir-:;Ii.iu:  der  d^^a  ATt^iiti*^    b*r  l»ir^   .-  *  *■ 

iA^  <?<^  <tr!,t\i*{  L'M  /  L>tjJnLsdJiii«:rLJtr  l*it  im.  K-ssjei  znxrii:aJiiMitt«nu--i  -^ 

>*\u.'v*ia.  'i,*:c   Vii*.j  ir<».'/M':  '»«.'11  i  S^vMLi«i»?ii  m  *  ii:a»*r  ^  "m*.    an»  tii  - 
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proportional  bleibt  (wo  mit  Rücksicht  auf  das  Eindringen  äusserer  Wärme 
darch  die  Kessel  wand  t*  <C  n  sein  wird),  so  findet,  wenn  übrigens  die  im 
vorigen  §.  gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen  hier  unverändert  beibe- 
halten werden,  zwischen  der  augenblicklichen  Pressung  p'  und  absoluten 
Temperatur  I^  im  Inneren  des  Kessels  während  des  Ausflusses  nach  §.  20 
die  Beziehung  statt: 


r 


nit 


r  p  p 

hbei  ist  B  mit  Rücksicht  auf  61.  (1)  im  vorigon  §.  bestimmt  durch  die 
'rf'ssung  pj,  die  der  Beobachtung  zufolge  nach  dem  Schlüsse  der  Ausfluss- 
Ihiang  und  Wiederherstellung  der  Temperatur  T^,  im  Inneren  des  Kessels 
tattfindet,  nämlich 


h\=  ^0  =  ?i 

\pj        7i         p^ 


It 


(2) 


^l    =     -     \      «2 


p  p 

onn  nun  wieder  die  in  jedem  Zeitelement  dt  ausfliessende  Luftmenge  im 
"rbältnisse  it  :  1  kleiner  gesetzt  wird,  als  diejenige,  welche  in  der  Zeit- 
iheit  ansfliessen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zustand  im  Inneren 
s  Kessels  constant  bliebe,*  so  ist  nach  Gl.  (3)  und  (4)  im  vorigen  §.  mit 
(cksicht  anf  obige  Gl.  (1) 


"^^  =  liA^igkf; ]/(^'y  -J-  ^  (of  -  1) (3), 


U 


*  Diese  Voraussetzung  ist  um  so  weniger  fehlerhaft,  je  länger  der  mit 
er  Geschwindigkeit  =>  Kall  beginnende  Ausfluss  schon  gedauert  hat,  und  es 
deshalb  um  so  mehr  fraglich,  ob  die  von  Zeuner  bei  seinen  Versuchen 
?e2ogene  wesentlich  kürzere  Ausflusszeit  t  von  nur  etwa  10  (statt  20  bis  90) 
anden  als  Vorzug  gelten  kann,  abgesehen  nämlich  davon,  dass  die  unver- 
dlichen  Messungsfehler  dieser  Zeit  das  Resultat  natürlich  um  so  mehr  be- 
iuasen  weräen,  je  kleiner  t  ist. 
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wenn  zur  Abkürzung 

»  —  1 


gesetzt  wird.  Andererseits  ist  nach  Gl.  (9)  im  vorigen  §.  mit  Röcksicht  auf 
obige  Gl.(l) 


also 


Xq—  z 


0 


'^^Q  (^0  ^0    *        )  '''^0  y 


Z—^^-M': 


woraus  durch  Verbindung  mit  GL  (3)  folgt: 
dx 


(1  —  t)v^y  ^v  ^ 


dt 

/dx  nAt 

yi^-f«(^~_- f)  ~     (1— fc)f^ 


-c*+t(jr'  —  1) 


V't' 


''  -  y  2gRT,j  ^ 


At      "   \  2g~RT^  \  Vi^^x'  —  1) 


Wenn  darin,  den  Weisbach 'sehen  Versuchen  entsprechend,  V^  =  4ju2. 
ferner  e  =  0,291  (entsprechend  n  =  1,41),  ff  ==  9,81  und  mit  Röcbi«^' 
auf  den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  R  :=  29,4  (§.  17)  gesetzt,  schliessJuÄ 
aber  der  ganze  Ausdruck  mit  10000  multipliclrt  wird,  entsprechend  d^r 
Voraussetzung,  dass  A  in  Quadratcentimetern  ausgedrückt  sei^  so  ergit^t 
sich: 

1    f-1      /  X^*        i 

u  =  1049 


1— _^]/v  r       rf^     


Die  folgende  Tabelle  enthält  die  nach  den  Gleichungen  (2'»  and  *> 
berechneten  Werthe  von  s  und  fi  für  die  Woisbach' sehen  Versuche  ^i  *'• 
die  Tabelle  im  vorigen  §.),  welche  sich  auf 

1)  die  Kreismttndung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  von  14,0^*  Miiliv 
Durchmesser  (Nr.  8 — 12), 

2)  die    kurze    cylindrische   Ansatzröhre    ohne    innere  Abnindiiog  ^-  •' 
14,02  Millim.  Weite  (Nr.  29—31),  und 
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3)  das   kurze    conoidischo    Mundstück   von    10,02  Millim.  Mandungs- 
durchmesser  (Nr.  40 — 45)  beziehen. 

Die  Werthe  von  e  sind  natürlich  an  die  speciellen  Umstände  ge- 
bunden, wie  sie  bei  den  Versuchen  stattfanden;  der  Umstand,  dass  sie 
wesentlich  <1  ^  (=  0,291)  sind,  lässt  auf  eine  beträchtliche  Wärmetrans- 
mission der  Kesselwand  schliessen,  wobei  es  bemerkenswcrth  ist,  dass  die 
Tcrschiedene  Ausflussdauer  =  t  See.  keinen  erheblichen  Einfluss  auf  e 
ausübt. 

P 
Die  Werthe  von  (i  sind  als  für  solche  Werthe  von  —    (des  Verhält- 

Po 
ms9es  der  äusseren  zur  inneren  Pressung)  gültig  zu  betrachten,  welche  den 

2 
gleichfalls  angeführten  Werthen  von  — nahe  gleich  sind.*  Bei  ihrer 

^0  +  *i 

ibleitung  mit  Hülfe  von  Gl.  (5)  ist  das  Integral 


ß 


dx 


ya;*+*"(x'  —  1) 


=  Jf{x)dx 


^1 


*i 


*  Richtiger  entsprechen  sie  denjenigen  mittleren  inneren  Fressungen  p\ 
ei  welchen  im  Beharrungszastande  in  t  Secunden  eine  ebenso  grosse  Luft- 
enge,  n&mlich  nach  §.  102,  61.  (2)  die  Laftmenge, 

P   Y  _  (i>u  — Pa^^o  _     {x^  —  x^)  Vq  ^  ^ 

BT^     ~~         BT^         ~  ^       Bto  ^' 

istliessen   würde,  und  welche  nach  §.  100,  Gl.  (10)  bestimmt  sind  durch  die 
leichung : 


fiÄt 
er,  da  nach  obiger  Gl.  (1) 


V^m--(^f'~' 


BT" 


^  ^    Pi    ^     P     (P^\^    P    (     P\ 
v        BT'         BT,\p'J       Bfo\^^pJ 

,  durch  die  Gleichung: 

'(x,-~x,)V,y 


\p)      [\p)      J      ^gRT,x^ 


(lAt 


fem    indessen   die  Ausflusscoefficienten  ^   nur  wenig  veränderlich  sind,   so 
ige  das  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Verhältniss    ,  den    durch   §.  100, 
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nach  der  Näheruugsfonnel 


90 


'o— 'l 


+  32f(x,  +  3Ax)  +  7 fix,)] ;     J^  =  JL_ 


berechnet  worden,  entsprechend  dem  Ersatz  der  Curve  y  :=:/'x)  durch 
die  Curve  4**'»  Grades 

y  =  Co  +  c,^  4-  ^2^'  +  ^3^'  +  c^^\ 

die  mit  jener  die  5  Punkte  gemein  hat,  deren  Abscissen  =  jt^,  jr,  -f  .ir. 
Xj  +  2  Ja:,  ;rj  -f"  ^zla?,  ar^  sind.  Unter  der  Ueberschrifl  (ji)  sind  zor  Vcr- 
gleichung  die  von  Weisbach  berechneten  Werthe  dieses  Coefficient^n 
(aus  der  Tabelle  im  vorigen  §.)  beigesetzt  worden. 

Mit  Hülfe  der  so  berechneten  Coefficienten  fi  konnten  dann  für  die 
cylindrische  Ansatzröhro  und  das  conoidische  Mundstück,  entsprechvnl 
a  =  1,  die  Coefficienten  g)  aus  der  Gleichung: 


fi  = TT—^-,     (§.  102,  Gl.  10) 


l—il-q)q> 

n  — 1 


/         9        \ /         2        \0,291 

mi|.  g —.  /__z_)  ♦*   =3  [ )        gefunden  werden,  damit  ök 

Widerstandscoefiicicnten  ^'aus  der  Gleichung: 

und  die  Ausflussexponenten  m  aus  der  Gleichung: 

Für  eine  Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  ist  der  Widerstanii*- 
coefficient  demjenigen  des  kurzen  conoidischen  Mundstücks  nahe  gleich  n 
erachten.  Indem  aber  g  für  letzteres  sehr  schwankend  ausfiel  ohne  dent* 
lieh   erkennbares  Abhängigkeitsgesetz,   und  namentlich  der  erste  die^^r 


Gl.  (13)  oder  durch  §.  101,  Gl.  (16^  bestimmten  Grenawerth  (des  dort  mit  '* 

/• 

bezeichneten  Verhältnisses^  übertri£ft,  erschien  es  hier  unbedenklich,  dtfQr  fin- 

2p  2 

fach        ,        ^    -  -,     -  zu  setzen,  d.  h.  den  berechneten  Wcrth  ton  fi  Kvi 

Po  +Pl  ^Q  +  ^1 

als  diesem  mittleren  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pressung  hinliitflii^ 
entsprechend  anzanehmcn. 
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6  Werthe  (g  =  0,181)  von  den  übrigen  so  auffallend  abweicht,  dass  da- 
durch ein  Zweifel  an  der  Zuverlässigkeit  dieses  Versuches  gerechtfertigt 
erseheint,  so  wurde  für  die  Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  in  allen 
Fällen  g  =  0,04,  entsprechend 

1,41 . 1,04 


m 


=  1,388 


1+  1,41.0,04 

aogenommen,  wonach  dann  9  aus  Gl.  (12),  §.  101,  und  damit  a  aus  Gl.  (10), 
1. 102,  berechnet  werden  konnte. 


Vr 

t 

2 

B 

_ _  ... 
0") 

i" 

a 

<P 

m 

^r. 

^0+^1 

8. 

50 

0,953 

0,058 

0,557 

0,641 

'  0,654 

0,981 

0,04 

1,388 

9. 

40 

0,918 

0,089 

0,573 

0,638 

0,651 

0,081 

0,04 

1,388 

10. 

75 

0,735 

0,116 

0,634 

0,635 

0,649 

0,981 

0,04 

1,388 

11. 

60 

0,599 

0,133 

0,683 

0,685 

0,701  ? 

0,982 

0,04 

1,388 

12. 

60 

0,497 

0,143 

0,723 

0i727 

0,746  ? 

0,982 

0,04 

1.388 

29. 

30 

0,928 

0,147 

0,816 

0,815 

1 

0,821 

0,490 

1,243 

30. 

75 

0,710 

0,113 

0,810 

0,813 

1 

0,838 

0,444 

1,252 

31. 

60 

0,589 

0,137 

0,821 

0,831 

1? 

0,866 

0,362 

1,271 

40. 

60 

0,928 

0,144 

0,915 

0,917 

1 

0,921 

0,181 

1,327 

41, 

60 

0,803 

0,104 

0,981 

0,981 

1 

0,983 

0,035 

1,391 

42. 

60 

0,725 

0,105 

0,986 

0,988 

1 

0,990 

0,022 

1,398 

43. 

60 

0,626 

0,124 

0,967 

0,969 

1 

0,975 

0,054 

1,381 

44. 

60 

0,539 

0,130 

0,974 

0,977 

1? 

0,983 

0,037 

1,390 

45. 

60 

0,465 

0,144 

0,980 

0,986 

1? 

0,991 

0,021  . 

1,398 

Nach  Gl.  (16),  §.  101,  sind  die  berechneten  Werthe  von  a  für  die 
Krelsmflndnng  in  der  dünnen  Wand  nur  so  lange  als  Contractionscoeffi- 
cienteu  (Yerhältniss  des  kleinsten  Strahlquerschnitts  zur  Ausflussmündung) 
zü  betrachten,  und  ist  für  die  anderen  Fälle  die  Annahme  a  =  1  nur  so 
lange  gerechtfertigt,  als 

-^—  >  (-^-) 

^0  -f  ^         \w  -f-  1/ 


m 
km  — 1 


(6) 


ist.  Für  die  Ereismündung  ist  mit  m  =  1,388  dieser  Grenzwerth  = 
0,530,  folglich  a  =  0,746  bei  Nr.  12  jedenfalls  grösser,  als  der  Contrac- 
tionscoefficient  (der  Ausflnssquerschnitt  =  aA  grösser,  als  der  kleinste 
Querschnitt  des  contrahirten  Strahls);  thatsächlich  macht  sich  die  Zunahme 
von  a  schon  bei  Nr.  11  bemerklich,  wobei  wenigstens  im  Anfange  des  Aus- 


tlosses  —  schon  etwas  <  0,53  war.    Für  die  cylindrische  Ansatzröhre  ist 
P9 
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zwar  die  Bedingung  (6)  in  allen  drei  Fällen  erfüllt;  bei  Nr.  31  war  in- 

dessen  zu  Anfang  des  Ausflusses    -  schon  kleiner,  als  der  fragliche  Greoz- 

werth,  nämlich  <  0,551  (entsprechend  m  =  1,271),  und  hätte  deshalb 
vermuthlich  a  hier  schon  etwas  >>  1  gesetzt  werden  müssen,  wodurch  <f 
etwas  kleiner,  g  etwas  grösser,  m  etwas  kleiner  gefunden  worden  wäre. 
Für  das  conoidische  Mundstück  ist  die  Annahme  a  =  1  bei  Nr.  44  schon 
zweifelhaft,  bei  Nr.  45  jedenfalls  nicht  mehr  gerechtfertigt;  doch  ist  ein 
Einfluss  dieses  Umstandes  auf  die  berechneten  Werthe  von  ^,  ^  m  hier 
nicht  zu  erkennen,  indem  dieselben  vielmehr  von  zufälligen  Umständen  er- 
heblich  beeinflusst  erscheinen. 

Bei  Ausschluss  von  Nr.  11  und  Nr.  12  für  die  Kreismündnng,  von 
Nr.  31  für  die  cylindrische  Ansatzröhre,  zeigen  sich  die  Coefficientcn  u 
und  a  in  beiden  Fällen  nur  wenig  variabel,  für  die  Kreismündung  etwa 
fi  =  0,64,  a  =  0,65,  für  die  cylindrische  Ansatzröhre  (i  =  0,815,  also 
nahe  ebenso  gross  wie  beim  Ausfiuss  des  Wassers  unter  mittlerem  Ueber- 
druck.  Ob  diesen  Resultaten  eine  allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  ist 
könnte  durch  eine  vollständigere  Neuberechnung  der  Weisbach*scbcD 
Versuche,  als  hier  geschehen,  geprüft  werden. 

Um  für  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Bedingung  (6)  nicht  erfüllt  ist 
z.  B.  für  den  Versuch  Nr.  12  der  vorstehenden  Tabelle,  den  dafür  in  §.  lol« 
Gl.  (17)  aufgestellten  Ausdruck  der  Ausflnssmenge,  in  welchem  a  die  Bi^- 
deutung  eines  Coutractionscocfficienten  hat,  auf  seine  Zulässigkeit  m 
prüfen,  müsste  coustatirt  werden,  ob  auf  Grund  dieses  Ausdruckes  M 
Voraussetzung  eines  constanten  Ausflussexponenten  m  sich  solche  Werth^^ 
des  Coefficientcn  a  aus  den  betreffenden  Versuchen  ergeben,  die  nur  mcnk 
von  denjenigen  verschieden  sind,  welche  sich  aus  den  der  Bodingunc  »> 
entsprechenden  Versuchen  mit  demselben  Mundstück  ergaben,  oder  welche 
wenigstens  mit  Rücksicht  auf  ihre  Grösse  als  wahre  Werthe  des  möglieber 
Weise  variablen  Contractionscoefficienten  angenommen  werden  kOnntn. 
Setzt  man  zu  dem  Ende  wie  in  §.  102  mit  denselben  Bedeutungen  der 
Buchstaben  wie  dort: 

T    p 
so  ist  darin  jetzt  nach  der  fraglichen  Gl.  (17),  §.  101 


\      ^  »    -  1  w  -I-  1  \m  +1)         c  I     #   / 


G=  aA 
zu  setzen  mit  den.  abgekürzten  Bezeichnungen: 
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n  y      m  -\~  1 


—  1  /     2 


2 

im—l 


\m  -\-  1 


Somit  ergiebt  sich  wegen  pv  =  RT* 
dt  A     p 


V 


e 


-•^-r^m 


oder  mit  —  =  x,   - -J  =  (    -  j    nach  Gl. 


(1) 


dt 


r"^-'V& 


Wird  dann  diese  Gleichung,  welche  jetzt  an  die  Stelle  von  Gl.  (3)  getreten 
ist,  wieder  mit  der  Gleichung 

verbunden,  wie  oben,  so  folgt .- 


4ix 
dt 


(1  — «)^or   *v 


a 


2(1 -QFq 


j/ 


ö 


2^^^^ 


^o\  2 


—  1 


(4,a) 


oder  mit  Fo  =  4,672,    e  =  0,291,   ^  =  9,81,  R  =  29,4   und  wenn 
wieder  A  in  Quadratcentimetern  ausgedrückt  wird: 


a  =  1049 


'0\2 


—  1 


l\x, 


(5,  a). 


Setzt  man  hierin  z.  B.  für  -4,  <,  ^o^  ^o  ^^^^  *i  ^^®  Werthe,  welche 
sich  auf  den  Versuch  Nr.  12  der  obigen  Tabelle  beziehen,  nebst  £  =  0,143 
und  m  =  1,388,  so  findet  man  a  =  0,741.  Dass  dieser  Coefficient  nur 
so  wenig  kleiner,  als  nach  der  früheren  Rechnung  sich  ergicbt,'ist  dadurch 
erklärlich,  dass  das  mittlere  Yerhältniss  der  äusseren  zur  inneren  Pressung 
bei  diesem  Versuche  nur  wenig  kleiner,  als  der  durch  die  Bedingung  (6) 
bestimmte  Grenzwerth  war,  und  muss  man  schliesscn,  dass  auch  der  eigent- 
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liehe  Contractionscoefficient  beim  Aasfluss  der  Luft  aas  einer  kreisför- 
migen Mündung  in  dünner  Wand  wirklich  wächst,  wenn  jenes  Pressani>- 
verhältniss  sich  dem  fraglichen  Grenzwerthe  nähert  Bei  den  Weis bac ha- 
schen Versuchen  bleibt  es  aber  diesem  Grenzwerthe  zu  nahe,  als  dass  anf 
Grund  derselben  eine  entscheidende  Prüfung  der  GL  (17),  §.  101,  möglich 
wäre.  — 

Es  ist  endlich  noch  von  Interesse  zu  prüfen,  ob  auch  hier,  wie  es  fnr 
den  Ausfluss  des  Wassers  aus  cylindrischen  Ansatzröhren — §.86  nnter  1 
—  gefunden  wurde,  die  innere  Contraction  fast  in  gleichem  Orade  sutt- 
findet  wie  die  äussere  beim  Ausflusse  aus  einer  Kreismündung  in  dänD*r 
Wand  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen.    Zu  dem  Ende  seien: 
Pij  t?],  Ml  die  Pressung,  das  specif.  Volumen  und  die  Geschwindigkeit 
im  kleinsten*  Querschnitte  des  nach  dem  Eintritt  in  die  Röhre  c*^9- 
trahirten  Luftstroms,  während 
p^  V,  u  wie  zuvor  die   entsprechenden  Grössen  für  den  Ansflnssqu»  r- 
schnitt  bedeuten  unter  der  Voraussetzung,  dass  derselbe  (wie  b^i 
Nr.  29  und  30  obiger  Tabelle)  mit  dem  Mündungsqnerschnitte  dtr 
Röhre  identisch  ist, 
£ii  der  Widerstandscoefficient,  pv^  =  Const,  das  vorausgesetzte  Ge>^*:. 
der  Zustandsänderung  für  die  Bewegung  bis  zum  kleinsten  Qc**- 
schnitte, 
gj  der  Widerstandscoefficient  und  pp"^  =  C<msL  das  Aendorunif^sr»'^  t.- 
dos  Wärmezustandes  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  Querschnirv 
bis  zur  Mündung,  während 
C;  und  m  wie  zuvor  sich  als  resultircndo  Werthe  auf  die  ganze  Bewee^i  : 
vom  Inneren  des  Gefasses  bis  zur  Mündung  beziehen. 
Zwischen  den  Pressungen  p^,  p^^  p  und  den  Exponenten  w,  «"i*  ■  ; 
besteht  dann  wegen 

1                  1            1 
die  Beziehung:  (  Z' V»  _  ("Pi  V .  (/ )-4 7 

Forner  ist  die  gosammtc  Widerstandshöhe 

uyd  das  in  dieser  Gleichung  vorkommende  Geschwindigkeits^erhiituivs 
nach  §.101,  Gl.C«^; 
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-k: 


-(-) 


«1  —  1 


(m  —  1 
pj 


(9), 


andererseits  aber  auch,  wenn  a  den  Coefficienten  der  inneren  Contraction 
bt^eutet. 


1 


(10). 


Nach  §.  76,  61.  (6)  nnd  mit  ROcksicht  auf  §.  20,  61.  (4)  ist  endlich'  die 
Widerstandshöhe,  welche  dem  Uebergange  vom  kleinsten  Querschnitte  des 
cootrahirten  Luftstroms  bis  zum  vollen  RohrquerschnittQ  entspricht, 

.  ti*      («1  —  «)*  p^v^    r       fvj^\^-^] 


=(: 


2„« 


2g  +  ^^♦'^ 


-  {''r + 


\pj 


Wj  —   1 


»4 


W 


diso  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  —  nach  §.  101,  Gl.  (9): 

»4 — 1 


Wj  —  1 


m-1 
m 


"j  _  jN  _  «  — 1  />i\  «, "  V^/ m%—  1  _ 

•4  I      /^       l         »» 


-C) 


(11). 


Sind  nun        =  —         ,  ferner  g  und  m  gegeben,   wie  es  nach 
obiger  Tabelle  der  Fall  ist,  und  werden  g^  und  m^  angenommen,  etwa 

C;^  =  0,04    und    m^  =  1,388 
wie  f&r  eine  Krcismündung  in  der  dünnen  Wand,  so  sind  die  Unbekannten 
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Pl       ^l 
p         U 


««2        Ss        « 


durch  die  5   Gleichungen  (7) — (11)«  bestimmt.     Wird  etwa  für        ein 

P 

Pl        Pl   P 
Werth  Versuchsweise  angenommen,  wodurch  auch     =         -    bestimmt 

P^         P  P% 

ist,  80  findet  man  —  aus  Gl.  (9),  »ig  aus  Gl.  (7),  g^  aus  Gl.  (8)  oder  (11 ;, 

P\ 
und  ist  dann  der  angenommene  Werth  von        so  lange  zu  corrigiren,  bis 

P 
diese  beiden  Werthe  tou  ^  genügend  übereinstimmen.    Schlieaslich  ist  a 

durch  Gl.  (10)  bestimmt.    Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  Nr.  29  and 

Nr.  30  obiger  Tabelle  die  folgenden  Werthe. 


1 
Nr. 

p^ 

r 

Pi_ 
P 

0,935 
0,623 

Pi_ 

Po 

0,868  ' 
0,442 

u 

1,638 
1,749 

1 

0,383 
0,322 

1      a 

;  29. 

ii  ^• 

!  0,928 
1  0,710 

0,490 
0,444 

0,637 
,  0,783 

Bei  kleinem  üeberdruck  im  Inneren  des  Gefässes  (Nr.  29)  ist  hier- 
nach a  von  fast  gleicher  Grösse  wie  für  den  Ausfluss  ans  einer  Mflndnog 
in  der  dünnen  Wand  (Nr.  8,  9,  10).    Bei  grösserem  Üeberdruck  (Nr.  3i» 
wird  a  bedeutend  grösser,  wobei  aber  bemerkt  werden  muss,  dass  in  diesem 

Pl 
Falle  sclion  ~  kleiner,  als  der  durch  die  Bedingung  (6)  bestimmte  Grenz- 

Po 
werth  (nämlich  <1  0,53  entsprechend  m^  =  1,388)  ist,  so  dass  in  diesem 

Falle  entweder  gar  kein  voller  Ausfluss  mehr  stattfindet,  oder  wenigsten* 
a  nicht  mehr  die  Bedeutung  des  inneren  Contractionscoefficienten  bat 
vielmehr  aA^  unter  A  den  Rohrquerschnitt  verstanden,  dei^enigen  Quer- 
schnitt des  Luftstroms  bedeutet,  in  welchem  nach  der  inneren  Contraction. 
übrigens  auch  noch  im  Inneren  der  Ansatzröhre,  die  kleinste  Pressoitf 
und  grösste  Geschwindigkeit  stattfindet  Dieser  Querschnitt  kann  der 
innere  Ausflussquerschnitt  genannt  werden,  der  dann  im  Falle  Nr.34) 
ebenso  wenig  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  contrabirteo 
Luftstroms  verwechselt  werden  darf  wie  bei  Nr.  11  und  12  der  iussen* 
Ausflussquerschnitt  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  ausserhalb  di*r 
Mündung  contrahirten  Strahls. 

Im  inneren  Ausflussquerschnitte  findet  mit  der  kleinsten  Pressaaf 
auch  die  kleinste  Temperatur  ==  7\  statt,  welche  nebst  der  Tempersttr 
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=  7*  in  der  Mttndmig,  sofern  diese  wie  bei  Nr.  29  und  30  mit  dem  äus- 
seren Ansflnssquerschnitte  identisch  ist,  durch  die  Gleichungen 

(«•i  —  1                                  m  —  1 
Pn~^^  .  ±  —  (P.y^ (12) 

bt*stimmt  sind.  Fflr  Nr.  29  und  30  findet  man  entsprechend  den  beobach- 
teten Temperaturen 

Iq  =  Tq—  273  =  21     resp.        18 
<i  =  7\  —  273  =     9,6     „     —  41,3 
t    =   r  —  273  =  16,7     „     —   1,4 

Weisbach  constatirte  diese  beträchtliche  Abkühlung  durch  Umwickelung 
der  messingenen  Ansatzröhre  mit  einem  nassen  Bindfaden,  von  welchem 
bei  einigermaassen  beträchtlichem  Ucberdruck  im  Inneren  des  Kessels) 
schon  nach  wenigen  Secunden  das  gebildete  Eis  mit  dem  Messer  abge- 
R'habt  werden  konnte. 

Bei  grösserem  innerem  Ueberdruck,  wenn  nämlich  die  Pressung  p^ 
im  inneren  Ausflussquerschnitte  <C  0,53 Po  und  somit  kleiner,  als  im 
kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  contrahirten  Luftstroms,  dieser  selbst 
also  kleiner,  als  der  innere  Ausflussquerschnitt  ist,  kann  die  Ausflussmenge 
der  Luft  für  eine  cylindrische  Ansatzröhro  nach  Gl.  (17),  §.  101  mit 
M  =  /»^  =  1,388  berechnet  werden,  also  mit  n  =  1,41,  g  =  9,81  und 

29  47* 

%  =        '-  -®  nach  der  Formel: 

Po 

G  =  2,0965 a^  |A^  =  0,3866a^   ^,^ (13) 

»'benso  wie  im  Falle  einer  kreisförmigen  Münduug  in  dünner  Wand,  wenn 
p  <  O^bSpn  ist.  Darin  bedeutet  dann  a  den  inneren  (ebenso  wie  im 
Falle  der  Mündung  in  dünner  Wand  den  äusseren)  Contractionscoefficien- 
ten,  der  aus  den  Weisbach 'sehen  oder  ebenso  angestellten  Versuchen 
nach  Gl.  (5,  a)  mit  M=  0,2552  entsprechend  m  =  m^  =  1,388  be- 
rechnet werden  kann.  So  findet  man  insbesondere  für  die  Versuche  'Nr.  30 
und  31,  also 

für     ^  =  0,710     0,589 
Po 

a  =  0,728     0,833 

P  P\ 

Derjenige  Werth  von    -,  welchem        =0,53  entspricht,  ergiebt  sich  aus 

Po  Po 

Gl.  (7): 
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1  -_  J 
tili       tn^ 


1  J_ 

^  =  f^y  "«^  =  (0,53)«'"25  ^  0,722 (14. 

Po         \Po) 

wenn    nämlich   m^    =   1^388   und,    dem  Versuch   Nr.  29   entsprechcüiL 

m  =  1,243  sowie  w,  =  1,582  gesetzt  wird. 


ß.  Bewegung  der  Luft  in  Röhren. 

§.  104.  Toraassetzansren  «nd  all; emeine  GlelehttB^a. 

Die  Röhre,  in  welcher  die  Luft  sich  strömend  bewegt,  w^ird  als  f»-: 
liegend  (bezüglich  auf  die  Erde^  vorausgesetzt,  so  dass  als  Massenkraft  nur 
die  Schwere  in  Betracht  kommt,  deren  Arbeit  pro  1  Kgr.  Laft  und  für 
das  Wegelement  ds  (Längenelement  der  Rohrmittellinie) 

dM  =  eostpds 

ist,  unter  ^  den  Winkel  verstanden,  den  die  im  Sinne  der  Bewegumr  r- 
nommene  Mittellinie  der  Röhre  an  der  betreflfendcn  Stelle  mit  der  Ki  l- 
tung  der  Schwere  bildet. 

Der  Bewegungswiderstand  bestehe  nur  in  dem  auf  der  ganzen  Lin^ 
stetig  einwirkenden  Leitungswiderstande,  vorbehaltlich  einer  Abtht-ilr..' 
der  Röhre  in  einzelne  Strecken  an  solchen  Stellen,  wo  etwa  bt^sonJ«: 
Widerstände  von  erheblicher  Grösse  concentrirt  vorkommen.  Wird  lUi  v 
wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  (§.  90,  Gl.  6)  die  Widerstandshohe  y: 
Längeneinheit  der  Röhre  (Arbeit  des  Leitungswiderstandes  pro  1  Kcr 
Luft^ 

^     •**  ^     TT 

^         d  2g         d 

gesetzt,  unter  d  den  inneren  Durchmesser  der  Röhre,  event  ihren  n..::- 
leren  Durohmesser  i^ vierfacher  Inhalt  dividirt  durch  den  Urnüang  des  K^n  :- 
Schnitts)  verstanden«  so  ist  dieselbe  für  das  Längenelement  d^i 

dB  =  B^ds  =  ^  Hds. 

d 


\. .  *' 


Zur  Bestimmung  von  p,  r,  T,  m,  d.  h.  der  Pressunjy,  des  speci£  V 
mens  der  Temperatur  und  der  mittleren  Geschwindigkeit,  in  der  iäng^  j« 
Mittellinie  gemessenen  Entfernung  $  vom  Anfangsquerschnitto  der  IU^lt 
hat  xwMx  dann  nach  §.  99  ausser  der  Zustandsgieichung 
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pv  =  ET 
die  Coatinaitätsgleichung: 

Fu=  Gv (1) 

ti* 

sowie  mit  S  =  -    die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dM+vdp  =  (co8^)  —  X  -jds (2) 

nnd  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dff  -\ -  —  d(pv)  =  eosy)  ds  -\-  WdQ .  (3). 

w  —  1 

In  dieser  letzten  Gleichung  ist  nach  §.  75,  Gl.  (6) 

dQ  =    -  (7^  —  T)dF'  =  ^{r—  T)d8 

zu  setzen,  wenn  P'  den  Umfang  des  Rohrquerschnitts  F  resp.  den  Theil 
desselben  bedeutet,  an  welchem  eine  Wärmeübertragung  stattfindet,  k  den 
trt'treffenden  Wärmetransmissions-Coefiicienten  und  T'  die  äussere  Tem- 
peratur an  dieser  Stelle. 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  übrigens  diese  Gleichungen  nur 
anter  der  Yoraussetzung  benutzt  werden,  dass 

F,     d,     tp,     kP\     X 

konstante  Werthe  haben,  Torbehaltlich  einer  Tbeilung  der  ganzen  Röhre 
in  solche  Strecken,  für  welche  diese  Grössen  mit  constanten  Mittelwerthen 
lu  Rechnung  gestellt  werden  können. 


• 


).  105.  Bewemtng  üer  Luft  in  einer  BOhre,  durch  deren  Wftad  eine  nur 

aBwesentliehe  Wftrmeleitang  stattfindet. 

Ton  der  Wärmeleitung  der  Rohrwand  kann  abgesehen  werden,  wenn 
lie  Temperaturen  innen  und  aussen  nur  wenig  verschieden  sind.  Mit 
r^  =  0  nnd  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung  folgt  dann  aus 
»1-  '^3)  im  vorigen  §. 

«  —  1 
d{pv)  =  RdTr= {dH  —  cosrpds), 

Jso,  wenn  po,  r©,  Tq,  «q,  Hq  die  Werthe  von  p,  »,  T,  «,  H  im  Anfangs- 
aerschnitte  («  =  0)  bedeuten,    . 

Orsshof,  tbeoret.  Maschine&lebre.    I.  38 
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R{I  —   T^)  =  —  ?^=^  {H—  H^   —  »  CM^) 1  , 

eine  Gleichung,  die  offenbar  auch  bei  yeränderlicfaem  ^  gftltig  ist,  fiiUs  für 
seos'^  die  Höhe  des  Anfangspunktes  ttber  dem  Endpunkte  von  «  gesetzt 
wird. 

Um  auch  aus  Gl.  (2)  im  yorigen  §.  die  Grössen  p  und  v  zu  eliminiren, 
werde  mit  Rücksicht  auf  die  Continuitfits-  und  die  Zustandsgieichung 

dv  du 

vdp  =  d{pv)  —  pdv  =  RdT  —  RT~  =  RdT  —  RT  -  = 

V  u 

==  RdT  —  RT^,, 
gesetzt  und  sie  dadurch  auf  die  Form  gebracht: 

^T~i  —  RdT  —  dH  =  (l~  ^  eosip\  d» 2. 

endlich  durch  Elimination  von  T  vermittels  Gl.  (1): 

\RT^  —  '^^^  {H—  R^  —  B cos^))\  ^  J-  '^-^ {dH—  eo9^ ds)  -  dll 

LH  J  2J2  ff    - 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nftmlidi  \uu 
der  Form 

deren  Integra]  in  bekannter  Weise  erhalten  wird.    Ist  dadurch  H^  iIh» 


u  =  ^2gH  für  irgend  einen  Werth  von  s  gefunden,  so  ergiebt  sieb  T 
aus  Gl.  (1)  und  p  ans  der  Gleichung 

RT_  Fu  I 

~p'  ^  ~ö 

die  durch  Elimination  von  v  zwischen  der  Continuit&ts-  und  der  Zostaaife- 
gleichung  hervorgeht,  oder  auch  mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Zasiswi 
im  Anfangsquerschnitte  aus  der  entsprechenden  Gleichung 

P 

Po 


^  i'  «0  _  /  I  /H, 
To    u         T^y    ff 


Wenn  die  Röhre  horizontal  ist  («Mtp  =  0)  oder  wenigiteis  rom 
Eiufluss  der  Schwere  abstrahirt  wird,  kann  Gl.  (3)  geschrieben  werden: 
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(RT^        n-l\        dE       n  +  ldR_       ds 

vh; "^ ~v~j^' jp      ^  H  —  ^^d' 

so  dass  sich  darin  die  Veränderlichen  H^  s  getrennt  finden  und  al»  Integral 
anmittelbar  erhalten  wird: 

(t+"-^-)('-§)-"-^'•l="^•■*'■ 

Nach  Gl.  (1)  ergiebt  sich  nun  aber  selbst  für  sehr  lange  Röhren  and 
bedeutende  Geschvnndigkeiten  eine  nur  so  kleine  TemperatnrdifTerenK 
T^ —  T),  dass  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  vernachlässigten  Wärme* 
leitnng  der  Rohrwand  gar  nicht  in  Betracht  kommt  Im  Falle  einer  hori- 
zontalen Röhre  z.  B.  ist  danach  fttr  atmosphärische  Luft  mit  n  =  1,41 
nnd  Ä  =  29,4 

To  —  ^  =  0,0099  (JSr—  ZTo) 

erst  dann  >  0,1  Grad,   wenn  S — JJ^  >  10  ist.    Setzt  man  aber  bei- 
spielsweise T^  =  300,  X  =  0,03,  so  folgt  aus  Gl.  (6)  für 

^^  =  20  («0=  19,8),  7/=  30:     -  =  2440, 

ä 

Hq  =  40  («0  =  28,0),  //  =  50 ;     3  =  730. 

a 

Hiemach  kann  für  solche  Fälle,  in  denen  die  Wärmcleitung  der 

Roiirwand  nicht  besonders  in  Rechnung  gestellt  werden  muss,  und  wenn 

die  Luft  nicht  etwa  mit  ungewöhnlich  grosser '  Geschwindigkeit  in  einer 

^erhältnissmäqaig  sehr  langen  oder  engen  Röhre  strömt,  die  einfachere 

Voraussetzung 

T  =  Tq  z=  Cons/. 

der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden.   Dieselbe  ersetzt  die  Gl.  (1), 
«ährend  Gl.  (2)  übergeht  in 

woraus  folgt: 

BT       „  ET      X  RT 

TT  /  - -, 1 

. «  2  , „         ä    2    deosw 

^        j^fjj       doo9^\  \     jj_dco9y 


{"-  '-^ 


38* 
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2deastp 


2C0S   ^  ^  ,.    -  :.irfir 

liT 


X 

deasip 

RT  \  UiT  )  deosy  H^ 

Hierdurch  ist  H^  folglich  u  =  V2y//  fQr  jeden  Werth  vom  «  bestimmt, 
dann  die  Pressung  nach  Gl.  (5)  durch 


• 


Po :   ^  i^ 

Im   Falle    einer    horizontalen   Röhre   (eos^  =  0)    wird  GL  > 
identisch;  nach  Gl.  (7)  ist  dann  aber 

ds  _R1  dH _  dK 
d  ~    2    JP~  11 


-:=^(-5)-'" 


E 10. 

^0 


wie   auch   aus  Gl.  (6)  mit  n  =  1   (entsprechend   T  =  T^   nach  Gl.  1 
hervorgeht. 

Uebrigens  gestattet  Gl.  (8)  meistens  eine  Vereinfacbang  mit  Rück* 

2deMip  de9*t 

sieht  darauf,  dass      -t,^,      ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  t  B.  = 

fQr  X  =  0,03,  R  =  29,4,   T  =r  300.    Bei  YernachlAssigong  desselben 

ergiebt  sich 

deo9ip 

28cosfp      _  in  ',, 

=  In V*  */ 

RT  deos^ 


Xlfo 


2sco8y) 
oder  auch  mit  x  =  — 

RT 


deo8^} 

dcostp  '2 

Sofern  aber  auch  x  ein  sehr  kleiner  Bruch,  z.  B.  für  atmosphiriscfae  LoA 
mit  R  —    29,4,  T  =  300  schon  dann  <  0,01  ist,  wenn  nur  Mtmf,d,h 


1  — 

ITT  in 

0 

d 
l 
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der  Höhenunterschied  beider  Enden  der  betrachteten  Rohrstrecke  <1 
41,1  Mir.  ist)  kann  e^  =  \  -\-  x  gesetzt  und  somit  aus  obiger  Gleichung 
»eitcr  gefolgert  werden: 

deos^)  deo9^        2«  costp  /         d  cos  ip\ 

"Xzz"  ^  IR~  "^  ~1^T~  \  Ul~) 

%~  ~h)  ~  rt\        Yh^J 

oder  endlich,  wenn 

h  =    —    S008^ 

die   positive  oder  negative)  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Länge  8 
bedeutet, 

Sind  die  Geschwindigkeits-  und  Pressungsänderungen  in 
der  Röhre  sehr  klein  (wie  z.  B.  bei  den  Leitungen  des  Leuchtgases  in 
Strassen  und  Gebäuden),  so  kann  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9)  aus  Gl.  (12) 
cefolgert  werden: 


§.  106.  Bestimmung  des  Leitongswiderstandes, 

Znr  experimentellen  Bestimmung  des  Coefficienten  X  erscheint  es  am 
rithsamsten,  eine  möglichst  lange  horizontale  Röhre  zu  verwenden,  durch 
welche  pro  See.  eine  bekannte  Luftmenge  strömt,  deren  Temperatur  von 
der  äusseren  Temperatur  nur  wenig  verschieden  ist,  so  dass  die  unter  der 
Voraussetznng  T  =  Comt.  im  vorigen  §.  entwickelten  einfacheren  Formeln 
Anwendung  finden  können;  der  dadurch  begangene  Fehler  wird  besonders 
lann  sehr  klein  sein  können,  wenn  die  Temperatur  im  Inneren  der  Röhre 
p^twas  kleiner,  als  aussen  ist  und  somit  die  bei  wärmedichter  Rohrwand 
«treng  genommen  stattfindende  kleine  Temperaturabnahme  durch  eine 
nässige  Wärmemittheilung  von  aussen  compensirt  wird.  Wenn  dann  der 
nnere  üeberdruck  =  j»o  —  p'  und  =  p  —  p\  unter  p'  den  gleichzeitig 
>eobachteten  äusseren  Luftdruck  verstanden,  für  die  Enden  einer  langen 
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Rohrstreckc  =  s  durch  daselbst  angebrachte  MaBometer  gemessen  winL 

jf 
so  sind  dadurch  auch  p^  und  p  bekannt,  wonach  das  Verhältniss  jy  ^^^ 

Gl.  (9)  und  X  aus  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  gefunden  werden  kann,  da  n^. 
folglich  JIq  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Luftmenge  O  durch  Gl.  1 4  im 
vorigen  §.  bestimmt  ist. 

Gewöhnlich  wurde  bisher  die  einfachste  Formel  (13)  des  vorigen  f 
zu  Grunde  gelegt,  und  ergab  sich  k  aus  Yersnchen  von  Pecqueur  <nach 
Poncelet)  =  0,0237,  von  d'Aubuisson  —  0,0238,  von  Girard  = 
0,0256,  von  Buff  =  0,0375.* 

Spätere  Versuche  (1856)  wurden  von  Weisbach  in  Verbindung  mit 
seinen  frtther  (§.  102)  besprochenen  Versuchen  über  den  Ausfluss  der  LaA 
aus  Mündungen  und  Mundstücken  vermittels  desselben  Apparates  und  auf 
dieselbe  Weise  ausgeführt,  indem  statt  der  kurzen  Mundstücke  nur  mehr 
oder  weniger  lange  Röhren  mit  dem  Versuchskessel  verbunden  wurden, 
nämlich 

1)  eine  Glasröhre  von  2,035  Mtr.  Länge  und  10,65  Millim.  Weite, 

2)  eine  Messingröhre  von  2  Mtr.  Länge  und  10,38  Millim.  Weite, 

3)  eine  Glasröhre  von  1,706  Mtr.  Länge  und  14,30  Milüm.  Weite, 

4)  eine  Messingröhre  von  2,081  Mtr.  Länge  und  14,34  Millim.  Weite. 

5)  eine  Zinkröhre  von  10,16  Mtr.  Länge  und  24,95  Millim.  Weite. 
Die  hier  angegebenen  Weiten  =  tt  sind  mit  Rücksicht  auf  klein«- 

Abweichungen  von  der  genauen  cylindrischen  Form  (bei  übrigens  möghch^t 
glatten  inneren  Oberflächen)  als  mittlere  Weiten  zu  verstehen,  welrhi* 
durch  Bestimmung  des  die  Röhre  anfüllenden  Wasservolumens  ermittrlt 
wurden  und  von  den  Mündungsweiten  =  d  (gebildet  durch  je  ein  kur/«-^ 
cylindrisches  Ausmündungsstück)  zwar  möglichst  wenig,  doch  immer  ct«t*^ 
verschieden  waren.  Die  Verbindung  mit  dem  Kessel  wurde  durch  tin 
kurzes  Einmündungsstück  vermittelt,  und  zwar  bei  den  Röhren  ontcr  1 
bis  3),  die  vertical  stehend  auf  den  Kessel  gesetzt  wurden,  durch  eia« 
kurze  cylindrische  Röhre  mit  abgerundeter  innerer  Kante,  bei  den  in  hon* 
zoutaler  Lage  verwendeten  längeren  Röhren  unter  4j  und  5)  dage^'i 
durch  ein  solches  cylindrisches  kurzes  Rohrstück  nebst  einer  Kropfruhrp 
von  90^  Ablenkungswinkel 

Auf  die  in  §.  102  angegebene  Weise  wurden  nun  bei  venduedeoeo 
Anfangspressungen  der  Luft  im  Kessel  die  Ausflasscoefficienten  =-  /f  for 
die  ganze  Rohrverbindung,  sowie  auch  =  ^^  für  das  (ohne  ei«ge8chalt«*U' 

*  Weisbach,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  I,  4^  Anfl,  &913 
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Röhre)  unmittelbar  mit  dem  Aasm&ndangsstflck  verbandene  Eimnündungs- 
Stack  ermittelt.  Ans  diesen  Coefficienten  fi  nnd  /i^,  die  Weisbach  als 
identiscb  mit  den  betreffenden  Geschwindigkeitscoefficienten  ^  und  ^g  be- 
trachtete, leitete  er  die  Widerstandacoefficienten 

5  =  ,-.-''    5.=^.-' (» 

ab,  daraus  den  Widerstandscoefficienten  der  eingeschalteten  Röhre,  be- 
zogen (wie  g  und  g^)  auf  die  Geschwindigkeit  in  der  MOndung  =  g —  ^, 
bezogen  dagegen  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre 

=  (£— So)  [^J  5  welcher  =  ^^ 

gesetzt  den  Coeüicienten  l  lieferte.  Indem  endlich  Weisbagh  sich  den 
«eiteren  Fehler  gestattete,  dass  er  zur  Berechnung  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit =  u  in  der  Röhre  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  pro  See 
aasfliessende  Luftmenge  die  Dichtigkeit  dieser  Luft  in  der  Röhre  der- 
jenigen der  äusseren  Luft  gleich  setzte,  fand  er  die  folgenden  (hier  nur 
abgekürzt  wiedergegebenen)  Werthc  von  u  und  X, 

i;  Glasröhre  von  10,65  Millim.  Weite. 

u  =    30,2         47,2         96,2         140,1  Mtr. 
X  =  0,0328     0,0284     0,0207     0,0166 

2)  Messingröhre  von  10,38  Millim.  Weite. 

u   =  34,1    51,1    93,6    148,7  Mtr. 
X  =  0,0271  0,0230  0,0195  0,0152 

3)  Glasröhre  von  14,30  Millim.  Weite. 

u'  =  45,8    110,7   185,0  Mtr. 
X  =  0,0256  0,0191  0,0139 

4)  Messingröhre  von  14,34  Millim.  Weite. 

u  =    34,4         100,3       151,3  Mtr. 
X  =  0,0273     0,0149     0,0117 

5)  Zinkröhre  von  24,95  Millim.  Weite. 

u  =    26,8         63,7         87,1        108,2  Mtr. 
X  =  0,0233     0,0179     0,0155     0,0137 

Ohne  Weiteres  erkennt  man  hieraus  eine  wesentliche  Abnahme  von 
X  mit  wachsender  Geschwindigkeit;  dass  aber  auch  X  mit  wachsender  Rohr- 
weite' abnimmt,  analog  der  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren 
fiüher  aufgestellten  Gleichung 
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X=  a  +.^~     (§.  90,  Gl.  7;, 


wird  am  deutlichsten,  wenn  aus  obigen  Zahlen  durch  Interpolation  «li* 
Werthe  von  X  für  gleiche  Wertho  von  u  berechnet  und  dabei  von  «1-  'i 
Worthon  für  die  fast  gleich  weiten  Röhren  1)  und  2),  sowie  3)  und  4  ii- 
Mittel  genommen  werden;  so  man  findet  z.  B. 

für  /  =    10,51        14,32       24,95 


und  u   =  30 

u   =  70 

u   =  110 


2,  =r  0,0305  0,0276  0,0228 
X  —  0,0231  0,0219  0,0173 
X  =  0,0188  0,0167  0,0136 

Die  Art,  wie  Weisbach  diese  Werthe  von  X  aus  seinen  Versuihi 
abgeleitet  h^  ist  freilich  in  mehrfacher  Hinsicht  mangelhaft  Die  ^iknc-] 
seiner  Berechnungsweise  der  Ausflusscoefficieuten  /<,  fi^  wurden  in  $.  \^»- 
besprochen,  auch  sind  die  nach  Gl.  (1)  vorausgesetjisten  Beziehungen  z«i>ch«'9 
diesen  Coefficienten  und  den  Widerstandscoefficienten  g,  ^  frOhenm  Yr- 
orterungen  zufolge  ungenau,  und  endlich  wurde  auf  die  Verschiod^'ubt  i! 
der  Geschwindigkeiten  =  u^  und  u  im  Anfangs-  und  Endquerschnitte  <!>: 
Röhre  nicht  die  gebührende  Rücksicht  genommen.  Diese  Yerschiediii!:- i 
konnte  bei  den  längeren  Röhren  und  den  grösseren  Geschwindigkeiten  u. 

_  9 

der  That  sehr  bedeutend  sein;  wenn  z.  B.  der  für  die  Zinkröhre  Ins  ■ 
^  108,2  Mtr.  oben  angeführte  Werth  X  =  0,0137  als  vorlaut,  r 
Näherungswerth  zu  Grunde  gelegt  und  jene  Geschwindigkeit  von  10^.''2  Mt: 
als  diejenige  am  Ende  der  Rohre  angenommen  wird,  weil  hier  mit  <i  : 
geringsten  Fehler  die  Dichtigkeit  der  Luft  deijenigen  der  äusseren  Ll:* 
gleich  gesetzt  wenlen  konnte,  so  ergiebt  sich  ans  Gl.  (12)  im  vori|f*'L  % 
mit  T  =  280  ^w^^thwendig  etwas  kleiner,  als  die  äussere  Luftteminrat.-. 
die  bei  dem  betreffenden  Versuch  =  273  ^-  20=  293  war)  und  A  " 
das  Verhaltniss  der  Gevchwiiulifirkeit^höhen  am  Ende  und  am  Anfauü  <i  ' 
Rohro 

ff  .  *-     .    »  „ 

=  1--  V       .0.0137.    '"'-'l    .(^^**-2\*  =,..... 

2i»,4  .  2S0  0,02495      2  . 9,8 1 

IVhuts   einer  ivrrocteron   Verwerthuuir  der  Wcisbach*schen   ^•■•'* 
9Uoht^  knnn   nu^n   Yun^'^ohst   n;ich   dem  in  §.  103  benutzten  Verfiaiireu  •: 
l\vt1^oieuten   •#,  q-,  C   für  die  ^i»lkt4ndice  Ausflussrdfare  sowie   die  oi*- 
*)»rtvhoudou  w^„  f^^,,  ^  t  ir  d;is  aus  dem  Ein-  und  Ammflndungs^tArk  «•'." 
oiucoMhAltoio  Iv'hrx*  .•UN.ir.uiu  n«:»  vt/to  MundslOck  berechnen.  Die  Wii*:- 
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standscoefficicnten  g  und  ^  beziehen  sich  auf  die  Mündung,  also  auf  einen 
Qaerschnitt  vom  Durchmesser  d,  der  indessen  vom  Rohrquerschnitte  mit 
dem  Durchmesser  tt  so  wenig  verschieden  ist,  dass  ohne  in  Betracht  kom« 
nienden  Fehler  die  Geschwindigkeit  im  Endquerschnitte  der  Röhre  selbst 

/dY 

=  ( -y )    mal   der  Ausflussgeschwindigkoit  gesetzt  werden  kann,  so  dass 

dann  d^e  auf  jenen  Endquerschnitt  der  Röhre  bezogenen  (den  Quadraten 
der  betreffenden  Geschwindigkeiten  umgekehrt  proportionalen)  Widerstands- 
coefficienten 

r  =  4)''  ^-  =  ^0 '^' 

!»ind.  Die  weitere  Rechnung  bezieht  sich  nur  auf  den  Fall,  dass  zwischen 
das  Ein-  und  Ausmündungsstück  die  Röhre  von  der  Länge  /  und  Weite  (t 
eingeschaltet  ist,  und  zwar  ist  zunächst  für  ihren  Endquerschnitt  die  Ge- 
schwindigkeitshöhe =  M  (entsprechend  der  Ausflussgeschwindigkeitshöhe 


-©*' 


und  die  absolute  Temperatur  =  T  im  Mittel  während  des 


Aasflnsses  zu  berechnen.  Sind  zu  dem  Ende,  wie  in  §.  103,  die  Pressung 
and  die  absolute  Temperatur  im  Kessel  vor  dem  Ausflusse  =  Pq  und  T^, 
anmittelbar  nach  demselben  =  p^  und  7\,  nach  erfolgter  Temperatur- 
ausgleichung  =  p^  und  Tq,  ist  also  Tq  auch  die  äussere  Temperatur,  da- 
gegen p  die  äussere  Pressung,  femer  Xq  =    - ,  x^  =    -,  x^  =  -%  so 

p  p  p 

v^i  während  des  Ausflusses  das  mittlere  Verhältniss  der  äusseren  zur  in- 

DPren  Pressung 

_       2p 2 

Po  +  Pl  ^0  +  ^1 

and  die  mittlere  Temperatur  im  Kessel 


=  I"(>+S)=^.'-^'" 


p^/  '      '^x^ 

n-   1 


ZU  setzen.    Mit  der  Bezeichnung  q  =  { j  **    ist  also  nach  §.  100, 

\Xf,  +  ^\/ 

Gl.  4)  und  (5) 

T=  T,'^'*  [1  ~ 9>^l  - q)] (4). 
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Um  jetzt  unter  der  angenäherten  Voraossetzungy  daas  diese  Tem^MS 
ratur  gleichmässig  in  der  ganzen  Röhre  herrscht  (was  in  der  That  nur 
wenig  fehlerhaft  sein  wird,  da  J  <<  ^o  i^^  und  somit  ein  massiges  Ein- 
dringen äusserer  Wärme  durch  die  Rohrwand  stattfinden  moss),  aoch  dit 
mittlere  Geschwindigkeitshöhe  =  JI^  fQr  ihren  Anfangsquerschnitt  za 
finden,  hat  man  ihre  Widerstandshöhe  (=  der  gcsammten  Widerstaii<I>- 
höhe  resp.  Widerstandsarbeit  pro  1  Kgr.  minus  derjenigen,  welche  dnrch 
das  Ein-  und  Ausmündungsstück  verursacht  wird) 

.  ^  =  ^^  —  So'^o- 
Andererseits  ist  aber  auch,  weun  y  die  Geschwindigkeitshöhe  in  einem  h^ 
liebigen  Querschnitte  der  Röhre  bedeutet,  mit  Rücksicht  auf  §.  105,  Gl.  7 

(\  ds  CfRT        \  .  RT      II        ^„       „ 

^r  '^'  ^i  W  -^r= -2-  ^"  ^,  -  (^-  ^- 

und  die  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  B  liefert  die  Gleichnng 

^^in  5  +  (1  +  s;)^  =  1  +  s- 


2H     7/o  '=»>']£ 

w 

wodurch  das  Yerhältniss  -  ,  folglich  auch  H^  bestimmt  ist.    Endlich  H 

nach  §.105,  Gl.  (10) 

RTf  H 


d 

l 


f  t- 


2Ä-\i/,  ,  .,0 


)  -  '"  fr} 


uud  zwar  kann  dieser  Werth  von  X  als  entsprechend  betrachtet  weri>i 
der  mittleren  Geschwindigkeit 


u   =yff{ff,+  IT) 7. 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  Weisbach 'schon  Vor- 
suchswerthe  von  t  (Ausflusszeit  in  Secunden),  T^,  a?Q,  x^,  x,  für  die  oN- 
unter  5)  genannte  Zinkröhre  von 

/=  10,16  Mtr.  Länge, 
/  =  0,02495  Mtr.  mittlerer  Weite 
.     und  <^  =  0,02441  Mtr.  Mündungsweite 

die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe  von  /i,  y,  I.  n:-  • 
zwar  bezieben  sich  die  Zahlen  in  der  ersten  Horizontalreihe  auf  die  liiS . 
benutzte  Kropfröhre  mit  Ein-  und  Ausmündungsstück  allein,  so  dav>  di 
ersten  Zahlen  in  den  mit  //,  <p,  ^  bezeichneten  Colnmnen  die  Werthr  :  : 
oben  mit  ^q,  ^q,  v^^  bezeichneten  Coefficienten  sind. 


§.106. 
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/ 

T 

1 

x^ 

X, 

x^ 

/" 

1 

«JP 

?    ' 

40 

288 

2,0808 

1,1882 

1,2915 

0,6599 

0,7100 

1,0565 

V 

287 

1,1360 

1,0083 

1,0239 

0,3046 

0,3100 

9,4958 

50 

291,5 

1,4639 

1,0850 

1,1306 

0,3339 

0,3556 

7,1511 

»» 

292,9 

1,6980 

1,1816 

1,2422 

0,3520 

0,3858 

6,0279 

»? 

293 

1,9320 

1,2898 

1,3660 

0,3678 

0,4132 

5,2031 

Wären  auch  mit  der  Kropfröhre  nebst  Ein-  und  Ausmtindungsstück 
ohne  die  eingeschaltete  Zinkröhre)  mehrere  Versuche  bei  verschiedenen 
Anfangspressungen  im  Kessel  angestellt  worden,  so  würden  sich  die  ent- 
sprechenden Widerstandscoefficienten  g^  voraussichtlich  etwas  verschieden 
ergeben  haben;  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  müssen  in- 
dessen hier  die  4  Versuche  mit  der  Zilikröhre  bei  Voraussetzung  eines 
Constanten  Coefficicnten  ^  =  1,0565  berechnet  werden,  und  findet  man 
dann  nach  obigen  Gleichungen  (3)  bis  (7)  die  folgenden  Werthe  von  T, 


T 

1 

R 

H 

u 

w 

r  284,26 

1  283,16 

:;  281,48 

..  278,52 

.  50,88 
227,90 
396,24 
583,18 

1,1219 
1,4968 
1,8482 
2,2606 

0,02430 
0,02129 
0,02024 
0,01973 

30,7 
61,1 
77,4 
90,8 

0,02429^ 
0,02116 
0,02031 
0,01979 

Diese  Werthe  von  X  und  u  sind  von  den  oben  angeführten  Aach 
Weisbach's  Bechnungen  erheblich  verschieden;  sie  können  recht  gut  in 
der  Formel 


X  —  0,01355  + 


0,0595 


(8) 


zusammengefasst  werden,  wie  die  danach  berechneten  in  der  letzten  Co- 
lomne  unter  {X)  eingetragenen  Zahlen  erkennen  lassen.  — 

Wenn  man,  unter  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre  ver- 
standen, allgemein 

ß 


«  + 


Vt7 


setzt,  so  würden,  wenn  auch  die  Weisbach'schen  Versuche  mit  den 
zweierlei  Glas-  und  Messingröhren  in  derselben  Weise  wie  hier  die  Ver- 
gehe mit  der  Zinkröhre  berechnet  würden,  für  die  Coefficienten  a  and  ß 
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ohne  Zweifel  andere,  besonders  mit  der  Rohrweite  d  Tariirende  Zahhn- 
werthe  gefunden  werden.  Wenn  man  aber  analog  dem  Gesetze  der  Ik- 
wegung  des  Wassers  in  Röhren  diese  Abhängigkeit  von  d  nur  bei  d^^l 
Coeflicienten  ß  voraussetzt  und  somit  die  Formel 

X  =  0,01355  +    f- •' 

zu  Grunde  legt,  so  kann  zu  einer  vorläufig  angenäherten  Bestimmung  ^i»l 
ß  als  Function  von  d  die  Annahme  dienen,  dass  die  richtiger  berechnet» n 
Werthe  von  X  bei  gleichen  Wcrthen  von  u  wenigstens  dieselben  Ttr- 
hältnisse  zu  einander  behalten  wie  nach  der  Weisbach 'sehen  Benvh- 
nungsweise,  also 

für  d  =  0,01051  0,01432  0,02495  Mtr. 

und  z.  B.  f*  =  30     die  Verhältnisse  305  :  276  :  22« 
tt  =  70      „  „  231  :  219  :  173 

u  =  110    ^  „  188  :  167  :  136 

entsprechend  den  obigen  Folgerungen  aus  den  Weisbach* sehen  Kc»«!- 
taten.  Auf  diese  Weise  und  auf  Grund  von  Gl.  (8.  für  d  =  0,02495  Mtr. 
tindet  man  die  in  folgender  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe  \i»u  Ä. 
endlich  damit  nach  Gl.  ;9.  die  gleichfalls  angeführten  Werthe  von  ß. 


;. 

0,01051 

ß 

d  = 

O.OlOöl 

0.01432 

0,02495 

0,01432 

0,(t24!0 

11  =  ;io 

0.(X?2fv» 

0.02955 

0.*e441 

0,1046 

0,0876 

0,<\MC> 

M  =  70 

0.02759 

0.i»2tU5 

0,021  »66 

0,1175 

0,1054 

'    0,«i59ö 

li  — 110 

0,02(v>7 

1M»2;I«U> 

0.01922  , 

Oa3<i6 

0,1054 

0.0595 

Die  Mittel  wert  he  von  ,-?.  ntlmlich 

,:?=.  0,1196       0,099,>        0,0595 
für  d  =  t\01051     0.01432     0.02495  Mtr. 

können  mit  ziemlicher  Annäherunir  durch  die  Formel 

0,i>iU23,^   —  O.Old 

*^~  ~d 

ausjroiiruckt,  und  nK^c  ^OIlnt  %i»rlänrig  gi^kt/t  werden: 

d\m 

Kino   ctnu^uoro  iMMimmnne  ^on  k  vermittels  der  Weisbach^s^hT 
\orswcho  ^ii>i  nbruenii  durch  den  rmMAnd  erschwert,  dass  bei  aanrl   . 
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derselben  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  und  am  £nde  der  Bohre  schon 
aUza  verschieden  war,  um,  nachdem  sich  X  als  wesentlich  abhängig  von  u 
ergeben  hat,  die  den  Formeln  des  vorigen  §.  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
Setzimg  eines  coustanten  Werthes  von  X  noch  als  hinlänglich  zutreffend 
erscheinen  zu  lassen.  Bei  dem  letzten  der  hier  berechneten  4  Versuche 
mit  der  Zinkröhre  z.  B.  änderte  sich  vom  Anfang  bis  zum  Ende  derselben 
«iie  Geschwindigkeitshöhe  von  257,98  bis  583,18,  also  die  Geschwindig- 
keit von  71,14  bis  106,97  und  nach  Gl.  (8)  somit  X  von  0,0206  bis  0,0193. 
Die  Berücksichtigung  dieser  Verschiedenheiten  würde  aber  die  an  sich 
schon  sehr  zeitraubenden  Bechnungen  zu  rationeller  Verwerthung  der 
Weisbach'schen  Versuche  noch  wesentlich  erschwert  haben. 


§.107.  Beispiele. 

1)  Windleitungen  von  grosser  Länge  spielen  u.  A.  bei  Tunnel- 
arbeiten eine  wesentliche  Bolle  zur  Ventilation  und  namentlich  zum  Be- 
triebe der  Steinbohrmaschinen  mit  comprimirter  Luft.  Dabei  ist  es  von 
Interesse,  im  Voraus  den  Druckverlust  beurtheilen  zu  können,  der  unter 
gegebenen  Umständen  durch  die  Leitung  verursacht  werden,  und  somit 
den  Ueberdruck,  der  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen  verwendbar  bleiben 
wird. 

Beispielsweise  sei  von  einem  Orte  A^  im  Thalgrunde  nahe  der 
Taunelmündung  pro  See.  1  Kgr.  Luft,  welche  am  Orte  Aq  auf  das  6  fache 
des  dortigen  Luftdrucks  comprimirt  wird,  durch  eine  im  Ganzen  /  = 
5000  Mtr.  lange  Böhrenfahrt  an  den  Arbeitsort  A  im  Tunnel  zu  leiten; 
die  Ansteigung  derselben  betrage  h  =  150  Mtr.,  wovon  etwa  ^/^  auf  die 
aossen  am  Bergabhange  bis  zur  Tunnelmündung  reichende  Böhrenstrecke, 
'i  auf  die  im  Tunnel  selbst  liegende  Hauptstrecke  komme.  Am  Orte  A^ 
sei  der  mittlere  Barometerstand  =  0,7  Mtr.,  die  mittlere  Lufttemperatur 
=  7®C.,  während  die  mittlere  Temperatur  im  Tunnel  zu  27®  angenommen 
werde.  Der  Ueberdruck  der  comprimirten  Luft  am  Aufauge  der  Leitung 
entspricht  dann  einer  Quecksilbersäule  von  5 . 0,7  =  3,5  Mtr.,  und  es  soll 
die  Weite  d  der  Leitung  so  gewählt  werden,  dass  nur  etwa  10*^'»  dieses 
Teberdnicks  durch  die  Leitung  verloren  gehen,  also  bei  A  ein  Ueberdruck 
von  etwa  3,15  Mtr.  Quecksilbersäule  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen 
verwendbar  bleibt. 

Wenn  die  Compression  der  Luft  auf  die  6 fache  Pressung  durch  die 
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betreffenden  Gompressionsmaschinen  unter  solchen  Umständen  erfolgt,  dus 
nicht  etwa  schon  während  dieses  Vorganges  eine  merkliche  Wärmeeot- 
Ziehung  stattfindet,  so  erhöht  sich  dabei  ihre  absolute  Temperatur  «nach 

§.  20  mit  n=  1,41,  also  =  0,2908)  von  273  +  7  =  280  acf 

H— 1 


280.6   «    =  471,5* 

Indem  aber  zur  Ermöglichung  eines  dauernden  Betriebes  der  Compres^ioa>- 
maschinen  trotz  veränderlichen  Verbrauches  der  comprimirten  Luft  di**- 
selbe  zunächst  in  einen  Windkessel  von  grossen  Dimensionen  und  (lit* 
sprechend  bedeutender  Abkühlung  geleitet  werden  soll,  mag  mit  Rfick^i  -:.t 
auf  letztere  und  auf  die  weitere  Abkühlung  besonders  in  der  bis  r' 
Tunnelmündung  reichenden,  von  nur  7®  warmer  Luft  umgebenen  Ruhr- 
strecke  die  mittlere  Temperatur  in  der  ganzen  Röhrenleitung  =27^  t> 
die  der  äusseren  Luft  im  Tunnel,  also  T  constant  =  300  angenomii.' ^ 
werden.    Dann  ist,  da  die  Anfangspressung  der  Luft  in  der  Leitung: 

p    =  10333 -V-  =  57103  Kgr.  pro  Quadratm. 

0,76 


*  Um  1  Kgr.  Luft  vom  Zustande  p^,  v^  ohne  Mittheilong  oder  EntzlcL::: 
von  Wärme  bis  znr  Pressung  p  zu  comprlmiren  und  aus  dem  Rann  t<«  U'-' 
Pressung  p^^  worin  sie  das  Volumen  v^  hatte,  mit  dem  entsprechend  Terk-.- 
nerten  Volumen  v  in  einen  Raum  von  der  Pressung  p  zu  versetzen,  ist  t.. ^ 
Arbeit 


n— 1 
oder  wegen 


fö)^- 


+  iw— Po«"« 


LPo\P 


'•'W--'] 


•  —  1 

eine  Arbeit  =.  ^-  p,v,  Uj)   -"- 1  ] , 
hier  also  mit  n  =  1,41,  ^  =  (5,  p^r^  =-  BT;  -=  29,4  .  280  eine  Arbeit 

Po 

29  4 
^  ü  2908  ^^'^^'^  ""  '^^^  ^  ^^^"^  ^^*''  ^^  ^^  ^^ 

-=«  r  71  «  258  Herdestärken 
75 

erforderlich;    entsprechend    weniger,    wenn    schon   wählend  der   C^Äiprv-: 
WÄrme  abgegeben  wird. 
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ist  ik  specifisches  Volumen  daselbst: 

MT       29,4 .  300        ^.,,,. 
"0  =  ]^  =  -571Ö3-  =  ^''^*^^ 

und,  wonii  Tersuchsweise  die  Rohrweite  zu 

d  =  0,2  Mtr.,  also  -P'  =  ^  =  0,031416 

4 

angenommen  wird,    die  Anfangsgeschwindigkeit    und    entsprechende   Ge- 

st'liwindigkeitshöhe : 

«0  =  J  =  4,9166  ;     iTo  =  g^  =  ^'2321  Mtr. 

feer  Geschwindigkeit  Uq  und  rf  =  0,2  entspricht  nach  Gl.  (10)  im  vo- 
rigen §. 

X  =  0,02084,  wonach  X  =  0,0205 

^jedenfalls  aasreichender  Mittelwerth  angenommen  werde,  da  die  Ge- 
schwindigkeit gegen  das  £nde  der  Röhre  hin  wächst.  Für  die  Geschwin- 
(iigkejtshöhe  ^  am  Ende  hat  man  dann  nach  §.  105,  Gl.  (12) 


4=.- 


(o,0205  .^^.1,2321  +  15o)  =  0,8228 


^  29,4 .  300 

und  nach  Gl.  (9)  für  die  Pressung  p: 

7.  =  V'^  =  »•»""• 

^  dass  dieselbe  einer  Quecksilbersäule 

=  0,9071.4,2  =  3,810  Mtr. 

(entspricht.  Weil  aber  mit  der  Ansteignng  um  150  Mtr.  auch  der  äussere 
^ftdrnck  abnimmt,  und  zwar,  da  das  specifische  Gewicht  der  betreffenden 
Uflschicht  (bei  nahe  0,7  Mtr.  Barometerstand  und  285®  absoluter  Tem- 

mtnr) 

=  10333 .  ^-  :  29,4 .  285  =  1,1358 
0,76  '  ' 

[^tzt  werden  kann,  um 

150.1,1358 


=  0,013  Mtr. 


13596 

luecksUbersäalenhöbe,  so  würde  bei  d  =  0,2  Mtr.  Weite  am  Ende  der 
^hrenleitung  auf  einen  mittleren  Manometerstand 

=  3,810  —  0,687  =  3,123  Mtr. 
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ZU  rechnen  sein,  entsprechend  einem  Ueberdnick 

=  3,123 .  13596  =  42460  Kgr.  pro  Qaadratm., 

jene  angenommene  Rohrweite  folglich  der  gestellten  Forderung  beinahe 
entsprechen.  — 

2)  Als  Beispiel  des  Falles,  dass  die  Geschwindigkeits-  und  Pressungv 

f.* 

änderungen  in  der  Köhre  klein  genug  sind,  um  letztere  ohne  wesentlicheo 
Fehler  nach  der  einfachen  Gleichung  (13)  in  §.  105  berechnen  zu  können, 
ist  besonders  die  Leitung  des  Leuchtgases  in  den  Strassen  Ton  Städten 
und  in  Gebäuden  bemerkenswerth.    Nach  jener  Gleichung  ist,  wenn  R  = 

.-  (siehe  §.  17,  Gl.  5)  gesetzt  wird,  unter  6  die  Dichtigkeit  des  Gases  in 

-  Beziehung  auf  atmosphärische  Luft  und  unter  Jt  =  29,27  den  Werth  der 
fraglichen  Constanten  für  letztere  verstanden,  " 

=  dem  Druckverlust  für  die  um  h  Mtr.  ansteigende  Strecke  =  s  ea^-T 
Röhre  von  d  Mtr.  Weite.  Dabei  können  die  Pressungen  (Kgr.  pn 
Quadratm.)  auch  als  die  denselben  entsprechenden  Wassersäal'C 
in  Millimetern  ausgedrückt  verstanden  werden,  da  eine  Wa><*r> 
schiebt  von  1  Quadratm.  Fläche  und  1  Millim.  Dicke  1  Kgr.  wiegt.  Au,  l 
ist  die  Pressung  hier  so  wenig  veränderlich  und  so  wenig  (um  hocltstf  d3 
etwa  50  Millim.  Wassersäule)  grösser,  als  der  äussere  Luftdruck,  da&y  tur 
Pq  im  Ausdrucke  von  Ap  die  mittlere  Pressung  p  in  der  Röhre  gt»».  tr 
und  diese  ohne  wesentlichen  Fehler  der  atmosphärischen  Pressung  ^K-:  • 
gesetzt  werden  kann.  Ebenso  ist  die  Temperatur  des  Gases  der  äu;«^  i>:'w 
Lufttemperatur  gleich  zu  setzen,  und  somit  die  der  Ansteigung  am  A  M'; 
entsprechende  Abnahme  des  Luftdrucks 


''  =  /?*• 


^{P—P)  =  h  =  -J 


öx-.ir. 


-(i-d)*] 


R'Tl'    d     ^ 

Ebenso  wie  die  Pressung  p  kann  auch  die  Geschwindigkeit«»h6btr  // 
in  dieser  Gleichung  als  Mittelwerth  verstanden,  also 

1 /4r 

2^ljrrf^ 

gesetzt  werden,  wenn  T  das  pro  See.  durch  die  Röhre  strftineml«'  Gas%»- 
lununi  bedeutet,  bei  dessen  Messung  und  Preisberechnang  ja  mmch  «.- 
Varitttiouon  des  Würmezustandes  abstraliirt  wird.    Dadurch  wini 


ff.  =  -_*  I  —.A 
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h  =  m-y  —nh (1) 

In  rander  Zahl  mag 

n  =  1,25(1  — d) (2) 

gesetzt  werden,  mit  p  =  10333  entsprechend 

^  10333 

^  -  1,25  .  29,27  =  ^^^'*- 

Was  m  betrifft,  so  würde  die  Substitution  von  y  ^  9,81  in  obigem  Aus- 
drucke dieses  Goefilicienten  voraussetzen,  dass  d  ebenso  wie  s  in  Metern, 
Vin  Cubikmetem  pro  See.  ausgedrückt  wird;  wenn  aber,  wie  hier  voraus- 
eesetzt  werden  soll,  d  die  Rohrweite  in  Millimetern  und  V  das 

Gasvolnmen  in  Cubikm.  pro  Stunde  bedeutet,  ist  mit  -^-  =  1,25 


28  setzen: 

m 


10".  1,25  ÖX      /4\«      „^.^.^^^. 


Die  Dichtigkeit  d,  sehr  verschieden  je  nach  der  .Eohlensorte  und  dem 
Stadium  des  Destillationsprocesses,  kann  im  Mittel  zu  0,4  angenommen 
werden. 

Die  Gleichung  (1)  setzt  nun  aber  voraus,  dass  durch  alle  Querschnitte 
der  Röhre  dieselbe  Gasmenge  strömt,  während  bei  städtischen  Strassen- 
leltungen,  wenn  auch  zunächst  jene  Gleichung  nur  auf  eine  solche  Strecke 
derselben  bezogen  wird,  auf  welcher  eine  Verzweigung  nach  Seitenstrassen 
hin  nicht  stattfindet,  doch  die  einzelnen  Hausleitungen  und  die  Strassen- 
latemen  eine  successive  Gasentziehung  bedingen.    Wird  dann  letztere  als 

■ 

stetig  und  gleichförmig  längs  der  ganzen  Länge  /  der  fraglichen  Rohr- 
s'trecke  betrachtet  der  Art,  dass  Fq,  V  und  V^  =  aV^  die  stündlichen 
Durchflussmengen  am  Anfange,  in  der  Entfernung  »  davon  und  am  Ende 
sind,  so  ist  nach  Gl.  (1)  der  Verlust  an  Ueberdruck  in  Millim.  Wassersäule 

für  ein  um  dh  Mtr.  ansteigendes  Längenelement  ds  der  Röhre 

-        ♦ 
F* 
db  =  m-rrds  —  ndh^ 

ilso  der  Verlast  an  Ueberdruck  für  die  ganze,  /  Mtr.  lange  und  h  Mtr. 
insteigende,  Rohrstrecke  wegen 

Graikof,  iheorat.  Maaehinealehre.    I.  39 
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ii—a)r,~  r  ^  —  ^o\^        i    *) 
^o*/r,     «1—«    ,  (1-«)*  ,1^ 

d^  3 

analog  §.95,  Gl.  (11).    Indessen  mag  kürzer  geschrieben  werden: 

h  =  m  — r-  —  nh (4 , 

d^ 

unter  V  jetzt  ein  mittleres  Gasvolumen  verstanden,  entsprechend  der 
Gleichung: 

v  =  r,  [/L±Z±Z  =  J/VJIKK+K*  . .  ..-5. 

Der  Werth  des  Coefficienten  w,  der  nach  Gl.  (3)  proportioiu]  X  i^ 
wird  hier  am  besten  aus  den  mit  Leuchtgasleitungen  selbst  gemachten  Er- 
fahrungen  abgeleitet.  Auf  Grund  derselben  berechnet  z.  B.  die  deotsche 
Continental-Gasgesellschaft  in  Dessau  unter  der  Voraussetzung  A  =  0  ihrn 
Rohrdimensionen  nach  der  Formel* 

^/hd  /   1    \*/r» 

7 '*''«'*=- (37Ö0)  >  • 

wobei  V  in  Cubikftissen  pro  Stunde^  /  in  Füssen,  h  und  d  in  ZoUen  eni^ 
lischen  Maasses  ausgedrückt  sind  und  die  Annahme  ö  =^  0,4  zu  Gruide 
liegt.    Für  die  hier  vorausgesetzten  Einheiten  ergiebt  sich 

/F» 

h  =  80238  -j^ , 

entsprechend  nach  Gl.  (3)  mit  6  =  0,4 

80238  ^^o.„ 

'  =  ÖJ779694ÖÖ  =  ^«'^2- 

Bezeichnet  B^  den  UQ.berdruck  (in  MilHmetem  Wassersäule)  im  An- 
fange der  ganzen  Leitung,  d.  h.  im  Gasometer  der  Gasfiibrik*  so  ist  der- 
selbe an  irgend  einer  um  h  Mtr.  höher  gelegenen  Stelle  nach  Gl. '4^, 


*  Nach  Mittheilungen  des  General  -  Directors  jener  Gesellschaft  ftr  J>f^ 
Ingenieurs  Taschenbuch",  herausgegeben  von  dem  Verehi  „Hatte'*,  9  Arf 
S.  573. 
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£  =  B.+  nh  —  mS—- (6), 

wobei  das  Summcnzeichen  sich  auf  alle  Robrstrecken  bezieht,  welche  bis 
zo  der  fraglichen  Stelle  vom  Gase  durchströmt  .werden,  und  wobei  h  ne- 
gstiv  zu  setzen  ist  für  solche  Stellen,  die  etwa  tiefer  liegen,  als  die  Gas- 
febrik.  Der  kleinste  Werth  von  B  (bei  unebenem  Terrain  nicht  noth- 
wendig  in  der  grössten  Entfernung  vom  Anfange  der  Leitung  stattfiodend) 
nnss  noch  ausreichend  sein,  um  nach  Abzug  des  Druckverlustes  durch  die 
Gasuhr  und  durch  die  Hausleitung  die  nöthige  Uöhe  und  Lichtstärke  der 
Flammen  bei  den  am  niedrigsten  gelegenen  Brennern  zu  vermitteln  (in 
ien  oberen  Stockwerken  der  Häuser  nimmt  B  wegen  des  wachsenden 
A'erthes  von  h  mehr  zu,  als  wegen  des  Leitungswiderstandes  ab).  Dieser 
deinste  zulässige  Werth  von  B  (etwa  =  15  bis  20  Millim.)  sei  allgemein 
Dit  B^  bezeichnet;  obschon  bei  mehr  als  nöthigem  Druck  in  der  Leitung 
lorch  entsprechende  Stellung  des  Hahns  vor  dem  Brenner  die  Flammen- 
löhe  regnlirt  werden  kann,  soll  doch  das  erforderliche  Minimum  von  B 
Büglichst  wenig  flberschritten  werden  mit  Rücksicht  auf  die  mit  dem 
reberdmok  wachsenden  Gasverluste  durch  Undichtigkeiten  der  Röhren- 
eitang.    Der  Bedingung 

min.B  —  B^  (=  15—20  Millim.) 

drd  durch  einen  um  so  kleineren  Werth  von  B^  entsprochen,  je  mehr 
OD  der  Gasfabrik  aus  die  Leitung  ansteigt,  weshalb  es  bei  unebenem 
*errain  vortheilhait  ist,  die  Fabrik  an  einem  tief  gelegenen  Orte  anzu- 
fi^en. 

Wenn  für  den  Ueberdmck  B^  im  Gasometer  ein  den  Umständen 
ntsprechender  Werth  angenommen  wird  (etwa  =  30  bis  50  Millim.),  so 
rfirde  die  Bestimmung  der  Weiten  d  der  einzelnen  Rohrstrecken  bei  ge- 
f^bonen  Werthen  von  A,  /,  V  am  rationellsten  gemäss  der  Bedingung  zu 
eschehen  haben,  dass  die  Anlagekosten  der  ganzen  Rohrleitung  möglichst 
lein  werden,  ähnlich  wie  es  für  eine  städtische  Wasserleitung  in  §.97  er- 
lärt  wurde.  Behu&  einer  ersten  Annäherung  könnte  man  den  Druck- 
erlnst  durch  den  Leitungswiderstand  pro  Längeneinheit  der  ganzen  Lei- 
ing  cottstant,  also  das  letzte  Glied  im  Ausdrucke  von  B  (Gl.  6)  propor- 

oual  Ä,  d.  h.  -j^  constant  setzen.  Doch  wird  es  besser  sein,  für  die  bei 

ni  Gesammtkosten  vorzugsweise  in*s  -  Gewicht  fallenden  Hauptstrecken, 
pn  grösseren  Werthen  von  V  entsprechend,  eine  grössere  Druckabnahme 
ro  Längeneinheit  zuzulassen,  also  eine  grössere  Geschwindigkeit,  um  die 

39* 
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Durchmesser  kleiner  wählen  zu  dürfen;  wenn  man  dann  etwa  die  Druck- 
abnähme  durch  den  Leitungswiderstand  pro  Längeneinheit  proportional  </. 
also  das  letzte  Glied  in  Gl.  (6)  proportional  Sld^  somit 


3 


^J  =  Con»t.  =  1^;     d=  CyV .7 


setzt,  so  wird  wegen 


m 


B  =  B,+  nh-    -Siyv 


und  ist  dann  die  Constante  C,  mit  welcher  nach  Gl.  (7)  jede  einzeln«' 
Rohrweite  berechnet  werden  kann,  bestimmt  durch  die  Bedingung:  mt'n.B 
=  B^,  Dabei  wird  in  der  Regel  die  Stelle,  wo  B  am  kleinsten  ist  vor- 
behaltlich nachträglicher  Controle)  mit  genügender  Ann&bemng  narh 
Schätzung  zu  bestimmen  sein  (in  grösster  Entfernung  von  der  Gasfabrik. 
falls  nicht  etwa  auf  dem  Wege  dahin  wesentlich  tiefer  gelegene  Terrain- 
strecken  von  der  Gasleitung  zu  passiren  sind);  ist  h^  die  (poeitire  od«T 
negative)  Ansteigung  der  Leitung  von  der  Gasfabrik  bis  zu  jener  5>u?lK 
und  bezeichnet  11^  die  Summe  der  bis  dahin  vom  Gase  zu  durchstrOmendt-L 
Rohrstrecken,  so  liefert  die  Bedingung:  viin.B  =  B^  nach  Gl.  ;8» 


c  =  -    "• 


8  _  1 


B^-B,^nh^ 

Wenn  die  hiermit  nach  Gl.  (8)  berechneten  Wertho  von  B  fttr  geni*»*«* 
Zweige  des  Röhrennetzes,  die  das  Gas  nach  höher  gelegenen  Terrainstellei 
und  weiterhin  nicht  wieder  abwärts  zu  leiten  haben,  durchweg  grösser  ai-^ 
nöthig  ausfallen  sollten,  so  können  die  Weiten  d  derselben  nachtrIglh'L 
entsprechend  kleiner  angenommen  werden,  als  sie  nach  GL  ^7»  sein 
müssten.  — 

Bei  der  Leitung  des  Leuchtgases  in  den  Häusern  no  der 
Regel  durch  schmiedeeiserne  Röhren  von  rf  =  10  bis  50  Millim.  Weitf 
pflegt  verlangt  zu  werden,  dass,  wenn  auch  alle  Flammen  brennen,  Avf^ 
nur  etwa  2  bis  2,5  Millim.  Druck  vom  Gasmesser  bis  zu  den  entfeniti^tt  u 
Brennern  durch  den  Leitungswiderstand  verloren  gehen,  damit  die  t>ftf- 
nung  oder  Schliessung  einzelner  Brenner  durch  Aendemng  des  D^lcJ^f^ 
lustes  und  somit  des  resultirenden  Ueberdrucks  (um  einen  entsprecheiHiifB 
alitiuoton   Theil   jenes    zugelassenen   Maximums^,    keinen  alhro  stOi^inltMi 
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Einflnss  auf  die  Flammeuhöhe  der  übrigen  Brenner  ausübe.  Wird  dann 
ferner,  wie  erfahrnngsmässig  üblicb,  pro  Flamme  ein  stündlicher  Consum 
\on  0,14  Cubikm.  (5  Cubikfuss  engl.)  gerechnet,  und  bedeutet  n  die  Zahl 
der  Flammen,  welche  von  dem  Gase,  das  eine  Rohrstrecke  von  /  Mtr. 
Länge  und  d  Millim.  Weite  durchströmt,  noch  zu  speisen  sind,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen: 

(0,14)2w2;~-  =  2  bis  2,6, 

wobei  es  aber  zweckmässig  ist,  den  besonderen  Widerständen,  welche 
durch  die  bei  Hausleitungen  zahlreicher  vorkommenden  Richtungsände- 
rungen der  Röhren  verursacht  werden,  durch  einen  etwas  grösseren  Werth 
^on  ly  folglich  m  Rechnung  zu  tragen,  indem  etwa  gesetzt  wird: 

17002'^J,'  =2 (10), 


X  =  -„^^~-^--    r^-r7V2  =  0,0272. 


nach  Gl.  (3)  mit  6  =  0,4  entsprechend: 

1700 
7969400.0,4.(0,14) 

I'ie  Abstufung  der  Rohrweiten  d  ist  von  ihren  gangbaren  Werthen  ab- 
baiiirig,  und  kann  der  Gebrauch  von  Gl.  (10)  wesentlich  erleichtert  werden 
•iurch  eine  Tabelle,  welcher  für  gegebene  Werthe  von  d  und  /  oder  n  ohne 
Weiteres  der  Werth  von  n  resp.  /  zu  entnehmen  ist,  dem  eine  bestimmte 
Druckabnahme  z.  B.  von  1  Millim.  durch  den  Leitungswiderstand  ent- 
>prechcn  würde. 

Nach  Versuchen  von  Blochmann  über  den  Leitungswiderstand  der 
I.ufl  oder  des  Gases  in  schmiedeeisernen  Röhren  von  solchen  Durch- 
messern und  bei  solchen  Geschwindigkeiten  =  u  Mtr.  pro  See,  wie  sie 
\n  Hausleitungen  vorkommen,  würde  übrigens  der  Coefficient  X  in  der 
Kf*gel  noch  erheblich  grösser  sein,  als  oben  in  Uebereinstimmung  mit 
anderweitigen  Erfahrungen  angenommen  wurde.  Aus  jenen  Versuchen* 
mit  Röhren  von  16,5  und  26  Millim.  Weite  bei  u  =  0,17  bis  4,2  Mtr. 
»unic  nämlich  die  empirische  Formel  abgeleitet: 

A  =  0,00811  +  "^^''-^ (11)' 

yu 

nicht  sehr  verschieden  von  der  aus  den  Weisbach 'sehen  Versuchen  mit 
«incr  25  Millim.  weiten  Zinkröhre  bei  viel  grösseren  Geschwindigkeiten 
abgeleiteten  Formel  (8)  im  vorigen  §.,  und  da  in  der  That  hier 

*  „Der  Civilingenieur",  Jahrgang  1861,  S.  490. 
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0,14  n  4 


1^ 


u 


7.  =  «'^  i-t 


3600  Jt(0,001d)' 

in  der  Regel  nicht  viel  >  1  ist,  so  wäre  Z  nicht  viel  <  0,0729.  "^  fn 
aber  andererseits  die  Bedingung  (10)  als  Norm  für  die  Wahl  der  Rohr- 
weiten d  erfahrungsmässig  bewährt  ist,  würde  ihr  nach  den  Blochmans- 
schen  Versuchen  thatsächlich  nur  ein  grösserer  Druckverlnst  als  2  Xil!:r. 
im  Maximum  entsprechen. 

Die  geringere  Dichtigkeit  des  Gases,  als  die  der  atmo^phärist^h»-! 
Luft,  verursacht  stets  eine  Zunahme  an  Ueberdruck  nach  den  ob«r»- 
Stockwerken  der  Gebäude  hin  und  macht  daselbst  bei  gleicher  Flamict> 
höhe  und  gleichen  Brennern  eine  engere  Stellung  der  Regulirungshühn 
vor  denselben  nöthig;  nach  Gl.  (6)  und  (2)  beträgt  diese  Zanahme  ab:- 
sehen  von  der  Abnahme  durch  den  Leitungswiderstand) 

1,25(1  —  d)h^  0,75 Ä  Millim.  bei  d  =  0,4 

für  h  Mtr.  Höhe,  für  jedes  Stockwerk  etwa  2,5  Millim. 


»:• 


§.  108.   £infla88  besonderer  Widerstlnde. 

Ausser  dem  durch  den  Coefficienten  X  gemessenen,  stetig  län?<  ! 
ganzen   Leitung  einwirkenden   Widerstände  können  an   gewissen   St»»!'- 
derselben   hier  ebenso  wie  bei  Wasserleitungen  durch   Richtangs- 
Querschuittsänderungen   besondere  Widerstände    verursacht    werden,    t 
durch  Widcrstandscoefficieuten  f  in  üblicher  Weise  in  Rechnung  zu  <tv\\ 
sind.     Weil  aber  die  entsprechenden  Widerstandshöhen  als  BestandtL« 
der  Glieder  B  in  den  Gleichungen,  die  durch  Integration  der  aUgem«  :•: 
Differentialgleichungen  (1)  und  (2),  §.  99,  erhalten  werden,  zugleich  ^ 
den  Geschwindigkeiten    abhängen,    womit    die   Luft    von    den    fraizJi* 
Stellen  abfliesst,  und   diese  hier  nicht   wie  bei  tropfbaren  Flüssick  it 
ohne  Weiteres  durch  die  betreffenden  Qnerschnittsverhältnisse  aussiiir 
werden  können,  sondern  zugleich  von  dem  veränderlichen  specifisch«  n  ^ 
Inmen  abhängig  sind,  so  macht  die  Berücksichtigung  des  EinflnsM^  >• ' 
bosondereu   Widerstände    auf  die   Bewegung    und   Zustandsändemti;: 
Luft  längs  der  ganzen  Leitung  hier  im  Allgemeinen  eine  ZorK^'U'  .* 
letzteren  in  einzeln  zu  betrachtende  Strecken  nöthig.    Von  dem  dar  l  . 
Gröjisen 

N     - 

/V      r«      To      k«   rosp.  7/^  =     ^ 

-9 


§.108.  BINFLU6S  BBBONDEBKB  WIDSB8TÄKDB.  615 

Prcssong,  specif.  Yolumen,  absol.  Temperatur  und  Geschwindigkeit  resp. 
Geschwindigkeitshöhe)  charakterisirten  Endzustande  der  Luft  für  eine 
solche  Strecke  ist  dann  infolge  dos  an -der  IJebergangsstelle  einwirkenden 
besonderen  Widerstandes  der  durch  die  analogen  Grössen 

p    V     T    u  resp.  ^  =  g^ 

bestifflmte  Anfangszustand  der  folgenden  Strecke  verschieden,  und  es  be- 
steht die  Aufgabe  darin,  letztere  Grössen  zu  finden,  wenn  erstere  und  der 

F 
^^iderstandscoefficient  ^  sowie  auch  das  Querschnittsverhältniss  -=-  beider 

Strecken  resp.  das  Ycrhältniss  des  Anfangsquerschnitts  der  folgenden  zum 
Endquerschnitte  der  vorhergehenden  Strecke,  das  hier  im  Allgemeinen 

V  1  sei,  gegeben  sind. 

Dazu  können  die  Formeln  in  §.  101  dienen,  indem  darin  hier  nur  F 
u  die  Stelle  des  dortigen  Ausflussquerschnitts  aA  tritt  und  h  (die  Höhe 
^  Schwerpunktes  von  F^  über  dem  Schwefpunkte  von  F)  =  Null  zu 
setzen  ist.    Nach  Gl.  (4)  daselbst  ist  dann 

a  +  Dir=^. +  ,--,,...[. -(^)-] (1), 

J_  m  —  l 

uchGl.(7):  ,-  =  (?)",     Y^i^T"     ^'^ 

md  nach  Gl.(8):  ^  =  ^o^ (3). 

Durch  diese  4  Gleichungen  sind  /?,  c?,  T  und  u  =  y^gJI  bestimmt, 
ta  der  Aasflussexponent  i»  nach  Gl.  (5)  und  (6)  a.  a.  0. 

m  —  1  =  (» —  1)7:;^ — r — UTT Vi^ 

\X.   Zur  Ausführung  der  Rechnung  kann  nach  Gl.  (2)  und  (3) 

/p\m ^0  _  -^o^^o  _  :fo  |/:?o  '  ...  (5) 

\pj    ~  f>  Fu  fVh 

esetzt  und  dadurch  Gl.  (1)  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  m  auf 
ie  Form  gebracht  werden: 
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n  —  1         H—  Hq 


n  — 1  H  —  H^ 


=^-(51- §)'""''"^'^'^"-"- 


Hieraas  ist  17,  dann  m  aas  Gl.  (4),  p  aas  GL  5"),  c  and  T  ans  GL   2  n 
berechnen. 

Wenn  übrigens  von  den  QnerschniUen  F^  and  /*  nicht  etwa  der  ei> 

■ 

vielmal  grösser  ist,  als  der  andere,  wenn  femer  die  Geschwindigkeit  nki*   j 
angewöhnlich  gross  ist  and  C,  eine  höchstens  mit  dem  Leitangswiderstu^    ■ 

coefficienten  =  2  —  einer  nicht  nngewöhnlich  langen  oder  engen  R  ilr 

vergleichbare  Grösse  hat,  so  kann  hier  ebenso  wie  in  §.  105   von  d-r  | 
Temperaturänderang  abgesehen,  nach  GL(2)  also  ' 

=  0  oder  m  =  1 

m 

gesetzt  werden.    Dadnrch  wird  in  GLl^ 


m 
m—~\ 


m  —  \ 

1  —  •    -  )        '  =  -  ; 

Po'         J  O' 


indem  aber  mit  =  x  and       =  «  der  x  =  0  ent^preckende  Gn-t: 

werth 

1 — a^         ,.     —  «^ /»«  _  1 

X  1  « 

ist,  so  folgt 

r 

«ior  nach  C»l.  o'»'  liurih  Suh<titDtion  von 


I..  r  Ff      H 


Pio5o  C»loichiinc\^n    7    nn«i    8    bo^tinmien  Ä  /.  r. 


$.  108.  EINFL088  BESOKDSBBR  WIBBBSTÄirDE.  617 

Ist  die  Pressnngsänderang  so  klein,  dass,  wenn 

^-  =  1  _  rf 
Po 

gesetzt  wird,  6^  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist  nach  Gl.  (8) 

mit 


ö  = ^^^       --    (9) 


Die  Pressangsändernng  ist  negativ;  Null  oder  positiv,  jenachdem 

st;  für  F  =  F^^  d.  h.  in  einer  mit  gleicher  Weite  fortlaufenden  Röhre 
limmt  durch  jeden  Widerstand  die  Pressung  ab.  — 

Was  die  Werthe  des  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Coefficientcn 
\  betrifft,  so  suchte  Weisbach  den  Einfluss  von  Richtungsändernngen, 
tämlich  die  Widerstandscoefficienten  von  Knie-  und  Kropf- 
Ohren,  beide  einer  rechtwinkeligen  Ablenkung  und  die  Kropfröhren 
inem  der  Rohrweite  nahe  gleichen  Halbmesser  der  Mittellinie  6nt- 
prcchend,  in  Verbindung  mit  seinen  in  §.  102  und  §.  106  besprochenen 
'ersuchen  Aber  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Mündungen  und  durch  Röhren 
ftr  verschiedene  FäUe  zu  bestimmen,  indem  er  auf  die  in  §.  102  angege- 
bne Weise  den  Ausflusscoefficienton 

1)  f&r  eine  ans  zwei  trennbaren  Theilen  (einem  innen  abgerundeten 
EinmOndungsstück  und  einem  ebenso  weiten  AusmttndungsstOck)  be- 
stehende gerade  cylindrische  Ansatzröhre  =  //q, 

2)  fOr  dieselbe  Rohrverbindung  nach  Einschaltung  einer  gleich  weiten 
Knie-  oder  Kropfröhre  zwischen  beiden  vorgenannten  Theilen  =  (i^ 
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bestimmte,  damit 

berechnete  und  endlich  den  Widerstandscoefficionten  der  eingeschalteten 
Knie-  oder  Kropfröhre 

setzte.  Die  Mängel  dieser  Berechnungsweise  wurden  früher  hervorK^- 
hoben.  Sie  machen  sich  weniger  bei  fi,  als  bei  ^  bemerklich;  z.  B.  für  di« 
mit  Ein-  und  Ausmündungsstück  verbundene  Kropfröhre  von  24,4  Millim. 
Weite,  die  zu  den  Versuchen  über  den  Leitungswiderstand  einer  längeno 
Zinkröhre  gedient  hatte,  ist  in  §.  106  gefunden  worden: 

(i  =  0,6599  und  g  =  1,0565, 
während  Weisbach  (i  =  0,6552  und  g  =5  1,3296 

fand.  Unter  diesen  Umständen,  und  da  besonders  die  corrigirte  Bertnrh- 
nung  von  (i  sehr  zeitraubend  gewesen  wäre,  sind  im  Folgenden  die  Wei«- 
b ach' sehen  Werthe  von  //  (ji^  und  fi^)  unverändert  benutzt  und  dana^ 
nur  die  Werthe  von  g  (C^  und  gj)  correcter  abgeleitet  worden,  indem, 
unter  j?q,  x^,  x^  das  Verhältniss  des  inneren  zum  äusseren  Druck  bezieh- 
ungsweise zu  Anfang  und  zu  Ende  des  Ausflusses  und  nach  der  Temperator- 
ausgleichung, sowie  unter  Tq  die  absolute  Temperatur  der  äusseren  Lof^. 
(=  der  anfänglichen  Temperatur  im  Kessel)  verstanden,  wie  in  §.  10.3  ir»»- 
setzt  wurde: 

2 


,=,.,-,) 


^^0  +  «; 

und  mit  a  =  1: 


^         1  — (1  — j)9)«'    ^  2ii\  —  q^f\2lil  —  q)        1-? 

Igq 

Mit  Rücksicht  auf  die  eventuelle  Abhängigkeit  dieses  WiderstandMoelft- 
cienten  von  der  Geschwindigkeit  wurde  die  mittlere  Ausflasageschwiadif- 
keit  u  aus  der  Gleichung  (§.  106,  Gl.  3) 


•=''K»'.-^i*''«'i-('-'' 


berechnet.    Auf  diese  Weise  und  mit 


M08. 
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n  — 1 
n 


=  0,291 ;     Ä  =  29,4  ;     g  =  9,81 


mrden  aas  den  Weisbach 'sehen  Yersnchen  mit  einer  14,02  Millim. 
reiten  KnierOhre  und  einer  ebenso  weiten  Kropfröhre  die  folgenden  Re- 
altate  abgeleitet. 


Nr.  T, 

^0 

^1 

^* 

^ 

tt    ^  ?o 

?i  |S,-So 

1.  295V, 

2.  297V, 
X  '  294V, 

1,1289 
1,4094 
1,7923 

1,0077 
1,1349 
1,2433 

1,0204 
1,1749 
1,3009 

0,8119 
0,8496 
0,8718 

86,0 
171,3 
228,4 

0,5021 
0,3478 
0,2662 

- 

4.  ■  297V4 

5.  302% 

1,1335 
1,4106 

1,0267 
1,1231 

1,0438 
1,1583 

0,6201 
0,6135 

71,5 
126,7 

0,5649 
0,4026 

1,5483 
1,4975 

0,983 
1,095 

6,  298 

7.  292% 

1,1333 
1,4160 

1,0149 
1,1258 

1,0338 
1,1637 

0,7454 
0,7435 

82,6 
150,2 

0,5148 
0,3697 

0,7756 
0,7305 

0,261 
0,361 

Nr.  1 — 3  beziehen  sich  anf  die  Versuche  mit  der  aus  dem  £in-  und 
iQsmündangsstack  bestehenden  geraden  Röhre, 

Nr.  4  und  5  auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Knieröhre, 

Nr.  6  und  7  auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Kropfröhre. 

Die  Werthe  von  ^  bei  Nr.  4 — 7  sind  mit  Rücksicht  auf  die  betref- 
»den  Werthe  von  u  mittels  des  Ausdrucks 

26,645 


So  =  0,19227  + 


u 


prechnet  worden,  der  den  Werthen  von  ^  und  u  bei  Nr.  1  und  2  ent- 
)richt. 

Die  Werthe  von  g^  —  g^,  die  von  den  Wcisbach'schen  Angaben: 

gl  —  So  =  1,083  und  1,306  für  die  Knieröhre, 
£i  —  Co  =  0,283  und  0,459  für  die  Kropfröhre 

icht  unerheblich  abweichen,   enthalten  noch  diejenigen  Bestandtheile  in 
ch,  welche  dem  allgemeinen  Leitungswiderstande  entsprechen,   nämlich 

/ 
=  32,  sofern  die  Mittellinien  der  eingeschalteten  Knie-  und  Kropf- 

)hren  ungefähr  3  Mal  so  lang  als  die  Röhren  weit  waren.    Die  Subtrac- 
on  auch  dieser  Bestandtheile,  indem  dabei  X  nach  §.  106,  Gl.  (10)  mit 
=  0,014  berechnet  wird,  ergiebt  die  Coefficieuten  der  nur  durch  die 
lichtungsänderung  bedingten  zusätzlichen  Widerstände,  und  -zwar 

fär  die  Knieröhre:  g  =  0,908  und  1,028 
für  die  Kropfiröhre:  £  =  0,188  und  0,296, 
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nicht  sehr  verschieden  von  den  betreffenden  Grössen  für  die  Bew»ri!: 
des  Wassers  in  Röhren  von  doppelt  so  grosser  Weite  (§.  91  .  Den  WH^r- 
standscoefficienten  einer  engeren  Knieröhre  von  10,12  MiÜim.  Weite  (an-i 
Weisbacn  grösser,  den  einer  solchen  Kropfröhre  dagegen  etwas  klrin*^:; 
doch  mttssten  auch  diese  Versuche  einer  corrigirten  Berechnang  nul^i- 
worfen  und  erheblich  vervielfältigt  werden,  um  als  zuverlässige  Grandus.- 
zur  Ableitung  empirischer  Gesetze  dienen  zu  können.  — 

Die  Coefficienten  der  durch  plötzliche  Querschnittsani  • 
rungen    der   Leitungsrohre    verursachten    Widerstände   koDi«2 
zwar  unter  Umständen   nach  §.76,  Gl.  (6)   theoretisch  bestimmt  wen^^ 
doch  ist  solche  Bestimmung  selbst  unter  den  einfachsten  Vorausst'Uuciv: 
mit  grossen  Weitläufigkeiten  verbunden.    Directe  experimentelle  B»<t:..' 
mungen  mit  Hülfe  der  Gleichungen  dieses  §.  sind  deshalb  vorzuziehtn:  «- 
sind  unentbehrlich,  wenn  mit  den  Querschnittsänderungen  zugleich  K*..- 
tungsänderungen  und  Stromzertheilungen  verbunden  sind,  wie  es  z.  K  ^-  > 
Durchgange  durch  Hahn-,  Schieber-,  Yentilöffnungen  u.  s.  w.  der  Fol  * 
sein  pflegt. 

Abgesehen  von  solchen  Nebennmständen  sei  A  die  Grösse  der  Dtr^- 
flussöffnung  an  einer  Stelle,  wo  im  Allgemeinen  zugleich  eine  AendtTui: 
des  Kohrquerschnitts  von  F^  in  F  stattfinden  mag,  so  dass  mit  Ruok^:  .t 
auf  die  Contraction,  welche  der  Luftstrom  auch  nach  dem  Dnrchnccf 
durch  die  Oeffnung  A  zunächst  noch  erfahren  kann,  der  Querschnitt  lii '« * 
Luftstroms  auf  einer  kurzen  Strecke  unter  Ablösung  von  der  Rohr^ii! 
(ausser  am  Rande  der  Oeffnung  A)  sich  von  F^  durch  A  bis  ezA  zu>ain3;- 
zieht  und  dann  von  oA  bis  F  wieder  erweitert.  Der  Zustand  des  1  l:*- 
stroms  .Tressung,  speci£  Volumen,  absol.  Temperatur  und  Geschwindi;:^.  * 
resp.  Geschwindigkeitshöhe)  sei 

im  Querschnitte  Fq   durch  p^^,     r^,     T^,     «o»      f^n^ 

n  tt  ^A        ^        />|,       Tj,       2|,       II  j,       "i* 

charakterisirt,  von  welchen  Grössen  die  auf  den  Querschnitt  F^  b»**.- 
liehen  ebenso  wie  die   Querschnittsverhältnisse  Ff^ :  aA  :  F  als   e*";:  •  " 
vorausgesetzt  werden.    Von  F^^  bis  (lA  findet  Ausdehnung  and  G^^ih»  ■ 
digkeitszu nähme  statt,  von  dort  bis  F  dagegen  kann  die  Art  der  Zn<*  ir 
Änderung  je    nach    den   Umständen    verschieden    sein.     Wenn    m.iii  ' 
Bewegungswidorständen   auf  der  ersteren  dieser  beiden  Strecken  a^-' 
die  Aenderung  des  Wännezustandes  somit   von  Ff^  bis  (lA  als  nach  •" 
ndiabatischon  t'ur>-e  stattliudend  annimmt,  so  ist 


^.  IftS. 
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•'ür  die  Bewegung  von  oA  bis  F  werde  auch  die  Pressung  beständig  der- 
elben  Potenz  des  specif.  Volumens  proportional,  also 

(12) 


•m 


P^'"=  Pl^l 


lesetzt,  wobei  aber  m  zunächst  unbekannt  ist.  Die  Temperatur  kann  im 
Querschnitte  oA  wesentlich  kleiner  sein,  als  in  den  Querschnitten  Fq  und 
^•,  wenn  aber  in  letzteren  von  ihrer  Verschiedenheit  abstrahirt,  d.  h. 
^0=  "^  gesetzt  wird  wie  bei  der  Ableitung  obiger  Gleichungen  (7)  und  (8), 


u  ist 


P^  =  Po^o 


(13). 


Nach  §.  76,  GL  (6)  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  in  §.  20  ist 
an  die  Widerstandshöhe: 

^  =  K -_._)■ +  .<..-.  +  .^.- [,-(';)-] 

od  somit  der  Widerstandscoeflicient 


,                u.           F  V. 
der  wegen 

u         aA  V 

j^               Pi^i         Po^o  -So 
JI           H^    H 

T, 

T, 

=  f -^  "i  _  1  V_L.  foio(^  MY^-V^Ti  -  " 


+ 


(ir'i 


tn  —  1 


Wegen    *  ==    *     "  ist  hierdurch  g  ausgedrückt  als  Function  gogc- 


Vq     V 


i^ner  Grössen  und  der  Unbekannten 


,  m,  von  denen  die  letzte  in- 


f^sen  durch  die  beiden  anderen  bestimmt  ist;  denn 


wegen  -—  =  -  ^    ist  (   M       = 


(n-\)lg' 


m 


1  = 


V 


{n-l)ig    ' 

lg  '  -Igl 


•    •    •    >    «    •    'X4)* 
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Dadurch  wird 

c = f  ^  '«-  ?•  _ i)  +  ^^ f-^  ^\7V)"-'  r,  _  !i  ^  -r 

^  '^o^  '^o  '^o  ! i:> . 

r, 
Zur  Bestimmung  des  Yerhältuisses  —    hat   man   nach  Analofrie  i»t 


Gl.(l)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11): 


''o 


ifo         V«^  vj  "^  « —  1    i/o  L         Vri/       . 


„ _    ..  r 


Die  Substitution  des  Werthes  von  -^   in  Gl.  (15)  liefert  J  als  Function  p»- 


«^0 


r 

gebener  Grössen   und  der  einzigen  Unbekannten  -   .     Indem   aber  nach 


«'o 


Gl.  r?)  und  rs j  auch 


^  -  (' + ^"  -  0  (ß.  ?)  - 


1 


ist,  liefert  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  von  ^  eine  Gleichumr. 

V 

durch  welche  -  -  und  folglich  auch  C  bestimmt  ist. 

Wenn  übrigens  hier  aA  als  eine  gegebene  Grosse  voransgeset/t 
wurde,  so  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  dem  Coefficienten  a  nur 
dann  die  Bedeutung  eines  inneren  Contractionscoefficienton  beigel^  ni^l 
derselbe  dem  anderweitig  bekannten  äusseren  ContractionscoeflicienteD  für 

den  Fall   des   Ausflusses   aus  einer  entsprechenden  GefiLssmündnug  aar 

F 

dann  nahe  gleich  gesetzt  werden  kann,  wenn  das  Yerhältniss  -^  eine  ge- 

wisse  Grenze  nicht  ttberschreiteL    Ans  Gl.  (16)  folgt  nämlich  mit 

» 

y  i=r  (</  -|-  l)df*  -^  <ijr"  +  * 

-!^  =  2(a-\-V,x  —  (n-\-l)ax**, 
dx 
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dy 
onach  jp=1,  y==l,  —  =2  —  (»  —  l)a  zusammengehörige  Werthe 

dx 

Dd.  Dieser  letzte  Werth  ist  negativ,  weil  für  alle  praktischen  Fälle  a 
ne  grosse  Zahl  ist,  z.  B.  für  etwas  feuchte  atm.  Luft  mit  Tq  =  300  und 
\=  20  (entsprechend  Uq  =^  19,8) 

p^v^        29,4 .  300  1,41 

enn  also  jr  =  ^  von  1  angefangen  abnimmt  oder    ^  zunimmt,  so  wächst 

F 

ch  y  oder  — ^,  jedoch  nur  bis  zu  einem   Maximum,  welches  erreicht 
aA 

rd  mit 

'        1  =  0,    also.«-.=^-A_(i  +  l). 

kme  X  weiter  ab  bis  Null,  so  würde  auch  y  bis  Null  abnehmen;  weil 

r       ohne  Ende  wachsen  kann,  wenn  unter  übrigens  gleich  bleibenden 
A 

Stauden  die  Oeffnung  A  immer  kleiner  genommen  wird,  so  ist  zu 
Hessen,  dass  der  Goefiicient  a  nur  bis  zu  jener  dem  Maximum  von  y 
sprechenden  Grenze  nahe  constant  bleiben  kann,  darüber  hinaus  aber 
e  Eude  zunehmen  muss.  Dieser  Schluss  ist  analog  der  Bemerkung, 
'^e  in  §.  100  und  101  bezüglich  auf  den  Ausfiuss  der  Luft  aus  GefUss- 
idangen  bei  abnehmendem  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pres- 
l  gemacht  wurde,  und  wenn  man  dann  weiter  analog  den  dort  er- 
nten Yersnchsresultaten  von  de  Saint-Venant  und  Wantzel,  von 
>ier  und  von  Zeuner  annimmt,  dass  ebenso  wie  dort  die  Ausflnss- 

F 

ge,  so  hier  das  Yerhältniss     ^  constant  bleibt,  sobald  es  bei  gleich 

»enden  Werthen  von  p^^  r^,  H^  und  bei  zunehmendem  Werthe  von 
^iü  Maximum  erreicht  hat,  so  ergiebt  sich  dieser  Grcnzwerth: 

F  -_^_^_^— ,»__ 

lim.  -^  —  lim.Yy  =  x^a-^-  1  — «a?»-* 


aA 


=[.-TT('+i)]-'Y:"^  ;<»+')  ••■"»'• 
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Bei  Yernachlässignng  des  meist  sehr  kleinen  Bruchs  -  neben  1  foder  tui 

1  neben  a)  folgt 

1  _  1 


^1         \«  +  1/  o^         \n  +  1/         ^   „  -|-  1  if^ 


insbesondere  mit  n  =  1,41: 


/im.  *'^  =  0,6345;     /iV/i.*'*  =  1,576;     /i»j.^  =  0,48541/  ^f''  -1 
Dem  Grenzwerthe 

1  H 

f?!  V«  -h  1/  f?o  ^»  -I-  ^/ 

in  Uebereinstimmnng  mit  §.  100,  Gl.  (14);  in  der  That  handelte  rr  -y'^ 

dort  um  den  Ansfluss  aus  einem  Gefässe,  in  welchem  M^  =  0  psts 

wurde  entsprechend  a  =  oo, 

Ist  nun  also  in  irgend  einem  Falle,  unter  a  <C  1  den  betreffens': 

Contractionscoefficienten  für  den  Ausfluss  aus  der  Oeilhang  A  als  M^r 

düng  (bei  Wegnahme  der  Röhre  vom  Querschnitte  F)   verstandeo.  <u* 

F 
Verhältniss  -  ^  grösser,  als  der  obige  Grenzwerth,  so  ist  letzterer  Bt^" 
aA 

den  entsprechenden  Grenzinerthen  von        und         in  GL  '^15)  n  sal*-"- 

tuiren.  Die  Ausführung  dieser  Substitution  f&r  m  =  1,41  tGL  21  ci-i 
Gleichsetzung  des  so  gefundenen  Ausdrucks  von  C!  mit  dem  Aasdmck»-  \'* 
liefert  die  Gleichung 

1—   **  4-  1,1006 /y   —  0,5265  -f  1,5298  1/   *   ".   -r 


I 


r 
zur  Berechnung  dos  Werthes  von       ,  mit  welchem  dann  C  nach  Gl 


♦•o 


gefunden  wird. 

Ist  z,  B,  Fo  =  ^»  ^0  =  300,  /Tg  =  20, 


p,r,  ^29,4.300  ^^^^^ 


also 

H^  20 


und  wird  a  zj=  ^  ^  angenommen«  so  findet  man 


4 
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F      • 
für      ^  —        2 

4 

6 

8 

^"^  —  1,0134 

^0 

1,067 

1,223 

1,576 

-  —  1,0094 

1,067 

1,243 

2,416 

g           4,03 

25,0 

61,8 

66,8 

F         \« 
^  — 1]—        4 

25 

64 

121 

\aA 

F  F 

Nach  Gl.  (21)  ist  hier  Um.  -  =  6,7956;  für  -^  =  8  musste  deshalb 

dem  Grenzwerthe  nach  Gl.  (21)  gleich  gesetzt  und  —  aus  Gl.  (22)  be- 

wihnet  werden.    Für  die  übrigen  Fälle  ist  —  aus  Gl.  (16),  dann   -   durch 

rieichsetzung    fler  Ausdrücke  von  £  nach   Gl.  (15)  und  (17)  berechnet 

'(»nien.    Während  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  stets  Ausdehnung  statt- 

Wet,  findet  von  hier  bis  zum  Querschnitte  F  Compression  oder  Aus- 

"^  f  F  \^  F  <c 

lehnong  statt  und  ist  g  ^  ( —  —  1  j  ,  jenachdem  7  ^  4  ungefähr  ist. 

F 
^enn  übrigens  —  kleiner,  als  der  durch  Gl.  (21)  bestimmte  Grenzwerth  ist, 

A 

0  kann  ohne  erheblichen  Fehler  wie  für  Wasser  (§.  92,  Gl.  1) 


^-(^-) 


esetzt  werden,  besonders  wenn  man  sich  vorbehält,  zur  Berücksichtigung 
er  verschiedenen  Nebenumstände  den  Coefficienten  a  aus  entsprechenden 
ersuchen  abzuleiten. 


§  109.  Bewegung  der  Luft  in  einer  ROhre,  darebi  deren  Wand  eine 

wesentliehe  WSrmeleitnng  stattfindet. 

Wenn    aus    den   allgemeinen  Gleichungen  (1) — fS)    in   §.  104   das 
p<'cif.  Volumen  v  vermittels  der  Zustandsgieichung  {pv  =^  RT)  eliminirt 

ird,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  /i,  7*,  u  resp.  //=        als  Func- 

iooen  des  längs  der  Mittellinie  gemessenen  Abstandes  %  vom  Anfangsquer- 
liinitte  die  Gleichungen: 

^j  r  a  a  b  o  f ,  theoret.  MMchinenlehre.     I.  40 
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Nachdem  so  T  als  Function  von  s  gefunden  ist,  sind  die  Gleickmurf t 
(1)  und  (2)  noch  zur  Bestimmung  von  p  und  u  resp.  H  dispoaibeL   Aa> 

Gl.  (1)  folgt 

T  T 

p  =  Const.  --  =  ConH.  ——- 

dp  _dT  _  dH 
p  ~  ~T  ~  2H 

und  damit  durch  Substitution  in  61.(2): 

* 

dHfRT         \  dT    .  H 

Durch  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (8)  oder   9)  ist  H 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  ohne  wesentlichen  Fehler  1  gegen  ^^^  verL»:i- 

lässigt  werden  kann,  hat  sie  die  Form 

dH 


Im 


^^     i-  ITA*)  +  Ä'^.;*)  =  0 


2   /  dT  \ 

mit  /■>.  =  Jt\      ^  ^  "^  "^  V'  ^^'^  ^  "" 


22 
Rtd' 

Ihr  Integral  ist  dann: 

1 


(/lä  '*  +  ''*"'•) 


=  *,.(/  ^- ;  d4  +  Con*t,] i: 

woboi  die  Constante  durch  H  =  H^  Vült  9  =^  0  bestimmt  and,  unttr 
eine  willkürlich  wählbare  Constante  verstanden. 


«    =--  ^ 


s 


ß 


ist.    Mit  rund  «  -—  )  2ifH  timiet  man  endlich  p  aus  GL ^1\ 

/um   praktischen   (tebrauch   ist   diese  Losung  nicht   geeignt^t.     F.o 
Von'int\uhuui;    k.uni    aIht   gvw*  ihn  lieh    durch    die  Bemerkunir    besrüni  ' 
>»enlon,  da>s  dio  Gosoh>^indi5:ktMt>^ihlerung  hier  in  weit  höherem  Cin 
durch  dio  Tom|H^ratur  - -,  als  durch  die  Pres»nng8ftndemng  btslingt  ».: 
btsondcrs    wtMui   loi;tor\*  au  sich   nur  kK'in  ist.     Setzt   man   dami    n-  • 
lil.  ^l    nah«  iuuv*>^\xoi>o  ••  pro|Hirtu»ual  71  also  iT  proportiotuü  T*,  somit 
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Während  die  Grössen  JP,  d^  ip^  hP'  und  X  constant  gesetzt  werden,  so 
bs&  auch  a  eine  Constante  ist,  soll  in  Betreff  der  äusseren  Temperatur  't 
mgenommen  werden,  dass  sie  einer  Flüssigkeit  zukommt,  die  sich  ausser- 
lalb  der  Rohrwand  resp.  des  die  Wärme  übertragenden  Theils  derselben 
ffl  Allgemeinen  auch  in  strömender  Bewegung  in  einem  Canal  befinden 
cann.  Ist  dann  Cf  das  Gewicht  der  durch  jeden  Querschnitt  dieses  Canals 
>ro  See.  strömenden  Flüssigkeit,  e^'  ihre  specif.  Wärme  bei  constanter 
*ressung,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  durch  denjenigen  Theil 
1er  Wand  dieses  Canals  eine  merkliche  Wärmetransmissiön  stattfindet, 
reicher  ihm  und  der  Luftleitungsröhre  gemeinschaftlich  ist,  analog  Gl.  (6) 

dt  —.   kP' 


+ 


ds^ 


robei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  jenaehdem  die  Strömungs- 
iclitangen  der  Luft  und  der  äusseren  Flüssigkeit  gleich  oder  entgegenge- 
etzt  sind.    Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  Gl.  (6)  folgt 


dt  , 


mit     /i 


-         ^  =  +  u 


(7X 


nter  T^  und  T^'  die  Werthe  von  T  und  T'  für  «  =  0  verstanden.  Die 
Qbstitution  des  hieraus  zu  entnehmenden  Ausdrucks  von  t  als  Function 
ön  r  in  Gl.  (6)  liefert: 

dT  _  dT^ _  ^ 

T-  To'T  (^(To-  T)  ~  (1  ±fi)T—To'+  (iTo  ~  ~   « 
ßd  daraus  durch  Integration: 

{l±'ft)T—  To+  itT^ 


In 


To  -  T^ 


=  -  (1  ±  i«)  T 


a 


(1  ±  ii)T=  To'  +  iiT^  +  (n  -  T^)e    ^'"'^^  « 


.  .  .  (8). 


Ist  die  äussere  Flüssigkeit  nicht  in  strömender  Bewegung,  oder  ist 
c  von  so  überwiegender  Masse,  dass 

t  =^  Const,  - 
^tzt  werden  kann,  so  ist  (i  =  0,  also 

T—  t 


T' 


In 


T^-  t 


T=  t  -\-  {T^—    t)e 


s 
a 

8 

a 


(9). 


40* 
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/»^=  ^•' 


äTo 


eosfp  f 


Ist  die  Pressungsänderung  so  klein,  dass,  wenn 

-^-  =  1  -  rf 

gesetzt  wird,  6^  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist 

Durch  Tnnd  p  ist  schliesslich  auch  u  nach  Gl.(l)  bestimmt. 


fi:v 


3.  Permanente  Bewegung  der  Dämpfe. 

§.  110.  Fundamental^leiehvnf eil. 

Es  sind  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  der  Dampf  an.;  - 
sättigt  oder  gesättigt,  letzteren  Falls  im  Allgemeinen  zugleich  feuchte  d.  L 
mit  Flüssigkeit  von  derselben  Art  gemischt  ist 

1)  Für  ungesättigten  Dampf  ist  nach  §.39,  01.(^16;  die  Zastind-- 
gleichung: 

/>t?  =  R{T  —  P)  mit  P  =  ßp~^~ 1 

und  nach  §.40,  Gl.  (4)  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens: 

dU= ^  di^pv) : 

n  —  1 


Dabei  sind  n,  i2,  jß  Constante,  die  von  der  Art  des  Dampfes  abhan«:«: 
insbesondere  für  Wasserdampf  kann  nach  §.  39  gesetzt  werden:    m  =*   . 
und,  wenn  p  in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

•   R  =t  0,004924   und  P  =  37,774V/i , 

also,  wenn  p  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wird, 

n 

R  =  50,88    und   P  =  3,7465 V/>. 
Diese  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Verbindung  mit  den  allgoiM-tB^K 
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Gleichungen  in  §.  75,  nämlich  mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen 

2\  (31,  (4)  daselbst,  bestimmen  nnter  übrigens  gegebenen  Umständen  die 

5  Grossen  p^  v^  T,  U^  u  als  Functionen  von  «,  also  für  jeden  Querschnitt  F. 

Da  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  hier  dieselbe  Form  hat 

wie  für  Luft  (für  Gase),   so  ergiebt  sich  auch  durch  Elimination  von  U 

a* 
ebenso  wie  in  §.  99,  wenn  wieder  JT  die  Geschwindigkeitshöhe  =  —  be- 

deatet,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

äff  -\-  vdp  =  dM  —  dB    (3), 

die  Wärmegleichung: 

_     d{pv)  -f  pdv  =  JFdQ  -]-  dB (4) 

md  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dJff  H :rd{pv)  =  dlf  -{-  JFdQ (5). 

n  —  1 

Irgend  zwei  dieser  drei  Gleichungen,  von  denen  jede  aus  den  beiden  an- 
deren folgt,  bestimmen  in  Verbindung  mit  der  Continuitätsgleichung  (§.  75, 

Gl.  1; 

Fu  =  Gv (6) 

md  der  obigen  Zustandsgieichung  (1)  die  Grössen  /?,  t?,  T  und  u  resp.  JI 
inter  übrigens  gegebenen  Umständen. 

2)  Für  ein  Gemisch  von  gesättigtem  Dampf  und  gleich- 
krtigcr  Flüssigkeit  werden  die  Zustandsgieichung  und  die  Gleichung 
les  inneren  Arbeitsvermögens  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  §.30: 

V  -=  w  -^  yA (7), 

du  =  Wd{q  +  yp) (8) 

vertreten,  in  welchen  to  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit,  A  den  Uebor- 
ichuss  des  specif.  Volumens  des  gesättigten  Dampfes  über  das  der  Flüssig- 
keit« q  (entsprechend  der  Annahme:  w  =  Const)  die  specif.  Flüssigkeits- 
värme,  q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme  und  y  die  specif.  Dampf- 
Donge,  d.  h.  das  Gewicht  des  Dampfes  in  1  Kgr.  des  Gemisches  (also 
i  —  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit)  bedeuten.  Obschon  diese  Grösse  y 
nr  Charaktensirung  des  inneren  Zustandes  hier  als  weiteres  Element 
üuznkommt,  genügen  doch  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  Ergänzung  der 
dlgemeinen  Gleichungen  in  §.  75,  weil  die  Temperatur  und  J,  ^,  q  durch 
be  Pressung  p  bestimmt  sind.  Indem  nach  Gl.  (7)  und  (8)  und  mit  Ein? 
Qiüinmg  der  specif.  Verdampfungswärme 


# 
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P 


-  RT,  VX  'd^{^~^'v  ~T,~\ 


^(•+-^) - 


Ist  die  Pressungsäuderang  so  klein,  dass,  wenn 

Po 
gesetzt  wird,  6^  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist 

/»^=  —  /n(l  —  <J)  =  d. 
P 

Durch  Jund  p  ist  schliesslich  auch  u  nach  Gl.(l)  bestimmt 


3.  Permanente  Bewegung  der  Dämpfe. 

§.  110.  FondftmentalgleichHnir^n« 

Es  sind  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  der  Dampf  oni:'^ 
sättigt  oder  gesättigt,  letzteren  Falls  im  Allgemeinen  zugleich  feucht,  d.  l 
mit  Flüssigkeit  von  derselben  Art  gemischt  ist 

1)  Für  ungesättigten  Dampf  ist  nach  §.39,  Gl.  (16)  die  Zastanii- 
gleichung: 

pv  =  R{T  —  F)  mit  P  =  ßp^"*" 1 

und  nach  §.  40,  Gl.  (4)  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens: 

dU  = dipv) i 

n  —  1 


Dabei  sind  n,  i2,  ß  Constante,  die  von  der  Art  des  Dampfes  abhäup-. 

i 
insbesondere  für  Wasserdampf  kann  nach  §.  39  gesetzt  werden:  n  -- 

und,  wenn  p  in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

4 

'   R  =i  0,004924   und  P  =  37,774V^, 
also,  wenn  p  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wird, 

R  =  50,88    und   F  =  3,7465V/i. 
Diese  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Verbindung  mit  den  allgenriKe 
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Gleichungen  in  §.  75,  nämlich  mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen 
2\  (3),  (4)  daselbst,  bestinmien  unter  übrigens  gegebenen  Umständen  die 
5  Grössen  p,  v,  T^  ü^u  als  Functionen  von  «,  also  für  jeden  Querschnitt  F. 
Da  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  hier  dieselbe  Form  hat 
wie  fftr  Luft  (für  Gase),  so  ergiebt  sich  auch  durch  Elimination  von  U 

ebenso  wie  in  §.  99,  wenn  wieder  Ä' die  Geschwindigkeitshöhe  =  --  be- 

deutet,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dff  -\-  vdp  =  dM  —  dB    (3), 

die  Wärmegleichnng: 

7  (^(pv)  +  pdv  =  WdQ  -{•  dB (4) 

and  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dE  -\ *^d{pv)  =  dM  ^  WdQ (5). 

n  —  1 

Irgend  zwei  dieser  drei  Gleichungen,  von  denen  jede  aus  den  beiden  an- 
dren folgt,  bestimmen  in  Verbindung  mit  der  Continuitätsgleichung  (§.  75, 
Gl.  1) 

Fu  =  Gv (6) 

Qnd  der  obigen  Zustandsgieichung  (1)  die  Grössen  j?,  »,  T  und  u  resp.  R 
anter  übrigens  gegebenen  Umständen. 

2)  Für  ein  Gemisch  von  gesättigtem  Dampf  und  gleich- 
artiger  Flüssigkeit  werden  die  Zustandsglcichung  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  §.  30: 

V  =  w  -^  f//l (7), 

dU=Wd{q  +  yp) (8) 

vertreten,  in  welchen  w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit,  A  den  Ueber- 
schass  des  si>ocif.  Volumens  des  gesättigten  Dampfes  über  das  der  Flüssig- 
keit, q  (entsprechend  der  Annahme:  w  =  Const)  die  specif.  Flüssigkeits- 
^ärme,  q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme  und  y  die  specif.  Dampf- 
Bicttge,  d.  h.  das  Gewicht  des  Dampfes  in  1  Kgr.  des  Gemisches  (also 
1  ~  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit)  bedeuten.  Obschon  diese  Grösse  y 
2ar  Charakterisirung  des  inneren  Zustandes  hier  als  weiteres  Element 
lunzokommt,  genügen  doch  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  Ergänzung  der 
gemeinen  Gleichungen  in  §.  75,  weil  die  Temperatur  und  J,  ^,  q  durch 
<Üe  Pressung  p  bestimmt  sind.  Indem  nach  GL  (7)  und  (8)  und  mit  Ein? 
fohnrng  der  specil  Verdampfungswärme 


f 
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r  =  p  +  ApA    (§.27,  GL  7) 
dü'+  d{pv)  =  Wd{q  +  yg)  +  todp  +  d(pyA) 

ist,  ergiebt  sich  nach  §.  75,  Gl.  (4)  als  Gleichung  des  ArbeitsvermögCDs: 

dH  +  Wdiq  +  yr)  +  «7^^  =  rfif  +  JFrfQ /J . 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

dH  +  vdp  =  dM  —  dB 3 

folgt  durch  Subtraction  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (7)  die  Wärmegleichung: 

Wd{q  +  yr)  —  yAdp  =  WdQ  -f-  dB 

•  1 
oder  auch  bei  Multiplication  mit  Ä  ^=  -^  und  weil  nach  der  auf  d*'Q 

Uebergang  aus  einer  in  eine  andere  Aggregatform  bezüglichen  aligemcinen 
Gleichung 

AAdp  =  ^dT   (§.  24,  Gl.  3) 

ist,  in  einfacherer  Form: 

h  +  Td^L  =  dQ-\~  ÄdB li« 

Irgend  zwei  dieser  Gleichungen  (9),  (3),  (10;  in  Verbindung  mit  der  Con- 
tinuitätsgleichung  (6)  und  der  Zustandsgieichung  (7)  bestimmen  hier  ^v 
Grössen  p^  v,  y  und  u  resp.  ff  mit  Rücksicht  darauf,  dass  7*,  J,  q^  r  m^ 
besondere  für  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  §.  29)  durch  p  bestimmt 
sind.  — 

In  Betreff  der  Arbeit  dM  der  Massenkrfifte,  der  Widerstandsarbei* 
dB  und  der  mitgetheilten  Wärme  dQ  pro  1  Kgr.  Dampf  auf  dem  WtJt 
ds  gilt  das  in  §.  99  bezüglich  auf  die  entsprechenden  Fundament it- 
gleichungeu  für  Luft  Gesagte. 

Uebrigens  kann  es  der  Fall  sein,  dass  der  Anfangs  ungesftttirtf 
Dampf  von  einer  gewissen  Stelle  an  gesättigt  und  demnächst  durch  thfil- 
weise  Condensation  feucht  wird  oder  umgekehrt,  erkennbar  im  et^^t 
Falle  daran,  dass  für  v  oder  7'  sich  Werthe  ergeben,  die  kleiner  stad.  al« 
diejenigen,  welche  der  betreffenden  Pressung  p  gesättigten  trocken«  r 
Dampfes  entsprechen,  im  zweiten  Falle  daran,  dass  y  >>  1  gefondeo  «mi 
Dann  müssten  auf  einem  Theil  des  Weges  die  Formeln  unter  r«  taf  dm 
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anderen  die  Formeln  anter  2)  Anwendung  finden,  und  würde  die  Ermit- 
toIuDg  der  Uebergangsstelle  von  dem  einen  in  den  anderen  Znstand  und 
die  Bestimmung  des  betreffenden  Grenzzustandes  selbst  eine  besondere 
l  Dtersnchnng  erfordern.  — 

Während  dem  Obigen  zufolge  die  Fundamentalgleichungen  für  unge- 
sättigte Dämpfe,  folglich  auch  die  unter  gleichen  Umständen  daraus  abzu- 
leitenden Gleichungen  von  derselben  Form  sind  wie  für  Gase,  insoweit  es 
sich  nur  um  p^  v^  u  handelt,  die  Temperatur  aber  nicht  in  Betracht 
kommt,  sind  die  Gleichungen  für  Dampf-  und  Flüssigkeitsgemische  von 
wr'sentlich  anderer  Form.  Ob,  wie  es  wünschenswerth  wäre,  auch  bei  den 
anf  letztere  bezüglichen  Aufgaben,  insoweit  es  sich  nur  um  die  Grössen  p, 
r.  u  handelt  und  abgesehen  vom  Zahlenwerth  der  Constanten  n,  wenigstens 
Mhoruugswcise  Gleichungen  von  denselben  Formen  benutzt  werden 
kfinnen,  wie  bei  Gasen  und  ungesättigten  Dämpfen,  hängt  davoa  ab,  ob 
aocb  bei  solchen  Gemischen  von  gesättigtem  Dampf  und  gleichartiger 
Flüssigkeit  wenigstens  mit  hinlänglicher  Annäherung  dieselbe  Form 

dU  =  — i—  d{pv) (2) 

w  —  1 

der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  zu  Grunde  gelegt  werden 
bnn.  Wäre  es  der  Fall,  so  wäre  die  angenäherte  Differentialgleichung 
iler  adiabatischen  Curvo  (§.  13): 

0  =  dU  +  pdv  =  pA_+_^_^  _|_  pd„ 

n  —  1 

dv        dp 
0  =  npdv  +  vdp  =  n —  -j-  — , 

V  p 

ilso  die  Gleichung  selbst: 

pv**  =  Cond (11). 

fi  §',  35  wurde  aber  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser,  in 
♦•Irhem  der  Dampf  überwiegend  (y  ]>  0,7)  ist,  nachgewiesen,  dass  durch 
iff^  Gleichung  in  der  That  bei  angemessener  Wahl  des  Exponenten  n 
lort  mit  fH  bezeichnet)  das  Aenderungsgesetz  von  p  und  v  bei  einer 
ustandaftndemng  ohne  Mittheilnng  oder  Entziehung  von  Wärme  mit  ge- 
üiTender  Annäherung  darstellbar  ist,  und  kann  daraus  umgekehrt  ge- 
hlossen  werden,  dass  mit  entsprechender  Annäherung  auch  GL  (2)  in 
icben  Fällen  zu  Grunde  zu  legen  ist,  in  welchen  eine  bedeutende  Mit- 
eilung  oder  Entziehung  von  Wärme  von  aussen  her  oder  eine  bedeu- 
nde  Wärmeerzeugung  im  Inneren  durch  die  Bewegungswiderstände  nicht 


634  AUSFLU8S  DSB  DIkPFE  AUS  OEFASSBN.  §•  lU- 

stattfindet,  das  Aenderungsgesetz  von  p  und  v  folglich  von  dem  darch 
Gl.  (11)  dargestellten  nicht  erheblich  abweicht. 

Wenn  also  nnter  solchen  Umständen  die  früher  für  die  Bevegnns 
der  Luft  entwickelten  Gleichungen  im  Folgenden  auch  ffir  Dämpfe  v*b 
beiderlei  Zuständen  Anwendung  finden,  so  ist  nur  der  Werth  von  n  d^u 

jedesmaligen  Falle  entsprechend  zu  wählen.  Insbesondere  fttr  Wasserdampf 

4 
ist,  wenn  ungesättigt,  n  =  — ,  anderenfalls  n  nach  §.  35  zu  bestimmen. 


a.   AusflusB  der  Dämpfe  aus  Gefässen. 
§.  111.  Theoretisehe  Formeln. 

Der  Ausfluss  aus  Gefässmündungen  ist  ein  solcher  Fall,  in  wdeVc 
nicht  nur  für  ungesättigten,  sondern  auch  für  gesättigten  Dampf,  dc<s^. 
Flüssigkeitsgehalt  eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  die    früher  ftr 
Luft  gefundenen  Gleichungen  anwendbar  sind,  wenn  der  innere  Znstani 
durch  Pressung  und  specifisches  Volumen  charakterisirt,  und   wena  nur 
dem  in  jenen  Gleichungen  vorkommenden  Coefficienten  n  ein  entspreck-L^ 
anderer  Werth  beigelegt  wird  wie  dort.    Dabei  werde,  wie  in  §.  101  f^ 
den  Ausfluss  der  Luft,  auch  hier  die  Annahme  zu  Grunde  gelebt.  «U^^ 
bis  zum  Ausflussquerschnitte  sich  die  Pressung  des  Dampf*« 
einer  gewissen,  der  m^^^  Potenz  des  specif.  Volumens  nmgekohrt 
proportional  ändert,  wo  dann  wie  dort  für  ein  so  grosses  Gefäss,  ii-<« 
die  Geschwindigkeit  in  demselben  =  Null  gesetzt  werden  kann,  dies4.*r  •<•- 
genannte  Ausflussexponent  m  zum  Widerstandscoefficienton  I  «i ' 
Mündung  resp.  des  Mundstücks  in  der  Beziehung  steht: 

n  —  m  »(1  -\-  C)      tn  —  1  n  —   1 

während  unter  dem  Ausflussquerschnitto,  hier  mit  F  bezeichnet,  t>^ 
jenige  Querschnitt  des  Dampfstroms  ausserhalb  der  Mündung  TersUzii 
wird,  in  welchem  zuerst  die  Bahnen  der  Dampftheilchen  hinlänglich  p  r*-i 
geworden  sind,  um  darin  einen  gleichförmigen  Zustand,  insbefM>ndcn*  mt 
gleichförmige  Pressung  =  deijenigen  des  äusseren  Raumes   vormn5Hn^ 
zu  dürfen  (§.  100).    Ist  dann  femer 
A  die  Ausflussöffnuug, 
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a  der  Gontractionscoefficient,  also  oA  der  kleinste  Querschnitt  des  con- 

tnüiirten  Strahls, 
Pq  die  Pressung,  vq  das  specif.  Volumen  im  Inneren  des  Gef&sses, 
p  die  Pressung  im  äusseren  Räume,  also  auch  im  Ausflussquerschnitte, 
V  das  specif.  Volumen  des  Dampfs  in  demselben, 
^}  gelten  nach  §.  101  die  folgenden  Gesetz^: 

Die  Ausflussgeschwindigkeit,  verstanden  als  die  Geschwindig- 
keit im  Ausflussquerschnitte,  ist  allgemein: 


=  |4_^,.,[._(£)^] 


Po- 


wachsend  bei  abnehdiender  äusserer  Pressung  bis 


tnax.u=  \/^ff  ^^iPo^o  für  p  =  0. 

Uebrigens  sind  zwei  Fälle  wesentlich  ztt  unterscheiden,   ob  nämlich 
?  ^  p'  ist,  unter  p'  eine  durch  die  Gleichung 

p_  =  (  ^  y=^^ . , (3) 

bestimmte  Pressui^  verstanden.  Ist  p  >>  p\  so  ist  der  Ausflussquorschnitt 
f  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  aA  identisch,  und  die  Ausflussmenge 
;Kgr.  pro  See.) 


G  =  oa]/ 2!, -^^  ?' 
w  n  —  1  Vn 


P\m  _   fP\    m 
1\PqJ  \Po> 


(4). 


Ist  aber  p  <C  p\  »o  ist  p'  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Querschnitt 
(lÄ.  dieser  also  näher  an  der  Mtlndung  und  kleiner  als  F\  die  mittlere 
Geschwindigkeit  =  u  in  ihm  und  die  Ausfiüssmengc  ergeben  sich  aus 
GL  (2;  und  (4)  mit  p  =  p  nach  Gl.(3): 


«  =    1/2^ 


G=:aA 


1/^        91       in  —  1'  l/2fl'  m  ,^. 

l/a«  -J^  »?_-iJ  (^-Y^^Zi 


KIM  +  1 
^_(     2     tePo (6), 
1  +  gW+iy   ,    üo 
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sind  also  unabhängig  von  der  äusseren  Pressung,  sofern  nicht  etwa  a  wsA 
C,  also  auch  m  mit  ihr  sich  etwas  ändern.  Ist  v  das  mittlere  specif.  Vti- 
lamcn  im  kleinsten  Querschnitte,  also 

Po<^o"*  =  P'«^'"*  =  Pf^  ' ^ 

so  folgt  f&r  den  Ausflassquerschnitt  F  aus  der  Gontinuitätsgleichung 

_,       Fu        aAu 
(x'=  —  =  — T— 

/ 

mit  Rücksicht  auf  GL  (2),  (3),  (5)  und  (7): 


V    u         \  pJ     y     m 


aA         V    u         \  pJ     I'     '«  +  1    1   / 


r-.i.a-F 


m  —  1 


<-+')©'-^©- 


) 

P 


unendlich  wachsend,  wenn  p  bis  Null  abnimmt 

Insbesondere  für  Wasserdampf  kann  in  diesen  Gleichungen  ps»Lt 

werden: 

4 
1)  W  =  -  ,  wenn  er  im  Inneren  des  Gefl&sses  ungesättigt  ist  n*. 

auch  bis  zum  Ausflussquerschnitte  ungesättigt  bleibt,   was  daran  crkanct 
wird,  dass 


-  "{'iY 


noch  grösser  ist,  als  das  specif.  Volumen  gesättigten  Wasserdampfes    --  . 
A  +  0,001  nach  §.  29)  fttr  die  Pressung  p, 

2)  »  =  1,035  +  0,1  yo  «ach  §•  35,  Gl.  (11),  wenn  er  im  Inm-f-  | 
dos  Gefässes  gesättigt,  im  Allgemeinen  feucht  und  y,,  ';>*  0,7-  ^h-  : 
specif.  Dampfiuenge  ist,  vorausgesetzt  dass  er  auch  bis  zum  Aosflas^|c-r-  * 
schnitte  gesättigt  bleibt,  daran  erkennbar,  dass  nach  GL  '7)  im  vorigtt  <.  | 


1 

y  --  "-^  --  -.  I  "0  v:  r  -  0,001 1  -  1 


gefunden  wird. 

3)  Ergiebt  sich  aber  mit  dem  auf  solche  Weise  vorl&ufig  angpooa 
menen  Werth  von  »  der  Dampf  im  Ausflussquerschnitte  im  ermteD  F»il* 
feucht,  im  zweiteu  ungesättigt,  so  ist  n  anfangs,  nämlich  bis  zq  deouenu>^-! 
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Qoersduiitt,  in  welchem  (bei  einer  gewissen  Pressung  p^  und  dem  entr 
sprechenden  specif.  Volumen  f^^)  der  Dampf  gerade  gesättigt^  aber  trocken 
ist,  im  ersten  Falle  =  ^/g,  im  zweiten  =  1,135,  allgemein  =  n^,  später 
im  ersten  Falle  =  1,135,  im  zweiten  =  ^/j,  allgemein  =  n^  zu  setzen. 
Dann  ist  auch 

ni  setzen,  und  ergiebt  sich,  wenn  p^  bekannt  ist,  der  resultirende  Afts- 
lussexponent  m  aus 


(B 


Po^  V  ^l    ^  \PoJ      \PiJ 

tn      Pq         m^       Pq         m^       p^ 

dann  der  resultirende  Mittelwerth  von  n  aus  Gl.  (1).  Zur  Bestimmung 
m  p^  hat  man  aber,  wenn  nach  §.  28,  Gl.  (4) 

1 

«   = 

;esetzt  wird,  die  Gleichung: 

p^  1  -  ^mo 


Po^"^  =  Pl^l''^  = 


ffno 
1 


Pi  =  IPoi^^o)'^]'-'''^ (10). 

^ei  ist,  wenn  die  Pressungen  in  Atmosphären  ausgedrückt  werden, 

a  =  0,6058     und     ^  =  0,9393. 

Ist  der  Wasserdampf  im  Gefässe  trocken,  aber  gesättigt,  so  findet 
wn  nach  Gl.(l)  und  Gl.  (3)  mit  n  =  1,135  beispielsweise 

für  C  =   0     0,05    0,1     0,25     0,5      1 
m  =  1,135   1,1278   1,1212   1,1052   1,0861   1,0632 

^-  =  0,5774  0,5789  0,5803  0,5835  0,5875  0,5925. 
Po 

Bei   der  Expansion   solchen  Wasserdampfes    ohne  Mittheilung   von 

^'inne   findet    eine    theilweise   Condensation  desselben  zu  Wasser  statt 

§-35^,  und  mnss  er  also  auch  hier  im  Ausflussquerschnitte  feucht  sein,  so 
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lange  g  eine  gewisse  Grenze  nicht  flberschreitet,  während  bei  grtaerem 
Widerstände  and  entsprechender  Wärmeerzengang  die  Condensatioii  ver* 
hindert  und  der  Dampf  überhitzt  werden  kann.  Er  wird  im  Ansflimqiier- 
schnitte    gerade   gesättigt   nnd   trocken   sein,    wenn   das   voraosgeset/tf 

Aenderungsgesetz  von  p  und  vi 

pp*»  =  ComU 

mit  der  Beziehung  zwischen  p  und  v  für  gesättigten  trockenen  Was^r 
dampf  identisch,  wenn  also  nach  der  empirischen  Formel  ^4 )  in  §•  ^^ 

ist.  Im  letzten  der  obigen  Fälle  (g  =  1)  war  diese  Grenze  schon  Olw- 
schritten,  somit  f&r  n  ein  Werth  etwas  ^  1,135  zu  setzen,  der  bei  irec»^ 
benen  Werthen  von  p  und  p^  nach  Gl.  (9)  und  (10)  berechnet  werd^: 
kann.    Z.  B.  für  p  =  1  Atm.  und  p^:^  A^  Atm.  ergiebt  sich: 

Pi=  1,648;     m  =  1,0906;     «  ==  1,199. 

Von  technischem  Interesse  ist  besonders  der  Ausfluss  höher  p^ 
spannten  gesättigten  Wasserdampfes  in  die  Atmosphäre,  z.  B.  die  Aa<- 
Strömung  desselben  durch  das  geöffnete  Sicherheitsventil  eines  Dami»:* 
kesseis.  Indem  dabei  p  <i  p  tm  sein  pflegt,  hat  man  nach  Gl.  (6),  »in* 
Pq  in  Atm.  ausgedrückt  ist  und  dem  Obigen  zufolge 

-  =  0,6058f»o^'^^^' 
b^i  Voraussetzung  trockenen  Dampfes  im  Kessel  gesetzt  wird,  mit 


^_j/9^ 


,6058m/     2      ,„._.     ^^^^^ 
— 7—  .  10333 


)m  — l 


G  =  aACp^^*^^^^ 11 

Mit  obigen  Werthen  von  m  ergiebt  sich 

für  g  =      0  0,05  0,1  0,25  0,5 

C  =  157,50     153,36     149,51     139,53     126,56 

nnd  wenn  p^  in  Gl.  (11)  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wäre, 

C  =  0,02018     0,01965     0,01915     0,017H8     0,01621. 
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§.112.  Yersache. 

Versttd^e  über  den  Ausfluss  des  Wasserdampfes  sind  bisher  nicht  iir 
lolchem  Umfange  und  in  solcher  Weise  angestellt  worden,  dass  daraus  die 
feo  Coef&cienten  a  und  g  in  den  Formeln  des  vorigen  §.  für  verschiedene 
''alle  beizulegenden  Werthe  mit  genügender  Zuverlässigkeit  abgeleitet 
rerden  könnten.  Zutn  Theil  aber  können  jene  Versuche  wenigstens  inso- 
ern  zar  Prüfung  der  Formeln  dienen  ^  als  sich  annehmen  lässt,  dass  die 
offücienten  a  und  g  bei  derselben  Mündungsart  nur  wenig  mit  ihrer 
rrösse  und  mit  den  Pressungen  unter  sonst  gleichen  Umständen  verän- 
^rlich  sind,  so  dass  eine  Bestätigung  jener  Formeln  darin  gefunden 
erden  kann,  wenn  sie  unter  solchen  Umständen  mit  wenig  verschiedenen 
erthen  von  a,  g  den  Versuchen  sich  anpassen  lassen.  Von  solcher  Art 
ad 

1)  die  Versuche  von  Thr^mery*,  deren  Resultate  der  französischen 
^rordnung  über  die  Dimensionen  der  Sicherheitsventile  von  Dampf- 
jsseln  zu  Grunde  gelegt  wurden.  Aus  einem  möglichst  gleichmässig  ge- 
Bten  Dampfkessel  Hess  man  dabei  den  Dampf  durch  regulirbare  rechte 
kige  Mündungen  in  dünner  Wand  ausströmen  und  beobachtete  deren 
<«se  =  A  sowie  die  Dampfspannung  im  Kessel  =  f^  für  den  Behar- 
igszustand,  bei  welchem  also  gleichzeitig  ebenso  viel  Dampf  ausströmte 

i  durch  die  Feuerung  entwickelt  wurde.    Meistens  war  -    kleiner,  als 

Po 
'  durch  Gl.  (3)  des  vorigen  §.  bestimmte  Grenzwerth,  so  dass  die  Aus- 

ismenge  nach  Gl.  (6)  daselbst  zu  beurtheilon  ist.    Wird  etwa  ^  =  0,05 

l«  =r  1,125  angenommen,  entsprechend  10^«  Wassergehalt  des  Dampfes 

Kessel,  so  ist  m  =  1,118  nach  Gl.(l)  und  —  =  0,581  nach  Gl.  (3), 

Po 
iass  hei  Voraussetzung  des  normalen  Atmosphärendrucks  ausserhalb  der 

ndung  die  Anwendbarkeit  von  Gl.  (6)  an  die  Bedingung 

7fiO 

p^  >  ^TTöT  9  ^'  ^  Po  >  1308  Millim.  Quecksilbersäule 

anden  wäre.    Wird  nun  m  für  die  verschiedenen  Versuche  constant 
^tzt,  so  folgt  aus  jener  Gleichung  (6)  bei  gleich  intensiver  Feuerung, 
gleichen  Aasflussmengen  O  im  Beharrungszustande: 

a  proportional  —  §/  - 

^^   Po 


*  Annales  des  mines,  Tome  XX,  1841. 
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und  ergiebt  sich  insbesondere  aus  den  Versuchen,  wenn  bei  grOs>ttr 
Pressung  p^  und  kleinster  Oeffnung  A  der  Propoijtionalwerth  von  a  =-  l 
gesetzt  wird: 


A  —  255,10 

229,59 

204,08 

178,57  Quadratmillint 

Po          1418 

1554 

1731 

1931    Millimeter. 

a  proportional  0,740 

0,752 

0,762 

0,783 

A  —  153,06 

127,55 

102,04 

76,53    Quadratmillim. 

Po  —    2183 

2509 

2959 

3596    Millimeter. 

a  proportional  0,811 

0,851 

0,906 

1 

Die  Verschiedenheit  dieser  Proportionalwertho  von  a  erscheint  .:. 
gesotzmässig,  als  dass  sie  durch  zufällige  Intensitatsschwanknngon  i- 
Feuerung  erklärt  werden  könnte.  Wenn  aber  solche  in  merklichem  G.%'  • 
nicht  vorkamen,  so  roussten  die  Heizgase  mit  um  so  höherer  Tem^^TJ*'.' 
entweichen,  um  so  weniger  Wärme  folglich  an  den  Kesselinhalt  ahiv 
und  musste  ferner  dieselbe  Wärmemenge  um  so  weniger  Dampf  im  k-^" 
bilden  (§.27,  Gl.  4),  je  höher  die  Pressung  und  die  Temperatur  im  K«— • 
waren,  so  dass,  unter  C  und  ß  positive  Constante  verstanden,  bos««-r 


aA 


V 


Po 


C{1  -  ßPo\ 


folglich  a  proportional  - 


I 


Po 


gesetzt  worden  wäre.  Durch  den  hinzugekommenen  Factor  ^1 — /'...i 
wenlen  die  Proportionalwerthe  von  «  für  die  grösseren  lVessun::i  s 
mehr,  als  für  die  kleineren,  vermindert;  und  wenn  somit  hieniurrl  'M 
olH>n  gefundenen  Unterschiode  von  a  zum  Theil  wenigstens  ihre  Erklir*^ 
linden,  worauf  auch  schon  Kolster*  aufmerk»im  machte.  erschfin«':i  41 
nicht  mehr  /u  gross,  um  sie  übrigens  als  den  Ausdruck  einer  gi^t.r 
sig\*u  Abhängigkeit  der  Coetticienten  (t,  m  von  den  Grössen  A^  p^  h*'«' 
zu  dürfen. 

:?^   Miuary   und   Resal  **   liesson   den   Dampf  durch    verschi« 
Mündungen   am  Ende   einos  ZuHnssrohrs   \on   o,ol5  Mtr.   Weite  iL 
Kummer    ausströmen,    von    welcher  ein   trichterförmig   sich    rrwntir 
Rohr  naoh  einem  Getas>e  nnt  kaltem  Wasser  führte,  so  dass,  ind»:.  -< 
Rand   des  Trichters   in   d;is  Wasser  eintauchte,  der  austritt rumte  h." 


*    l  olvr   dfts  Au>>tntmeD    von  Dampf  ontl  Loft  aas  CvefAs«inaD'i  .r:* 
Zeitsi'hr   de>  Vorcinsf  dtiu>cher  hiuonieure,  Ivm.  S.  711. 
♦•  lixilincvuiiur.  IN>2,  S  lol  and  1?H>^  5^  .^1. 
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rondeosirt  wurde  und  die  Ausflussmenge  in  einer  gewissen  Zeit  (von  10 
bis  30  Minuten)  aus  der  Gewichtszunahme  des  Wassergefässes  gefunden 
werdeü  konnte.  In  Folge  der  Schnelligkeit,  womit  diese  Condensation  er- 
folgt«, sank  die  Fressung  p  ausserhalb  der  Mündung  in  der  vorgenannten 
[[anuner  unter  den  Atmosphärendruck  und  wurde  durch  ein  Manometer 
jeraessen,  während  die  Pressung  Pq  im  Zuflussrohr  0,5  Mtr.  von  der  Mün- 
long  entfernt  beobachtet  wurde.  Das  Zuflussrohr  des  Dampfes  war  theils 
Inrch  Dampf  von  aussen  so  erwärmt,  theils  durch  Umhüllung  so  gegen 
Ibkühlung  geschützt,  dass  an  der  Stelle,  wo  die  Pressung  Pq  gemessen 
mrde,  der  Zustand  des  Dampfes  (nach  Ansicht  der  Experimentatoren) 
tets  nur  wenig  vom  Zustande  trockener  Sättigung  entfernt  sein  konnte, 
ol^cnde  Tabelle  enthält  die  so  gefundenen  Werthe  von  p  (Atm.)  und  O 
resp.  1200  6^,  nämlich  die  Ausflussmenge  in  Kgr.  in  20  Minuten)  bei  ver- 
:hiedenen  Worthen  von  Pq  (Atm.)  nebst  den  der  Tabelle  in  §.  29  zu  ent- 

ehmonden  Werthen  von  y^  =  —    für   eine  Ereismttndung   in  dünner 

^iffld  von  4  Millim.  Durchmesser  und  für  ein  conisches  Mundstück  von 
wMillini.  Mündungsweite,  mit  welchem  die  15  Millim.  weite  Zuflussröhrc 
^  allmähliger  Yerjüngung  auf  einer  Länge  von  42  Millim.  endigte. 


1 
Po 

yo 

Kreismündung  h 
Wand. 

i dünner 

Conisches  Mundstück. 

■ 

P 

1200  G 

a 

p        1200Ö 

a 

1,39 

0,8260    ' 

0,964 

2,650 

0,840 

0,967 

2,500 

1,037 

1,95 

1,1556 

0,955 

4,300 

0,939  ! 

0,908 

3,650 

1,041 

2,51 

1,4397    i 

0,816 

5,500 

0,948  ' 

0,855 

4,600 

1,036 

3,04 

1,7235    ' 

0,743 

6,817 

0,976  1 

1  0,789 

5,600 

1,047 

3,60 

2,0203 

0,724 

7,800 

0,948  1 

0,737 

6,500 

1,032 

4,20 

2,3349 

0,671 

•6,067 

0,949  , 

0,711 

7,500 

1,025 

4,79 

2,6415 

0,645 

10,200 

0,040 

'  0,671      8,400 

1,011 

5,37 

2,9406 

0,618 

11,233      0,926 

0,671      9,375 

1,010 

Mittel  - 

«0,933 

Mittel  = 

-  1,030 

I>or  Umstand,  dass  der  Dampf  au  der  Stelle,  wo  p^  gemessen  wurde, 
Ion  eine  gewisse  Geschwindigkeit  u^  bcsass,  nämlich,  unter  F  den  Quer- 
initt  des  Zuflussrohrs  verstanden, 

O 

Uq=  —  ^  =  15  bis  18  Mtr.  pro  See, 

ante  dadurch  nflherüngsweise  berücksichtigt  werden,  dass  p^  um 

(irsthof,  tlMorftt.  l>f«iM?hiii»Blehra.     L  41 
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yp-gp  ^  _ro__  «q* 

10333         10333   2g 

vergrössert  wird;  doch  liegt  diese  Correction,  die  in  den  verschied^D^ 
Fällen  nur  =  0,001  bis  0,005  Atm.  gefunden  wird,  vermuthlich  innti- 
halb  der  Grenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  (durch  ein  geschl  - 
senes  Quecksilbermanometer)  beobachteten  Werthe  von  p^.  Der  WM- r- 
standscoefficieut  g  betrifft  hier  theils  den  durch  die  Mdndung  re<i«.  i«: 
Mundstück  selbst  verursachten  kleinen  Widerstand,  theils  denjeuigrn  i-» 
0,5  Mtr.  langen  Stücks  der  Zuleitungsröhre  von  der  Messungsstcili»  1  • 
Pressung  pQ  bis  zur  Mündung.  Der  diesem  letzteren  entsprechende  Wil  :• 
standscoefficient  ist,  wenn  wie  für  Luft  nach  §.  106,  GL  (10)  mit  «  =  !»• 
d  =  0,015 

^^-5i?-3-^  +  0,01 

X  =  0,01355  +  -*?'^— ^. =  0,0366 

4 

gesetzt  wird,  bezogen  auf  die  Geschwindigkeit  im  Zuflussrohr 

=  0,0366  ^-^-  =  1,22 
15 

und  ergiebt  sich  danach  bezogen  auf  die  viel  grössere  Gesebwindigk*  i:  r 
Austlussquerschnittc,  d.  h.  als  Bestandtheil  von  ^  so  klein ^  dass  d^r  .>- 
sammte  Bewegungswiderstand  ohne  erheblichen  Fehler  als  aufgf»«.-» 
durch  die  lebendige  Kraft  betrachtet  werden  kann,  die  der  Dampf  in  ■  r 
Stelle,  wo  pQ  gemessen  wurde,  schon  besass.  Wenn  sonach  bei  unur> 
girten  Werthen  von  Pq 

g  =  ö    und    m  =  n  =  1,135 

gesetzt  wird,  so  ist  nach  Gl.  (3)  im  vorigen  §. 

^-  =  0,5774 

und  nur  bei  den  ersten  der  obigen  je  8  Versuche  p  ^  p\  also  i:  sjä 
Gl.  (4)  im  vorigen  §.  zu  berechnen,  während  in  allen  Qbrigen  F^li*3  jp 
Gl.  (6)  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Auf  diese  Weise  sind  die  Wertho  »  >" 
in  obiger  Tabelle  berechnet  worden.  Ihre  geringe  Verschiodonhtii  fu-  ^ 
verschiedenen  Fälle  bei  jeder  von  beiden  Versuchsreihen  kann  als  V»  •- 
tiguug  der  benutzten  Formeln  betrachtet  werden,  doch  sind  dir  M."  • 
werthe  =  0,933  und  1,03  offenbar  zu  gross,  und  bleibt  es  an^vi^. 
wieweit  die  Messungsfehler  von  y^,  p  und  A  sowie  die  Vora«s»eliDD<  ■•* 
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Znstandes  trockener  Sättigung  in  Betreff  des  der  Mündung  zuströmenden 
Dampfes  jene  Werthe  störend  beeinflusst  haben  mögen. 

3)  Napier*  stellte  Versuche  über  den  Ausfluss  gesättigten  Waaser- 
dampfes  auch  in  der  Weise  an,  dass  er  den  Dampf  in  eine  Vorlage  aus- 
»Irumen  Hess,  von  welcher  er  durch  ein  Rohr  in  Wässer  geleitet  und  da- 
darch  condensirt  wurde.  Die  Gewichtsmenge  des  in  einer  gewissen  Zeit 
aasgeflossenen  Dampfes  wurde  aber  nicht  aus  der  Gewichtszunahme,  sou- 
df^rn  ans  der  Temperaturerhöhung  dieses  Wassers  und  des  dasselbe  ent- 
haltenden eisernen  Gefässes  abgeleitet,  während  die  Pressung  theils  vor 
der  MQndung  im  Zuflussrohre  (vielfach  zugleich  in  verschiedenen  Entfer- 
aungen  von  der  Mündung),  theils  unmittelbar  hinter  derselben  in  der  Vor- 
lage gemessen  wurde;  letztere  (=  p)  konnte  zwischen  weiten  Grenzen 
'ariirt  werden  durch  entsprechende  Wahl  der  Weite  des  zum  Wasserge- 
asse  leitenden  Abflnssrohrs. 

Auf  Grund  gewisser  theoretischer  Betrachtungen,  die  übrigens  nicht 
ds  streng  wissenschaftlich  bezeichnet  werden  können,  setzt  Napier: 


p 


G=CAl/'^^--^^l (1), 


mter  C  eine  Constante  verstanden.    Indem  aber  dieser  Ausdruck  bei  ge- 
gebenen Werthen  von  Pq  und  Vq  für  p  z=  -p^  ein  Maximum  wird,  wäh- 

end  es  andenkbar  ist,  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  der  äusseren 
Messung  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  die  Ausflussmenge  ab- 

P         1 
ehmen  sollte,  betrachtet  Napier  jene  Gleichung  (1)  nur  f ür  -=-t  >  — 

Po        2 

P         1 
B  zutreffend,  und  setzt  dagegen  für  —  <    -  die  Ausflussmenge  beständig 

Po         2 

p  1 

i  gross  wie  für  -=  -,  also  unabhängig  von  p,  nämlich: 

Po        " 


2  ^  ^Q 


y^o (2). 


Bt  seinen  Versuchen  findet  er  diese  Formeln  in  sehr  befriedigender 
ebereinstimmung,  wenn  unter  der  Voraussetzung,  dass  G  in  Kgr.  pro 
tc..  A  in  Quadratm.,  p  und  p^  in  Atm.  und  die  specif.  Volumina  in 
abikm.  pro  Kgr.  ausgedrückt  sind. 


*  .,0n  the  velocity  of  steam  and  other  gases,  and  the  true  principles  of 
«e  dscharge  of  fluids,"  theilweise  bearbeitet  von  Prof  A.  Fliegner  im 
(riTilingeiiiear**,  Bd.  XVII  (1871). 
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fQr  eine  kurze  cylindrische  Ansatzröhre  mit  gut  abgerundetem  mnereiL 

Rande:   C  =  420, 
für  eine  Kreismündung  in  dünner  Wand:   C  =  382 

gesetzt  wird.    Sofern  dem  Widerstandscoefficienten  ^  in  beiden  Fällen  eis 

nahe  gleicher  kleiner  Werth  beizulegen,  der  Contractionscoefficient  a  aUr 

im  ersten  Falle  =  1  zu  setzen  ist,  wäre  derselbe  hiemach  im  zweit*  t 

Falle  ungefähr: 

382 

Aus  der  Beschreibung  der  Versuche  geht  dabei  übrigens  nicht  deotli*. 
hervor,  in  welchem  Grade  die  Contraction  etwa  nur  unvollkommen  war  .• 
Folge  eines  nicht  sehr  kleinen  Verhältnisses  der  Mündungsweite  rj- 
Weite  des  Zuflussrohrs.    - 

P         1 

Die  meisten  Versuche  entsprachen  dem  Falle:    -  <1  ^  •  für  wfJö*! 

Po         2 
Gl.  (2)  mit  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  von  einerlei  Form  ist.    Setzt  man  m  i ' 
letzteren  für  das  cylindrische  abgerundete  Mundstück  a  =  1,  C  =  <'"' 
und  «  =  1,135  gemäss  der  auch  von  Napier  zu  Grunde  gelegten  A> 
nahme,  dass  im  Inneren  der  Dampf  zwar  gesättigt,  aber  trocken  var,  "-* 
wäre  m  =  1,1278  und 


C  =  2  1/    2g — -— -    — ,—  — * .  10333  =  394; 


auch  mit  ^  =  0  ergäbe  sich  C  noch  etwas  <<  420«    Durch  die  muc 
hafte  Bestimmungsweise  von  O  aus  den  Versuchen  ist  diese  Differenz  ni 
zu  erklären,  da  Fliegner  auf  Grund  einer  genaueren  Bestimmunff  ii*i 
Coefficienten  C  noch   grösser  findet,  als  Napier;  dagegen  kann  e?  Jtj 
Fall  sein,  dass  der  Dampf  schon  vor  dem  Ausflusse  feucht  war.  f 

Andere  Versuche  Napier's  bezweckten  die  Bestimmung  der  Dn  H 
änderung  in  einem  mit  voller  Weite  ausmündenden  cylindrischen  Aa^^;)!^ 
röhre,  indem  verschiedene  Stellen  desselben  durch  abgezweigte  i»rc  "^ 
Seiteuröhren  mit  Manometern  verbunden  wurden.  Wan»n  auch  du  ^ 
nutzten  Ausflussröhren  zu  kurz,  als  dass  mit  einiger  Zuverlässigk«  it  yi\ 
das  Gesetz  des  Leituugswiderstaudes  von  Wasserdauipf  in  Röhn^ii  i» 
diesen  Versuchen  geschlossen  werden  könnte^  so  sind  sie  doch  \on  luttr-^' 
namentlich  als  unmittelbare  Bestätigung  der  Annahme,  dai»s  die  rre>^asf 
p'  im  kleinsten  Querschnitte,  der  hier  mit  dem  MündungsquerscLnittf 
identisch  war,   nicht  kleiner,  als  ungefähr  0^5 Pq  werden  kann,  wie  ^br 
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ich  die  äussere  Pres&nng  p  kleiner,  als  die  innere  Pressung  Pq  sein  mag. 
h  Versuchen  mit  der  inn^n  gut  abgerundeten  kurzen  cylindrischen  An- 
tzrohre  von  14,3  Millim.  Weite  z.  B.  ergab  sich  die  Pressung  p'  im  In- 
reo  der  Rohre,  wenige  Millimeter  von  der  Mündung  entfernt,  also  auch 
lezu  die  Pressung  in  dieser  selbst  für  p  =  1  Atm.  und 

p^  z=  1,933     2,000     2,067     4,000  Atm. 
p  =  1,025     1,067     1,100     2,200     „ 

^-  =  0,530     0,533     0,532     0,550. 
Po 

p 
h  anderen  Fällen  wurde  —  <  0,5  gefunden,  stets  aber  wenig  ver- 

Po 
chieden  trotz  sehr  verschiedener  Werthe  von  p^  bei  gleichen  Werthen 

on  />  <[  0,5/90    <>d6r   sehr    verschiedener  Werthe  von  p  bei  gleichen 

Berthen  von  p^  ^  2p,  z.  B.  bei  einem  Rohr  von  762  Millim.  Länge  und 

U  Millim.  Weite  für  ;>  =  1  Atm.  und 

^0=    2V,        2»/,  3  3»/,        3»/,  4      Atm. 

/=  1,033     1,133     1,233     1,333     1,417     1,500     „ 

t  =  0,443     0,425     0,411     0,400     0,386     0,375 
Po 

id  bei  einem  Rohr  von  95  Millim.  Länge  und  14,3  Millim.  Weite  bei 
=  4  Atm.  und 

p  =  1,800     1,000     0,667  Atm. 
p  =  1,767     1,767     1,783     „ 

?-  =  0,442     0,422     0,446. 
Po 

P 
ersteren   dieser  beiden  Fälle  nimmt  zwar         merklich  ab  mit  dem 

Po 

riiältnisse  — ,  jedoch  in  viel  geringerem  Grade,  als  dieses.    Fliegner 
Po 

a.  0.  macht  übrigens  auf  verschiedene  Umstände  aufmerksam,  wodurch 
±  die  Zuverlässigkeit  der  Napier'schen  Versuche  beeinträchtigt  wird. 


w 


/  I  \ 

I  > 
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§.  113.   SieherheitsTentile  ron  Dampfkesseln. 

Für  das  Sicherheitsventil  eines  Dampfkessels  mit  verticaler  Aio  m 
im  Allgemeinen  conischer  Sitzfläche  (Fig.  45)  sei 

Fig.  45.  g>  der  halbe  Oeffnnngswinkel  dieser  Eeg\r 

./<  fläche, 

l d  der  Durchmesser  des  Ventilrohrs  =  •« 

'j:^^^^        t         T\^^^  =  ^»  ^^8-  45)  =  dem  Durchmesser  w 

I  ^v^<\^  |>^^' ' V'j'^  \        der  unteren  ebenen  Yentilfläche, 

jtd^ 
F  =  — —  der  entsprechende  Quersduuti. 
4 

/  die  Horizontalprojection  der  Sitztiäch . 
■^tt  I  ojV::: —  h  ==  nc  die  Hubhöhe,  wenn 

'  '    Pq  die  Pressung  im  Inneren  des  Ressr.\ 

p  die  äussere  atmosphärische  Pressung, 
P  die  Belastung  incl.  Eigengewicht  des  Ventils  ist 

Ist  nm  =  h  sin  (p  das  Perpendikel  von  einem  Punkte  der  KnM5ii- 
nn  auf  den  Ventilsitz,- so  ist  die  Kegelfläche,  welche  durch  Drehiae  ^  •'- 
nm  um  die  Ventilaxe  erzeugt  wird,  als  der  kleinste  Querschnitt  '=  <:i 
des  ausfliossonden  Dampfstroms  anzunehmen,  der  überhaupt  von  ^t^/l 
Eintritt  in  das  Ventilrohr  bis  zu  jener  Stelle  die  Form  eines  Umdn"!.u';> 
körpers  hat  etwa  wie  derjenige,  dessen  Meridianschnitt  die  Yi-^- 
ahemnonmcba  (Fig. 45)  ist.  Unter  der  Voraussetzung  voUkommeuor  Tr^k-  v 
heit  des  gesättigten  Dampfes  im  Kessel  an  der  Stelle  des  Ventik  od»!  '-j 
Vernachlässigung  der  Bewegungswiderstände  bis  zum  kleinsten  Qaer?<b-'*^ 

■ 

d  /'  d 

ist  dann  die  Pressung  in  diesem  nach  §.111: 

p  =  0,blUp^, 

wenn  p  <  p\  also  p^  >  --|—   =  1,732p 

ist,  und  die  Ausflussmenge  im  Beharrungszustande  nach  GL(11\  §.  H* 

G  ^  aACpQ^^^^^^^  mit  C  =  157,5, 
wenn  p^^  in  Atm.  ausgedrückt  wird,  also  mit  Rücksicht  auf  obigen  Auv'r.t 
von   aA  und  mit  Hinzufügung  eines  erfahrungsmässig   zu  bestinus^t-  • 
Correctionscoefficienten  (i: 

Q=  630^/^ [1  +  ~  Hn(pcoBtp\-$inq>.p^^'^^ ' 


SICHR&HBITSVKMTILE  ^ 


i  hamffkbbbbln. 


Dod  insbesoDdero  bei  ebener  Sitzflache  ( y  ■ 


^^)- 


KfT.  pro  Sgc^  voraosgcsctzt  dass  F  in  Quadratmetern  ausgedruckt  ist.  Die 
Werthe  von 

lOnni'n  der  folgendeu  Tabelle  ontnommen  werden  event.  durch  Interpola- 
iLOD  mit  Hülfe  der  darin  glciclifalls  augegebcueu  Differenzen  fdr  eine 
[^essQugsdifferenz  von  0,1  Ätm. 


Po 

f(P.) 

Diff. 

P, 

/■(P„) 

15 

1,4816 

4,5 

4,2991 

'i 

1,9584 

0,0M« 

5 

4,7616 

is> 

2,4315 

6.5 

5,2226 

i 

2,901  e 

0.0»» 
0.0831 

6 

5,6824 

•SA 

3,3694 

0,5 

6,1410 

4 

3,8352 

7 

6,5986 

r 

O.0S16 

7,5 

7,0550 

o.otii 

9 

8,4191 

0,08  IS 

9,5 
10 

9,3250 

0.(»D5 

Aus  Versuchen  von  Kolster,*  deren  einzelne  Resultate  freilich  sehr 
"xlcötend  Ton  einander  abweichen  (besonders  ohne  Zweifel  infolge  der 
'thltT,  welche  den  schwierig  zu  messenden  sehr  kleineu  Hubhöhen  A  des 
chKcbendea  Ventils  anhaften)  ergab  sich  im  Mittel 

für  ein  Ventil  mit  ebener  Sitzfläche  p  =  0,9S 
„      „        «1.   conischer     „         P  ^  0,89. 
Wenn  bei  wachsender  Damp&pannung  im  Kessel  das  Sicherheitsventil 
Imblascn  anfängt,  ist  seine  Hubhöhe  h  Anfangs  nur  verschwiudeud  klein, 
inust  aber  allmählig  mehr  und  mehr  zu,  wenn  die  Dampfspannung  p^  zu 
'H'hsen  fortführt;  mit  p^  nud  h  wachst  gleichzeitig  die  Ausfiussmcnge  G. 
fird  nun  vom  Sicherheitsventil  verlangt, 
I   dass  es  abzublasen  anfange,  wenn  die  Pressung  im  Kessel  einen  ge- 
gebenen Werth  ;>!  erreicht  hat, 
-   dass  es  eine  gegebene  Danipfmengc  =  G  Kgr.  pro  See.  entweichen 
lasse,    wenn    die  Pressung   im   Kessel   einen  gleichfalls  gegebenen 
Werth  pQ  (>  Pi)  erreicht  hat, 
}  dass  diese  letztere  Pressung  ;»{,  als  Maximum  constant  bleibt,  wenn  0 


*  ZcitMhrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1867,  ü.  443. 
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die  Dampfmcnge  bedeutet,  welche  pro  See.  mehr  im  Kessel  entwickelt  ;il- 
ihm  anderweitig  entzogen  wird,  so  können  durch  diese  zwei  Bedingnii;:' '. 
zwei  Grössen  bestimmt  werden,  insbesondere  die  Grösse  des  Ventils  ti**: 
Querschnitt  des  Yentilrohrs  =  F  Quadratm.)  und  die  YentiibelastaDs  - 
P  Kgr.,  wenn  femer  gegeben  sind:  die  äussere  Pressung  =  p^  die  Fi^m 
der  Sitzfläche  (der  Winkel  (p)  und  ihre  Grösse  --^  f  Quadratm.  lahs^jlat 
oder  im  Verhältniss  zu  -F),  vorausgesetzt  dass  die  Pressung  ;:=  p^^  wilth« 
im  Augenblicke  der  Erhebung  des  Ventils  in  der  Sitzfläche  stattfindet,  oni 
die  Hubhöhe  h  als  Functionen  der  übrigen  Grössen  bekannt  resp.  U- 
stimmbar  sind. 

Der  ersten  obiger  Forderungen  entspricht,  wenn  die  Dampfst  ai- 
nungen  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  sind,  die  Gleichung: 

P=F{^^-p)-\-  /(p,  —  p)  =  {F  +  fffj^p^  —  p)    .  .  .  .: 

mit      <p  ==  ^~-^,     ^«  =  9,  +  ^  (1  _  y) \ 

Pi  —  P      P\  Pi 

Die  Verhältnisszahl  9)  kann  nur  orfahrungsmässig  bestimmt  «H-i'C 
durch  Versuche  mit  Ventilen,  deren  Sitzflächen  nicht  sehr  klein  sind.  ^  1 
den  beiden  Ventilen,  welche  Kolster  bei  seinen  oben  erwähnton  Versarlft 

benutzte,  ist  das  mit  der  ebenen  Sitzfläche  wegen  zu  kleinen  Verhiltn^^> 

/ 
-  5^=  0,0816)  zu  diesem  Zwecke  nicht  geeignet;  aus  den  Versuchtn  w 
F 

dem  conischen  Ventil  von 

2,,  schwed.  Zoll  (50,25  Millim.)  innerem  Durchmesser, 
2'!       „  „     (58,0        „      )  äusserem 

1 

16  " 


„     (1,55        „      )  Höhe 


der  Sitzttäche  (v,  =  0,308  j  ist  zu  entnehmen: 

g>  =  ^^'~ --  =  0,32  und  ^^  =  0,49  fttr  ^  =  4. 
Pi  —  P  Pi  P 

Aus  6  Versuchen  von  A.  v.  Burg*  mit  einem  Ventil  von 

*   21  oestr.  Linien  (46,1  Millim.)  innerem, 

24      ,,  „       (52,7      „      )  äusserem  Durchmesser 

*  Sitzangsberichte  der  math.  naturw.  Gl.  der  k.  Akademie  der  Wiv^r 
Schäften  zu  Wien,  Bd.  XLV,  Abth.  II,  S.  285.     . 
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/"  15  P 

der  ebenen  Sitzfläche  (also  -^  =  —  =  0,306)  bei  —  =  1,6  bis  5,7  er- 

riebt  sich  im  Mittel 

y  =  ^^^^Hl  =  0,72 
Pi—'P 

ohne   ersichtliche    Abhängigkeit    der    übrigens    bedeutend    differircnden 

Pi 

linzclwerthe  9)  von  jenem  Vorhältnisse  -  .    Im  Mittel  ergiebt  sich 

P 

^*-  =  0,80    für   ^^  =  3,6. 
Pi  P 

Das  Abhängigkeitsgesetz  der  Hubhöhe  A,  wovon  die  Erfüllung  der 
2feiten  obiger  Forderungen  abhängt,  kann  man  duf  folgende  Weise  zu  be- 
stiiunien  suchen  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  einen  gewissen  zur 
TeQtilaxe  senkrechten  ebenen  Querschnitt  bb  (Fig.  45)  des  Dampfstroms 
in  Ventilrohr  giebt,  in  dessen  Durchschnittspunkten  mit  den  Bahnen  der 
Dttopftheilchen  letztere  als  geradlinig  zu  betrachten  sind.  In  diesem 
^rschnitte,  dessen  Grösse  mit  kF  bezeichnet  sei,  herrscht  dann  eine 
flpichformige  Pressung  =  xp^  und  Geschwindigkeit  =  y,  und  dieselbe 
P^ssttng  xpf^  herrscht  in  dem  ringförmigen  Raum  mit  dem  Querschnitt 
**w,  welcher,  mit  ruhendem  oder  wenigstens  nicht  strömendem  Dampf  er- 
eilt, den  Dampfstrom  im  Ventilrohr  rings  umgiebt.  In  dem  gleichfalls 
WQ  nicht  strömendem  Dampf  erfüllten  Raum  onno  (Fig.  45)  zwischen  der 
l'nterfläche  des  schwebenden  Ventils  und  dem  Dampfstrom  sei  die  Pres- 
f^un  =  ap^.  Sie  ist,  wenn  in  dem  ganzen  schmalen  ringförmigen  Raum, 
^^  die  Sitzflache  des  Ventils  bei  seiner  Erhebung  beschreibt,  die  Pres- 
^  QäberangBweise  z=  p'  =  der  Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  oA 
f^tzi  wird,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

P^F{ap,-p)  +  f(p'—p), 
*1^)  nach  GL  (3):  ap^  =  p^  oder 

a  =  ^-^ (5), 

Po 

^m  p,=  «'  oder  ?^  =  ^-  ^^-  =  ^-^^  ,  d.  h.  ^^    etwas  >  0,5774 

Pi         Po  Pi  ^  ^  Pi 

?*^ptzt  wird,  was  den  obigen  Angaben  zufolge  besonders  bei  Ventilen  mit 

pbfner  Sitzfläche  nahe  zutreffend  zu  sein  scheint,  bei  sehr  schmaler  Sitz- 
flache aber  stets  nur  mit  sehr  kleinem  Fehler  verbunden  sein  kann. 

Bezeichnet  nun  u  die  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Querschnitte  aA 
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SO  ist  bei  Abstraction  yod  Bewegnngßwiderständen  bis  zu  diesem  Qn*  :• 
schnitte  ^'entsprechend  m  =  n  =  1,135)  nach  §.111,  Gl.  (5)  und  ,6  : 


I 


und  mit  /in)  =  — -  (^^-^j 


n       »  —  1 


2 


G=aA\/2g——^-U{n) 
f  h—Ivq 


p 
ferner  nach  §.111,  Gl.  (2)  und  (4),  vorausgesetzt  dass  ar  >       ,  d.  b.  x 

Po 
0,5774  ist, 


=  y  2^  „-  ZTi  ^o^'o  (1 


w  — 1 


f^  n  —  1  t'o 


H—  1 

G  =  X'/V"  1/  2g    -"    -  -"  (1    -  x~^  ) 


Die  Glcichsotzung   beider  Ansdrücko  von    G  nach   Gl. « 7    3* 

liefert: 

>         1 


4  (  1  -|-    j  sing)  co9(f  ]  ^  «itiy  -^^  ::>      .  ^**  §      1    —  x 


I 


',  das*  i  •  > 

r  iii-n  ^  •*-i!^ 
s^br.ir  i.*    ^ 


£ine  zweite  Relation  ergiebt  sich  mit  Rttcksicht  darauf,  das»  i  '  >\ 
wachs  an  ßewegungsgrösse,  den  die  zwischen  den  Querschnitten 
nA  enthaltene  Dampfinasse  (mit  dem  Meridianschnitt  hcm» 
im  Sinne  der  Ventilaxe  im  Zeitelement  dt  erf&hrt,  d.  L  ftr 
Hetzton  Beharrungszustand  der  dem  Uebergange  vom  Querst 
Qu(*rHchnitt  nA  entsprechende  Zuwachs  an  Bew^gungscr« 

G 

dt  im  Sinne  der  Ventilaxe,  =  ist  dem  Antrieb  der  ausser- 1  i"-l 

d.  h.  bei  Abstraction  von  der  hier  ganz  unwesentlichen  iuiss^r  l  X--  * 
kraft  (Schwerkraft)  ^-  der  mit  dt  multiplicirten  algebraiscbtc  ^-.- 
KrUfte,  welche  auf  die  Oberfläche  jener  zwischen  tF  und  nA  • -•". 
strömenden  Dampfmasso  im  Sinne  der  Ventilaxe  ausgeübt  ««-rdrs 
folgt  nach  Division  mit  dt  und  mit  Rtlckaicht  auf  du   Anaair.      ^ 
gloichförmigou  Pressung  —  p  in  der  durch  Umdreka^  ^s  ^c^^ : 
Linie  <m\n  entstehenden  Doppelkegelfl&che: 


4.    - 
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(ucosq>  —  y)  =  F(x  —  a)pQ (11) 

< 

ind  nach  Sabstitation  der  Ausdrücke  von  u\  y  und  O  nach  Gl.  (6),  (8) 
und  (9): 


2nk      LI/  --Zi  /  I  /«  ^  1         1/^  -—l\ 

«"  |/   1  —  a?  •*    (  CM^)  ■/  -— j—  —  y   1  —  «  **    1  =  0?  —  a 

2„j^      1  r  ^^1  1  /n  1  *^^  1 

f  =  x+  -— ^x-|^l  — ^  "    —  «,*9)  J/  —-^(1  —X  -  )J.(12). 

lierdorch  ist  x  und  dann  durch  61.(10)  auch  —    resp.  -  als  Function 

OD  a,  l  und  9)  bestimmt  Dem  Augenblick  der  Erhebung  des  Ventils  von 
.»inem  Sitze,  für  welchen  p^  =  p^^  also  a  =  1  ist,  entsprechen  die 
ferthe  x  =  1  und  A  =  0  unabhängig  von  k  und  9),  wie  es  sein  muss. 
I^Q  nur  wenig  ]>  p^,  also  a  nur  wenig  <<  1,  so  wird  auch  x  nur  wenig 
r  1  und,  wenn 

1  —  ^  -  =  I 

«etzt  wird,  §  ein  kleiner  Bruch  sein;  behufs  einer  ersten  Annäherung 
an  dann 

«       i  1    . 


jr=r  a  -  g)"-'=  1 -I;    «»=1  — 


»  — 1"'  »  —  1" 

letzt  werden  and  somit  nach  61.  (12): 

■=.-,^i+.-^T(.-rii)[i— »|/:t:i] 

sr  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  g,  als 
•  ersten, 

r  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Werth  von  g  liefert  einen  Nähe- 
gswerth  von  -    nach  GL^lOj: 


652  SICHEBHEITSYENTILB  VON  DAMPFKESSELN.  §•  Ho. 

4  r     /-(n)    V       «_i/r   n  — 1 

Insbesondere  fUr  ein  Yontil  mit  ebener  Sitzflächc  (co*^  =:  ••. 
fttr  welchen  Fall  i  <i  0,5  sein  muss,  d&mit 


n  — 1    1  —  «   ^ 


sei,  ergiebt  sich: 


4  r     /(«)    V  n    1  —  2A/  r     »1  —  2* 


d      4r    /( 

Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung  ist: 

h 


=<'--^:-)r-:- '■ 


d 
deren  Coefficienten  C  und  /w,  obgleich  sie  ^'egen 


\ 


k=iC''  /('•^         --- 


n  — 1  2« 

mit  n  =  1,135  in  der  Beziehung 

3,83  C  -f  m  =  1,135 

stehen  sollten,  doch  besser  unabhängig  von  einander  erfahrungsmäs^i?  .1 
bestimmen  wären,  um  die  Mängel  der  Formel  bis  zu  gewissem  Grade  ii- 
durch  zu  beseitigen. 

Dass  abrigens  Gl.  (15)  bei  Voraussetzung  eines  constanton  (\vft- 
cienten   k    (ebenso    die    etwas  allgemeinere  Gleichung  (16)   bei   V«nc- 
Setzung  constanter  Coefficienten  C  und  m)  nicht  auf  beliebig  kleine  Won 
von  a  ausgedehnt  werden  kann,  ist  daraus  zu  entnehmen,   dass  ihr  *.: 
Maximum  von  h  entsprechen  würde: 


..1^^  *  —      *     lA— 1    ^.      1     1  --  if  1 

nutx,  —  —  — — -  1/  _  fiir    _    —  =^  _ 


3  r       f{n) 


^  6V3  r      /•(»)  n  1  —  2k  3^ 

insbesondere  mit  n  =  1,135: 

max,]  =  0,228it    fttr   a  =  0,622  +  0,756*, 

80  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  von  a,  also   bei  weiter  rnwy 
meuder  Pressung  p^  die  Hubhöhe  A  wieder  abnehmen  wOrde,  was  offeatvi« 
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nnmöglicli  ist     Unter  diesen  Umständen  und  weil  auch  k  nach  einem   * 
sbrigeD3  nur   empirisch    bestimmbaren  Gesetze  mit  a  veränderlich  sein 

kann,  mag  mit  Eolster*  für  das  Verhältniss       eine  Gleichung  von  der 

d 

form 


^  nnq>  =  c(\  —  \/~\    mit   A=-=^^ (17) 

d  \  f    A)  a         p^ 


angeDommen  werden,  welcher  A  =  0  für  Po  =  p^  und 

\dj  _      C_  J_ 
dA  2«inGp      A. 

Dt^pricht,  so  dass  danach,  wenn  p^  oder  A  ohne  Ende  wächst  {a  bis  Null 
bnimmt),  auch  die  Hubhöhe  beständig  wächst,  indem  sie  mit  abnehmender 

timelligkeit  sich  der  Grenze  -; —  d  nähert,  wie  es  offenbar  den  thatsäch- 

iäen  Verhältnissen  entsprechend  ist,  wenn  der  Constanten  C  ein  Werth 
ike  =  0,25  beigelegt  wird  entsprechend  einem  kleinsten  Querschnitte 
»ifichen  Ventilsitz  und  Ventil  =  dem  Querschnitte  F  des  Ventilrohrs. 

Aus  Versuchen  von  v.  Burg  (am  oben  angeführten  Orte  beschrieben) 
dt  einem  Ventil  von  ebener  Sitzfläche  (innerer  Durchm.  =  46,1  Millim., 
a.«erer  =  52,7  Millim.)  bei  Pressungen  bis  5  Atm.  und  bis  etwa  V3  ah- 
ehmenden  Werthen  von  a  leitete  Kolstejr  die  Formel  ab: 


^'^(^""1/1)"=^'^^^  "~^''^' 


h 
d  " 

clehe  mit  Rücksicht  auch  auf  conische  Sitzflächen  verallgemeinert  werden 

a?  ZQ: 

h 


stng>  =  0,3(1  —  Yä) (18). 

o 

och  Kolster's  eigene  Versuche  mit  einem  ebenen  und  einem  conischen 
♦-ntil,  bei  denen  aber  a  stets  nur  wenig  <[  1  war  {a  >  0,92),  ent^ 
^r^chen  dieser  Formel  insoweit,  als  bei  dem  weniger  genauen  Messnngs- 
^rfahren  der  kleinen  Hubhöhen  h  erwartet  werden  kann.  — 

Um  nun  den  beiden  oben  genannten  Forderungen  zu  genügen,  dass 
H  Ventil  bei  der  Pressung  p^  angehoben  werden  und  bei  der 
rosseren  Pressung  p^  so  weit  gehoben  sein  soll,  dass  es  G  Kgr. 


*  Zeitschr.  des  Vereins  deotscher  Ingenieore,  1S67,  S.  722. 
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Dampf  pro  See.  entweichen  lässt,  hat  man  nach  GL(1),  worin  ohsi 
wesentlichen  Fehler  immer 

t_L_   ^     • 

1  -| — -  »tng>  cosq>  =  1 
d 

gesetzt  werden  kann,  mit  Rücksicht  anf  Gl.  (18)  und  mit  a  =    -  die  «r- 

Po 
forderlichi^  Grösse   der   vom   inneren  Rande   der  Sitzfläche    nmgn'iizt'& 

Kreisfläche : 

1  G 


1  ^  rv     , 

—  ,  —  Quadratmeter 

55  G^ 


—-. Quadratcentimeter 


entsprechend  /u  =  0,962;  der  Werth  von  fiPo)  ist  dabei  obiger  TiWe 
zu  entnehmen.  Wird  dann  die  Breite  der  Sitzfläche,  also  /  entspret^^ 
angenommen,  so  ergiebt  sich  die  nöthige  Yentilbelastung  P  (incL  ßr> 
gewicht)  aus  Gl.  (3)  mit  einem  angenonmienen  Werth  von  g>^  etwa  7=  '.i 
Die  Unsicherheit  dieses  Coefficienten  9)  macht  eine  mög^chst  schnJt 
Sitzfläche  zweckmässig. 

Wenn  man  vom  Sicherheitsventil  verlangt,  dass  es  bei  der  Maictjfc 
pressung  Pq  die  ganze  im  Kessel  entwickelte  Dampfmenge  entweich«! 
lasse,  wenn  man  also  in  Gl.  (19) 

G  =  tu  ff 

setzt,  unter  ß  die  Heizfläche  (feuerberOhrte  Fläche)  des  Ke>><^  ■ 
Quadratm.  und  unter  m  die  pro  See.  und  Quadratm.  Heizfl&cbe  venkni-fli 
Wassermenge  in  Kgr.  verstanden,  so  muss  für  jene  Pressung  p^  ein  •^' 
sentlich  grösserer  Werth  zugelassen  werden,  als  für  diejenige  --  f|.  ^ 
welcher  das  Ventil  abzublasen  anfangen  soll,  widrigenfalls  letztere»  ut*!) 
massig  gross  gemacht  werden  müsste.  Macht  man  z.  B.  nach  einer  Fun^ 
welche,  auf  den  im  vorigen  §.  besprochenen  Tb r^mery 'sehen  Vorsu  4 
beruhend,  seitdem  in  die  Dampfkesselregulative  mehrerer  Staaten  übtr.-sl 


,.-0.- 


-  Centim.« 
.412  ' 


worin  Pq  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist,  also 

Fr-    ^    =^^-^^-Quadratcentim.. 
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!^  folgt  aas  der  Yergleichung  mit  dem  Ausdrucke  (19),  wenn  darin  O  = 
müT  gesetzt  wird, 


-y7  =  i  -lA  =i^ 

^  y  p,    1,69^ 


Po  -  0,412 


/(?o) 


1^"" (20). 


Kt  Cocfficient  m  (bei  forcirter  Heizung  und  massig  grosser  Heizfläche  bis 
vd  etwa  0,025  zu  steigern)  kann  für  gewöhnliche  stationäre  Dampfkessel 
Qüil  Schiffs -Köhrenkessel  durchschnittlich  =  0,009,  für  Locomotivkessel 
-'  0.015,  für  Schiffskessel  mit  weiten  Feuerzügen  =  einem  dazwischen 
lit'genden  Werthe  gesetzt  werden,  und  man  findet  aus  Gl.  (20)  beispiels« 
weise 

für  Po  =     2  4  8   Atm. 

A=  —  =^-^-=  1,17     1,20     1,22  mit  m  =  0,009 
a         pi 

=  1,24     1,28     1,31     „     m  =  0,012 
=  1,31     1,37     1,41     „     f»  =  0,015. 

I  Um  die,  Bücksicht  auf  Verhinderung  der  Möglichkeit  einer  über- 
tls$ig  grossen  Dampfspannung  mit  der  Rücksicht  auf  praktisch  angemes- 
Ine  Dimensionen  des  Sicherheitsventils  zu  vereinigen,  ist  in  61.(19)  für 
I  ein  solcher  Werth  anzunehmen,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  p^  stets 
loch  etwas  kleiner  bleibt,  als  die  Pressung  bei  der  gesetzlichen  Druck- 
vobe  des  Kessels.  Nach  den  allgemeinen  Bestimmungen  Aber  die  Anlage 
im  Dampfkesseln  für  das  Deutsche  Beich  v.  29.  Mai  1871,  §.11,  hat 
Druckprobe  mit  einem  Ueberdrucke  zu  geschehen,  welcher,  jenach- 
der  beabsichtigte,  d.  h.  derjenige  Ueberdruck,  bei  dem  das  Sicherheits- 

itil  sich  heben  soll,  -^^   5  Atm.  ist,  das  doppelte  desselben  resp.  um 

Atm.  grösser  als  derselbe  ist.    Wird  also  etwa  mit  Kolster 

^  =  ui  =  1,25  oder   a  =  0,8 
Vi 

■ 

■genommen,  nach  61.(19)  also 

F= ^.--  ^  =  J^y^ (21) 

^oadratcentimeter  festgesetzt,  unter  G  Kgr.  die  ganze  pro  See.  im  Kossol 
utwickelte  Dampfinenge  verstanden,  so  wäre  der  grOsstmögliche  Uober- 
imck  im  Betriebe 
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für  Pi—    2      4       6 

8 

10    Atm. 

l,25pi  —  1  —   1,5     4     6,5 

9 

11,5     „   , 

der  Probe-Ueberdruck  —    2       6     10 

12 

14       „ 

folglich  um        0,5     2     3,5 

3 

2,5       „ 

grösser.  Zu  noch  grösserer  Sicherheit  und  zur  Vermeidung  unnüthii>>i 
Dampfverlustes  bleibt  es  immerhin  rathsam,  den  Kesselwärter  dahin  zu  iv 
struircn,  dass  er  das  Feuer  zu  massigen  hat,  sobald  das  Ventil  abznMiL»! 
anfingt,  dieses  also  in  erster  Reihe  lediglich  als  eine  SignalvorrichtouE  a 
betrachten. 


ß,   Bewegung  der  D&mpfe  in  Röhren.  ! 

■ 

i 

I 

§.114.  Bewegung  in  einer  R9hre,  dareh  deren  Wand  eine  nnr  ■nw'viuj 

liehe  Wftrmeleitiing  sUttflndet. 

• 
Die   Röhre  habe   einen   coristanten   Querschnitt  =   F^    ihr  inn-rff 

Durchmesser  (event.  ihr  mittlerer  Durchmesser *=  dem  vierfachen  Itlal 

dividirt  durch  den  Umfang  des  Querschnitts)  sei  =  d^  und  ^  der  ci».'^ 

falls  als  constant  vorausgesetzte  Winkel,  den  die  im  Sinne  der  ßt^wr-jj^ 

genommene  Mittellinie  der  Röhre  mit  der  Richtung  der  Schwere  biM'  U  f 

das  Gewicht  des  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  strömenden  I>ampti( 

Ferner  seien  die  Pressung,  das  specif.  Volumen,  die  absolate  Temperkti 

die  Geschwindigkeit  und  die  Geschwindigkeitshöhe  im  Anfangsquersclu 

=  Pq,  f»o,  T^j,  Wq,  IIq^  in  der  längs  der  Mittellinie  gemessenen  Entfeni! 

%  von  demselben  =  p^  r,  7*,  ti,  //,  und  im  Falle  gesättigten  DampfoN  ti  ki 

im  Allgemeinen   eines  Gemisches  von  solchem  und  gleichartiger  Mu^'''*^' 

keit:  y^  und  y  die  entsprechenden  specif.  Dampfmengen  (Kgr.  in  1  K.*^ 

des  Gemisches;. 

Die  Gleichungen,  welche   in  §.  105  fttr  die  Bewegung  von  Lu:* 

Röhren  entwickelt  wurden,  sind  hier  nicht  brauchbar,  weil  sie  q.  \ 

der  hier  nieht  zutreffenden  Zustandsgloichung  pr  —-  RT  bemhen;  ic< 

sondere  die  dort  zur  Vereinfachung  gemachte  Annahme  einer  con<t..- 

Temperatur  würde,  wenn  sie  auch  für  ungesättigte  Dämpfe  mit  ähLi. 

Annäherung  wie  dort  zulässig  wäre,   doch  der  abweichenden   Zu'^ir-'* 

gleichung  wegen  nicht  die  gleiche  Vereinfachung  der  Formelii  benirii  ; 

während   sie  für  gesättigte  Dämpfe  die  onznläsaige   Vonwssetxug  o-*- 

stanter  Pressung  einschliessen  würde. 
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Nach  §.  110  gilt  nun  für  ungesättigte  wie  für  gesättigte  Dämpfe 
aosser  der  Continuitätsgleichung: 

Fu=  Gv (1) 

iQck  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  einerlei  Form: 

dH  +  vdp  z=  dM  —  dB  =  costpds  —  —  JTds (2) 

d 

nit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  von  dJf  und  dB  nach  §.  104,  während 
im  Tebrigen  streng  genommen  jene  zwei  Fälle  gesättigten  und  ungesätr 

• 

Ögten  Dampfes  unterschieden  werden  müssten.  Wenn  aber  in  beiden 
PäUett  näherungsweise  wie  in  §.111,  unter  m  eine  Constante  verstanden, 

P^*^  =  Po^o"* (3) 

!tsetzt  wird,  so  kann  die  Au^^be  zunächst  darauf  beschränkt  werden,  die 
Irei  Grössen  pj  v  und  u  resp.  H  unter  übrigens  gegebenen  Umständen  als 
''onctionen  von  s  zu  bestimmen,  was  in  beiden  Fällen  gleicher  Weise  mit 
]älfe  der  Gleichungen  (1) — (3)  geschehen  kann.  Die  Voraussetzung 
faer  Gl.  (3)  ist  dabei  um  so  mehr  gerechtfertigt,  und  kann  ausserdem 

■  so  eher 

4 

m  =  «,  nämlich  =   -  resp.  =  1,035  +  0,1  yo 

3 

är  li^tändig  angesättigten  oder  gesättigten  Dampf  gesetzt  werden,  mit  je 
^ringerem  Fehlet  die  massige  Wärmeentwickelung  durch  den  Leitungs- 
aderstand als  aufgewogen  zu  betrachten  ist  durch  einen  massigen  Wärme- 
^rlast  nach  aussen  in  Folge  des  inneren  Temperaturüberschusses  und  der 
iUf  h  bei  Umhüllung  mit  schlechten  Wärmeleitern)  nie  ganz  vermeidlichen 
finueleitung  der  Rohrwand.  Es  wäre  m  etwas  kleiner  zu  setzen  bei 
kfrwiegender  Grösse  des  Leitungswiderstandes,  etwas  grösser  bei  über- 
'i^'sendem  Wänneverlust  durch  die  Rohrwand. 
Nach  GI.(l)  und  (3)  ist  nun 


ro  «0        r     M^'     p^         \vj         \h) 

\A  die  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von 

_      ,  —  _-  ^    m  m   -  A 


(4), 


—  H^dH 

m-f-l 


-   "  2  n.,  \  Hl      ^" 


u 
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in  Gl.  (2)  liefert: 


m  +  l 

2    i/o  W^ 


dIT  =\X    -  —  eostp)  ds 

\    d  J 


Mit  einem  erfahrungsmässig  angenommenen  constanten  Mittel«  ortl 
von  X  ist  durch  Integration  dieser  Gleichung  b  als  Function  von  7/,  ff  .:- 
lieh  R  als  Function  von  s  bestimmt,  dann  auch  p  und  r  durch  GL  i. 
Nach  §.110,  Gl.(l)  oder  (7)  findet  man  endlich  Tim  Falle  ungesättigt.: 
Dämpfe  resp.  y  im  Falle  eines  Gemisches  von  gesättigtem  Dampf  il* 
gleichartiger  Flüssigkeit. 

Die  Differentialgleichung  (5)  wird,  wenn  darin  m  =   1    und  /  - 
=  RT  gesetzt  wird,  identisch  mit  Gl.  (7),  §.  105 ,  wie  es  sein  muss;  ar. 
aber  ihr  Integral,  dessen  Berechnung  bei  beliebigen  Werthen  Ton  »  it.' 
angenäherte  Quadratur  für  jeden  speciellen  Fall  erfordern  würde,  li-- 
mein  und  in  endlicher  Form  zu  erhalten,  werde  der  Einfluss  der  SchT-*- 
bei  geneigter  Lage  der  Röhre  insofern  nur  näherungsweise  berücksiohtir, 
als  nach  Division  der  Gleichung  mit  H  in  dem  Gliede  mit  co9^)  statt  «ht^t 
Veränderlichen  H  ein  constanter  Mittelwerth  H*  gesetzt  werden  mag.  Iv 
durch  geht  die  Gleichung  über  in: 

fX         eos^\  m  PqVq  fffoY'i  "^  ^         ^^ 

[d  -  jr) ^'  =  2  M;[n)     "^X  ^  U 

und  liefert  durch  Integration,  wenn  wie  in  §.  105  mit 

Ä  =    —  «ro«if'  ' 

die  (positive  oder  negative)  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Län;;*- » 

bezeichnet  wird, 

I 


«      ,      A  m       p^v^ 


n 


^  d   '^  It  —  m  +"l  ^lll  \^        \Jl)    '   J         '"  Jf, 


♦    •    • 


für  Ä  =  0  nach  obigen  Substitutionen  (m  =^  1,  p^r^^  =  BT^   iiU-r^c^ 
stimmend   mit  Gl.  (10)  in  §.105.    Auf  der  rechten  Seite  von  GL  t.    « 

übrigens  das  zweite  Glied  Un     -)  in  der  Regel  sehr  klein  im  Vorc'-  1 

\       7/q/ 

mit  dem  ersten;  z.  B.  für  m  =  1,135,  p^=2. 10333,  r^  =  0,8:>i«i»  i  -  * 
und  JIq=  20  («0=  19,8)  findet  man  das  Verhältniss  des  orsttß    - 
zweiten  Gliede 
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=    449        404        356 
für  -^  =   1,25         1,5  2 

m 

-^  =  f-^)  '  =  0,881     0,794    0,675. 

Bei  Yernachlässigang  von  In  -  —  folgt  ans  GL  (6): 

JIq 

f^P'^  1  _  ^L+i  I^(xL  +■') (7), 

^  H'  =  Hq   und   obige  Snbstitutionen   übereinstimmend   mit   §.  105, 
GL -12).   Wenn  indessen  h  gross  ist,  kann  vorläufig  mit  JB*  =  Hq  ein 

Xäherungswerth  H^  von  J?,  dann  mit  JB*  =  —^—~ — ~  ein  corrigirter 

Werth  Ton  H  berechnet  werden. 

Sind  die  Geschwindigkeits-  und  Pressungsänderungen  in 
ier  Röhre  sehr.klein,  so  kann  aus  Gl.  (7)  gefolgert  werden: 

Diui  daraus  nach  Gl.  (4): 

-    f  =  *  +  ^(^i^o  +  *) ^^>' 

f  =  ^  -  A-At^o  +  ä) (10). 

Was  den  dem  Coefficienten  X  in  diesen  Gleichungen  beizulegenden 
^enh  betrifft,  so  wird  es  am  angemessensten  sein,  denselben  in  Erman- 
?^lQDg  specieller  Versuche  einstweilen  wie  fttr  Luft  (§.  106,  Gl.  10)  anzu- 

lehroen.  — 

Der  Einfiuss  besonderer  Widerstände  kann  nach  den  Formeln  in 
.108  beurtheilt  werden,  insoweit  die  Temperatur  in  denselben  nicht  vor- 
kommt und  vorbehaltlich  der  dem  Coefficienten  n  beizulegenden  ent- 
prochcnd  anderen  Zahlenwerthe.  Die  Widerstandscoefficienten  g,  übrigens 
luch  für  die  Bewegung  der  Luft  nur  sehr  mangelhaft  durch  wenige  Ver- 
gehe geprüft,  können  auch  hier  nach  Analogie  derselben  angenommen 
werden,  um  so  mehr,  als  sie  nicht  allzu  verschieden  zu  sein  scheinen  von 
len  besser  bekannten  Werthen  dieser  Coefficienten,  die  für  die  Bewegung 
l(;b  Wassers  unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  — 

42* 
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Beispiel.  —  Einer  unterirdischen  Wasserhaltungsmaschine  soll  d»r 
Dampf  von  den  über  Tage  befindlichen  Kesseln  durch  eine  180  Mtr.  hw^ 
Rohrleitung  zugeführt  werden,  welche  30  Mtr.  weit  horizontal  bis  /iir 
Schachtmündung  fortgeführt  ist  und  dann  vertical  in  den  150  Mtr.  titf* 
Schacht  hinabgeht.  Beim  Eintritt  in  die  Leitung  habe  der  gesättu*- 
Dampf  eine  Pressung  von  3  Atm.,  also  bei  Voraussetzung  vollkommt'is»r 
Trockenheit   (yo  =  1)    ein  specif.   Volumen  Vq=  0,5875    §.  2y.    In- 

Weite  d  =  0,18  Mtr.  der  Leitung,  resp.  ihr  Querschnitt  F  =  •' 

4 

0,02545  Quadratm.  sei  so  gewählt,  dass  die  anfängliche  Geschwindi^'k^ /- 
höhe  Hq^^  20  Mtr.  oder  die  Anfangsgeschwindigkeit  «^,  =  y'2.1»,öl.: 
=  19,8  Mtr.  pro  See.  ist,  entsprechend  einer  geleiteten  Dampfmenge 

G=     "^  =  0,858  Kgr.  pro  See. 

Nach  §.  106,  Gl. (10)  wäre  für  Luft  unter  gleichen  Umständen: 

X  =  0,01355  +  9^91?^  ^0018  _ 

0,18yi9,8 

wird    also    hier   X  =  0,018    angenommen    und  bei  Ausschluss  anJ»-:  : 
Widerstände    eine    so    sorgfilltige  Umhüllung   der  Röhre    mit    schhxhv- 
Wärmeleitern  vorausgesetzt,  dass  der  Wärmeverlust  durch  die  R(»hr»4. 
von  der  Wärmeentwickelung  durch  den  Leitungswiderstand  gerade  aut.» 
wogen  wird,   so  ist  nach  Gl.  (7)  mit  m  =  1,135,  h  =  —   150- und  H 

=  II^=  20: 


20X1.0675^        ^  2,135      _   *  20_  (    c\  9K  ^^^*  ^''^^ 

JS)        ~      ~      1,135  3  To333  70,5875  V'   ^0,18   ~  ~20 


H 

=  1,02075  ;     H  =  20,415 
20  ' 

und  damit  nach  Gl.  (4V- 

p  =  3. 1,02075- ö'^«^^=  2,965  Atm., 

entsprechend   einer  Druckabnahme  =  0,035  Atm.    Ist  aber   am   1h - 
fenden  Orte  der  mittlere  Barometerstand  --  0,74  Mtr.,  die  mittlen-  l  •' 
temperatur  =  20^,  also  das  mittlere  specif.  Gewicht  der  äusseren  Lur 

=  10333  ^'l\  :  29,4.293  =  1,168  Kgr., 
0,4  6 

so  nimmt  der  Barometerstand  längs  der  Dampfleitung  bis  zur  S:iu«i.' 
sohle  um 
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150  .  1,168 


13596 


=  0,013  Mtr. 


oder  der  Lnftdmck  um    --=—  =  0,017  Atm.  zp,  der  üeberdruck  des 

0,76  ^ 

Dampfs  also  vom  Anfang  bis  zum  Ende  der  Leitung  um 

0,035  +  0,017  =  0,052  Atm. 
ab.  so  dass  er,  am  Anfange  derselben 

3  —  ^  =  2,026  Atm. 
0,76 

^'tragend,  am  Ende  nur  noch 

2,026  —  0,052  =  1,974  Atm. 

hetngL    Nach  01.(4;  ist  das  specif.  Volumen  im  Endzustande: 

V  =  0,5875yi^d75  =  0,5936 

«td  die  specif.  Dampf  menge  mit  A  =  0,5931  nach  §.29: 

r  — 0,001         ^^^^, 
y  = ;     -  =r  0,9991. 

Die  theilweise  Condensation  in  Folge  der  Expansion  des  Dampfes  ist  also 
^  l^eringTügig,  dass  sie  im  Vergleich  mit  dem  Einflüsse  einer  etwa  über- 
•chiissigen  Abkühlung  durch  die  Wärmeleitung  der  Rohrwand  nicht  in 
^tracht  kommt 

Auch  erkennt  man  aus  diesem  Beispiele,  dass  für  praktische  Zwecke 
lie  angenäherten  Gleichungen  (8)  —  (10)  in  den  meisten  Fällen  au^- 
tiibende  Genauigkeit  gewähren-.  Gl.  (10)  liefert  hier  auf  3  Decimalstellen 
^nsi'iben  Werth  von  p  wie  GL  (4)  in  Verbindung  mit  Gl.  (7),  nämlich  p 
=  2,965  Atm. 


ll').  Bewegnng  der  Dttmpfe  in  R9hreii  mit  Rtteksicht  auf  die  Wftrme- 

leitungr  der  Rohrwftnde. 

Wenn  es  sich  um  ungesättigten  Dampf  handelt,  ergeben  sich 
Inrch  Substitution  des  der  Zustandsgieichung  (1),  §.  110,  zu  entnehmenden 
Umdrucks  von  v  in  den  Gleichungen  (6),  (3)  und  (5;  daselbst,  und  wenn 
ia&«5ordem,  wie  im  vorigen  §. 

rr 

dM  =  costpds  und    dB  =^  X      da 

d 
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gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  p,  T  und  u  resp.  S'  als  Functionen  d»-^ 

längs  der  Mittellinie  gemessenen  Abstandes  a  vom  Anfangsqucrschnitto  du- 

Gleichungen: 

Fu  _  RjT—P)  j 


dff+^^^-^^dp  =  (costp  -  X^^'jds 


.2 


dll  H ^^Rd{T--  P)  =  eoatpds  +  JFdQ n 

fi  — —  1 

Sie  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1)  —  (3)  in  §.109  f&r  d« 
analogen  Fall  der  Bewegung  von  Luft  bei  gleicher  Bedeutung  der  Baob- 
Stäben  nur  dadurch,  dass  der  abweichenden  Zustandsgleichnng  entspretb-rf 
T —  F  an  die  Stelle  von  T  getreten  ist.    üebrigcns  ist  in  densolbea  « 

dort: 

kP' 
dQ=  -^-{r—T)dB t. 

unter  P'  den  Umfang  des  Rohrquerschnitts  F  resp.  den  Theil  dessoö-t. 
an  welchem  die  Wärmeübertragung  stattfindet,  unter  k  den  Wärmetriser 
missions-Coofficienten  und  unter  T*  die  äussere  absolute  Temperatur  i- 
dieser  Stelle  verstanden;  auch  kann  nach  §.39,  Gl.  (10),  gesetzt  weni»t 

R=zWc. 

n  —  1 

wenn'  c^  die  (constant  vorausgesetzte)  specif.  Wärme  bei  constaDter  Tr  * 
süng  bedeutet. 

Wenn  nun  auch  hier,  wie  in  §.  109,  vom  Einflüsse  der  GeschviifL: 
keitsänderung  und  der  Schwere   auf  die  Temperaturänderung  abgt^b 
wird,  also  die  ersten  Glieder  auf  beiden  Seiten  von  Gl.  (3    vemachUs^Lr 
werden,  ergiebt  sich 

d{T—P)  da  Oc. 

T—T^  a  kP 

4  _ 

Sofern  aber  p,  und  um  so  mehr  P  (proportional  "j/p )  nur  wenig  vorin : 
lieh  ist,  besonders  im  Vergleich  mit  der  Veränderlichkeit  von  T^  kana  r 
endlich  noch  mit  sehr  kleinem  Fehler  P  constant  gesetzt  worden    drr  >. 
fänglichen  oder  besser  einer  mittleren  Pressung  in  der  betracht<.*teu  R*'  ' 
strecke  entsprechend).    Dann  ist  d{T —  P)  =  dT^  jene  Glcichniur  i*^ 
mit  Gl. (6)  in  §.109  identisch,   so  dass  sich  auch  durch  IntognUioo  •:: 
selben  Gleichungen  für  T  ergeben  wie  dort,  insbesondere 
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wenn  T'  constant  ist,  J  =  r'  +  (Tq—  T')e' "« (6). 

Durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  Gl.  (1)  und  (2)  analog  dem 
in  §.  109  angewendeten  Näherungsverfahren  wäre  nun  p  als  Function  von 
f  und  T^  somit  als  mittelbare  Function  von  s  zu  bestimmen.  Weil  aber, 
Qflter  P  wieder  eine  Constante  verstanden,  Gl.  (6)  unverändert  bleibt, 
wenn  darin  diese  Grösse  P  von  Tq,  T  und  T"  subtrahirt  wird,  und  ebenso 
dio  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  aus  den  entsprechenden  in. §.109 
ber\'orgingen,  kann  das  Resultat  der  Rechnung  durch  dieselbe  Aenderung 
ohne  Weiteres  aus  den  dort  resultireuden  Formeln  abgeleitet  werden,  so 
dass  sich  insbesondere  im  Falle  2^=  Const.  aus  Gl.  (13)  daselbst  ergiebt: 


',  '•"  =    3 


T'—r  «      .     /.        .  a\T—T. 


^^ — ^-,  +   2  — ;i- 


0 


p        R(,T^-P)V   T^—P  d     '    \  djT^-P 

eostp        (  T — P\ 


RiX—  P) 


,•  +  "'•  kES) •■■<"■ 


Sftzt  man  hier  vorläufig  P  =  P^  (entsprechend  Pq\  so  würde  mit  dem  so 
^andenen  Werthe  von  p  der  zugehörige  Werth  von  P  berechnet  werden 

und,  indem  dann     ^     —  statt  P  gesetz^  wird,  ein  corrigirter  Werth  von 

9  gefundeil  werden  können,  der  indessen  von  dem  zuerst  gefundenen  in 
illf'ii  praktischen  Fällen  so  wenig  verschieden  sein  würde,  dass  die  frag- 
icbe  Corrcction  als  überflüssig  erschiene.  Durch  T  und  p  ist  schliesslich 
lach  u  nach  Gl.  (1)  bestinmit. 

Wenn  T'  <,  T  ist  und  somit  T  im  Sinne  der  Bewegung  abnimmt, 
.'oltcn  obigo  Gleichungen  natürlich  nur  so  lange,  als  T  noch  wenigstens 
=  der  absoluten  Sättigungstemperatur  ist,  die  der  betreffenden  Pressung 
f  entspricht.  Darüber  hinaus  hat  man  es  mit  einem  Gemisch  von  ge- 
•ittigtem  Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit  zu  thun,  für 
^«•Iches  nach  §.  110  und  mit  Rücksicht  auf  obige  Ausdrücke  von  dM,  dB 

m  

ind  dQ  die  Gleichungen,  welche  den  Gl.  (1) — (3)  des  vorigen  Falles  ent- 
•prochcn  (die  Continuitätsgleichung  und  die  Gleichungen  der  lebendigen 
Kraft  und  des  Arbeitsvermögens)  folgende  Formen  haben: 

'^  =  w  +  i/A (8), 

.       dir  -\-  (w  -\-  yA)dp  =  (costp  —  ^  ^  )  ^* (9), 

kP' 
dn  +  Wd{q  +  yr)  -\~  wdp  =  C08if)d8  +  ^   ^  [T'—  T)ds   (10). 

Cr 
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Sie  bestimmen  ^,  y  und  u  resp.  II  ^t  jeden  Wcrth  von  «  mit  Rück>iiii* 
darauf,  dass  7",  q^  r,  A  bekannte  Functionen  von  p  sind,  freilich  w-^ 
solchem  Charakter,  dass  die  allgemeine  AusfQhrnng  der  Entwickelang  wx- 
schiodene  vereinfachende  Annahmen  auch  hier  wieder  nötbig  macht  Danl. 
die  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  wird  hier  vorzagsweisi>  y  um- 
ändert (Flüssigkeit  verdampft  oder  Dampf  condensirt),  während  die  TtCh 
peratur,  bedingt  durch  die  Pressung,  verhältnissmässig  wenig  vcränderli^-* 
ist.  Wenn  dann  analog  dem  Früheren  auch  hier  wieder  die  ersten  Ght^u  r 
auf  beiden  Seiten  von  Gl.  (10)  vernachlässigt  und  für  p  sowie  die  %on  .» 
abhängigen  Grössen  constante  Mittelwerthe  (behufs  einer  ersten^  zun.«  .^* 
indessen  genügenden  Annäherung  =  ihren  Anfangswerthen)  gesetzt  wrr*i»  l 
ergiebt  sich 

rdy  =  —-  {t—  T)d9 


tf  =  t/o 


G 


—    mit    0  =  — ; -, 

b  kP'{T—  T) 


w 


Aus  Gl.  (8)  folgt  femer  näherungsweise  mit  Rücksicht  daraaf ,  da^vx 
sehr  klein   gegen  yJ,   und  A  sehr  wenig  im  Vergleich  mit  y  lerani' 
lieh  ist: 

«0      yo  ^yo^  yo 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  H  und  dll  nebst  rf»  = 
in  Gl.  (9)  giebt  bei  Vernachlässigung  von  w  gegen  yA: 


)'■'  "'="!';»"■■ 


A  * 


2//o 

-  iydy*-\-  yAdrp  =  — h 


co% 


.-.-•( 


yo^ 


rfy 


Adp  =  ^^U-X^-y\dy  +  *«M^'^. 

yo*\  »   /  y 


Hieraus  kann,  wenn  p  nicht  nur  in  Vergleich  mit  y,  sondern  auch  jin  c 
für  sich  nur  sehr  wenig  veränderlich  ist,  mit  einem  constanteü  Mittel«- 
von  A  (behufs  einer  ersten  Annäherung  =  dem  Anfangswerth  zu  >-  * 
durch  Integration  gefolgert  werden: 


'^{y  —  y^^ 


»0 


•  -• 


bca9^/m 


y« 


If. 


0 


yo 


''"~2*'~"- 


bi 


unter  h  =■ —  scot^  wieder  die  Ansteigung  der  Rohre  für  die  l-4Uj 
verstanden. 
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Ist  aber  p  in  höherem  Grade  veränderlich,  so  kann  mit  Rücksicht 
auf  Gl. (4),  §.28  gesetzt  werden: 

QDd  also  statt  (p^ — p)A  auf  der  linken  Seite  von  01.(12): 

-ff"  =  äS^l^ t-i  -  F.^--t)  =  Silvio ""■"'-''"'• 


Bsbesondere  für  Wasserdampf  mit 

1  103.330'8393 


9732,6   und  fi  =  0,9393 


«  0,6058 

—  JAdp  =  1 60340  ö>o®'^^'  —  ?^'^^) (13)- 

Po 

Wenn   übrigens  auf  der  linken  Seite  von  GL  (12)  für  J  das  arith- 

letische  Mittel  der  Werthe  gesetzt  wird,  welche  Pq  und  p  entsprechen,  so 

^te  p  schon  erheblich  <:^  p^  sein,  wenn  nach  beiden  Rechnungsweisen 

(e$oiitlich  verschiedene  Werthe  gefunden  werden  sollen.    So  ist  z.  B.  für 

j=  3.10333  und 

p  =    2,8         2,6         2,4  X  10333 

A  4-  A 
(Po  —  P)       o        =  ^^^^     ^^^^     ^^^^ 

—  jAdp  =  1253     2596     4039. 

Fo 

Dnrch  y  und  ;?  ist  endlich  u  nach  Gl.  ^8)  bestimmt.  Wenn  7^  >>  J, 
so  &  negativ  ist  und  y  wächst,  gelten  diese  Gleichungen  natürlich  nur  so 
Dge  als  y  höchstens  =  1  gefunden  wird;  darüber  hinaus  wird  der  Dampf 
igesättigt,  und  kommen  die  für  diesen  Fall  oben  aufgestellten  Gleichungen 
r  Geltung. 

Wenn  aber  't  <^  T  ist,  also  y  abnimmt,  wird  diese  Abnahme  doch 
ir  bis  zu  einem  gewissen  Minimum  y,  stattfinden  können,  wfil  der  Dampf 
uemd  nur  ein  gewisses  Maximum  von  Flüssigkeit  in  fein  vertheilU^m 
L^tande  schwebend  mit  sich  fortführen  kann,  während  ein  etwaiger  IJeljcr- 
[iQ<is,  an  der  Rohrwand  haften  bleibend,  allmäbJig  zu  einer  grösseren 
as<)igkeitsmasse  sich  vereinigt  und  unabhängig  von  dem  weiter  «strömenden, 
Masse  stetig  abnehmenden  feuchten  Dampf  im  Sinne  de«  Abfalls  der 
»hre  anter  dem  alleinigen  Einfluas  der  Schwere  ond  der  Eeibang  rewp. 
Ihasion  an  der  Röhre  nach  den  iJefAU:n  Stellen  derselben  abfliessi.    Von 
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jenem  Zustande  an  gerechnet,  für  welchen  als  neuen  Anfangszostand  di- 

Grössen 

p     V     T    u     II    mit     Pi     !?!      Tj     ttj     H^ 

bezeichnet  seien,  nimmt  also  G  stetig  ab  und  sei  in  der  Entferuaog  *  u  : 
jener  Stelle  =  G .  Diese  Grösse  Gg  ist  jetzt  diejenige,  welche  surt  1 
in  Gl.  (6)  oder  statt  y  in  Gl.  (11)  durch  die  Wärmeleitung  der  RohniA^ii 
vorzugsweise  verändert  wird,  und  ihre  Abnahme  =  — dG^  für  das  Uic^:- 
Clement  da  der  Röhre  ist 

r  r 

woraus  näherungsweise  mit  constanten  Mittelwcrthen  von  T  und  r  nni : ' 
Beibehaltung  der  Bedeutung  von  h  nach  Gl.  (11)  folgt: 


kP*  G 

0-G,^—{T-r),;     -'-  =  .=  1 

r  Cr 


9 
h 


w 


Indem  ferner  die  Geschwiudigkeitsänderung  jetzt  vorzugsweise  durrj  .• 
Aenderung  von  G^  bedingt  wird,  ist  nach  Gl.  (8)  näherungsweise 

**=-^  =  «;     H=H^%^',     dR=2II^zdz; 
ttj  G 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  II  und  dll  nebst  rf#  —  -  '  i 

in  Gl.  (9)  giebt 

2Hi%dz  +  («7  +  !fi/i)dp  =  —h(cosy)—X    -^  %A  dz 

—  (to  +  yx^)dp  =  11^  \2%  —  X.z^\dz  -\-  bcosffdi 
und  daraus  näherungsweise  mit  einem  constanten  Mittelwerthe  >ul   I 


(to  +  yi/i)(Pt—p)  --=  Hl 


h      1  — 8» 


--] 


hcfut  1 


—  H  - 


L    rf  \         J   ^  3  J 


2\ 


Durch  (?«  und  p  ist  endlich  wieder  m  nach  Gl.  (8)  bestimmt,  wohl  . 
Gg  statt  ö  und  y  =  y^  gesetzt  wird.  — 

Wenn  bei  dem  Beispiel  im  vorigen  §.  eine  Rohrleitung  \uraa«z"^ 
wird,  welche  nicht  oder  nur  mangelhaft  gegen  Abkfthlang  geschurr 
findet  man  mit 

d  —  0,18 ,     P'=  jtd  =  0,5655 ,     G  =  0,858 ,     p^  =  3.  lo  i.i 

also  nach  §.  29:     To  =  406,9 ,     r^  =  511>,3:> ,     J^  =  u5 '-•-*• . 
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ferner  mit  ^o  =  1,  JZ^  =  20,  T'  =  293 

öod  wenn  k  =  — —  (auf  die  Stunde  als  Zeiteinheit  bezogen  =12)  an- 

Kenommen  wird,  nach  61.(11): 

^  0,858.512,3^  .300  ^ 
0,5655 .  113,9 

^  för  das  Ende  der  180  Mtr.  langen  Röhre: 

f  =  ^  =  0,088   und  y  =  0,912. 

Dter  der  Voraussetzung,  dass  der  Dampf  eine  schwebende  Wassernienge 
tis  zu  0,O88  Gewichtsprocenten  der  ganzen  Masse  dauernd  mitfahren 
fmne,  fo]g^  dann  für  die  Pressungsabnahme  in  der  ganzen  Röhre  aus 
rl  12)  mit  X  =  0,018  und  A  =  —  150  Mtr. 

o.5865(po— P)  =  20[18(1— 0,044)— 0,176]  +  ?^^^^/n0,912 
p^— p  =  312,8  Kgr.  pro  Quadratm.  =  0,030  Atm. 

Weil  übrigens  die  Abkühlung  und  Condensation  an  der  Rohrwand 
attlindet  und  das  an  dieser  gebildete  Condcnsationswasser  keine  Gelogen- 
it  tindet,  von  der  Wand  sich  wieder  zu  entfernen,  ist  es  ohne  Zweifel 
["htiger  anzunehmen,  dass  der  anfangs  trockene  Dampf  beständig  trocken 
Mbt,  indem  alles  durch  die  Condensation  gebildete  Wasser  unabhängig 
n  dem  Qbrig  bleibenden  und  in  der  Röhre  strömenden  Dampf  an  den 
fsten  Stellen  sich  sammelt.  Nach  Gl.  (14)  beträgt  diese  Wassermenge 
'  die  ganze  Röhre 

O  —  0^=^  --G  =  0,088  .0,858  =  0,0755  Kgr.  pro  See. 

0 

VT  271,8  Kgr.  pro  Stunde.    Die  Druckabnahme  ergiebt  sich  fast  ebenso 
(SS   wie  unter  der  Torigen  Voraussetzung;  man  findet  nach  Gl.  (15)  mit 
=  1  ^  Pj  =  p^,  jÖ^j  =  JJjj  und  wenn  auch  für  d  der  Anfangswcrth  A^ 
otzt  wird, 
^75  0^0 —V)  =  20.0,088(204,7(0,912  +  0,0026)  —  1,913]  —  150 

p^ — p  =  299,8  Kgr.  pro  Quadratm.  =  0,029  Atm. 

Dass   in  beiden  Fällen  sich  die  Druckabnahme  unter  dem  Einflüsse 
Abk&hlung  kleiner  ergiebt,  als  sie  ohne  dieselbe  im  Yorigen  §.  ge- 
ilen   wurde  (=  0,035  Atm.;,  ist  dadurch  begründet,  dass  mit  der  zü- 
rnenden Feuchtigkeit  und  Dichtigkeit  resp.  der  abnehmenden  Gewichts- 
i>jre    des  strömenden  Dampfes  auch  eine  abnehmende  und  durchschnitt^ 
Rleinero  Geschwindigkeit  desselben  verbunden  ist. 
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b.   Veränderlicher  Ausflugs  aus  Gef&ssen. 

1.   des  Wassers. 

Die  strenge  mathematische  UntersuchuDg  einer  veränderlichen  Bt«- 
gung,  wenn  auch  vereinfacht  durch  die  in  §.  74  erklärte  Vorau«»i>Uno: 
einer  schichtenweisen  Bewegung,  wie  sie  den  im  Vorhergeben-lo 
behandelten  Problemen  der  permanenten  Bewegung  im  AUgeinciu^'n  /. 
Grunde  lag  und  um  so  mehr  im  P'olgenden  beibehalten  wird,  ist  mit  er- 
seren  analytischen  Schwierigkeiten  verbunden  und  f&hrt  zu  complicirU'r>' . 
Formeln,    als   der  technische  Gebrauch  znlässt.     Behufs   einer  weit»r-j 
Vereinfachung  wird  deshalb  allgemein  die  Annahme  zu   Grunde  fr^l*.' 
dass    der   augenblickliche  Zustand    der  Flüssigkeit   as  iri*'  -. 
einer  Stelle  ohne  merklichen  Fehler  demjenigen  gleich  ge-J:i 
werden  könne,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und  unvt:*- 
dert  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Bewegung  davl:" 
stattfinden    würde.     Um    aber  die  Berechtigung  dieser   Annahm«  ** 
prüfen  durch  Vergleichung  der  ihr  entsprechenden  Rechnuugsresultiit«*  u* 
deigenigen  einer  strengen  Entwickelung,  ist  es  von  Interesse,  Ittrt.r 
wenigstens  für  einen  einfachen  Fall  durchzuführen,  wie  im  folffOD«)  i 
geschehen  soll.    Dabei  wird,  wie  im  Folgenden  immer,  soft*rn  das  (»»i-  - 
theil    nicht    ausdrücklich    bemerkt    wird,    ein    (bezüglich    auf  dio  F' 
ruhendes   oder   geradlinig    und   gleichförmig  bewegtes  i^ti^- 
vorausgesetzt,  ^o  dass  die  Schwere  die  einzige  äussere  MasstMik:  " 
ist  und  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im  Gefäss  eino  li  ' 
zontale  Ebene  bildet. 


§.  116.   Ausflnss  des  Wassers  ans  einem  Geflsse,  welekcs  keiiei 

Zofluss  hat. 

Der  äussere  Druck  sei  an  der  freien  Oberfläche  des  Wasser?  ifi  • 
fasse  =  pQ^  an  der  Mündung  =^  p;  letzterer  ist  =  der  Pre^Mi: .   • 
kleinsten  Querschnitte  des  contrahirteu  Strahls,  der  hier  vorUotiir  r  '  » 
bezeichnet  sei  und  ebenso  wie  Pq  und  p  als  constaut  vorausgoM^t/t  > 
entsprechend  einem  constanten  Contractionscocflicienten.    Ferner  '«•  i    ■ 
Zeit  ^,  von  einem  gewissen  Anfangszustando  an  gerechnet: 

h  die  Höhe   der   freien  Wasseroberfläche  über  dem   Schwrrpo-.^*    ^ 

von  -4, 
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F  die  Grösse  dieser  Oberfläche,  also  des  horizontalen  Querschnitts  des 
Ge&sses  in  der  Höhe  h  über  S, 

u  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Querschnitte  A^  also  die 
augenblickliche  Ausflnssgeschwindigkeit. 
Diese  Grössen  h^  F^  u  sind  Functionen  von  ^,  F  mittelbar  insofern  als 
•lieser  Querschnitt  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  des  Gefässes  bestimmte 
Function  von  A  ist.  Allgemein  sei  X  der  Inhalt  des  horizontalen  Gefäss- 
•im-rechnittes  in  der  Höhe  x  über  dem  Schwerpunkte  S  von  A.  Unter  der 
Voraussetzung  endlich,  dass  x  '^  h  \&t  und  die  Geschwindigkeiten  im 
(Jmrschnitte  X  vertical  gerichtet  vorausgesetzt  werden  können,  sei  y  die 
mittlere  Geschwindigkeit,  %  die  mittlere  Pressung  in  demselben;  y  und  z 
iiad  Fanctionen  von  x  und  t. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  der  ersten  der  Gleichungen  (3)  in 
f  72,  wenn  sie  auf  die  Aenderung  des  mittleren  Zustandes  einer  unend- 
lich dönnen  horizontalen  Wasserschicht  in  einem  Zeitelement  bezogen  wird, 

ds  =  —  dx^     u  =z  y^     P  =  ^-i     ^B=^  9 
nd  bei  vorläufiger  Abstraction  von  Bewegungswiderständen  R^=  0  zu 
Ktzen;  somit  ist 

^  hx~        ^  "*"  b^        ^bi 

Akt  nach  Substitution  der  aus  der  Continuitätsgleichung 

Xy  =  Au 
u  folgernden  Ausdrücke: 

by         A  du         by         Au    —  Au  dX  A^u^  dX 

bt"^  X  dt'     ^bx  "^  X       X«      ~dx  ^  ~~-  X»    di 

~iibx~  ~ ^  ~^  xlt'^  ~x»"  d^' 

>Qrch  Integration  nach  x  von  x  bis  A,  also  von  X  bis  F  und  von  %  bis  f^ 

^hi  daraus: 

h 

-.P.-Z)  =  -,(*-.)  +  A^^j--  +  — -  (^,  -  -,).  (1). 


He  Ausdehnung  dieser  Gleichung  auf  abnehmende  Werthe  von  x  bis  x 
=  0  (bei  Voraussetzung  eines  Ausflusses  in  die  freie  Luft)  ist  zwar  nicht 
treng  zulässig,  weil,  je  kleiner  x^  desto  weniger  die  Annahme  einer  *ver- 
iralen  Geschwindigkeitsrichtung  in  allen  Punkten  des  entsprechenden 
lori2ontaJschnitts  X  zulässig  ist,  während,  wenn  die  Querschnitte  im  Sinne 
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Yon  §.72  verstanden  werden  als  Flächen,  welche  die  Bahnen  der  Wasser- 
theilchen  rechtwinkelig  schneiden,  die  augenblicklichen  GeschwindigkeitPs 
in  denselben  nahe  dem  kleinsten  Querschnitte  A  van  so  nngleichfönnixt  r 
vertheilt  sind,  je  grösser  dieser  und  je  mehr  seine  Ebene  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist  Vorbehaltlich  entsprechender  Bestimmung  eines  m- 
pirischen  Coefficienten  (Greschwindigkeitscoefficienten),  durch  welchen  ohB(^ 
hin  schon  mit  Rücksicht  auf  Bewegungswiderstände  das  Resultat  der  K<>d> 
nung  schliesslich  corrigirt  werden  muss,  kann  aber  immerhin  nähemnir* 
weise  mit  um  so  kleinerem  Fehler,  je  grösser  h  und  je  kleiner  die  ll(}if 

der  Verticalprojection  von  A  in  Vergleich  mit  h  oder  vielmehr  mit      ist. 

durch  die  Substitutionen 

a;  =  0,     X  =  A^     s  =  p 

und  wenn  ausserdem  fig  =  y  =  dem  specifischen  Gewicht  des  Vr»o 
gesetzt  wird,  aus  Gl.  (1)  gefolgert  werden: 

« 


0 

Im  Grenzfalle  des  Beharrungszustandes,  also  eines  constanten  Werthes  ^(M 

«,  folgt  daraus: 

/ 


.=]/ 


'  's  (*  +  '-^ 


^^2 


in  Uebereinstimmnng  mit  Gl.  (2),  §.79  mit  Rflcksicht  auf  die  hier  aij 
wählten  Bezeichnungen  und  die  einstweilige  Abstraction  von  einem  i^P. 
schwindigkeitscoefficienten.  Vorbehaltlich  entsprechender  Bestimmuiv  4 
letzteren  kann  tlbrigens  auch  hier  in  obiger  Gl.  (2)  ebenso  wie  don  i^^ 
Bedeutung  von  h  insofern  nachträglich  modificirt  werden,  als  die  II  > 
zontalebene,  von  welcher  aus  x  und  h  gerechnet  werden,  durch  i  ■ 
Schwerpunkt  der  Mündung  selbst  gelegt  wird  anstatt  durch  den  Scli'  ^ 
punkt  des  kleinsten  Querschnittes  nahe  ausserhalb  der  Mündung. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  die  Aufgabe,  zwei  Gleichungen  in  'Jh 
lieber  Form  zwischen  A,  u,  t  und  den  gegebenen  Grössen  herxnstellen.  ::* 
besondere  mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Anfangszoatand  [M  =  i.  -"^ 
u  =  Uq  für  ^  =  0)  wo  möglich  u  und  t  als  Functionen  von  A  lu  f^ 
wickeln,  also  die  Ausflussgeschwindigkoit  zu  berechnen,  wcK-i 
irgend  einer  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  k  entsprich! 
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and  die  Zeit,  in  welcher  die  anfängliche  Wasserstandshöhe  h^ 
in  h  übergeht.  Dazu  muss  GL (2)  mit  einer  anderen  verbunden  werden, 
die  Tom  Gesetze  des  Wasserzuflusses  zum  Ausflussgefässe  abhängt.  Wenn 
ein  solcher  Zufluss,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  nicht  stattfindet,  so  ist 
das  in  einem  Zeitelemente  dt  durch  den  kleinsten  Querschnitt  A  ausfiies- 
st^nde  Wasservolumen  =  demjenigen,  welches  von  der  niedergehenden 
freien  Oberfläche  f  beschrieben  wird,  also 

Audi  =  —  Fdh (4). 

Daraas  folgt  mit  der  Bezeichnung:   11=^ 

du A  udu  A  dH 

dt^~  FYh'^  ^' ^  F'dk' 

and  die  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  Gl.  (2)  liefert  mit  den  abge- 

körzten  Bezeichnungen 

h 


._ :     /=/  -^ 


-f 


0 


dsr        F  (  \  1\.-^,      -^,,1.*        ^  y-x 

-äK  -  7  U  -  F»)  ^  +  2i/^*  +  *^  =  ^ ^')- 

Dip  Integration  dieser  Gleichung,  in  welcher  F  und  /  bekannte  Func- 
ionen  von  h  sind,  mit  Berücksichtigung  des  gegebenen  Anfangszustandes 

pmebt  II ^  somit  auch  u  =  ^^gR  als  Function  von  h  resp.  w  =  g)  y^gR 
k^i  nachträglicher  Correction  durch  einen  Geschwindigkeitscoefficienten; 
bnn  ist  nach  Gl.  (4): 


a]u 


t==  ^l—dh (6). 

Hf  Gl.  (6)  ist  eine  lineare  DiffereDtialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich 
•)n  der  Form: 

F  ( \  1  \  F 

mit   m  =  -^(--  -j  ;     <p(h)  =  ^-- (Ä  +  .}. 
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Ihr  allgemeines  Integral  ist  mit  tp  {h) 


-f/{k)dk 


H 


-H^-tM'^) 


wobei  die  unteren  Grenzen  der  Integrationen  in  dieser  61.  7 ;  and  ie 
Ausdrucke  von  '^{h)  willkürlich  gewählt  werden  können  vorbehaltlich  t-L'- 
sprechender  Bestimmung  der  Constanten  C. 

Hier  soll  nun  die  weitere  Ausführung  durch  die  Yoraussetzun::» . 
vereinfacht  werden,  dass  der  äussere  Druck  an  der  freien  oii-r- 
fläche  des  Wassers  im  Gefäss  und  ausserhalb  der  ManüuL: 
gleich  gross,  und  dass  der  Horizontalscbnitt  des  Gefässes 
stant,  also 

k 

Po=  p,   X  =  Const.  =  F,  folglich   t  =  0,   /  == 


1    L- 


F 


F^ 
ist.    Daraus  folgt  mit  der  Bezeichnung:      -  =  m 


f(h)  =  -  ^j{m  -  1)  =  -  -^-;    if>(h)  =  m 

Jf{h)dh  =   —   {m  —  1)/«Ä-,      ^{h)  =  ^(m-lWHA^   l^m-X 


m  1 

m  —  2  A«-- 


und  somit  nach  Gl.  (7): 

\     ^  fn—2  Ä«-V 
oder  nach  Elimination  von  C  mit  Rücksicht  auf  die  Anfangswerthe  A  -  K 


_  1^0   ^    ''i_  (  ^ ^  \ 


H  IT. 


oVaJ        +,«^"2l^        \hj        J 


h    ^    h 


w  --2  "^  \A..  m  —2/  \hj 


Während  im  Beharruugszustaude  nach  Gl.  (^3) 


•  •  •  • 


« 
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u* 

H 

1 

2ffh 

h 

1        ^ 

m 

m 
m—i 


wäre,  ist  hier   dieses  Yerhftltmss   in  stetiger  Aenderung  begriffen  nnd 
tüiert  sich  der  Grenze 

hm,    -  = -;    für  Ä  =  0. 

h         m  — 2 

ikbei  sind  in   Betreff  des  Anfangszustandes,  von  welchem  der  Umfang 
jner  Aenderung  abhängt,  zwei  Specialfälle  bemerkenswerth. 

1)  Wenn  anfangs  ein  permanenter  Ausfluss  stattfand  in 
Folge  eines  den  Auafluss  in  jedem  Zeitelement  compensirenden  Zuflusses 
um  Wasser  zam  Ge&sse,  der  aber  plötzlich  (zur  Zeit  ^  ===  0)  gehemmt 
rini,  so  ist  nach  61.  (8) 

JH  —  2n 


„u  J.  =  _-       f  = ._  -    U L^  f  A )■ 

Äft  m  —  1        Ä         m  —  2l         m  —  1  \htJ 


■  •  (9), 


m  es  nimmt  also    -  von bis stetig  zu.    Von  dieser  Aen- 

h  m  —  1         m  —  2 

llang  darf  aber  mit  ähnlichem  Recht  abstr\hirt  werden,  womit  für  den 
Rharrungszastand  H  =  h  gesetzt  zu  werden  pflegt,  was  mit  Rücksicht 
fef  die  Correction  durch  einen  Geschwindigkeitscoefflcientefi  immer  ge- 
diehen kann,  sofern  nur,  wie  gewöhnlich,  F  >  10^,  also  m  ^  100  ist 

2)  Wenn  eine  anfangs  geschlossene  Mündung  plötzlich  (zur 
(dt  ^  =  0)  geöffnet  wird,  also  JB'q=  0  ist,  so  nimmt 

ff  1     r.       /Äx«-2i  (10) 


«» -'^  i  u> 


I  h 

ho  bis  .  stetig  zu,  ist  also  anfangs  wesentlich  <C        —-»so  dass 

in  —  2  M  —  1 

•  diesem  Falle  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  h^  bis  h 
kimmt,  allerdings  wesentlich  fehlerhaft  gefunden   werden  kann,  wenn 

TT  ^j, 

liU-i   -    beständig  = gesetzt  wird  und  wenn  h  nur  wenig  <  Ä^, 

h  w  —  1 

insbesondere  wenn  A  >  Aj  ist,  unter  Ai  diejenige  Wasserstandshöhe  ver- 

rtanden,  für  welche  streng  genommen        =  —      - ,  u»d  welche  also  nach 

h         m  —  1 

''1'  10>  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

/Ä,\— «^  j_  «-2^        1       „,,. 

\Äo/  fn  —  1         m  —  1 

^raikof,  thront.  MaschineBlehT«.    I.  48 
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Wenn  übrigens  m  >>  100,  ist  ihr  zufolge  h^  ]>  0,954  A^^,  also  sU-t?  s. 

JI  »• 

wenig  <!  Äft?  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Voraussetzung    ,   = 

hm  —  I 

bei  der  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Berechnung  der  Zeit  c 

in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  h^  bis  h  abnimmt,  vom- 

sichtlich  nur  mit  einem  kleinen  Fehler  gewöhnlich  verbunden  sein  *iri 

wenn  nämlich  h  wesentlich  <;  Ä^,  insbesondere  wenn  Ä  =  0  ist,  d.  k  üi» 

£ntleerungszeit  des  Gefässes  gesucht  wird. 

Zur  näheren  Prüfung  jenes  Fehlers  hat  man  nach  Gl.  (6) 


a 


t 


h  TT 

mit  «  =  — ,  also  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (10)  von    -  : 

^0  * 


dz 

,m  -2) 


11 


TT  m 

Während  diese  Zeit,  unter  der  Voraussetzung:  -    = b«*echntt  «i 

Ä  M  —  1 

dann  zum  Unterschied  mit  ^  bezeichnet, 

1 
,         I  /  wi  —  1  ,      /dz  ^  I     »»  —  1  ,      ^         ^  /     . 

wäre.    Daraus  folgt 


_    *••••   •' 


t    _  1  1   //w  — 2       .  1  r         dz 

<'  ~  2  J/  w  —  1    1  _  ya  J  Vzd— £-     V 

M 

ein  Ausdruck,  dessen  Werth  sich  offenbar  um  so  mehr  der  Einheit  lü*  • " 
je  grösser  m  und  je  kleiner  s  ist  Behufs  einer  angenäberten  BenH*bDi;4 
dos  darin  vorkommenden  lutegrals  kann  man  dieses  in  Theile  /itI  .  i 
durch  Zerlegung  des  Unterschiedes  =1  —  z  seiner  Grenzen  in  Int.  r.  ■ 
1-2,,  Sj  —  s^,  Sj  —  «3  ...  i„ —  2  von  zunehmender  Grv^>«*.  »•■■ 
dann  bei  jedem  Theilintograle  für  x  in  dem  Factor  (1  —  s"*"  --  ein«^n  i«* 
stauten  Mitteh\erth  nehmen,  also  etwa 
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I 


+ 


l/ 


1  — 


+  •••+  — 


2 


V 


1— 


■)■ 


«tzeiL    Werden   dabei   die  Zwischenwerthe,   welche  die  Intenralle  von 
I  —  f )  begrenzen,  nämlich 


h 


h 


h  «6 


«8 


=  0,99     0,98     0,96     0,94     0,9     0,8     0,6     0,4 

tBommen,  so  findet  man  beispielsweise  für  m  =  100  die  folgenden  zu- 

t 

nmengehörigen  Werthe  von  %  und  -, : 

t 


I 


z 


t:f 


T 


0,99 
0,98 
0,96 


1,596 
1,363 
1,191 


z 


e:«' 


z 


T 
I 


t:t' 


0,94 
0,9 

0,8 


1,126  0,0  1,013 
1,073  ■  0,4  I  1,006 
1,033  II  0,0  I  0,999 


Sie  lassen  erkennen,  dass  die  in  Rede  stehende  Zeit  nach  Gl.  (13) 
lerdings  erheblich  zn  klein  gefanden  werden  kann,  wenn  h  nnr  wenig 
jC  ^0  ist,  weshalb  dieser  Fall  ausgeschlossen  werden  mnss,  wenn  die 
enblickliche  Ansflnssgeschwindigkeit  u,  wie  im  Folgenden 
its  geschehen  soll,  derjenigen  gleich  gesetzt  wird,  welche 
ier  übrigens  gleichen  und  gleich  bleibenden  Umständen,  also 
Beharrangszustande  stattfinden  würde.  Uebrigens  wird  der 
ler  dieser  Yoraossetzung  entsprechend  kleiner,  als  er  oben  beispiek- 
gefkinden  werde,  wenn  wie  gewöhnlieh  F  >>  10^,  also  m  >^  100 
i.  Immer  wird  dabei  m  so  gross  voransgesetzt,  dass  (bei  entsprechender 
des  (reschwindigkeitscoefficienten  ^)  1  gegen  m  vernachlässigt 
ien,  und  somit  im  Falle  pQZ=r=  p  die  der  angenblicklichen  Höhe  x  der 
n  Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte  8  der  Mündung  ent- 
lobende Aosflossgeschwindigkeit 

u  =  ^  y2gx 

esetzt  werden   kann.    Wird  dann  jetzt  mit  A  die  Grösse  der  Ansflnss- 
fnang  selbst,   der  kleinste  Querschnitt  mit  aA^  und  mit  fi  =  atf  der 

43* 
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Ausflusscoefficient  bezeichnet,  der  Horizontalschnitt  X  des  Gefösses  in  d»  r 
Höhe  X  über  S  aber  im  Allgemeinen  als  Function  von  x  vorausgesetzt.  -? 
ist  das  Wasservolumeu,  welches  in  einem  Zeitelcment  dt  aosfiiesst 

•      —  Xdx  =  f£A  ^Vgx.dt 
und  folgt  daraus  die  Zeit,  in  welcher  x  von  \  bis  h  abnimmt. 


tiApgj  i/.   -  ^"      T..... 


unter  T^  and  T  die  den  anfänglichen  Wasscrstandshühen  A,^  and  A  <  A 
sprechenden  Entleerungszeiten: 


1 ßi^,     7-=  -   -   -f^ 

'  0         '  '  ü       ' 


k 

Xdx 


^0=    - 

des  Gefässes,  d.  h.  die  Zeiten  verstanden,  in  welchen  die  fireie  Was^^ 
Oberfläche  von  jenen  aufanglichen  Höhen  bis  zur  Höhe  des  Schwor]>aiLktl 
der  Mündung  niedersinken  würde.  Die  Berechnung  dieser  ein/ilrt 
Zeiten  nach  Gl.  (16)  kann  zwar,  wenn  die  Mündung  in  der  ScitcmKantl  4l 
Gefässes  sich  befindet,  wegen  der  veränderten  Umst&ode  fehlerhaft  ^^k 
welche  eintreteu,  sobald  die  niedergehende  Wasseroberfläche  den  h<VL4t 
Punkt  der  Mündung  erreicht  hat,  doch  gloidien  diese  Fehler  in  der  II 
ferenz  =  Tq —  T  (Gl.  15)  sich  aus,  wenn  nur  A  grösser  ist,  ab  die  ü« 
jenes  höchsten  Punktes  über  dem  Schwerpunkte  der  Mündung. 

Jene  Fehlerhaftigkeit  der  Formeln  ündet  uidit  statt,  wenn  t><  ^ 
nm  einen  Ausfluss  unter  Wasser,  nämlich  in  ein  anderes  Gef&ss  han:«! 
in  welchem  die  freie  Wasseroberfläche  höher  liegt,  als  der  höchstt^  ViA 
der  Mündung,  und  infolge  entsprechenden  Abflusses  oder  sehr  im^^«  r  I4 
mensionen  dieses  Gefässes  auf  constantor  Höhe  erhalten  wird.  IMo  II  ' 
«,  A  und  Aq  in  den  Gleichungen  ri5)  und  (16)  sind  dann  von  di(*:<('r^* 
seren  Wasseroberfläche  aus  zu  rechnen,  wenn  das  Gefäss  als  entlt^ert  ^ 
trachtet  wird,  sobald  die  Oberfläche  des  Wassers  in  ihm  bis  zn  eleu*« 
Höhe  mit  dem  äusseren  Wasser  gesunken  ist* 
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§.  117.   Besondere  Fälle. 

1)  Wenn    der  Horizöntalschnitt    des   Gefässes    constant   ist 

X=  ContL  =^  F)^  so  folgt  aus  GL  (15)  die  Zeit  des  Niedersinkens  der 

Wasseroberfläche   von   der  Höhe  A^,  zur  Höhe  h  (über  dem  Schwerpunkt 

d»*r  MQndung  oder  über  der  äusseren  Wasseroberfläche,  jenachdem  es  sich 

am  einen  Ausfluss  in  die  freie  Luft  oder  unter  Wasser  handelt): 

liAy^g  fiA\r      g  r      g/ 

)ie  der  an^nglichen  Wajsserstandshöhe  h  entsprechende  Entleerungszeit 

F   I/2Ä  _       2FA  .g. 

l^^^     9  liA^igh 

■t  doppelt  so  gross  wie  die  Zeit,  in  welcher  bei  constanter  Wasserstands- 
Itte  h  dasselbe  Wasservolumen  Fh  ausfliessen  würde.  n 

2)  Wenn  der  Horizontalschnitt  des  Gefässes  eine  ganze 
U^ebraische  Function  2^*''  Grades  des  Abstandes  von  irgend 
»&er.  also  von  jeder  bestimmten  Horizontalebene  ist,  d.  h. 

X  =  F  -\-  px  -\^   qx^, 

at^T  F.  p,  q  Constante  verstanden,  unter  F  insbesondere  den  Inhalt  des 
lohzontalschnittes  für  i?  =  0,  so- folgt  aus  Gl.  (16)  im  vorigen  §. 

l  3 


fiAy2gi 


3  c^       r> 


=    -i  -  (2Fh-'  +  lph'  +  J  9h'  ) 


liAy2g 

«ier  aueb,  wenn  G  nnd  ff  die  Horizontalschnitte  des  Gefilsses  fttr  x  = 

Tf<i).  X  =  h  bedeuten,  durch  Substitution  der  aus  den  Gleichungen 

^  =  f  +  p  ^    -U   y*';      H=F  -\     ph    A     qh* 

■kh  ergebenden  Werthe  von  pk  nnd  qk*: 
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(lA  *     ^   L  *^ '  ^ 

_  6F  4-  «6^  +j^l /^Ä  :5 

i^fiÄ  f     g 

Daraus  folgt  die  Zeit  t^  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  h^  bis  A  «ih- 

nimmt,  wenn  G^  und  7/^  die  Ilorizontalschuitte  des  Gcfässes  für  x  = 

resp.  :r  =  Ag  bedeuten, 


^^V  15  r     y  "  15  r    s  I 

Der  Voraussetzung:  X  =  Z'  4~  ^*  +  5^**?  auf  welcher  diese  Fnr- 
mein  beruhen,  entsprechen  insbesondere  zweierlei  Arten  von  Gefä*- 
formen;  bei  der  ersten  kann  die  Gefässwaud  durch  Drehung  einer  Livi. 
zweiten  Grades  um  eine  verticale  Haujitaxe  entstanden  gedacht  werdtc 
bei  der  anderen  durch  Bewegung  eines  ebenen  und  beständig  horizonUl '. 
Polygons  der  Art,  dass  infolge  entsprechender  stetiger  Aenderoiiff  yintr 
Gestalt  und  Grösse  seine  Eckpunkte  auf  beliebigen  geraden  Lauieu  bl«'iU  n 
In  specielleren  Fällen  können  dabei  die  Uorizontalschnittc  G  and  6*  dur.t 
F  und  //  resp.  durch  F  und  Mq  bestimmt  sein,  so  dass  sie  nicht  besond*  p 
gegeben  oder  durch  Messung  ermittelt  zu  werden  brauchen.  Im  F.ui 
eines  prismoidischen  Gefässes  z.  B.,  dessen  Wandfläche  durch  j^i.- 
Bewegung  eines  ebenen  Polygons  entstanden  zu^  denken  ist  sind  die  bei^i*  i 
Specialfälle  eines  obelisk förmigen  und  eines  pyramidalen  GeEis«*-^ 
bemerkenswerth;  sind  bei  jenem  a,  b  und  a\  b'  die  Seiten  der  rechteckig*  i 
Horizontalschnitte  F  uud  II  (a  parallel  a\  b  parallel  b'\  so  ist: 

G  =  — ^  "   *  "t  ^^  ;    6/'  +  SG  +  ^  =  ^F  +  2{a6'  -f  ab,  -f  ML 
während  bei  dem  pyramidalen  Gefässe 

^G  =   -■  ^-.   ^^,  also  6F  +  8Ö  +  jy  =  8i^  +  \^FH  +  SÜTm 

3)  Von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  kann  zuweilen  aach  als  Nä^u- 
rungsformeln  Gebrauch  gemacht  werden  bei  Gofässen  von  compliciftef 
oder  solcher  Gestalt,  die  geometrisch  nicht  definirbar  oder  nur  am  oll- 
kommen  bekannt  ist.  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zeit  t  handelt,  in  welcb«  r 
die  Wasserstaudshöhe  eines  theilweise  abzulassenden  Teichs  twr 
Wasseransammlung  in  muldenförmiger  Bodenvertiefung;  von  h^  bis  b  um- 
rechnet vom  Schwerpunkte  der  Mündung  resp^  vom  ftassereo  oder  l'alc^ 
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Wasserspiegel,  jenachdem  der  Ausfluss  frei  iu  die  Luft  oder  unter  Wasser 
>tattfindet)  abnehmen  wird,  dabei  aber  nur  die  anfängliche  Grösse  =  H^ 
dor  freien  Wasseroberfläche  des  Teichs  und  die  grösste  Tiefe  =  a  -\-  h^^ 
desselben  bekannt  ist,  so  wird  es  in  der  Kegel  zugleich  am  einfachsten 
and  möglichst  wenig  fehlerhaft  sein,  alle  Uorizontalschnitte  ihren  Höhen 
über  dem  tiefsten  Punkte  proportional  zu  setzen  (wie  wenn  das  Teichbett 
ein  Umdrehungsparaboloid  mit  verticaler  Axe  bildete),  also 

F=   -^--11^    und    00=^,-?  -So, 

1  "ifl  -A-  "iA 

somit   6i^+8öo+^^=     *-?-r    "-»0. 

a-\-  h^ 

.n    .     «^    .     xr        15a  +  5Ä  ,^        loa  +  5Ä  ^^ 
ebenso   6/*  +  8G^  4   H  =:  -   -  /^ -— ff  = J^      ff 

a  -f-  h  a  +  Äq    • 

/o  sctzea,  folglich  nach  Gl.  (4) 

t  ^  ^0  (^^l  l/''^  -  '1-  ^l/'") (5). 

fiA\a  ~\-  h^  W      g  a  4-  Äo  *      9  I 


s 


118.    Aiifliliiss  des  Wassers  aus  einem  Gefftsse  mit  eonstantem  Zufluss. 


Ist  wieder  X  der  Horizontalschnitt  des  GofUsses  in  der  Höhe  x  über 
d«m  Schwerpunkte  der  Mündung  Ä  oder  über  dem  (constant  erhaltenen) 
rnterwasserspiegel,  jenachdem  es  sich  um  einen  Ausfluss  in  die  freie  Luft 
••der  anter  Wasser  handelt,  so  ist,  wenn  das  Gefäss  einen  constanten  Zu- 
dass  =  V  Cubikm.  pro  See.  hat,  die  Abnahme  seines  Wassergehaltes  bei 
der  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  x  im  nächstfolgenden  Zeitelement  di\ 

—  Xda  =  (ßAy2ffx  —  F)de 

und  folglich  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  h^,  in  h  über- 
seht, 

1       f    xdx         .^  ,/-  r  ,.x 

fiAy2gJyx  -  V«  (iAy2ff 

h 

d.  h.  unter  a  die  constante  Wasserstandshöhe  verstanden,  bei  welcher  F 
Cubikm.  Waaser  pro  See.  ausfliessen  würden. 
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Ist  X  constant  =  F,  so  folgt  aus  Gl.U): 

Ao       1 

F  l  /2    I 
t 

llAf     g 

k 

oder  wegen 


Ao       1     , 

fiJr    gj-y/x'  —  y« 


l  i  1     dx 


Yx  —  y ö   '  yx  Y'x  —  y« 

=  d^ X  +  ^/a .  dini-y/x  —  y« 


F 


im  Falle  r=  0,  also  a  =  0,  übereinstiromend  mit  Gl.  (1)  im  vorigen  J. 
Ist  aber  V  nicht  =  0,  so  nähert  sich  die  Wasserstandshöho  h  bei  onend- 
lieh  wachsender  Zeit  mehr  und  mehr  der  Grenze  a  abnehmend  oder  zu- 

nehmend,  jenachdem  a  -^  Ä^,  also  F^  iiA'\l2ghQ  ist;  nach  GL  (2  i^t 
nämlich  ^  =  oo  für  A  =  «. 


§.  119.   Communiciremde  Gefltose, 

■ 

Cr  und  (t"  seien  zwei  Wasser  enthaltende  Geflisse,  welche  dorch  eint 
Oeffnung  in  einer  gemeinschaftlichen  Wand  oder  durch  ein  Rohr  unt»: 
Wasser  communiciren;  A  sei  die  Grösse  jener  Oeffnung  rosp.  der  Quer- 
schnitt des  Verbindungsrohrs  bei  der  Einmündung  in  das  Geß^  €f\  hZ- 
die  Bewegung  des  Wassers,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  von  (/  nach  ^' 
stattfindet.  In  irgend  einem  Augenblicke  dieser  Bewegung  seien  X'  ac<i 
X"  die  Grössen  der  horizontaTen  freien  Wasseroberflächen  in  €f  re«|t  ^i  \ 
welche  Grössen  vermöge  der  gegebenen  Formen  beider  Geftsse  bekanot'' 
Functionen  der  Höhen  x'  und  x"  jener  Oberflächen  über  einer  grwiffrt 
festen  Horizontalebene  sind \  x  =  x'  —  x'  sei  die  augenblickliche  HoIh-b* 
differenz  beider  Oberflächen. 

Wenn  keines  von  beiden  Gefässen  einen  Zu-  oder  Abflo<« 
hat  ausser  demjenigen,  der  durch  die  Communication  iwisrli^" 
ihnen  bedingt  wird,  so  ist,  unter  dx\  dx"  und  dx  sich  entspredic»^ 
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1  h.  in  demselben  Zeitelement  dt  stattfindende  Aenderungen  yon  x,  x\  x 
rerstanden, 

X'dx'  ^  X"dx''==  0  und   dx' —  dx" -==  dx^ 

also  dx':—dxi—dx=X'iX"iX'-\-X" 

ind  bei  Voraussetzung  eines  gleichen  äusseren  Drucks  an  den 
reieu  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässen  das  im  Zeitelement 
5f  aus  Cr    in  Cf'  einfliessende  Wasservolumen: 

X'X" 
(lA  y^gx  ,dt—-  X'dx  =  —  X~^X**  ^** 

daraus  folgt  die  Zeit  ^,  in  welcher  die  Höhendifferenz  x  der  Wasserober- 
ächcn  von  \  bis  A  abnimmt: 

1         I    X  X  dx  /"t\ 

(jiAl/2ffJ  ^'  +  -X^"  Y^ 

lir  AasfUhrang  der  Integration  sind  in  den  als  Functionen  von  x'  resp. 
*  gegebenen  Grössen  X\  X"  zuvor  x'  und  x"  durch  x  auszudrücken  ver- 
ittels  der  (Grleichungen: 

IX'dx'  -f-  jX^dx' :=  Oy     x' —  a;"^=  «, 


K  h" 


Dter  K  und  h    irgend  zwei  sich  entsprechende,  z.  B.  die  Anfangswerthe 
>u  X   nnd  x'  verstanden. 

Sind  die  Horizontalschnitte  beider  Gefässe  constant: 

X'  —  Cmat.  =  F\     X"  =  Const  =  F'\ 

I  folgt  ans  Gl.  (1): 

' = i  /'?;-  (y^-v:) <^'- 

Hätte  das  zweite  Gefäss  O**  einen  Abfluss  der  Art,  dass  die 
^asserstandshöhe  in  ihm  unverändert  bleibt,  so  würde  der  Erfblg 
foiibar  derselbe  sein,  als  ob  ohne  solchen  Abfluss  F  unendlich  gross 
*rc;  nach  Gl.  (2)  ist  dann,  weil  F'  als  Summand  neben  F"  verschwindet, 

^^reinstimmeiid  mit  §.  117,  Gl.  (1). 


i/»ll'       /^*....*':i*—  -^rrt    i-vTLiiKinrsKöautrr  von  schleus enkammeks.  S-l-'- 

j...    |-,t  .'•  fcmti-»**i'r   T  lÄserstandshoäe  im  orston  Gefa»-»   '• 
utt*f  y*    •r»r».»in':Mf''..ir^    /.iHua*«^*;    'a   -loiuselbea   oder   w«*j;eii   a]ieBiilicij*-r 
in. 4^«-  -rrii»-«  Jiirü«i-r:iidiLi:iirLts}  F*  ^eht  GL  .2    über  in: 


r>4 


2h 


j;>     pTiUliH:»*  laii  BntleeniHSweit  tm 


r.nip  -*••  1 .: ':.uir"-'i»-Ji.i"i^t*  ist  ijiae  iu  oinem  Stjhilöahrtscau i".  .. 
j/»r»r  intTi*.     li»»    •  .wiriimiMt    .U'^ftWbt'Ti    «irtiicli    iinterhn»chi»nde     K^t. -■: 
f'»irri»»   iiir'h  v«T*ii*:ii»',  iiiir  ';f!iiit"5«5biin*ii  "^i'liutzötfnanKen  venn^hene  I  .  r 
'*ia  •'i«T-    um   -mu   T  i".'i-^:i.>r  benehuiiürs weise  treuen  das  Ober-  r-*- 
(.  II. -r*  i>sfr   IUI    li^-it-ND^rr*'   *«»rieii  kaiiu,  iim  das  der  SvhiflFfalirt  hiii'i 
.i(  :u*  <rf»'i.!i>    %  »»iuer  j«'^^>st*u  t '.lualstrr'tdie  «irtlich  zu  ciincentriren,  ß  '* 
•ir.n    »»ni  S'hirf,    '▼■»(«•hes    lei  n»s«•}lin•-«^»nem  Obertlior  durch  das  g»»<»ff"'*' 
f  nf»'r*Ii»)r   in  di#»  ^♦•iiien«**fiK.unmpr  eine»»luiiron  ist,   b<»i  wieder  gf**H 
•f*n»-m  r  .ifi^rrlior  dnr'ii  « »•»ifniinir  der  "^ciuitzea  im  Oberthor  auf  A*  H   .• 
A  mit  dem   ^tidsj-ndt'Ti  Vl'isser=;pieir<d  in  der  Kammer  za  heben   and  •: 
d'ir^h  daM  2'*«»tf.iefe  <^h*»riior  nafh  dem  i>herwx^s*?r  hin  za  entlasi>*»n.  •<  ' 
■innflrr'.k«-hrt  ^'\\\  >rli!:f,  w»*!i'iirs  bid  ir«*sehIo*iH'uem  L'uterthor  durch  da^  . 
'^>lf n^t^  ^>b**rth<.r  ru  die  K.iminer  eintuiir,  nach   S'Wiessanff  des  b'U'*» »» 
r|»ir«:h  O^tfruiniT  d^T  SihiiM.'a  im  TatiTtUor  vou  der  Höhe  A  nieder-    i  •' 
dfip'h   A^A   jTfotfn^te   f'nterrhor   nat*h   dem   rnterwjssor  hin  zu  entJa'»^  •.. 
Znr  f^nrt.heilun^  der  Zeit,   die   zn   diesen  Operationen   ertorderli»  h   i*'- 
handelt  f's  ^ich  im  ersten  FalU*  am  die  FüUung^zeit,  im  zweiten  uii.  ■. 
KfifIff5rnnir5jzHt  der  Kammer. 

\\f''\  doppelten  oder  gekuppelten  Scbleusen,  bestehend  aas  einer  ^d»»  r- 
find   einer   unteren  KanuiuT,   die   gegen  einander  dorch  ein  dritte^,   «.. 
Mittelt  bor  ab^^'^p^'i'i't  werden  können,  and  die  aas  praktis^cbon  Gru::' 
MaU  jener  ejnfacbcn  SchlcQsen  dann  Anwendung  finden,  wenn  das  Gt : 
fto  ^roHH  iHt,  dann  eine  Verthcilung  der  ganzen  Hebung  oder  Senkung  a- 
/.wei  Kammern   zweckmässig  ist,  handelt  es  sich  ausser  der  FttUniir^ 
der  otieren  Kammer  durch  die  Schutzöffnungen  im  Oberthor  and  der  1    ' 
bMTiitigHxeit  der  unteren  Kammer  durch  die  Schutzöffnungen  im  UnUTti»  - 
norb  um  die  Aungleichungszoit  des  Wasserstandes  in  den  zwei  commuK 
rlreiid(<  (iefUMHo  bildenden  Kammern,  nämlich  oro  die  ZeU>  in  «ekhir. 
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Fig.  46. 


wenn  bei  geschlossenen  Thoren  das  Wasser  anfangs  in  der  oberen  Kammer 
höher  stand,  als  in  der  unteren,  dieser  Höhenunterschied  bis  Null  abnimmt, 
oachdem  die  Schützen  des  Mittelthors  geöffnet  wurden. 

Zur  Berechnung  dieser  verschiedenen  Zeiten  dienen  die  Formeln  (2), 
i3)  und  (4)  des  vorigen  §.,  sofern  die  Seitenwände  der  Kammern  vertical 
[Hier  nur  so  wenig  geneigt  sind,  dass  ihre  Horizontalschnitte  mit  constanten 
Mittelwerthen  in  Rechnung  gebracht  werden  können. 

1)  Füllungszeit  einer  Schleusenkammer  (einer  einfachen 
schleuse  oder  der  oberen  KaiAmcr  einer  doppelten  Schleuse)  vom  Ober- 
rasser  aus,  dessen  fteie  Oberfläche  dabei  ihrer  sehr  bedeutenden  Grösse 
regen  als  auf  constanter  Höhe  bleibend  vorauszusetzen  ist. 

F  sei  der  Horizontalschnitt  der  Kam- 
mer, 
Ä  die  gesammte  Grösse  der  Oeffnung 

im  Oberthor, 
a  die  Höhe  dieser  rechteckigen  Oeff- 
nung mit  horizontalen  und  verti- 
calen  Seiten, 
h  die  anfängliche  Höhendifferenz  des 
Oberwasserspiegels  und  der  freien 
Wasseroberfläche  in  der  Kammer,  welche  durch  die  Horizontalebene 
des  Schwerpunktes  von  A  in  einen  unteren  und  oberen  Theil  =  h^ 
und  Äj  getheilt  werde  (Fig.  46,  worin  die  Schütze  im  Unterthor  ge- 
schlossen zu  denken  ist). 

Im  Allgemeinen  wäre  nun  die  FüUuugszeit  t  streng  genommen  in 
\t^\  einzelne,  besonders  zu  berechnende  Zeiten  zu  zerlegen,  entsprechend 
"i'HT  Zerlegung  der  ganzen  Steighöhe  h  der  inneren  Wasseroberfläche  in 

fie  Bestandtheile: 

a  a 


K- 


a, 


2 


h  der  ersten  dieser  Zeiten  findet  durch  A  ein  freier  Ausfluss  statt  unter 
>-r  mittleren)  wirksamen  Druckhöhe  Äg;  in  der  zweiten  theilt  die  stei- 
tfnde  Wasseroberfläche  die  Mündung  A  in  einen  oberen  Theil  von  der 
lohe  j?  und  einen  unteren  von  der  Höhe  a  —  x,  und  findet,  während  x 
Mii  a  bis  0  veränderlich  ist,  durch  jenen  ein  freier  Ausfluss  mit  wirksamer 

d  X 


irackhöhe  =  h^ + 


2' 


durch  diesen  ein  Ausfluss  unter  Wasser 


it  wirksamer  Druckhöhe  ^^  \  — 


+  X  statt;  in  der  dritten  endlich 
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a 

erfolgt  der  Ausfluss  unter  Wasser  bei  einer  von  A^ bis  0  steti;:  aU 

nehmenden  Druckhöho. 

Die  uBiständliche  Berechnung  der  zweiten  dieser  drei  Zeiten  ent- 
spricht indessen  kaum  der  Unsicherheit  des  AusflussGoefticicntea  und  d«ü. 
überhaupt  hier  zu  beanspruchenden  Genauigkeitsgrade;  es  ist  deshalb  \ur- 
zuziehen,  die  ganze  Fallungszeit  i  in  fiur  zwei  Theile  t^  und  t^  zu  thcii«-!!. 
während  welcher  die  Wasseroberfläche  in  der  Kammer  um  A,  rp*»p.  >. 
steigt,  und  bei  ihrer  Berechnung  die  wirksame  Druckhöhe  beziehang^woi^ 
constant  =  k^  resp.  =  der  veränderlichen  Höhendifferenz  der  äusM.T>L 
und  inneren  Wasseroberfläche  zu  setzen.  Sie  wird  dann  zwar  in  Betroff  u 
zu  Ende,  in  Betreff  t^  zu  Anfang  etwas  zu  gross  gesetzt,  doch  kann  «t»" 
dadurch  verursachte  Fehler  durch  entsprechend  kleinere  Annahme  \"3i 
genügend  ausgeglichen  worden,  wenn  a  hinlänglich  klein  im  Vergleich  xr 
h  ist. 

Hiernach  ist  nun 


und  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  (mit  F   =-  F,  h^^  h^,  h  ^  0): 

*  ~  mV     g     ~    fU.\2gh^ 

Streng  genommen  ist  zwar  //  in  beiden  Formeln  nicht  ganz  gleich;  m«* 
einem  constanten  Mittel werth  aber  ergiobt  sich 

2)    Zur    Berechnung    der    Entleerungszeit    einer   8chleuf>*i« 
kämm  er  (einer  einfachen  Schleuse  oder  der  unteren  Kammer  einer  «1  ; 
pelten  Schleuse),  d.   h.  der  Zeit  ihrer  Entleerung  in  das  rnterwd>-'* 
dessen  freie   Oberfläche  dabei  ihrer  bedeutenden  Grösse  wegen  &h  «c 
constanter  Höhe  bleibend  vorauszusetzen  ist,  sei 
F  der  Horizontalschnitt  der  Kammer, 
A  die  gesammte  Grösse  der  Oeffnung  im  Uuterthor, 
h  die   anfängliche  Höhendifferenz  der  freien  Wasseroberfläche  in   <:• 
Kammer  und  des  Unterwasserspiegels  (Fig.  46,  worin  die  Schötrf  »i 
Oberthor  geschlossen  zu  denken  ist). 
Es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
a)  Wenn  die  Schutzöffnung  sich  ganz  unter  dem  l'Uterwa£&cr^pitv  . 
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betindet,  wie  Fig.  46  andeutet,  ist  nach  GL  (3)  im  vorigen  §.  (mit  F"  :^  F, 

t=-^\]/''    (2). 


LV' 


bj,  Wenn  die  Schutzöifnung,  deren  gesammte  Breite  =  h  sei,  nur 
iji.il weise  unter  Wasser  liegt,  nämlich  durch  die  Ebene  des  Unterwasser- 
-]iit'^ols  in  einen  unteren  Theil  von  der  Höhe  öj  und  einen  oberen  von 
«Irr  Höhe  a^  getheilt  wird,  so  findet  durch  jenen  ein  Ausfluss  unter 
Wasser  mit  von  h  bis  0  abnehmender  Druckhöhe,  durch  diesen  ein  freier 
Ausduss  statt,  der  anderen  Gesetzen  folgt,  sobald  die  mittlere  Druckhöhe 

bbH    '  abgenonmien,  nämlich  die  sinkende  Wasseroberfläche  den   oberen 

Rand  der  Mündung  erreicht  bat.  Indem  aber  die  Umstfttidliofakeit  eines 
dit^en  Umständen  vollkommen  entsprechenden  Rechnungsverfahrens  mit  ' 
i^r  nur  in  beschränktem  Grade  beanspruchten  Genauigkeit  des  Resultates 
uüil  der  Ulizuverlässigkeit  der  empirischen  Coefficienten  nicht  in  Verhält- 
ü^s  Stande,  kaAn  man  näherungsweisc  annehmen,  dass  das  in  Gl.  (2)  tie- 
fende Gesetz,  demzufolge  die  Eutleerungszeit 

doi>pelt  so  gross  ist,  als  die  Zeit,  in  welcher  bei  unverändert  bleibender 
aufinglicher  Höhendifferenz  =  h  des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  das- 
selbe Wasservolumen  =  Fh  ausfliessen  würde,  auch  hier  anwendbar  ist, 
uud  somit  setzen: 

Ivr  Umstand,  dass  dadurch  t  etwas  zu  klein  gesetzt  wir4  (um  so  mehr»  jf 
GT<~/^&er  a^  im  Vergleich  mit  a^  ist),  kann  wieder  durch  entsprechend  klei- 
nere Annahme  des  Coefficienten  fi  unschädlich  gemacht  werden. 

3)  Ausgleichungszeit  des  Wasserstandes  in  den  beiden 
Kammern  einer  doppelten  Schleuse  bei  geöffneten  Schfitzen  im 
Mittelthor,  während  das  Ober-  und  Unterthor  nebst  ihrea  Schützen  ge* 
»:hlo88en  sind.    Es  sei  (Fig.  47) 

Fj   der  Horizontalschnittt  der  unteren, 

F^  der  Horizontalschnitt  der  oberen  Kammer, 

A  die  Grösse  der  Oeffnung  im  Mittelthor, 
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^**-  *''  Äj  die  anfängliche  Höhe  des  Sdiwor^ 

Punktes  von  A  aber  der  Wassern 
Oberfläche  in  der  unteren  Kaioi 
mer, 
h^  die  anfängliche  Höhe  der  Wasser] 
Oberfläche  in  der  oberen  KammH 
über  dem  Schwerpunkte  von  J 
Bei  einer  ähnlich  angenäherten  Rechnungsweise  wie  in  den  vorige^ 
Fällen  und  unter  der  Voraussetzung: 

FtK  >  F^K 

kann  die  ganze  Ausgleichungszeit  t  aus  zwei  Theilen  ^  und  t^  bestebrs 
betrachtet  werden,  so  dass  in  der  ersten  Zeit  t^  die  Wasseroberfläche  i 
der  unteren  Kammer  um  h^  steigt,  in  der  oberen  bis  zur  Höhe  x  ül-^ 
dem  Schwerpunkte  von  A  sinkt,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

J^%kH  —  X)  =  J^^h^  ;     X  = 

während  in  der  zweiten  Zeit  t^  die  Höhendifferenz  beider  WassemV: 
flächen  von  x  bis  0  abnimmt,  und  kann  gesetzt  werden  nach  Gl.  ^  \*. 
vorigen  §.: 


''=lWi-v:) 


und  nach  Gl.  (2)  daselbst: 


^•^«-  - ./  - 


**        (lA  F,  +  F^ 


\ 


/2i 
9 


also  mit  einem  erfahrungsraässig  zu  bestimmenden  Mittelwerth  von  u 
Insbesondere  im  Falle:  F^  =  ?\=  F  ergiebt  sich 


t=  - 


(V  'f  - ',  |/^' 


fiA\r       g 

Was  den  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Coefficienteu  /i  W\T\t 
so  ist  derselbe  am  besten  aus  Beobachtungen  der  betrelfeiideii  Z«»itiii  f 
Schleusen  von  genau  bekannten  Dimensionen  abzuleiten  um  so  mehr« 
er   zugleich   durch    die  Fehler   der  den  Fonneln  zu  Gnuide   li«*L*vQii 
Voraussetzungen   bedingt  wird.    Zuverlässige  solche  BeobacfatoiigeD   ^.i^ 
Glicht  zahlreich  bekannt  geworden.    Erwähneuswerth  sind  die  von  Eyt«-| 
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vein  ils  sorgfältig  bezeichneten  Beobachtangen  (1799)  des  Baninspector 
Kypke,  betreffend  die  FüUnngszeiten  einer  Schleusenkammer  des  Brom- 
berger  Canals.  *  Indem  man  dabei  die  Schiensenkammer  erst  so  weit  sich 
i&Ilen  liess,  dass  die  Schntzöifnung  bei  Beginn  der  Zeitmessung  schon  ganz 
unter  dem  Wasserspiegel  in  der  Kammer  sich  befand,  ist  die  von  diesem 
Aoirenblicke  an  gerechnete  FüUnngszeit  ^,  unter  F  den  Horizontalsöknitt 
der  Kammer,  A  die  Schntzöffnung  und  h  die  anfängliche  Höhendifferenz 
der  Wasserspiegel  verstanden,  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §. 

'2A 


'=LV"a^''^'''^  =  uV- 


9  tuir      g 

Bei  zwei  verschiedenen  Versuchen  war  in  rheinischem  Fussmaass  ausser 
F  =  4284  Quadratfuss: 

-4  =  ^  und  ^2  Quadratfuss, 

Ä  =  7-^  und  7  Fuss, 

^  =  1763  und  1236  Secunden. 

Itt^us  folgt  mit  ff  {=  9,81  Mtr.)  =  31,256  Fuss  pro  See. 

^  =  0,613  und  =  0,647,  im  Mittel  n  =  0,63. 

In  den  Formeln  (1),  (3)  und  (6)  muss  übrigens,  wie  oben  schon  an- 
Heutet  warde,  fi  kleiner  gesetzt  werden,  und  ausserdem  können  andere 
Toistände  nach  Maassgabe  von  §.  84  einen  merklichen  Einfluss  auf  diesen 
/oeflieienten  ausüben;  im  Durchschnitt  wird  die  Annahme:  fi  =^  0,6  der 
(Wahrheit  nahe  kommen. 


f.   Veränderlicher  Ausfluss  von  Luft  uud  Dampfaus  Gefässen. 

Wenn   in  Betreff  des  Aenderungsgesetzes  des  inneren  Zustandes  die 

•Fassung  p   einer  bestimmten  Potenz  des  specifischen  Volumens  v  propor- 

ional  gesetzt  wird: 

pv"*  =  Consl.y 

ra«;  nach  früheren  Erörterungen  um  so  eher  geschehen  kann,  je  weniger 
^Ärme  von  aussen  mitgetheilt  resp.  entzogen  oder  durch  innere  Wider- 
Uiide  erzeugt  wird,  und  je  weniger  im  Falle  von  Dampf  derselbe  feucht 

*   Eytelwein's   Handbuch   der   Mechanik   fester  Körper  und   der  Hy- 
raalik,  S^  Aufl.,  1842,  S.  129. 
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ist,  besonders  aber  (bei  entsprechender  Bestimmung  des  Exponenten  *#  je 
nach  den  betreffenden  umständen)  dann  gerechtfertigt  ist,  wenn  es  sich 
nicht  sowohl,  wie  bei  längeren  Röhren,  nm  die  Ermittelang  der  8acce8si\€m 
Zustandsändemngen  im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung,  sondern  nur,  ^le 
beim  Ausfiuss  aus  Gefässen,  um  die  Darstellung  der  Gesetzmässii^eit  einer, 
resultirenden  Zustandsänderung  (mit  Abstraction  von  dem  effectiven  Geset/'^ 
der  Zwischenzust&nde)  handelt,  so  sind  zufolge  den  früheren  Untersuchunc«« 
über  die  permanente  strömende  Bewegung  die  betreffenden  Gleichnni^ 
für  Luft  und  für  Dampf  von  einerlei  Form,  insoweit  die  Temperatur  d^'*  <  i 
ausser  Betracht  bleibt,  der  innere  oder  Wärmezustand  also  durch  p  uni  ri 
charakterisirt  wird,  indem  dann  auch  die  Gleichung  des  inneren  Arb«*ir'^ 
Vermögens  für  Gase  und  ungesättigte  Dämpfe: 

n — 1 

abgesehen  von  den  verschiedenen  Zahlenwerthen  der  Constanten  n  1Bi^- 
rungsWeise  selbst  bei  feuchten  Dämpfen  zu  Grunde  gelegt  werden  k.^ 
(§.  110).    Im  Folgenden  werden  deshalb  diese  verschiedenen  Fälle  ue  ? 
mehr  gemeinschaftlich  behandelt,  als  mit  zunehmender  Complication  ti  - 
thatsächlichen  Verhältnisse  nothgedrungen  der  Anspruch  auf  Genaui»:k»  i: 
bei  der  Lösung  specieller  hierher   gehöriger  Aufgaben  mehr   und  i..*  '■  .1 
erniedrigt  werden  mnss.    Jedenfalls  wird  auch  hier  die  wesentlich  Tf*r>  :i: 
fachende  Voraussetzung  gemacht,  dass  der  augenblickliche  Znsta   i 
an  irgend  einer  Stellemit  genügender  Annäherung  demjenic*  s 
gleich    gesetzt  werden  könne,  welcher  unter  übrigens  gleich«, 
und   unverändert  bleibenden  Umständen   bei  permanenter  I> 
wegung  daselbst,  stattfinden  würde,  eine  Annahme,  welche    ana.* . 
ihrer  Prüfung  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  §.  1 1  tVi  ohne  Zweifel  jl^  s 
hier  um  so  weniger  fehlerhaft  sein  wird,  je  länger  die  verändoriicb*-  !■- 
wegung  schon  gedauert  hat  bis  zu  dem  Augenblicke^  für  welchen  dtT  /; 
stand  resp.  die  verflossene  Zeit  gesucht  wird. 


§121.   Communletrende  ffeftsM« 

Ebenso  wie  h'üher  (§.  119)  aus  dem  Falle  des  Aus-  und  Einflie^^ 
von  Wasser  aus  einem  in  das  andere  von  zwei  communicirenden  Ut^la*^^ 
die  Gesetze  des  Ausflusses  aus  einem  Gefässe  ohne  Zufluss  in  einen  lUu-t 
von  constanter  Wasserstandshöhe  resp.  Pressang,  sowie  des  £illlllusr^  »ai 
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mem  solchen  Baame  in  ein  Gefäss  ohne  Abflnss  als  SpecialfäUe  abgeleitet 
Verden  konntei),  verhält  es  sich  offenbar  auch  hier,  wenn  nnr  anstatt  des 
Horizontalachnitts  hier  das  Yolnmen  des  einen  oder  andern  der  beiden 
tieiasse  anendlich  gross  gesetzt  wird,  nnd  soll  deshalb  hier  die  Disenssion 
des  allgemeineren  Falles  vorangestellt  werden* 

Fnnd  TT  seien  die  Yolnmina  der  beiden  Gefässe,  welche,  gleichartige 
Jaftformige  Flfissigkeiten  enthaltend,  zunächst  von  einander  abgesperrt  sind; 
dabei  seien  die  Pressung  und  das  specifische  Volumen  im  ersteren  Gefässe 
=  Pf^j  ^9j  i™  anderen  =  y^,  w^  gegeben,  und  zwar  Po  >  ?o-  Wenn  dann 
in  irgend  einem  Augenblicke,  von  welchem*  an  die  Zeit  t  gerechnet  wird, 
die  Commnnication  zwischen  beiden  Gefässen  hergestellt  wird,  und  A  die 
Grösse  der  Mündung  ist,  durch  welche  die  Flüssigkeit  in  das  Gefäss  W 
einiliesst,  so  ist  es  die  Aufgabe:  die  Zeit  t  zu  finden,  in  welcher  O  Kgr. 
der  Flüssi^eit  (Luft  oder.  Dampf)  aus  V  nach  W  überfliessen,  resp.  in 
welcher  die  Pressung  in  V  von  Pq  bis  p  abnimmt  oder  in  W  von  q^  bis  * 
f  zunimmt,  sowie  die  inneren  Zustände  (p,  v)  und  (;,  ic\  welche  dann  in 
dtfQ  beiden  Gewissen  stattfinden,  vorausgesetzt  dass  diese  Gefässe  gross 
.'(-nugsind,  um  vonderBewegung  in  den  weitaus  grösstenTheilen 
ibrer  Räume  abstrahiren  zu  dürf&n,  dass  also  die  lebendige  Kraft 
dtr  in  der  That  heftig  bewegten  Flüssigkeit  diesseits  und  jenseits  der  Mün- 
duDg  A  doch  einer .  verschwindend  kloinen  Geschwindigkeit  entsprechen 
»urde,  wenn  sie  auf  die  ganze  Masse  in  beiden  Gefässen  gleichförmig  ver- 
tbvilt  wird.  Wenn  dann  ausserdem,  wie  es  hier  geschehen  soll,  von  einer 
•twaigen  Wärmetransmission  durch  die  Gefässwände  abgesehen 
Kird,  so  kann  das  Aenderungsgesetz  des  inneren  Zustandes  im  Gefässe 
r  durch  die  Gleichung: 

pv''=  PqVq*" (1) 

iUM^edrückt  werden,  in  welcher  der  Exponent  n  insbesondere  für  atmo- 

4 
fphärische  Luft  =  1,41   und  für  ungesättigten  Wasserdampf  =      -  zu 

3 

«tzen,  bei  gesättigtem  Dampf  aber  kleiner  und  von  den  Umständen,  ins- 
besondere vom  Flüssigkeitsgehalt  abhängig  ist  Das  Aenderungsgesetz  des 
Zustandes  im  Gefässe  TT  ist  bedingt  durch  die  continuirliche  Mischung 
(er  in  ihr  befindlichen  mit  der  aus  V  her  einströmenden  und  in  W  zur 


*  Eine  mehr  in  die  Einzelheiten  eingehende  Untersuchung  desselben  bei 
klfStraction  von  Widerständen  enthalten  verschiedene  Aufsätze  von  J.  Bau- 
«: hinger  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von  Schlömilch, 
kabl  und  Cantor,  Jahrgang  1863. 

u  r  a  •  h  o  f ,  tbeoret.  M&aclüaeiileliie.    I.  44 
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Rahe  gelangenden  Flüssigkeit,  nnd  zwar  sind  q  und  w  durch  ^,  «,  ^  be- 
stimmt mit  Ritcksicht  daraui^  dass  in  irgend  einer  Zeit  t  die  Zimihi  ^ 
Fiassigkeitsgewichtes  ia  JF  =  der  Abnahme  desselben  in  F,  ferner  vmk 
die  Zunahme  des  inneren  Arbeitsvermögens  der  Flttssigkeit  in  IP  =  der 
Abnahme  desselben  in  V  ist,  welcher  letztere  Umstand  unter  den  Uer  a 
Gmnde  liegenden  Voraassetznngen  nnd  bm  Abstractton  Tom  EiaiQflw  der 
Schwerkraft  ans  der  allgemeinen  Gleichnng  des  ArbeitsvermAfm  ki<-r 
offenbar  ebenso  zu  folgern  ist  wie  bei  der  in  §.  36  fHÜier  bdiandeto 
Aufgabe  die  dortige  zweite  Gleichung.  Der  ^^tere  Umstand  wird  aus- 
gedrückt durch:  * 

Wa-±)=v(^-^)=0 .2. 

Was  den  anderen  betrifft,  so  sei  das  specifische  innere  ArbeitsrenoOgvs 
der  betreffenden  Flüssigkeit: 

'    n  —  1 

* 

unter  C  und  n  Constante  verstanden,  von  denen  letztere  die  oben  ange- 
führte Bedeutung  hat.  Im  Falle  gesättigten,  mehr  oder  weniger  feuchtes 
Dampfes  sind  freilich  streng  genommen  diesen  Constanten  verschiedent 
Wcrthe  beizulegen  bezüglich  auf  die  Flüssigkeiten  in  den  beiden  Gefls$«'n. 
besonders  wenn  etwa  im  einen  oder  anderen  derselben  ein  Uebergang  ui^ 
dem  Zustande  der  Sättigung  in  den  der  Ueberhitzung  stattfindet;  wem 
aber  dieser  Fall  ausgeschlossen,  vielmehr  der  gesättigte  Dampf  als  beständü: 
in  beiden  Gefässen  gesättigt  vorausgesetzt  wird,  so  können  die  zweierlei 
Werthe  von  C  und  n  wenigstens  mit  meistens  genügender  Näherung  doni 
gleiche  Mittelwerthe  ersetzt  werden,  nnd  folgt  dann  aus  der  fragUch'-a 
Gleichheit  der  in  entgegengesetztem  Sinne  stattfindenden  Aendernngen  d»^ 
inneren  Arbeitsvermögens  in  beiden  Geissen  die  Gleichung: 

w\     ^  n  —  lj         tt^oV  n—lj 

rp  \     ^  » —  1/  r  V      ^  Ji  -  1 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) : 

^^{9-9o)  =  ^(Po-P) '^ 

Durch  die  4  Gleichungen  (1)  —  (3)  sind  im  Allgemeinen  je  4  der  Grübet 
Pj  <^9  ^9  <^)  ^  durch  die  ftlnfte  bestimmt. 

Was  nun  die  Zeit  t  betrifft,  in  welcher  die  fragliche  Zustandsäadenu 
seit  Herstellung  der  Communication  zwischen  beiden  Gefftasen  erfolfU  *» 
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sei  C  der  Widerstandscoefficient  fOr  die  Bewegung  bis  zum  Ausflussquer- 
schnitte (bezogen  auf  die  Geschwindigkeit  in  demselben),  d.  h.  bis  zu  dem 
i^rschnitte,  in  welchem  die  Pressung  des  Luft-  oder  Dampfstroms  zuerst 
=  q  geworden  ist  (das  specif.  Volumen  aber  noch  nicht  =  w);  dann  ist 
nach  §.  101  und  §.  111  mit 

»  =  -z-, ---;    1  +  g  = (4) 

l-[-»g  n       m  —  1 


nnd  wenn  zunächst 


m 

2 


?o  >  ( _  i_V-i (5) 

p^j  =  W  +  1/ 

q 

vorausgesetzt  wird,  so  dass  um  so  mehr  zu  jeder  folgenden  Zeit  -  grösser 

P 
als  jener  Grenzwerth  und  somit  der  kleinste  Querschnitt  oA  (unter  a  einen 

äusseren  Contractionscoefficienten  verstanden)  mit  dem  Ausflussquerschnitte 

identisch  ist,  die  Luft-  oder  Dampf  menge  in  Egr.,  welche  zur  Zeit  t  bei 

gleich  bleibenden  Umständen  in  1  See.  überströmen  würde, 


K^'.-1-i  :[(:)"■-(:) 


dG  -  T  . 

- --  =  aA 
dt 


m 


(6). 


Daraus  folgt  die  Zeit,  in  welcher  die  Pressung  im  Gefösse  V  von  Pq  bis  p 
abnimmt,  resp.  in  W  von  qQ  bis  q  zunimmt,  resp.  O  Kgr.  der  luftft^rmigen 
Flossigkeit  vom  ersten  in  das  zweite  Gefäss  überströmen, 

p  q  0 

t  =  Jf{p)dp  =f(p(q)dq  =  J^{G)dG (7), 

Po  ?o  *> 

ieoacbdem  in  Gl.  (6)  durch  p^  q  oder  G  die  übrigen  der  Grössen  ^,  r,  q^  G 
vermittels  der  Gleichungen  (1)  —  (3)  ausgedrückt  werden. 

m 

Ist  aber  ^«-  <  i~^)^' W' 

Pq         \m  +  1/ 

10  seien  p'  und  q'  diejenigen  correspondirenden  Werthe  von  p  und  q^ 
welche  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (3)  der  Gleichung  entsprechen: 

p                 JTp                 JF        U-fl/ 
d.  h.    p  = -^;     q  = _„,        —   ^'> 

44* 
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Dann  ist,  so  lange  p  ^  p  oder  q  <^  q  ist,  nach  §.111,  Gl.  ,^6)  zn  setzHn: 


^^  _  ,,^    /  _9^     (_1_  Y^^P lu 

dt       ^     ^     1  +  g  U  +  1/  t; 

and  somit,  jenachdem  die  Variablen  ausser  t  vermittels  der  Gleichoogt^c 
(1)  —  (3)  durch  p^  q  oder  G  ausgedrückt  werden, 

/f                              q                             0 
F{p)dp  =  f^(q)d^  =  JV{Q)dG ;il  . 

Po  ?ü  ^ 

Ist  dagegen  p  <C^  p'  oder  q  ^  q\  so  ergiebt  sich,  unter  /,  gp,  ip  dies^ii^n 
Functionen  wie  in  Gl.  (7)  und  unter  €^  den  Werth  von  O  verstani'.^ 
welcher  p  ^=z  f  oder  q  ^=^  q'  entspricht. 


t^-fF{p)dp  -\-  ff{p)dp 


Po 


=  f^iq)dq  +  fip(q)dq 

7u  g' 

G'  a 

=  fV(G)dG  +  fy?iG)dG 


1: 


Der  in  Rede  stehende  Vorgang  ist  als  beendigt  zu  betrachten <»  «*-d 
die  Pressung  in  beiden  Gefössen  gleich  gross  =  ^j  =  ^^  gewordeu  is^ 
bestimmt  nach  Gl.  (3)  durch 

wenigstens  kann  eine  weitere  Zustandsänderung,  ein  weiteres  VvUi 
strömen  von  Fnach  W  oder  eventuell  ein  theilweises  ZurOcksthmun  \'i 
W  nach  F,  dann  nur  infolge  einer  viel  langsamer  stattfindeuden  Ai^ 
gleichung  der  Temperaturen  zwischen  den  beiden  Gofössinhalten  und  •!  l 
äusseren  Medium,  wovon  hier  abstrahirt  wurde,  allmählig  erfolgen.  1  1 
Zeit  ^1,  welche  zu  jener  Ausgleichung  der  Pressungen  erfordert  »im.  .^ 
bei  Erfüllung  der  Bedingung  (5): 


h  =  jf{v)dp  =  J<p{q)dq 


Pu  9o 

anderenfalls  dagegen,  d.  h.  wenn  die  Bedingung  (8)  erfüllt  and  weil  J.. 
jedenfalls  auch  p^  <C  p'  resp.  q^  >  q   ist: 

t,  =  jF{p)dp  +  ßip)dp  =f^(q)dq  +  fi{q  rf^  .  .  .    I.| 

Po  P'  Vo  *q' 
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§.  122.  Besondere  FftUe. 


1)  Der  a\u8flu8s  erfolge  aus  einem  Gefässe  vom  Volumen  F, 
welches  keinen  Zufluss  hat  und  in  welchem  der  anfängliche 
Zastand  (p^^  v^)  herrscht,  in  einen  Raum  von  constanter  Pres- 
sung q  <C  Po  (entsprechend  der  Voraussetzung  W  =  oo  nach  Gl.  (3)  im 
Rurigen  §.),  z.  B.  in  die  atmosphärische  Luft.  Dann  sind  nach  GL  (1)  und 
2}  im  vorigen  §.  die  Ausflussmenge  =  G  Egr.  und  das  specif.  Volumen 
r  im  Gefässe  als  Functionen  der  abnehmenden  Pressung  p  in  demselben: 


V 


V 


1_ 

N 


0 


G  = 


1  — 


P 
^Po 


Po 

P/  VqI 

insbesondere  mit  p  =  q  ergeben  sich  daraus  die  Wcrthe  von  v  und  G  am 
Ende  der  Ansflusszeit  t^^  d.  h.  nachdem  die  Pressung  im  Gefässe  =  der 
Constanten  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zur  Berechnung  dieser  Zeit  t^^  und  zwar  zunächst  im  Falle 


m 


m 


n{l  +  g) 


;^o  =  ^»»  +  i>^       '    '"        1  +  «b 

tfeaebt  sich  aus  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  durch  Substitution  von 

1       F 
n 


(2) 


y  =  1  (^-) 

^  ^0  \Po/ 


1 

n 


und  dG  =  — 


^'^  dp: 


it^ 


1 

Vp^        dp 


"-■-K^'.-^tC  £)■[(:)"- a-)- 


Vdp 


naA 


I/o      ^         n '^"^r/^w     f^y^ 


Vdp 


....,|/.,,:-i'...ay""(:)- 


—  3 


7  \m 
P 


0 


»«-hl, 
»1 


•j^fT  mit 


ato 


—  qdp 


P 


2 


Po 

% 

=  dx\ 


Xq  und  -  =  X 
P 


P 


2 


(3), 


dp  = dx 


dx 

—  q  \> 

X' 


• 
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und  C  =-- _     -^    __^  * 

w-1 

n 


y- 


dt 


naA  1/  S^/Jo^'o^-^i-j^o   * 
Cdx  Cdx 

1/1+ ' ; '  '™+ \  ~  jTT+i  +^v  "~^ 


1 
_  .  ,  ttx 

tf   ^:=^         .  _    , 

Xq 


■-fe 


m 

Im  Falle  x^  <  ;r'  mit   ä'  =  (  -     -  V"~* -^ 

\m-\-  1/ 

ist  dagegen,  so  lange  x  -^  x'  ist,  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  mit  i>'\: 
Substitutionen  für  -     und  dG: 

V 

—  Vp^^'^dp  (fdx 


dt^  

nr,p,^UUy   ^-^  ^x  ^^^[^^ 


X        " 


wenn  u  = —         _  __ 

^/  wj  -+- 1      n  —  1 


=  c 


1  +  S 
gesetzt  wird,  also 


,  ,— wJf        "•  '^  (»»—    1)J?         '^ 


fj  —  -   C' 


7,/:. -^/j/ ,.-.;..  = • 


Xq  JP 

Wenn    die    anfängliche    Pressung   im    Gefässe    nur    *• 
grösser,  als  die  äussere  Pressung,  also 


lo  =  1  —  Xo  =  1  — 


9 .1 
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nnd  aUgemein  £  =  1  —  x  =  1 ein  kleiner  Bruch  ist,  so  ist  bei 

P 
Temachlässigang  kleiner  Grössen  höherer  Oi^dnimg: 


1       1       1 

IH ) 


m  (^m  x)  = 


b-i'+~+m 


2  mV\  m. 

m  —  1 


m 


(l-«§)g 


mit 


'     n     '     2    w 


(10), 


also  nach  Gl.  (5)  wegen  dx  =  —  rfg 


(1  -  «Dl 


oder  wegen 


—  .  örcco«(l  — 2ffgo) 

ni  —  \   a 


—  =  -  -arccos  (1  —  2ag) 


— ^^    ^    .  a« «n  V2a&(2r^2^ 
m  —  1   a 

oder,   mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  entwickelt 
nach  der  Reihe: 

arc sinx  =  X  -]-     -x^  -\-  . .., 


oder  auch    mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  und  auf  die  Bedeu- 
taugen  von  C  und  a  nach  obigen  Gleichungen  (4)  und  (10): 


1) 
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<i 


_  2r  1  /        (1  +  g)g. A  ,   1    .  \ 

Es  8ei  z.  B.  F  =  10  Cubikm.,  A  =  0,0001  Qnadratm^  q  =  1  Atn^ 
Pq  =  1,25  Atm.  (§0=  0,2)  und  die  Anfangstemperatur  der  Luft  io 
Gofässe  =  17^,  also 

PqVq  =  ETq  =  29,4  .  290  =  8526. 

Dann   ergiobt  sich  nach  Gl.  (12)  mit  g  =  9,81,  n  =  1,41,  C  =  1"^ 

also  m  =  1,388,  und  mit  a  =  0,65,  entsprechend  einer  Mündni;  c 

dünner  Wand: 

tj^=  273  Secunden. 

2)  £ine  luftjförmige  Flüssigkeit  ströme  ans  einem  Raov 
von  constantem  Zustande  (jf,  c)  in  ein  Gefäss  vom  Volnmen  i^. 
welches  eine  luftförmige  Flüssigkeit  von  derselben  Art  uad 
dem  Anfangszustande  {qQ^t^o)  enthält,  so  dass  qo'^  P  i*^-  Di^9V 
Falle  entsprechen  die  Gleichungen  des  vorigen  §.  unter  der  Voraussoini?; 
F=  oo,  und  man  erhält  aus  Gl.  (2)  daselbst: 

1  —  i-  4-    ^ 


w         Wq         W 


sowie  aus  Gl.  (,3)  in  Verbindung  mit  GL  (2): 

^Po  —  P 


9  =  9o  + 


W  1        1 


«^0       ^ 


filr  den  Grenrfall,  dass  p  und  v  =  p^  und  r^  constant  sind-    Nach  Gl  *- 
im  vorigen  §^  woraus 

do 
r^Hp  -f  fipr**~^(ir  =  0;     —  v^j   =  npr 

qv 

folgu  ist  aber  jener  Grenzwerth 

_dp 


110  1^  \  dvj  ^ 


hm, 

1  _1  0  ] 
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Durch  diese  Gleichungen  (13)  und  (14)  sind  das  specifische  Volumen  w 
and  die  Pressnng  q  bestimmt,  welche  im  Gefässe  stattfinden,  nachdem 
^  Egr.  der  InftfÖrmigen  Flüssigkeit  eingeströmt  sind;  man  findet  daraus 
(r  and  t0  als  Functionen  von  q\ 

G  =   y^-g";       A   =   ^    +   ^-^^^ (15), 

nfv  w         Wq  npv 

insbesondere  mit  q  :==:  p  die  £influ8smenge  und  das  specifische  Volumen 
im  Gefisse  zu  Ende  der  Einflusszeit  t^ ,  d.  h.  nachdem  die  innere  =  der 
coDstanten  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zar  Berechnung  dieser  Zeit  ^  sei  zunächst: 

-'^  >  f-^^y'^^  -  =  -  .*  ? ^1^)- 

p  -^\m  +  lj         '  1  +  «S 

Dum  ist  nach  GK  (6)  im  vorigen  §.  mit  Kücksicht  auf  vorstehenden  Aus- 
fcick  (15)  von  Ol' 

Wdq 


dt  = 


»I 


oder  mit  ^^  =  a?„   und   -^-  =  « (17) 

P  P 

dl  =  __£^__.  „,it  C  = -Z==--^  •  •  •  ciö), 


V x^  {x^  —  x)  naAW  2gpv  ^^ - 


dx 


■■=7k 


(19). 


1  j_ 

x^{x^ X) 


Im  Falle  x^  <  x  mit  x  =  (       .   ,  )         ist  dagegen,  so  lange  x  < 
'  ist  nach  GL  (10)  im  vorigen  §.: 


rf,=^ ^^g_ =  c^, 

.  I  /     ^       'I»    T 
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wenn        (f  = -^-^^^  .^  =  C  \  / '—  ^  ••■  "A' 

^  1  +  s  ■ 

gesetzt  wird,  also 


^.=  ^(^'-^o)+^/,^-i^--= >2l 


J  r   x^(x^ 


(x^ —  x) 

X' 

Wenn    die  -anfängliche   Pressung   im   Gefftsse   nur  wenig 
kleiner,  als  die  änssere  Pressung,  also 

ä>=l-*.  =  l-^ •:':' 

P 

q 

und  allgemein  g  =  1  —  x  =  1 ein  kleiner  Bruch  ist,   so  ist,  •^• 

P 

die  Vergleichung  von  GL  (5)  und  (19)  unmittelbar  erkennen  lässt,  ebtt* 
wie  im  vorigen  Falle  nach  Gl.  (11): 


•■l/«-^|.('^^s.). 


wenn  darin  jetzt  nur 

3    1  ^,1,31 

fl  =  ^ statt  a  ^=  1  -\~        -T  ci    ~ 

2    tn  n  2    m 

gesetzt  wird,  also  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  w.  • 
und  g  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  und  auf  die  Bedeutung  von  ('  n^k 
obiger  Gl.  (18): 

^        naA  y        2ffpv       V    ~  4    m  ^/ 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  das  Einströmen  atmosphärischer  Lutl  u 
ein  verdünnte  Luft  enthaltendes  Gefäis  bis  zur  Ausgleichung  der  Tpf^ 
sungen  innen  und  aussen,  und  ist  JF  =  10  Cubikm.,  A  =  0,OCKU  Va» 
dratm.,  p  =  1  Atm.,  q^  =  0,8  Atm.  (g^  =  0,2),  die  Temperatur  i* 
äusseren  Luft  =  17®,  also 

pv  =  ET=  29,4 .  290  =  8626, 

so  ergiebt  sich  nach  Gl.(23)  mit  g  =  9,81,  n  =  1,41,  g  =  l,iM,  »s 

m  =  1,388,  und  mit  a  =  0,65,  entsprechend  einer  Mündung  in  duns^ 

Wand: 

tj^  =  252  Secund^n, 
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etwas  weniger,  als  bei  dem  analogen  Beispiel  im  vorigen  Fall,  nnd  zwar 
wird  der  Unterschied  nnr  bedingt  durch  die  verschiedenen  Coe£ficienten 
\ün  ^  in  den  untergeordneten  letzten  Factoren  der  Ausdrücke  (12)  und 
23);  die  Zahlenwerthe  dieser  Factoren  sind  hier  beziehungsweise  1,122 
and  1,036.  Bei  vorschwindend  kleinen  Werthen  von  ^  entsprechen 
beiden  Fällen  unter  fibrigens  gleichen  Umständen  auch  gleiche  Werthe 
Ton  i^,  — 

Im  Anschlüsse  an  die  hier  behandelten  Aufgaben  mag  bemerkt 
werden,  dass  bei  gewissen  speciellen  Problemen  der  Maschinenlehre  sich 
noch  complicirtero  Fälle  darbieten,  in  denen  die  Veränderlichkeit  des  Zu- 
^odes  der  überströmenden  luftförmigen  Flüssigkeit  durch  eine  gesetz- 
Bänige  Veränderlichkeit  der  Ausflussöffnung  A  und  der  Oefässräume  T, 
T  wesentlich  mit  bedingt  wird,  z.  B.  bei  dem  Einströmen  des  Wasser- 
dampfe  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampfinaschine  und  beim 
Ansströmen  aus  diesem  in  die  äussere  Luft  oder  in  den  Gondensator, 
«ihrend  dabei  der  Kolben  beweglich  und  die  Schieberöffnung  veränderlich 
vL  Es  lässt  sich  begreifen,  dass  in  solchen  Fällen,  wobei  es  sich  vorzugs- 
vme  um  das  Gesetz  der  Pressungsänderung  im  Gefftsse  (in  dem  verän* 
Wichen  Cylinderraum  einerseits  vom  Kolben)  handelt,  die  Beschränkung 
Inf  eine  nur  angenäherte  Lösung  in  noch  höherem  Grade  nöthig  wird. 
In  «päteren  Theilen  dieses  Werkes  wird  sich  Gelegenheit  bieten,  specieller 
darauf  zurückzukommen  und  dabei  die  hier  entwickelten  Formeln  weiter 
a  verwerthen. 


IIL    Bewegung  des  Wassers  iu  Ganälen. 

§.  123.   Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Oben  offene  Leitungen,  in  denen  das  Wasser  mit  einer  theilweise 
fr^en  Oberfläche  strömt,  sind  theils  natürliche,  theils  künstliche.  Im 
eiferen  Falle  heisst  die  Leitung  sammt  dem  darin  fliessenden  Wasser  je 
Bach  der  Grösse  und  der  Wassermenge  ein  Strom,  Fluss  oder  Bach, 
fie  Leitung  aber  das  Bett  des  Stromes,  Flusses  oder  Baches.  Eine  kttnstr 
Bebe  solche  Leitung  pflegt  je  nach  Grösse  und  Beschaffenheit  ein  Canal, 
Graben  oder  Gerinne  genannt  zu  werden,  bei  grösseren  Dimensionen 
insbesondere  ein  Canal,  bei  kleineren  ein  Graben  oder  Gerinne,  jenachdem 
^e  Leitung  unmittelbar  im  Erdboden  ausgehoben  ist  oder  aber  die  Wände 
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von  Holz,  Stein,  überhaupt  von  festen  Materialien  künstlich  gebildet  sind, 
zuweilen  werden  diese  Bezeichnungen  auch  auf  die  betreffenden  Leitnns*  i> 
sammt  dem  darin  fiiessenden  Wasser  übertragen. 

Die  Art  der  Wasserbewegung  ist  in  allen  diesen  Fällen  im  We<^t/- 
lichen  dieselbe,  doch  pflegt  sie  bei  den  einfacher  und  regelmässiger  gestal- 
teten, auf  längere  Strecken  geradlinig  fortgeführten  künstlichen  Leitnn(r*'9 
reiner  zur  Erscheinung  zu  kommen,  als  bei  natürlichen  Wasserläofen.  bii 
denen  durch  bedeutendere  Unebenheiten  und  sonstige  Unregelmässigkeit'  r 
des  Bettes  vielfache  Geschwindigkeitsänderungen  bezüglich  auf  Gröss<^  an^ 
Richtung,  Wirbel,  Gegenströmungen  etc.  verursacht  werden,  wobei  dana 
überhaupt  von  einer  Theorie  oder  auch  nur  von  einer  empirisch  zutrr. 
lässig  ausdrückbaren  Gesetzmässigkeit  wenigstens  bei  dem  gegenwärtig  t 
Zustande  unserer  Kenntnisse  kaum  die  Rede  sein  kann.    Die  folgeD-i-: 
Untersuchungen  beziehen  sich  deshalb  vorwiegend  auf  solche  Lfeitiur^ 
deren  innere  Wandflächen  (abgesehen  von  geringeren  Uncbenheitea,  e»*? 
verschiedenen   Rauhigkeitsgrade    entsprechend)    im   Ganzen    cylindiisü':»- 
Flächen  sind;  eine  solche  Leitung,  sei  sie  übrigens  natürlich  oder  k^o^- 
lieh,  von  grossen  oder  kleinen  Dimensionen,  von  diesem  oder  jenem  MatehjL 
gebildet,  ist  im  Folgenden  gemeint,  wenn  ohne  nähere  Bestimmani!  >  •-: 
einem  Canal  die  Rede  sein  wird.    Der  stets  sehr  kleine  Winkel,  unt^ 
welchem  eine  erzeugende  Gerade  jener  Cylinderfläche  —  anch  Länc«*')* 
profildesCanals  genannt  —  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  heisst  (i*r 
Abhang  des  Canals,  die  Durchschnittslinie  der  Cylinderfläche  mit  ei'i<t 
zur  erzeugenden  Geraden  senkrechten  Ebene  (Querschnittsebene'  ein  Qu«  r^ 
profil  des  Canals. 

Unter  den  vorausgesetzten  Umständen  und  abgesehen  von  an<l* n 
Einflüssen,  als  denjenigen  der  Schwere  sowie  der  äusseren  und  iiu.»-M 
Reibung  (abgesehen  namentlich  von  dem  Wellen  bildenden  Einflus^  ^H 
Windes)  ist  die  freie  Oberfläche  des  im  Canal  strömenden  Wasser?  •■:>( 
cylindrische  Fläche,  deren  erzeugende  Gerade  horizontal  und  rechtwink- 
gegen  das  Längenprofil  des  Canals  gerichtet  ist  Eine  Normalohono  i 
letzteren  (Querschnittsebene)  schneidet  also  das  Wasser  in  einem  Qut 
schnitte,  welcher  oben  von  einer  horizontalen  Geraden,  im  Uebrigi«n  » 
einem  Theile  des  Canalquerprofils  begrenzt  wird.  Jener  horixonta)«^  i 
geradlinige  obere  Theil  des  Querschnittsnmfanges  heisse  das  Qoerpr* 
des  Wassers,  seine  Länge  die  Wasserbreite;  der  andere  Theil  p«? 
das  benetzte  Querprofil  des  Canals  oder  kurzweg  das  benetzt o  Vo* 
profil  genannt  zu  werden.  Eine  zu  den  Querschnitten  senkrechte  \' 
tikalebene  schneidet  das  Wasser  in  einem  Längenschnilt,  der  anted 
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TOffl  Längenprofil  des  Canals,  oben  vom  Längenprofil  des  Wassers  be* 
grenzt  wird;  letzteres  ist  im  Allgemeinen  eine  sehr  schwach  gekrümmte 

Der  Quotient  aus  dem  Inhalte  durch  die  Wasserbreile  eines  Quer- 
schnitts heisst  die  mittlere  Tiefe  desselben,  wogegen  der  Quotient  aus 
jeneffl  Flächeninhalte  durch  das  benetzte  Querprofil  als  mittlerer  Radius 
bei  halbkreisförmigem  Querschnitte  =  dem  halben  Radius)  oder  auch  als 
mittlere  hydraulische  Tiefe  bezeichnet  zu  werden  pflegt,  indem  diese 
Grösse,  ohne  von  der  kurzweg  so  genannten  mittleren  Tiefe  (bei  den  ge- 
wöhnlich viel  breiteren  als  tiefen  Querschnitten)  sehr  yerschieden  zu  sein, 
(loch  gerade  die  hier  in  Betracht  kommenden  hydraulischen  Gesetze  als 
Aufzugs  weise  bestimmend  erkannt  wird. 

Der  Höhenunterschied  zweier  Punkte  A  und  B  des  Längenprofils 
r^p.  der  entsprechenden  zwei  Querprofile  des  Wassers  heisst  das  Gefälle 
i^T  betreffenden  Strecke  des  Wasserlaufs;  die  Division  des  Gefälles  durch 
die  Länge  der  fraglichen  Strecke  liefert  das  mittlere  specifische  oder 
relative  Gefälle  derselben.  Wegen  der  Kleinheit  des  letzteren  ist  es 
krerbei  ganz  unwesentlich,  ob  die  Länge  der  betreffenden  Strecke  als  die 
Wenlänge  ALB  oder  als  die  Sehnenlänge  AB  oder  als  die  Projection  von 
AB  entweder  auf  das  Längenprofil  des  Canals  oder  auf  die  Horizontal- 
fb^ne  verstanden,  oder  endlich  ob  für  das  definirte  mittlere  relative  Gefiüle 
der  ^in  Bogenmaass  ausgedrückte)  Winkel  gesetzt  wird,  unter  welchem  die 
Gerade  AB  gegen  den  Horizont  geneigt  ist;  denn  wenn  dieser  Winkel 
eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  sind  die  Unterschiede  bei  allen 
Knen  verschiedenen  Auffassungen  des  relativen  Gefälles  nur  kleine  Grössen 
toter  Ordnung,  die  mit  Rücksicht  auf  die  viel  grösseren  wahrscheinlichen 
Fehler  einer  Gefällsbestimmung  durch  Messung  (Nivellement)  nicht  in  Be- 
tn^^ht  kommen.  Ebenso  kann  ^unter  dem  specifischen  resp.  relativen 
Unfälle  an  einer  gewissen  Stelle  sowohl  der  Abhang  der  freien 
Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle,  d.  h.  ihr  Neigungswinkel  daselbst 
liegen  den  Horizont,  als  auch  der  Sinus  oder  die  Tangente  dieses  Winkels 
verstanden  werden.  Aus  demselben  Grunde  ist  es  schliesslich  auch  un- 
wesentlich, wenn,  wie  üblich,  zur  Ausmessung  eines  Querprofils  des  Canals 
Bod  eines  Wasserquerschnitts  die  dazu  der  Definition  zufolge  dienende 
<^lerschnittsebene  (Normalebene  zum  Längenprofil  des  Canals)  thatsächlich 
darch  eine  Yerticalebene  ersetzt  wird,  welche,  durch  das  Querprofil  des 
Wa&sers  gehend,  unter  einem  sehr  kleinen  Winkel  =:  dem  Abhang  des 
Kanals  gegen  die  Querschnittsebene  geneigt  ist,  so  dass  beliebige  Grössen 
'Strecken,  Winkel,  Flächen)  in  einer  dieser  beiden  Ebenen  von  ihren  Pro- 
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jectionen  anf  die  andere  höchstens  um  sehr  kleine  Grössen  2^'  Ordnmi 
verschieden  sind. 

Wenn  das  Längenprofil  des  Wassers  nicht  eine  dem  Längenprofil  des 
CanaJs  parallele  Gerade  ist,  so  körnten  zwar  streng  genommen  die  Ge- 
schwindigkeiten  des  Wassers  nicht  in  allen  Punkten  eines  Querachiiitt» 
normal  zn  demselben  gerichtet  sein,  und  ist  also  letzterer  nicht  streng  gt^ 
nommen  ein  Querschnitt  im  Sinne  der  betreffenden  Definition  in  i<2. 
indessen  sind  die  durch  jenen  Umstand  verursachten  Abweichangen  m» 
der  normalen  Richtung  thatsächlich  viel  kleiner,  als  solche,  welche  dordi 
aUerlei  unregelmässige  Mischungsbewegungen  im  Inneren  der  Waaseraus^t 
nnter  allen  Umständen  mehr  oder  weniger  bedingt  werden.  Anf  Gnk 
der  Annahme  einer  zum  Querschnitte  durchweg  normalen  Geschwindigkeit* 
richtung  wird  unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  in  demselben  dr: 
Quotient  aus  dem  pro  Secunde  ihn  durchströmenden  Waaservolomen  dmi 
den  Inhalt  des  betreffenden  Querschnitts  verstanden.  Wenn  dabei  jat^ 
Wasservolumen  selbst  mit  Hülfe  von  Geschwindigkeitsmessangen  an  t^ 
wissen  Stellen  des  Querschnitts  bestimmt  werden  soll,  so  ergiebt  es  ärk 
=  der  Summe  der  Producte  aus  den  Inhalten  aller  Theile  des  Qaersckuu.« 
und  den  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeiten.  Die  Theilong  des  Qier- 
schnitts  erfolgt  zu  dem  Ende  gewöhnlich  durch  gerade  Linien  senkrvcht 
zum  Querprofil  des  Wassers,  kurzweg  Senkrechte  genannt,  nnd  es  «iri 
als  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einem  von  zwei  solchen  Senkrvchtfi 
begrenzten  Theil  des  Querschnitts  diejenige  Geschwindigkeit  betrachtet 
welche  als  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  gewissen  Senkrechten  t<'| 
(nach  Schätzung  zu  wählender)  mittlerer  Lage  in  jenem  FlAchenibeil  pr- 
funden  wird.  Um  aber  letztere,  d.  h.  die  mittlere  Geschwiadifrkifit 
iü  einer  Senkrechten  zu  finden,  kann  man  die  in  gewissen  Pnakbi 
derselben  thatsächlich  gemessenen  Geschwindigkeiten  von  diesen  Panktri 
aus  als  entsprechende  Strecken  normal  zur  Senkrechten  in  dem  betrw- 
fenden  Längenschnitt  (resp.  der  ihn  vertretenden  Zeichnung)  anltrsri 
und  die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  eine  stetige  Curve  verbiaii«« 
diese,  die  sogenannte  Geschwindigkeitscnrve,  begrenzt  dann  xosam»' 
mit  der  Senkrechten  und  den  betreffenden  Längenprofilen  des  Canab  i» 
des  Wassers  eine  ebene  Fläche,  deren  Inhalt  durch  die  Länge  jener  Nu» 
rechten  zu  dividiren  ist,  um  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  ihr  m  badt 
Dabei  ist  es  im  vorliegenden  Falle  völlig  ausreichend,  zur  angeaihefir« 
Berechnung  des  Inhaltes  der  von  einer  empirischen  Curve  befreaii^ 
ebenen  Fläche,  nämlich  hier  der  von  einer  Geschwindigkeitacnrre  br- 
grenzten  Fläche  sowie  auch  des  Wasserqaerschnitts  (insbesondere  bei  aactr 
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Men  CteBÜen,  deren  Qverprofil  nur  empirisch  bestimmbar,  niekt  mathe- 
iDAtisch  deiuärbar  ist),  die  aüereinfkchsten  der  za  solchem  Zwecke  dienenden 
bekaiuten  Methoden  za  benutzen.  — 

Was   die   Bachstabenbezeichnnngen   der '  vorstehend   erkl&rten 
Grössen  betriift,  so  soll  in  der  Regel  bedeuten: 

F  den  Flächeninhalt  eines  Wasserquerschnitts, 

i  4~  P  <^iL  Umfang  desselben,  nämtich 

b  die  Wasserbreite, 

p  das  benetzte  Qnerprofil, 

F 

«  =  -     die  mittlere  Tiefe, 

0 

F 
r  =  "-  dfen  mittleren  Radius, 

P 

h  das  Gefälle  fUr  eine  gewisse  Canalstrecke  =  /, 

a  =  ~  das  mittlere  relative  GefiUle  derselben  resp. 

m 
äh 

a  =  -    das  relative  Gefälle  an  einer  gewissen  Stelle, 
dl 

Q  das  Wasservolumen  (Wasserquantnm),  welches  pro  See.  dnrch  einen 
Qnersdinitt  strömt,* 

Q 

«  =  ^  die  entsprechende  mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben, 

Je 

p  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  Senkrechten, 
BT  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte. 

« 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  fast  ausschliesslich  auf 
die  pernanente  Bewegung  (den  Beharrungszustand)  des  Wassers  in 
einer  gewissen  Canalstrecke,  welche  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  für 
ieden  einzehien  Querschnitt  dieser  Strecke  die  Grössen  F  und  k,  folglich 
:tuch   Q  =  Fu  constant  sind.    Das  Wasservolnmen  Q  ist  dann  auch  für 


*  Wenn  in  dem  von  der  strömendeu  Bewegung  beliebiger  Flüssigkeiten 
n  Gefässen  und  Röhren  handelnden  vorigen  Abschnitte  das  pro  See.  durch 
•men  Querschnitt  strömende  Flüsaigkeitsvolumen  mit  V  bezeichnet  wurde,  so 
^f'rschah  es  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei  Gasen  und  Dämpfen  das  Quantum 
lerselben  auch  h&ufig  als  Gewicht  =*  ö  in  Rechnung  gebracht  wird,  zur  deut- 
icfaen  üntencheidiing  beider  Arten  von  Quantitäten.  Hier  aber  und  in  spä- 
eren  FäUeo,  wo  es  sich  nur  um  Wasser  handelt  (oder  überhaupt  um  eine 
ropfbare  Flüssigkeit,  deren  specif.  Volumen  constant  gesetzt  wird),  soll  zur 
(«»Zeichnung  eines  stets  als  Volumen  verstandenen  Wasserquantums  der  dazu 
allgemein  übliche  Buchstabe  Q  um  so  mehr  benutzt  werden,  als  er  zur  sonst 
uch  üblichen  Bezeichnung  von  Wärmemengen  in  solchen  Fällen  keine  Ver- 
rendnng  findet. 
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alle  Querschnitte  gleich  gross,  wenn  nicht  durch  NebenleitsogeD  (z.  E 
durch  seitlichen  Zufluss  von  Begenwasser,  QueUen,  durch  Einsickerong  von 
Wasser  in  den  Boden,  durch  wässerige  Niederschläge  oder  Yerdonstiuig  aa 
der  freien  Oberfläche  >etc.)  eine  Veränderung  von  Q  längs  der  betreffendtD 
Canalstrecke  verursacht  wird,  wie  es  unbeschadet  des  Beharmngizastuides 
geschehen  kann. 

Im  Folgenden  wird  von  dergleichen  Nebenleitunges  abgesehen,  sofern 
nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  und  es  ist  dann  also  io 
Beharrungszustande  auch  das  Product  Fu  für  alle  Querschnitte  giekt 
wobei  jedoch  die  für  die  einzelnen  Querschnitte  constantcn  Facioren  / 
und  u  für  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden  gross  sein  kuoML 
wenn  sie  nur  einander  umgekehrt  proportional  sind.  Danach  sind  zv*^ 
Fälle  des  Beharrungszustandes  zu  unterscheiden,  die  gleichförmige  si 
ungleichförmige  permanente  Bewegung,  jenachdem  F  and  «  iii«^ 
verschiedenen  Querschnitten  gleich  gross  sind  oder  nicht  Das  LiArt- 
profil  des  Wassers  ist  im  ersten  Falle  eine  dem  Längenprofil  des  Ca&iL* 
parallele  Gerade,  im  zweiten  dagegen  nicht  und  zwar  im  Allgemeines  eiif 
Curve;  das  relative  GefäUe  ist  im  ersten  Falle  für  alle  Qaersdmitte  glekl 
und  =  dem  Abhang  des  Canals,  im  zweiten  sowohl  von  diesem  als  aiKk 
im  Allgemeinen  für  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden.  — 

Die  Gesetze  der  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen,  insoweit  sie  t^ 
technischem  Interesse  sind,  betreffen  vorzugsweise: 

1)  das  Aenderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Pnnkt  zu  Punkt  r 
einem  Querschnitte, 

2)  die  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Greschwindigkeit^  dem  m- 
tiven  Gefälle  und  den  Dimensionen  eines  Querschnitts, 

3)  die  Gestalt  des  Längenprofils  des  Wassers  im  Falle  einer  iragkie^ 
förmigen  Bewegung, 

4)  die  Gesetze  des  Aufstaues,  d.  h.  der  Erhebung  der  ik^ien  Wasst^ 
Oberfläche  durch  örtliche  Verkleinerung  des  Querschnitts,  wie  solche  S- 
sonders  bei  natürlichen  Wasserläufen  zu  technischen  Zwecken  (zum  Betn«  S 
hydraulischer  Kraftmaschinen),  zu  Yerkehrszwecken  oder  behnfs  der  Str«" 
regulirung  durch  Wehre,  Brückenpfeiler  und  sonstige  Strombauten  bevi:^ 
werden,  und  wobei  es  sich  namentlich  um  die  Beziehung  handeh,  «ek^ 
zwischen  der  Stauhöhe,  den  Dimensionen  des  verkleinerten  Qnerschir-^ 
und  dem  pro  See.  hindurch  fliessenden  Wasservolumen  stattfindet 
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t.  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeiten  in  verschiedenen 
Punkten  eines  Querschnitts  bei  permanenter  Bewegung. 

§.  124.  Tlieoretisehe  Entwiekelung« 

Um  zur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwindig- 
keit w  Ton  Punkt  zu  Punkt  in  einem  Querschnitte  ändert,  an  die  allge- 
meinen Gleichungen  in  §.72  (worin  nur  to  an  die  Stelle  von  u  zu  setzen 
isty  anzuknüpfen,  ist  auch  dieser  Querschnitt  (unbeschadet  seiner  prak- 
tischen Behandlung  als  ebener  Schnitt  gemäss  vorigem  §.)  hier  im  Sinne 
ran  §.72  als  eine  Fläche  vorzustellen,  welche  die  von  dei^  materieUen 
Pankten  durchlaufenen  Bahnen  rechtwinkelig  schneidet  Indem  dann  letz- 
tere (bei  Abstraction  von  allen  solchen  Einflassen,  die  sich  einer  theo- 
retischen Bcrflcksichtigung  entziehen)  als  ebene  Curven  in  den  Längen- 
M^hnitten  vorausgesetzt  werden,  welche  von  oben  nach  unten  bei  stetiger 
Krümmungsabnahme  allmählig  von  den  Längenprofilen  des  Wassers  in  die 
^raden  Längenprofile  des  Canals  übergehen,  ist  jeder  Querschnitt  eine 
rylinderfläche,  welche  von  den  Längenschnitten  in  den  Erümmungscurven 
i  72)  geschnitten  wird,  während  die  darauf  senkrechten  Normalcurven  hier 
iorizontale  Gerade  sind,  den  verschiedenen  Lagen  der  erzeugenden  Ge- 
"sden  des  cylindrischen  Querschnitts  entsprechend.  Auf  eine  Berührung»- 
^bene  des  letzteren  projiciren  sich  indessen  auch  seine  Erümmungscurven 

ils  parallele  Gerade,  so  dass  die  in  §.  72  mit  -^  und  -/>  bezeichneten 

r  r 

irfimmungen  hier  beide  =  0  sind.  Von  den  Krümmungen  der  Normal- 
lohnitte  des  Querschnitts,  welche  in  irgend  einem  Punkte  desselben  die 
Kf treffende  Krflmmungs-  und  Normalcurve  berühren,  in  §.72  beziehungs- 
weise iliit  —,  und  —7  bezeichnet,  ist  zwar  streng  genommen  nur  die  letz- 
Q  Q 

ere  ==  0,  indessen  ist  auch  erstere  klein  genug,  um  sie  wenigstens  zur 
lewinnung  hinlänglich  angenäherter  Ausdrücke  für  die  Componenten  der 
aneren  Reibung  =  NuU  setzen  zu  dürfen«  Wird  dann  zu  diesem  Zweck 
chliesslich  auch  noch  die  sehr  kleine  Krümmung  der  Bahnen  selbst,  also 

=  0  gesetzt  und  berücksichtigt,  dass  mit  -- ,  =  -„  =  0  nach  der  hier 
^  Q         Q 

illtigen  Gleichung  (4,  a)  in  §.  72  auch  ^-  =  0  ist,  so  ergeben  sich  nach 
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Gl.  (1)  daselbst  die  Componcnten  der  inneren  Reibung  pro  Yolameneinheit 
im  Sinne  der  Bahn,  der  Erümmungscurve  und  der  Normalcunre: 

Dabei  ist  R  eine  erfahrungsmässig  zu  bestimmende  Constante.  Ist  ferner 
q>  der  Winkel,  unter  welchem  die  Bahn  in  irgend  einem  Punkte  eint^ 
Querschnitts  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  (enthalten  zwischen  dem  Ab- 
hang =  a  der  freien  Wasseroberfläche  an  der  Stelle  des  betreffenden 
Querschnitts  und  dem  Abhang  =  ß  des  Canals),  so  sind  bei  Vemachli»»- 
gung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Componenten  der  beschkuoi- 
genden  Massenkraft  nach  den  drei  Coordinatenrichtungen: 

Ks=gq>,  K^-=  g\  JT,  =  0 '1 . 

Dabei  ist  der  Bogen  y  einer  KrQmmungscurve  im  Sinne  von  oben  naih 
unten  wachsend  vorausgesetzt,  so  dass  mit  Rücksicht  auf  Fig.  27,  S.  3'JU 
und  die  zugehörigen  Festsetzungen  daselbst  hier  der  Krammungshalbmes^t  r 
Q  einer  Bahn  positiv  oder  negativ  genommen  werden  muss,  jenachdem  dir 
Bahn  nach  unten  oder  nach  oben  concav  gekrümmt  ist,  während  ein  posi- 
tiver Werth  des  Krümmungshalbmessers  q  der  Krttmmungscurve  eiovr 
stromabwärts  concaven  Krümmung  derselben  entspricht.  In  den  Fandi- 
mentalgleichungen  (3),  §.72  und  in  der  Contiuuitätsgleichung  (4,  a)  daselbst 
sind  diese  Krümmungshalbmesser  q  und  q  nicht  auch  ohne  Weiteres  iw* 
endlich  gross  zu  setzen,  wie  es  oben  zunächst  nur  zur  Gewümong  ange- 
näherter  Ausdrücke  von  JS«,  R^  und  Rg  geschah;  es  ist  also  nach  der  l\>ir 
tinuitätsgleichnng : 

1  Ott?  _   1 

und  nach  den  Fundamentalgleichungen  mit  Rücksicht  auf  obige  AnsdrOckr 

(1)  und  (2),  sowie  mit     -  :r^  0  entsprechend  der  Voraussetzung  einer  p#t- 

de 

manenten  Bewegung,  und  wenn  statt  der  specifiscben  Masse  /i  das  spM- 

fische  Gewicht  y  =r-  g^  eingeführt  wird: 

r?>  +  Ä ( j^y,  +  -^^) -^^=  -u>^^  .^., 

Aus  den  beiden  letzton  Gleichangcn  folgt  hinsichtlich  des  Aemi<>^lB)^> 
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gesetzes  der  Pressung  in  einem  Querschnitte  mit  Rücksicht  darauf,  dass 


w^ 


~  stets  ein  sehr  kleiner,  neben  1  zu  vernachlässigender  Bruch  ist: 
99 

p  —  po+ry (4), 

wenn  y  von  der  freien  Wasseroberfläche  an  gerechnet  und  mit  p^  die 

äussere  Pressung   an  dieser  bezeichnet  wird.     Wegen  Gleichheit  dieser 

hp 
Fressung  p^  f&r  alle  Querschnitte  ist  dann  auch  -^-  ds^  d.  h.  die  Pressungs- 

o« 

änderung  längs  dem  Bogenelement  AA^^  =  ds  einer  Bahn  =  y  (y^ — y), 
iioter  y  and  y^  die  längs  den  betreffenden  Krümmungscurven  gemessenen 
Entfemnngen  der  Punkte  A  und  A^  von  der  freien  Oberfläche  verstanden, 
also  auch  wegen  y^ —  y  =^  (q)  —  a)  ds: 

hp  hp 

—  =  7(g)  —  a);    ^9)  —  _   =  ya (5) 

md  somit  nach  Gl.  (3): 

In  dieser  Gleichung  kann  nicht  mit  demselben  Rechte  — >  gegen  a 

9Q 

r^rnachlässigt  werden  wie  oben  —  gegen  1.  weil  a  selbst  ein  sehr  kleiner 

ff(f 
Bruch   ist;  bedeutet  a  die  mittlere  Wassertiefe  und  ß  den  Abhang  des 

(.'anals,  so  ist  mit  den  Mittelwerthen 

1         a  —  B  w*        tf» 

w  =  u    und    -?  = im  Mittel:    — ,  =  -^  (a  —  ß)  .  (7\ 

Q  «  SfQ         Sf^ 

welche  Grösse  bei  bedeutender  Geschwindigkeit  und  massiger  Wassertiefe 
s^hr  wohl  mit  dem  relativen  Gefälle  a  vergleichbar  sein  kann.  Das  durch 
f  iL  (6)  bedingte  Aenderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt 
eines  Querschnitts  ist  also  wesentlich  abhängig  von  der  Convergenz  oder 
Divergenz  der  Bahnen,  kann  folglich  bei  nngleichftrmiger  permanenter 
Bewegang  wesentlich  anders  sein  wie  bei  gleichförmiger.  Wird  aber  die 
weitere  Untersuchung  auf  letzteren,  also  auf  den  Fall  einer  gleichför- 
migen permanenten  Bewegung  beschränkt,  wobei  die  Bahnen  parallele 
frerade,  die  Querschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  geht  mit  q'  =  <»  die 
Differentialgleichung  (6)  Ober  in: 

,  +  -Ä.-,  +  ?  =  0 (ö). 


dy«    '     b«»    •     Ä 
Ein  partikolftres  Integral  derselben  ist: 


45 


Ä.* 
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und  wenn  deshalb  allgemein 


^       2      I 

^  =  -  2Ä  ^    +  "'^ 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  durch  Substitution  in  61.  (8)  für  ir^  die  B^- 
dingungsgleichung : 

welcher,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Function 

^1  =  9^(2  +  yO  +  V'C*  —  y*)  °*i^  •  =  V —  ^ 

entspricht,  unter  q>  und  1^  die  Zeichen  beliebiger  Functionen  veistasd-^ 
Somit  ist: 

«^  =  —  2;^  y*  +  9>(8  +  yO  +  tp(«  —  yO •• 

Die  'Unbestimmtheit  der  Functionen  (p  und  V?  wird  beschränkt  darti 
die  Bedingung,  dass 


— -  y  +  tgp'(2  +  yO  —  «y(2  —  yi\ 


öy  Ä 

wobei  zur  Abkürzung  (p\x)  statt  —  j  -  und  tp'(j:)  statt  -  7-  gesetzt  mar   . 

dx  dx 

f ttr  y  =  0  verschwinden  muss,  sofern  wenigstens  von  verzögernden  »"l  r 

beschleunigenden  Einflüssen  an  der  freien  Wasseroberfläche,  die  thatdächl.' 

theils  von  der  Luft  herrühren,  theils  durch  die  abweichende  Moleknlir:«- 

schaffenheit  der  Oberflächenschicht  des  Wassers  bedingt  werden  k^nL*' 

(siehe  S.  323  u.  fl".),  abstrahirt  wird;  denn  dann  ist  die  innere  R*»ilL  . 

welche  nach  §.72  in  irgend  einem  Punkte  einer  zur  y-Axe  senknv'j* 

(der  freien  Wasseroberfläche  parallelen)  Ebene  pro  Flächeneinheit  den^  .:■ 

01Ü9 

=  -j-  Ä  .r-  ist,  an  der  freien  Oberfläche  selbst  =  Null    Hiernach  ist  iK 
^      öy 

(p\z)  —  tp\z)  =  0 

für  jedes  s,  so  dass  die  Functionen  g)  und  tp  sich  nur  durch  eine  i\>tt>*a 
C  unterscheiden  können  und 

w  =  C  —  -^  y«  +  9)(s  +  yt)  +  9)^a  —  yO : 


zu  setzen  ist.    Insbesondere  mit  y  =  0  ergiebt  sich  daraus  die  Gt^i.«- 
digkeit  an  der  freien  Oberfläche  =  C  -\-  29p  (s),  und  wenn  dieseJbf  •. 
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1  1 

/s  bezeichnet  wird,  so  ist  allgemein  ip{z)  =  -  /(s) C,  insbesondere 

auch 

/  9>(a  +  yO  =  ^- /(s  +  yO  —  2"  ^ 

and  somit  schliesslich* 

-   «•  =  -  H y'  +  4/(»  +  y*)  +  I /(« - yo-  • .  •  (11)- 

Wäre  das  Acnderungsgesetz  der  Oberflächengeschwindigkeit  längs  dem 
Qaerprofi]  des  Wassers,  also  die  Function  /  bekannt,  so  fände  man  aus 
Gl.  (11)  die  Geschwindigkeit  w  für  jeden  anderen  Punkt  des  Querschnitts. 
Insbesondere  fflr  den  Fall  eines  unendlich  breiten  Querschnitts  von  gleich- 
förmiger Tiefe,  entsprechend  einer  horizontalen  Geraden  von  unbegrenzter 
Länge  als  Qnerprofil  des  Canals,  wäre  die  Oberflächengeschwindigkeit  Wq^ 
Also  die  Function  /  eine  Constante,  und 

«^  =  «'o  -  H  y* (12). 

Im  Allgemeinen  ist  die  Function  /  von  der  äusseren  Reibung  (Rei- 
bung an  der  Canalwand)  und  von  der  Gestalt  des  benetzten  Querprofils 
abhängig,  nämlich  von  der  Grenzbedingung  (5)  in  §.72: 

hw  dz        hw  dv        Rt 

^ä.  +  ^t  +  -R=^ (**)' 

wenn  hier  ein  Längenelement  des  benetzten  Querprofils  mit  d$  und  die 
äussere  Reibung  pro  Flächeneinheit  mit  R^  bezeichnet  wird.  Wenn  diese 
Gleichung  (13)  längs  dem  benetzten  Querprofil  integrirt  und  berücksichtigt 

wird,  dass  jR^  ds  =  der  äusseren  Reibung  an  dem  Theil  der  Canalwand, 

welcher  zwischen  zwei  um  die  Längeneinheit  von  einander  entfernten 
Querschnitten  enthalten  ist,  des  gleichförmigen  Beharrungszustandes  wegen 
mit  der  nach  dem  Längenprofil  des  Canals  oder  des  Wassers  genommenen 
Componente  ^er  Schwerkraft  des  zwischen  jenen  Querschnitten  enthaltenen 
Wassers  im  Gleichgewicht,  also  =  cc/F  sein  muss,  so  erkennt  man,  dass 
die  fragliche  Grenzbedingnng  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

Die  Function  /  muss  nun  so  beschaffen  sein,  dass  durch  Substitution  von  w 
*  Vergl.  Bresse,  Cootb  de  m^canique  appliqn^,  IL  partie,  p.  195. 
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aus  GL  (11)  diese  Gl.  (14)  erf&llt  wird,  wenn  anter  y  und  s  die  Coordinat^D 
des  benetzten  Querprofils  verstanden  und  die  Integrationen  fiber  seine 
ganze  Länge  ausgedehnt  werden.    In  dem  Falle  z.  B.,  aof  weldien  gid 

hw  hw  CCY 

Gl.  (12)  bezieht,  ist  ^^  =  0,  -c-  = ~  y,  insbesondere  für  das  be- 

hw  CCY 

netzte  Qnerprofil:  v-  = w  <*?  wenn  a  die  gleichförmige  Tiefe  be- 
deutet; die  Gleichung  (14)  findet  sich  also  erfüllt  mit  Rücksicht  dannl 
dass  ajd»  =  F  ist. 

Wenn  der  Querschnitt  in  Beziehung  auf  eine  Senkrechte 
symmetrisch  ist  und  diese  Symmetrieaxe  als  y-Axe,  das  Qnerproül 
des  Wassers  nach  wie  vor  als  s-Axe  angenommen' wird,  so  ist  die  Ober- 
flächengesch windigkeit  =  /{%)  jedenfalls  eine  gerade  Function  von  s,  d.  h. 
f(z)  =  /( —  %\  und  wenn  ausserdem  die  Wassortiefe  von  der  Sym- 
metrieaxe  aus  nach  beiden  Seiton  stetig  abnimmt,  wenigsten« 
nicht  stellenweise  zunimmt,  so  muss  /(s)  mit  wachsendem  Absolut- 
werthe  von  z  beständig  abnehmen.  Setzt  man  als  einfachste  Function, 
welche  diesen  Forderungen  entspricht, 

f(i)  =  Wq  —  ns«, 

unter  n  eine  positive  Constante  und  unter  Wq  die  Maximalgeschwindigkiit 
in  der  Mitte  des  Wasserquerprofils  verstanden,  so  ist: 

/(«  +  y»)  =  iTo  -  n  (««  +  2y»  -  y«) 

/(«  —  yO  =  Wq  —  n  (z^  —  2y«  —  y») 

also  nach  Gl.  (11): 

«y 

2E 


w  =  Wq  —  ö^  y*  —  »  («*  —  y*) 


w  =  Wq  —  my^  —  »1*    mit    m  -\-  n  :=  --^ 1.") 

Diese  Lösung,  von  welcher  GL  (12)  ein  Specialfall  ( entsprecboD^ 
n  =  0)  ist,  genügt  der  Grenzbedingung  (14);  denn  wenn  diese  gemäss  d*: 
Symmetrie  des  Querschnitts  jetzt  nur  auf  die  Hälfte  des  benetzten  Qaer- 

profils  (auf  einer  Seite  der  y-Axo)  bezogen  und  somit  auch       /* statt/ 


2 


gesetzt  wird,  so  wird  sie  mit 

^  =  —  2»iy    und     v—  ^^  —  2fis 
oy  0» 


—  2m/yrf«  —  2n/irfy  +  ^  =  Ö»    <*■  ^• 


*  2S 
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weil,  anter  y  und  s  die  Coordinaten  des  benetzten  Qacrprofils  verstanden, 
ydz  ^=r 


=rlzdff  =  —  2^  ist. 


Vermittels  des  Ausdrucks  (15)  von  tv  ergiebt  sieb  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit u,  deren  raöglicbst  einfache  Bestimmung  vorzugsweise 
technisch  wichtig  ist: 

M  =  j^f  ltodi/d%  =  -jpl  li^Q  — ^*y^   -nz^)dyd% 

bei  gegebener  symmetrischer  Querschnittsform  als  Function  der  Geschwin- 
digkeit Wq  und  der  Constanten. m,  n,  welche  indessen  durch  Messung  von 
noch  zwei  anderen  Geschwindigkeiten  bestimmt  werden  können.  Sind  ins- 
besondere dieselben  in  der  Mitte  und  an  den  Enden  dos  benetzten  Quer- 
profils  beziehungsweise  =  w^  und  w^^  und  wird  die  Wassertiefe  in  der 
Glitte  mit  <i,  die  Wasserbreite  mit  2h  bezeichnet,  so  hat  man: 


(16). 


w^          Wq  —  m«*; 

Wo          Wi 

tn  —           a 

• 

«70         w^ 

Ist  nnn  z.  B.  der  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  a  und 
2^,  so  ergiebt  sich: 


-6    0 


=  "^0  —  -3  ^^^  —   3  »*'  =  -         3- — - (17). 

Diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  Punkten  der  halben 
Eülipse,  deren  Gleichung 

my^  -j-  na*  =  ~  ma^  -\ — -  rib^ 

ö  ö 

^L  von  welcher  zwei  Punkte  auch  ohne  Kenntniss  der  Constanten  m,  n 
Kler  irgend  einer  besonderen  Geschwindigkeit  sich  angeben  lassen,  nämlich 
lie  Punkte: 

y  =  ay^^  =  0,58a;    «  =  +  *  |/     3  =  +  0,58*. 
ia  einer  dieser  Stellen  brauchte  also  nur  die  Geschwindigkeit  gemessen 
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ZU  werden,  om  in  derselben  zugleich  die  mittlere  Geschwindigkeit  ■  n 
haben,  wenn  das  Aendemngsgesetz  von  w  der  Gleichung  (15)  in  der  That 
ganz  entsprechend  wäre. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Parabelsegmcnt  ("grösstc  Tiefe  oder  Pfeü- 
höhe  =  a,  Breite  oder  begrenzende  Sehne  =  23),  so  findet  man 

1      /*    /"*  ^ 
u 


I  dzj{wQ  —  my*  —  nz^)  dy 
^hj    J 


4 

3         .-6     0 

®         35  5  35 

und  diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  Punkten  der  halK  n 
Ellipse,  deren  Gleichung 

8  1 

wy*  -|-  »s*  =  -—  ma^  -|-  —   nb* 

ob  5 

ist,  insbesondere  in  den  beiden  Punkten: 

y  =  «J/^  =  0,48a;     «  =  +  3 j/   -^  =  +  0,45*. 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  der  Querschnitt  eines  natürlichen  oder  künst- 
lichen Canals  zwischen  einem  Rechteck  und  einem  Parabelsegment  t»i 
gleichen  Dimensionen  a,  h  enthalten,  wenn  er  z.  B.  ein  Trapez  Ton  d*: 
Höhe  a  ist,  dessen  untere  horizontale  Seite  <C  23,  so  wird  die  Geschviih 

digkeit  in  den  Punkten  y  =  —  a,     z  =  -\-        h  voraussichtlich  ni: 

wenig  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  u  verschieden  sein.  — 

Im  Anschlüsse  an  die  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  gefunden 
GL  (15)  kann  übrigens  für  einen  Querschnitt  von  beliebiger  Fori 
die  Geschwindigkeit  w  in  irgend  einem  Punkte  einer  Senkrechten  un  d^^ 
Tiefe  y  unter  der  freien  Wasseroberfläche) 

tp  =  tpQ  —  my* '  l*.^ 

gesetzt  werden,  unter  Wq  jetzt  die  Oberfl&chengeschwindigkeit  an  <i''- 
Stelle  dieser  Senkrechten  verstanden,  während  m  eine  Constante  bedeotrC 
welche  für  verschiedene  Senkrechte  verschiedene  Werthe  haben  und  doni 
Messung  von  noch  je  einer  zweiten  Geschwindigkeit  ausser  w^  bcstimc.t 
werden  kann.  Gemäss  dieser  GL  (19)  ist  die  im  vorigen  §.  so  geniaot- 
Oeschwindigkeitscurve  eine  Parabel,  deren  Axe  in  dem  betreffenden  lAoc«^ 
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profil  des  Wassers  liegt.  Ist  also  w^  die  Geschwindigkeit  im  tiefsten  Punkte 
drr  Senkrechten,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben: 

2  2  1 

V  =  w^  +  —  (wq—w^)  =  —  Wq  -\-  —  w^ (20), 

nnd  mit  Hülfe  der  so  für  hinlänglich  viele  Senkrechte  bestimmten  Wertho 
Ton  r  findet  man  schliesslich  das  Wasserqnantam  Q  und  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit f«  des  ganzen  Querschnitts  auf  die  im  vorigen  §.  angegebene 
Weise.  — 

Einem  etwaigen  verzögernden  oder  beschleunigenden  Einflüsse  an  der 
freien  Oberfläche  des  Wassers  kann  schliesslich  dadurch  Rechnung  getragen 
werden,  dass  die  Axe  der  Geschwindigkeitsparabel  in  einen  gewissen  Ab* 
^tand  y  =  «0  vom  Längenprofil  des  Wassers  verlegt  wird  (Fig.  48),  welcher 
^«i  überwiegend  beschleunigendem  Einflüsse  (durch  einen  starken  strom- 
abwärts wehenden  Wind)  auch  negativ  sein  könnte.    Dadurch  wird 

Fig.  48.  ^  ^  ^'_  ^^_a^)i (21), 

yi: *s \       unter  w'  das  Maximum  von  w  (für  y  =  Ä^)  ver- 

\  ,  standen;  zur  Bestimmung  der  Constanten  w\  m, 

y  j      a^  wären  jetzt  drei  Geschwindigkeitsmessnngen 

'  j  /an  verschiedenen  Stellen  der  Senkrechten  nöthig. 

■^— ' ""—7«         Ist  dann  a^  die  Entfernung  der  Parabelaxe  vom 

'  ]-* — w — ^  Längenprofil  des  Canals  und  a  die  Wassertiefe 

an  der  betreffenden  Stelle,  so  ist 

Wf^  :=  w'  —  ffMt^^    und    w^  ^  w    IW«|* 

>^7iehnngsweise  die  Oberflächen-  und  Bodengeschwindigkeit,  femer  nach 

}L  20) 

-—  IT  H — —  w^    und    ---  «^  +    -  »1 

^ziehnngsweise  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  oberen  nnd  unteren 
Strecke  ÄA^  =  a^  resp.  j^J^  =  a^  (Fig.  48;  der  Senkrechten,    nnd 

chliesslich 

^=-a'3"-^    3  W*   «3"-^    3"*j 

=  —  ip *  ler^   -_  ^   tr '22j 

ie  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Senkrechten.  Die 
obstitutiott  der  obigen  AindrIIcke  von  v^   nnd  Wi  in  GL  ^22;  erigiebi 
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;'_  fn\^--  a«  —  nöo  +  «o*j 


to  —  ml-r  a^  —  Hön  -I-  «A  *  1 '  2:> 


Daraus  ist  mit  Rücksicht  aiif  Gl.  (21)  zu  entnehmen,  dass  diese  mittlen. 
Geschwindigkeit  v  in  der  Tiefe 


14-= 


y  —  ^0  +  1^  -3  «*  —  <«»o  +  <^' -* 

stattfindet,  sofern  sich  dieses  y  positiv  nnd  <[  o  ergiebt,  was  mit  des 
einen  oder  andern  oder  mit  beiden  Vorzeichen  der  Wnrzelgrösse  der  FiY 
sein  kann.  Die  Elimination  von  w  zwischen  den  Gleichungen  (21  um 
(23)  liefert  endlich  noch  v  in  der  folgenden  Form: 


to  —  m 


[I  «*  -  «0  («  -  2y)  -  y*] , 


welche  besonders  einfach  und  von  a^  unabhängig  wird  für  y  =    -  i 


s 


nämlich 

1 
V  =z  Wa  —  vt:  »»wi 
*         12 

unter  w^  die  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  der  Senkrechten  verstandet 


§.  125.  Empirisehe  Gesetze. 

Die  Entwickelungen  im  vorigen  §.  beruhen  auf  der  Vorausset2ii!U 
dass  die  materiellen  Punkte  des  Wassers  in  einfach  gesetzmässiger  W»> 
sehr  schwach  gekrtlmmte  Bahnen  durchlaufen,  welche  bei  gleichförmig** 
permanenter  Bewegung  in  parallele  Gerade  übergehen.    In  der  That  lv 
es  aber  unausbleiblich,  dass  die  längs  der  Canalwand  hin  fliessenden  vr;kw : 
tboilchen  durch  die  in  verschiedenen  Graden  stets  vorhandenen  Hinvri' 
ragungen  dieser  Wand  vielfach  seitlich  abgelenkt  werden,  dass  ako  Str  - 
mungen  entstehen,  die  von  der  Canalwand  nach  oben  und  nach  der  Mitte  L- 
gerichtet  sind,  und  welche  dann  nothwendig  wieder  andere,  entgegeiigY^'tr 
gerichtete  Strömungen  zur  Folge  haben.  Indem  diese  Mischangsbewegnnri 
mit  der  Uauptströmung  des  Wassers  im  Canal  interferiren,  kann  dadar 
das  Gesetz  der  Geschwindigkeitsänderung  von  Punkt  zu  Punkt  eines  i^a 
Schnitts  so  wesentlich  modificirt  werden,  dass  es  mit  Zuverlässigkeit  ul* 
auf  empirischem  Wege  durch  vielfache  Beobachtung  bestiminbar  isC    Aura 
können  jene  seitlichen  Strömungen  durch  geringfQgige  Umstände,  die  >i^« 
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der  Beobachtung  entziehen,  so  beeinflusst  werden,  dass  sie  selbst  bei  an- 
scheinend permanenter  Bewegung  an  derselben  Stelle  vielfach  yeränderlich 
^ind,  weshalb  dann  unter  der  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Punkte 
diejenige  Geschwindigkeit  verstanden  werden  muss,  welche  daselbst  unter 
ien  obwaltenden  Umständen  im  Mittel  im  Sinne  des  Längenprofils  des 
Kanals  oder  des  Wassers  stattfindet* 

Bei  den  ersten  Versuchen  zur  empirischen  Feststellung  der  in  Rede 
tehendeu  Beziehungen,  herrührend  von  italiänischen  Gelehrten  und  Inge- 
lieuren  besonders  .aus  Veranlassung  der  Erscheinungen  am  Po,  glaubte 
lian  ans  einer  vermeintlichen  Analogie  mit  den  Gesetzen  des  Ausflusses 
US  Ge^lssöffnungen  auf  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit  mit  der  Tiefe 
L-bliessen  zu  müssen,  und  blieb  bei  dieser  irrthümlichen  Meinung  um  so  län-  . 
er,  als  sie  durch  fehlerhafte  Messungsmethoden  bestätigt  zu  werden  schien.** 

Mariotte  wies  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  durch  Beobach- 
mgcQ  nach,  dass  die  Geschwindigkeit,  wie  es  auch  durch  alle  späteren 
«'obachtungen  bestätigt  wurde,  mit  wachsender  Tiefe  abnimmt,  ausser  im 
alle  eines  Au&tau's  durch  plötzliche  Verengung  des  Querschnitts. 

Dabuat  suchte  besonders  eine  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Ge- 
hwindigkeit  u  und  der  Maximalgeschwindigkeit  w^  an  der  freien  Ober- 
iche  festzustellen,  und  folgerte  aus  38  Beobachtungen  an  kleinen  künst- 
:hen  Canälen  von  2  bis  10  Zoll  Tiefe  die  Formel: 

u  =  iü^  —y^  +0,5 (1) 

r  den  pariser  Zoll  als  Längeneinheit.  Prony***  fand  dieselben  Beob- 
hiongen  in  besserer  Uebereinstimmung  mit  der  Formel: 

^-7t '^lll  ^*^"^'  =<>'«i« ^2), 

iilK'i  das  Meter  als  Längeneinheit  vorausgesetzt  ist.    Bei  jenen  Dubuat'- 
fien   Beobachtungen  war  Wq   höchstens  =  1,3  Mtr.  pro  Secunde;  für 
•  »«vsere  Geschwindigkeiten,  wenigstens  für  Wq  ]>  1,5  Mtr.  ist  nach  Baum- 
rten****  besser  zu  setzen: 

*  Aus  dem  hier  erwähnten  Grunde  verdienen  zur  Messung  der  Geschwin- 
rlceit  solche  Instrumente  den  Vorzug,  welche  dieselbe  nicht  sowohl  für  einen 
L^e-lneo  Augenblick,  als  vielmehr  im  Mittel  für  einen  gewissen  Zeitraum  an- 
^«fj3,  wie  z.  B.  Schwimmer  und  der  Woltman*8che  Flügel. 

^*  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  II.  Theil  (1844),  S.  279  u.  ff. 
^^"^  Recherches  physico-mathämatiques  sur  la  th^orie  des  eaux  courantes, 
1804. 
'  Annales  des  Ponts  et  Chauss^es,  1848. 
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u  tO(,  +  2,372 

=  0,8     0  -r    , 


X 


t^o  1^0  + 3,153 

Woltman*  folgerte  aus  11  Beobachtungsreihen  von  Brflnings  a& 
Niederrhein  und  aus  einer  solchen  von  Ximenes  am  Arno,  dass  die  G.- 
schwindigkeitscurve  für  irgend  eine  Senkrechte  als  Bogen  einer  ParaSfN 
mit  verticaler  Axe  betrachtet  werden  könne;  derselbe  wich  indessen  nor 
sehr  wenig  von  einer  geraden  Linie  ab. 

Eytelwein**,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  die  .Vorauss^t/nn: 
einer  Abweichung  der  Geschwindigkeitscurve  von  der  geraden  Linie  duri 
das  vorhandene  Beobachtungsmaterial  nicht  hinreichend  motivirt  sei  h't^: 
durch  Vergleichung  verschiedener  Messungen  für  den  preussischen  Fu*^  ^ 
Längeneinheit: 

w  =(1 — O,OO8y)M?0,  insbesondere  v  ={1  — 0,004  «)trj  ..  i 

ilnter  a  die  Wassertiefe  und  unter  w^  die  Oberflächengeschwindigkeit  fh: 
die  betrefifende  Senkrechte  verstanden. 

Woisbach  setzte  auf  Grund  der  Beobachtungen  von  Ximenes,  Br.* 
nings  und  Funk: 


tc 


=={}  —  0,17   -)wq',     V  =  0,915  w^ 


während  Lahmeyer***  zwar  auch  eine  geradlinige  Geschwindigkeit  van 
annahm,  jedoch  den  Coefficienten  m  der  Gleichung 

den  Eytelwein  constant,  Weisbach  umgekehrt  proportional  der  Wa-«' 
tiefe  a  gesetzt  hatte,  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachtete,  von  <i*  .* 
der  eine  constant,  der  andere  umgekehrt  proportional  a  ist  Er  M^* 
nämlich  für  Metermaass: 


IT 


"'O 


Danach  wäre  mit  y  =  ~  a: 

V  =(0,931  —  0,0235«)  ir^ ' 

Für  diese  mittlere  Geschwindigkeit  v  der  Lothrechten  empfahl  ind«'«- 
Lahmeyer  ausserdem  die  empirische  Formel: 

*   Theorie  und  Gebrauch  des  hydronietrischen  FlQgels.   »HaiBbiiiir.  T* 
Handbuch  der  Mechanik  und  Hydraulik.  Berlin,  1801. 
Fürster's  Bauzeitung,  1852,  S.  158. 
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V  =  (0,937  —  0,0252  t(7o)  f^o W» 

and  fQr  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  ganzen  Qaerschnitts  im  Mittel: 

u  =  0,75  «^0 (9)» 

imter  w^  im  letzteren  FaUe  das  Maximum  der  Oberflächengeschwindigkeit 
des  Wassers  yerstanden. 

Eine  parabolische  Geschwindigkeitscurve  mit  horizontaler 
Parabelaxe  (abereinstimmend  mit  den  Resultaten  der  theoretischen  Unter- 
SQchnng  im  vorigen  §.)  wurde,  wie  es  scheint,  zuerst  von  Defontaine* 
tos  seinen  Geschwindigkeitsmessungen  im  Rhein  abgeleitet.  Besonders 
aber  folgerten  Humphreys  und  Abbot  dieses  Aenderungsgesetz  der  Ge- 
ichwindigkeit  aus  den  unter  ihrer  Leitung  ausgeführten,  sehr  ausgedehnten 
Messungen  am  Mississippi**,  und  zwar  fanden  sie  den  Parameter  m  der 
entsprechenden  Gleichung  (21)  des  vorigen  §.  direct  der  Quadratwurzel  aus 
jler  mittleren  Geschwindigkeit  u  und  indirect  dem  Quadrat  der  betreffenden 
oFassertiefe  a  proportional,  setzten  nämlich  (siehe  Fig.  48  im  vorigen  §): 

j  «1= w'-Vh*  (S~  )* ^^^)- 

Dabei  soll  der  Coefficient  k  für  die  verschiedenen  Senkrechten  desselben 

Aaerschnitts  gleich  gesetzt,  für  verschiedene  Flüsse  oder  für  verschiedene 

Wasserstände  und  verschiedene  Querschnitte  desselben  (im  Beharrungs- 

Zustande  befindlichen)  Flusses  aber  näherungsweise  bestimmt  werden  können 

durch  die  folgende  (auf  Metermaass  reducirte)  Formel: 

0,2844 

'=vnrö^ (">' 

F 
■autpr  r  =    '  den  sogen,  mittleren  Radius  ^§.  123)  verstanden.   Nach  dieser 

P 
Vormel,  für  welche  übrigens  nur  ein  geringerer  Grad  von  Zuverlässigkeit 


*  Bresse,  Coors  de  m^canique  appliqa^e,  ILpartie,  p,  187. 
**  Ueber  diese  Beobachtongen  und  Messongen,  welche  sich  auch  auf 
dere  demnächst  zu  besprechende  Probleme  der  Hydraulik  bezogen  und  mit 
einigen  Unterbrechungen  den  Zeitraora  von  1850  bis  1860  amfassten,  berichtet 
itft  im  Jahre  1861  erschienene  Werk :  Report  apon  the  Phjiic«  and  Hjdnn- 
ha  of  the  Missiasippi-RiTer  etc.",  deutsch  bearbeitet  von  H.  Grebenao,  1867. 
Hauptzweck  der  im  Auftrage  des  Congre&ses  der  Vereinigten  Staaten  von  5ord- 
Äinerika  ausgeführten  ünteirochnng  war  die  Gewinnong  der  nötUgen  Grund- 
I»«en  für  Wasserbaatcn  zur  Regulinmg  jenls  Flusses  mit  Bflcksicbt  auf  die 
S'cUfifahrt,  besonders  aber  zum  Schntze  der  an  20000  englfscbe  QoadfmtmeOai 
u  nfusenden  Klederongen  gegen  die  Yerwfistimgen  darcb  das  IlocbwaMer. 
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in  Ansprach  genommen  wird  im  Vergleich  mit  dem  in  der  Gleichung  l-> 
enthaltenen  Gesetz  an  sich,  wäre  z.  B. 

k  =  0,338     0,291     0,236     0,181     0,135     0,098     0,070 
für  r  =   0,25        0,5  1  2  4  8  16     Mtr. 

Aufflallend  sind  die  Angaben  Hnmphrejs'  nnd  Abbot's  in  Bet^f 
der  Höhenlage  der  Axe  der  Geschwindigkeitsparabel.  Wahrend  frolie^ 
Messungen  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  zwar  auch  in  der  Regel  li^ 
etwas  (bis  zu  etwa  0,5  Mtr.)  unter  der  Oberfläche  stattfindend  erkemti 
Hessen,  folgerten  sie  aus  den  Beobachtungen  am  Mississippi  eine  im  Durclr 
schnitt  viel  tiefere,  von  der  Richtung  und  Stärke  des  Windes  abhänrx* 
Lage  derselben  gemäss  der  empirischen  Formel  : 

'^^  =  0,317  +  0,06  / :: 

a 


unter  /  die  stromaufwärts  gerichtete  Componente  der  Windstärke  \<' 
standen,  dieselbe  mit  einer  solchen  Einheit  gemessen,  dass  /  ==  10  eiir 
stromaufwärts  wehenden  Orkan,  ein  negatives  /  aber  einem  stromab« ir 
wehenden  Winde  von  entsprechender  Stärke  entspricht.  Eine  gr'»> : 
Genauigkeit  ist  freilich  dieser  empirischen  Formel  nicht  zuzoschrei-:. 
weil  die  Windstärke  /=  1  nicht  näher  definirt  wird  (in  Metern  pro  >t  . 
auch  die  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nur  Windstärken  bis  zu  r'» 
/  =  4  umfassen.  Dass  überhaupt  ein  stromaufwärts  wehender  Win  1  . 
Curvenaxe  hinabdrückt,  ein  abwärts  wehender  sie  hebt,  ist  begreiflieb;  -i^ 

aber       selbst  für  /  =  0  einen  so  bedeutenden  Werth  haben  soll,  i>t  : 

Widerspruch  mit  der  Gesammtheit  früherer  Beobachtungen  und  de^ 
einer  weiteren   Aufklärung  bedürftig.     Die  Reibung  zwischen  Luft  i 
Wasser  erklärt  die  vermeintliche  Thatsache  bei  weitem  nicht  allein;  <: 
dann  müsste  0^=0  sein  für  einen  stromabwärts  gerichteten  Wind»  «i*>^ 
Geschwindigkeit  der  Oberflächengeschwindigkeit  ir^  des  Wassers  glt-i.b  y 
entsprechend  etwa  f  =r  —  1  nach  obiger  Scala,  während  nach  GL  li*    * 
diesem  Falle  a^^  =  0,257  a  wäre.    Die  hauptsächlichste  Ursache  k-  l  * 
vielmehr  nur  in  den  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnten  seitlichen  MrOmu:^  ■ 
gesucht  werden,  wenigstens  wenn  man  fände,  dass  unter  übrigens  gkiJ/- 
llmständen  a^  mit  der  Unebenheit  und  Rauhigkeit  des  Fliissbett4->  r^ 
der  Canalwand  zunimmt 

Humphrejs  und  Abbot  verwenden  nun  ihre  Gleichung  (lo^  b*^ 
ders  zum  Zweck  einer  möglichst  einfachen  Bestimmung  der  mittleren  * 
schwindigkeit  in  einem  ganzen  Querschnitte.  Ebenso  nftmlkh  wie  im  vurw  > 
§.  aus  Gl{2l)  die  Gl{25)  abgeleitet  wurde,  folgt  hier  ans  Gl  1<»  : 
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t'  =  tr,  -  ^  y^ (^^^ 

und  ist  also,  sofern  k  nach  61.(11)  nur  von  den  Dimensionen  des  Quer- 
schnitts abhängt,  die  Geschwindigkeit  w^  in  der  Mitte  einer  Senkrechten 
Jadarch  aaegezeichnet,  dass  sie  Ton  der  a  priori  unbekannten  Stelle  des 
3Iäxifflums  w'  der  Geschwindigkeit  unabhängig,  insbesondere  von  der  schwan-  \ 
kenden  Stärke  und  Richtung  des  Windes  nur  insoweit  abhängig  ist,  als  da- 
iarcfa  die  mittleren  Geschwindigkeiten  u  und  v  in  einem  gewissen,  tlbrigens 
)hne  Zweifel  nur  sehr  geringfügigen  Grade  bedingt  werden  können,  wenn 
Fälle  sehr  heftigen  Windes  bei  den  Beobachtungen  ausgeschlossen  werden« 
fheilt  man  nun  den  Querschnitt  F  durch  Senkrechte  in  Abtheilungen  =  JF 
md  bestimmt  die  Geschwindigkeiten  w^  in  den  Mittelpunkten  der  mittleren 
>enkrechten  dieser  Abtheilungen  (entweder  durch  unmittelbare  Messung 
»der  durch  Interpolation  vermittels  der  in  den  Mittelpunkten  anderer 
^nkrechtan  gemessenen  Geschwindigkeiten),  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (13), 
renn  die  mittleren  Geschwindigkeiten  in  den  Abtheilnngen  JF  denjenigen 
=  r  ihrer  mittieren  Senkrechten  gleich  gesetzt  werden, 

Q  =  Fu  =  £  (v.AF)  =  S  (Wf.AF)  —  -^  y/iu.F 

«  +  j2y^  =  **  °***  ^  =  — p —  (^^)' 

reiches  u   als  ein  etwas  zu  grosser  Näbemngswerth  von  u  zu  betrachten 
\l  endlich 


-  =(|/"'  +  5^6  - 1^^)'=  ^y^^'  -y'>' 


,      w          i  0,000494 

mit    k  =  = 


(16) 


676        Yr  -f  0,457 

r'mäss'dem  Ausdrucke  (11)  von  k 

Um  die  Ermittelung  von  u  noch  weiter  zu  vereinfachen,  nämlich  die 
nsmessnng  der  einzelnen  Abtheilungen  AF  des  Querschnitts  und  die  Be* 
'rhnung  von  u  nach  GL(14j  zu  ersparen,  empfehlen  Humphreys  und 
bbot  das  folgende  Verfahren.    Ist 

Cr)  das  arithmetische  Mittel  aUer  Werthe  von  r, 

^^%)  n  n  9»  w  w  n     •^J 

r  gieichf5niiig  (in  gteicbea  Abfänden)  im  Qnersdiattt  ▼«rtbeilta  Henk* 
chte,  80  ist  nach  GL  (13)  aocb 
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(V)  =  («>,)  -  ^Vhi 
und  dabei  u  =  -^IvdF  um  so  mehr  >  (r),  je  mehr  die  Tiefe  von  beiden 


¥' 


Seiten  gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  (die  sogenannte  Stromrinot 
bei  natürlichen  Wasserläufen)  hin  zunimmt.    Setzt  man  allgemein 

unter  m  eine  erfahrungsmässige  Yerhältnisszahl  verstanden,  die  bei  gleKb- 
förmiger  Wassertiefe  =  1  wäre,  dagegen  z.  B.  für  den  Mississippi  ir 
Durchschnitt  ==  1,08  gefunden  wurde,  so  kann  die  obige  Gleichung  ct*- 
schrieben  werden  in  der  Form: 

Daraus  folgt,  analog  wie  oben  Gl.  (15)  aus  Gl.  (14)  gefolgert  wurde. 

Weil  übrigens  der  Werth  der  Yerhältnisszahl  m  offenbar  mit  d<r 
Querschnittsform  veränderlich  und  a  priori  in  irgend  einem  gegebenen  F^- 
uubekannt  ist,  so  wird  der  Zweck  ohne  Zweifel  besser  dadurch  erreicü: 
werden,  dass  der  Querschnitt  durch  Senkrechte  in  eine  gewisse  Zahl  =  • 
solcher  Theile  =  AF  getheilt  wird,  welche  wenigstens  ungefiüur  g]«*^i 
gross  sind,  was  auch  bei  unregelmässig  gestalteten  Querprofilen  nxttr- 
lieber  Wasserläufe  ohne  wirkliche  Ausrechnung  in  genügender  Weise  ilsc: 
Schätzung  geschehen  kann.  Wenn  dann  aus  den  in  den  Mittelpunkt! 
gewisser  Senkrechten  thatsächlich  gemessenen  Geschwindigkeiten*  ^ 
jenigen  ==  w^  für  die  Mittelpunkte  der  mittleren  (nach  Schätzung  dsrc: 
ihre  Schwerpunkte  gezogenen)  Senkrechten  jener  n  Flächentheile  JF  A'^  : 
Interpolation  abgeleitet  werden,  falls  sie  nicht  etwa  unmittelbar  gemt^^i 
werden  konnten,  so  kann  das  arithmetische  Mittel  dieser  n  GrescUviodii.- 
keiten  w^  in  GL  (15)  für  u  gesetzt  werden;  denn  nach  Gl.  (14)  ist 
liegenden  Falle: 


*  Die  Methoden  solcher  Geschwindigkeitsmessnngen  (a.  A.  auch  d*»  «  - 
Humphreys  und  Ab  bot  hierbei  angewendete  Verfahren)  werden  in  deo  *  ' 
den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  Abschnitte  des  xweilai  Bac<^ 
dieses  Werkes  besprochen  werden. 
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Noch  ist  zu  bemerken,  dass  anch  das  Aenderungisgesetz  der  Ober- 
tiäcbengeschwindigkeit  w^  längs  einem  Querprofil  des  Wassers  von  Hum- 
pbreys  and  Abbot  in  genügender  Uebereinstimmnng  mit  Gl.  (15)  im 
Torigen  §.,  nämlich  fUr  den  Abstand  x  von  der  Stelle  des  Maximums  tr^' 
(derselben  (vom  sogenannten  Stromstrich)  ausdrückbar  gefunden  wurde 
darch  die  Gleichung: 


fOty    =   tPix     »« 


8 


0  —  «'o  —  '••  > 


lud  zwar  fanden  sie  n  direct  der  Quadratwurzel  aus  der  mittleren  Ge- 
diwindigkeit  u  und  indirect  dem  Quadrat  der  Wasserbreite  h  propor- 
ional,  somit 

«;o=<-y^(|y (17), 

nalog  der  obigen  Gleichung  (10)  fQr  die  Geschwindigkeitsänderung  nach 
er  Tiefe.  Uebrigens  war  das  Beobachtungsmaterial,  aus  welchem  diese 
L(17)  gefolgert  wurde,  weniger  umfassend,  als  das  der  Gl.  (10)  zu  Grunde 
elende,  so  dass  auch  für  den  Coefficienten  \^  der  ebenso  wie  der  ent- 
irechende  k  in  Gl.  (10)  für  verschiedene  Flüsse  sowie  für  verschiedene 
"iasserstHnde  und  Querschnitte  desselben  Flusses  verschieden  sein  mag, 
n  einigermaassen  zuverlässiger  Ausdruck  z.  Z.  nicht  angegeben  werden 
mn.  Selbstverständlich  kann  Gl.  (17)  nur  in  solchen  Fällen  als  einiger- 
lassen zutreffend  erwartet  werden,  in  denen  der  Querschnitt  eine  ziemlich 
pelmässige  Form  hat,  insbesondere  das  benetzte  Querprofil  an  keiner 
eile  erheblich  convex  nach  oben  ist,  einer  Sandbank  oder  sonstigen  Un- 
fe  inmitten  des  Stroms  entsprechend.  — 

Die  Geschwindigkeitsmessungen  im  Mississippi  und  die  daraus  ge- 
reuen Folgerungen  sind*  von  G.  Hagen*  einer  Kritik  unterworfen  wor- 
t,  wobei  darauf  aufmerksam  gemacht  wird,  dass  von  den  6  verschiedenen 
appen  jener  39  Beobachtungsreihen  die  der  Zeitfolge  nach  späteren 
1  regelmässigere  Geschwindigkeitscurven  ergeben  (vermuthlich  in  Folge 
'  von  den  Beobachtern  nach  und  nach  erlangten  Uebnng),  dass  aber  die 
i  Humphreys  und  Abbot  behauptete  Geschwindigkeitszunahme  mit 
Entfernung  von  der  Oberfläche  bis  zu  einer  gewissen  erheblichen  Tiefe 
gerade  bei  jenen  letzten  und  wahrscheinlich  zuverlässigeren  Beobach- 
gsreihen  viel  weniger  und  seltener  sich  ausgesprochen  findet,  als  bei 


*    neber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.    Aus  den  Abhandlungen 
Königl*  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1868. 

jr»»hof*  theorat.  lUsehiiiaiilelire.    I.  46 
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den  ersten,  ebenso  wie  auch  bei  den  117  Beobachtnngsreihen,  weldbe  in 
den  Jahren  1790  bis  1792  von  Brünings  selbst  oder  nnter  seiner  Lei- 
tung am  Niederrhein,  an  der  Waal,  am  Leck  und  an  der  Tssel  zu  dem 
fraglichen  Zweck  angestellt  wurden  (wobei  die  Wassertiefen  freilich  ni^ 
höchstens  etwa  ^5  so  gross  waren  wie  im  Mississippi),  jene  Zanahme  der 
Geschwindigkeit  mit  der  Entfernung  von  der  Oberfläche  nur  in  geringen:m 
Grade  und  bis  zu  geringerer  Tiefe  (a^  <C  0,1  a)  beobachtet  wurde.  Aq^ 
diesen  Messungen  von  Brünings  schliesst  femer  Hagen  auf  eine  solche 
Geschwindigkeitscurve,  welche  nach  unten  gegen  den  Boden  hin  nicht  dv 
an  Neigung  gegen  die  Lothrechte,  sondern  auch  an  Erfimmung  (an  Schsei- 
ligkeit  der  Neigungszunahme  gegen  die  Lothrechte)  beständig  zunimnu 
und  indem  er  demgemäss 

dw  m 

d{a  —  y)  ~  {a  —  yY 

setzt,  versucht  er  die  Annahmen  «  =  2,  n  =  1  und  «  =  — .    Die  letztr 

ergiebt  sich  sowohl  aus  allgemeinen  Gründen  als  die  angemessenste,  ^ 
sie  auch  den  regelmässigeren  Beobachtungsreihen  am  Mississippi  und  d«*: 
auf  die  grösseren  Wassertiefen  bezQglichen  Messungen  von  Brflnings  i> 
mehr  entsprechend  gefunden  wurde,  als  die  erste  Annahme,  und  wenigst»** 
ebenso  gut  wie  die  zweite»    Somit  empfiehlt  Hagen  zu  setzen: 

dw  m 


d(a  —  y)        2|/ö  —  y 


U7   ==  ITj    4" 


Die  Geschwindigkeitscurve  wäre  danach  eine  Parabel  mit  vcrtiealer  \\-, 
deren  Scheitel  am  Boden  (im  Längenprofil  des  Canals)  liegt;  sind  dana  1: 
irgend  einem  gegebenen  Falle  durch  zwei  Gcschwindigkeitsmessnogvo  -^ 
einer  Senkrechten  die  Constanten  tc^  und  m  far  dieselbe  mit  Rflck«^-^ 
auf  Gl.  (18)  bestimmt  worden,  so  ergiebt  sich  daraus  auch  die  Oberfiiirh-  **> 
geschwindigkeit  w^  mit  y  =  0  und  endlich  die  mittlere  Geschwindi^L*:' 

2  2  1  2        » 

r  =  tt?!    +   -  («7^  —  «;,)  =  -  ir^    -f    -^  «Tj   =  «^j    +    ^  ^y;    IM 

Uebrigens  würde  die  Ersetzung  der  aus  rationellen  Erwägungen  b^r 
vorgegangenen  und  durch  Erfahrungen  unterstützten  Gl.  (21)  im  voriüea  u 
welche  einer  parabolischen  Geschwindigkeitscurve  mit  horizontalrr  M 
entspricht,  durch  eine  andere  Gleichung  dieser  Curve  von  lediglich  ^mpt 
rischem  Charakter  doch  wohl  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  wenn  lettfi  r- 
mit  der  Gcsammtheit  aller  zuverlässigen  Messungen  entschieden  bemrr  .■& 
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Einklang  za  bringen  wäre,  als  jene.    Dies  ist  von  Hagen  nicht  nachge- 
wi^n  worden,  weshalb  die  Gleichung 

einstweilen  vorzuziehen  ist.  Die  Bestimmungen  von  a^  und  m  durch  Hum- 
phreys  und  Abbot  bedürfen  freilich  der  Bestätigung  und  sind  besonders 
auf  solche  Fälle  nicht  ohne  Weiteres  übertragbar,  die  von  den  ausser- 
gewöhnlichen  Verhältnissen  des  Mississippi  erheblich  verschieden  sind.  Im 
AJigemeinen  muss  viehnehr  die  Bestimmung  von  «q,  m  und  v!  für  jeden 
gegebenen  Fall,  und  zwar  für  jede  einzelne  Senkrechte  eines  Querschnitts 
besonders  vorbehalten  werden,  wozu  die  Messung  dreier  Geschwindigkeiten 
in  yerschiedenen  Punkten  derselben  nothig  ist.  Sind  etwa  «?,,  «?2,  v)^  die 
in  den  Tiefen  y^,  y^^  y^  gemessenen  Geschwindigkeiten,  so  findet  man  leicht: 

*  2     (m^i  —  w^)  (yi  —  yg)  —  (m7j  —  iTg)  (yi  —  y^)      *  '        ^' 


u?i  — w^ 


•    (y2  —  ^0)  —  (yi  —  s) 

and  damit  dann  die  mittlere  Geschwindigkeit  v  nach  Gl.  (23)  im  vorigen  §. 
I>ie  Benutzung  von  Gl.  (20)  wird  erspart  und  die  Messung  von  zwei  Ge- 
schwindigkeiten ausreichend,  wenn  man  in  weniger  wichtigen  Fällen  für 
%  men  ungeföhren  Werth  nach  erfahrungsmässiger  Schätzung  annimmt. 


b.  Gleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Gan&Ien. 

1 126.  Beziehang  zwischen  der  mittleren  Gesehwlndlgkelt,  dem  relativen 

OeAlle  und  den  Dimensionen  eines  Querschnitts. 

• 

Der  gleichförmige  Beharrungszustaud  des  in  einem  Canal  strömenden 
iVassers  ist  an  die  Bedingung  beständigen  Gleichgewichtes  zwischen  be- 
^opender  Kraft  und  Widerstand  für  jede  beliebig  kleine  Canalstrecke  ge- 
bunden oder,  was  dasselbe  ist,  an  die  Bedingung  gleicher  Arbeiten  von 
»ewegender  Kraft  und  Widerstand.  Die  bewegende  Kraft  besteht  (abge- 
<*on  von  etwaigem  Einflüsse  des  Windes)  nur  in  der  Schwere,  und  ihre 
Arbeit  ist  pro  1  Kgr.  Wasser  für  die  LAugeneinheit  (1  Mtr.)  des  Canals 
=^  dem  relativen  Gefälle  a;  ist  also  die  Arbeit  des  Bewegungswiderstandes 
»PO  1  Kgr.  Wasser,  die  sogen.  Widerstandshöhe  pro  1  Mtr.  Canallänge 
-  5,,  so  ist  die  Bedingung  der  gleichförmigen  permanenten  Bewegung: 

B^  =  a (l;- 

46* 
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Legt  man  nun  die  tob  der  relativen  Bewegung  der>  Wassertheilchen 
gegen  einander  abstrahirende  Vorstellung  zu  Grunde,  dass  der  Widerstsod 
nur  in  der  äusseren  Reibung  zwischen  Canalwand  und  Wasser  besteht,  and 
bezeichnet  dieselbe  pro  1  Quadratm.  Wandfläche  mit  B!^  so  ist  auf  Grond 
der  in  §.  123  erklärten  Buchstabenbezeichnnngen  ihre  Arbeit  pro  1  Mtr. 
Canallänge  und  pro  Secunde  =  B^pu^  oder  pro  1  Mtr.  Länge  und  pro 
1  Kgr.  Wasser: 

—  ?^  —  ^L  —  ^l 
1  yFu  y   F         7    r ' 

analog  Gl.  (2)  in  §.  89  für  die  Leitungswiderstandshöhe  einer  Röhre,  weno 

1  4 

darin  —  statt  —  gesetzt  wird;  somit  ist  die  Bedingung  der  gleichf^rmigca 

permanenten  Bewegung  auch: 


—  =  ra 
7 


Nach  Hagen*  waren  Brahms  (1753)  und  demnächst  Chäzy  [lllh 
die  ersten,  welche  auf  Grund  solcher  Vorstellungen  ein  ziemlich  zotr^- 
fendes  Abhängigkeitsgesetz  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  in  eineo 
Canal  gleichförmig  fli^ssenden  Wassers  aufstellten;  indem  sie  die  Beibia^ 
M'  proportional  ti*  setzten,  folgte  für  u  die  Formel: 


u  =  hyra v^- 

unter  k  eine  Constante  vorstanden,  deren  mehr  zuverlässige  Bestimmar^ 
freilich  erst  später  mit  Hülfe  zahlreicherer  Messungen  möglich  wurd^ 
Solche  wurden  besonders  von  Dubuat  (1779)  theils  an  einem  kleinen  at* 
Holz  construirten  Canal,  theils  am  Canal  du  Jard  und  am  Haine-Floss  a&^ 
geführt.  Auf  Grund  derselben  gab  Dubuat  selbst  eine  sehr  complicirvc 
Formel  für  die  mittlere  Geschwindigkeit,  doch  zeigte  Woltman  iluvr 
nicht  weniger  befHedigenden  Anschluss  an  die  einfache  Gleichoag  *^- 
Dieselbe  Ansicht  theilte  Eytelwein  (1801),  indem  er  zugleich  aas  ti>-:: 
36  Dubuat'schen  Beobachtungen  für  preussisches  (rheinländisches]'  Fc^ 
maass  k  =  90,9  bestimmte,  ein  Werth,  mit  welchem  demnächst  die  GL  ^ 
zu  sehr  vielseitiger  Anerkennung  und  Anwendung  gelangte.  For  Xotcr 
maass  wäre  entsprechend  k  =  60,9  und  mit 

It  1 

—  =  au^    die  Constante    a  =  —  =  0,000386, 
7  k* 


•   Handbuch  der  Wasserbaukunst,  H.  Thcil  (1844),  S.  294- 
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wofar  nach  dem  Vorgänge  Tadini's  auch  vielfach  in  runder  Zahl 

k  =  bO'y    a  =  0,0004 
angenommen  wurde. 

Prony  betrachtete  den  Widerstand  als  aus  zwei  Theilen-  bestehend, 
von  denen  der  eine  der  zweiten,  der  andere  der  ersten  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  zu  setzen  sei,  legte  nämlich  ebenso  wie  seiner 
Röhren  Widerstandsformel  auch  hier  den  Ausdruck: 

—  =  «««  +  hu    (§.89,  Gl.  5) 
7 

zu  Grunde,  und  fand  aus  den  Beobachtungen  Dubuat's  in  Verbindung 
mit  einer  Messung  von  Ch^zy  am  Entwässerungsgraben  von  Gourpalet: 

—  =  0,000309  ««  +  0,000044  u    (4). 

Etwas  später*  bestimmte  Eytelwein  aus  den  Messungen  von  Dubuat  in 
Verbindung  mit  solchen  von  Brünings,  Woltman  und  Funk: 

ly 

—  =  0,000366  ««  +  0,000024  u    (5), 

7 

nur  wenig  abweichend  von  der  Formel,  welche  noch  später  Lahmeyer 
(1845)  zugleich  mit  Kücksicht  auf  eine  grössere  Zahl  eigener  Beobachtungen 
aufstellte : 

—  =  0,000378  ««  +  0,000022  u    (6). 

7 

Dass   übrigens  die  Eytelwein'sche  Formel  (5)  zugleich  mit  seiner 
früheren  Annahme 

—  =  0,000386  u« 
7 

so  auffallend  übereinstimmt,  trotzdem  dass  letztere  im  Wesentlichen  nur 
aus  den  Messungen  Dubuat's  an  seinem  sehr  kleinen  Versuchscanal  ab- 
geleitet war,  erklärte  Hagen**  in  überzeugender  Weise  durch  einen  ver- 
hängnissvollen Irrthum,  darin  bestehend,  dass  bei  den  Beobachtungen  von 
Brftnings  und  Funk  die  Gefälle  nicht  wirklich  gemessen,  sondern  von 
Letzterem  auf  Grund  der  früheren  Eytelwein'schen  Formel  in  der  Haupt- 

*   Abhandlungen  der  Königl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1813 

und  1814. 

^   Gnmdzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  1837,  §.37. 


726  6LEIGHFÖBM.  FEBMAN.  BEW.  DEB  WAS8EBS  IN  CANILEN.        §.  12H. 

sacho  angenommen  worden  waren.  Auch  gegen  die  von  Eytelwein  bc- 
nutzten  Woltman'schen  Angaben  wurden  später  gegründete  Bedenken  er- 
hoben,* so  dass  sich  die  Beglaubigung  der  seitherigen  Formeln  im  Wesent- 
lichen auf  die  unzureichenden  Messungen  Dubuat's  roducirt  £ind 

Dem  unter  solchen  Umständen  sehr  fühlbaren  Bedürfnisse  neaer  lud 
in  grösserem  Maassstabe  angestellter  zuverlässiger  Beobachtungen  wonle 
erst  vor  massig  langer  Zeit  entsprochen  theils  durch  die  nach  einer  Rieb- 
tung  hin  schon  im  vorigen  §.  besprochenen  Messungen,  die  in  den  JahrcD 
1850 — 1860  unter  Leitung  von  Humphreys  und  Abbot  am  Mississippi 
ausgeführt  wurden,  theils  durch  umfangreiche  Untersuchungen,  welche  im 
Auftrage  der  französischen  Regierung  von  1856 — 1864  anfBmgs  11.  Darcf 
und  später  nach  dessen  Tode  H.  Bazin  leitete.  Je  umfangreicher  das  da- 
durch gewonnene  neue  Yorsuchsmaterial  ist,  desto  schwieriger  ist  es  frvi- 
lieh  zu  übersehen  und  rationell  zu  verwerthen,  so  dass  in  Betreff  der  da- 
raus abzuleitenden  Gesetze  und  Formeln  einstweilen  die  Ansichten  dt*r 
Fachmänner  noch  ziemlich  auseinander  gehen. 

Was  zunächst  die  amerikanischen  Messungen  betrifft,  so  habva 
zwar  Humphreys  und  Abbot  der  von  ihnen  aufgestellten  Formel  eis« 
Art  von  rationeller  Ableitung  zu  geben  versucht,  wobei  sie  besonders  ^«»d 
der  Annahme  ausgingen,  dass  zwischen  Luft  und  Wasser  (an  der  freiro 
Oberfläche)  ein  Reibungswiderstand  von  ähnlicher  Art  und  Grösse  anzu- 
nehmen sei  wie  zwischen  Wasser  und  Flussbett -,  weil  aber  auch  abgesebfc 
hiervon  erhebliche  Bedenken  gegen  jene  Ableitung  sich  geltend  mach'-c 
lassen,  wie  der  Verf.  an  einem  anderen  Orte**  gezeigt  hat,  so  dass  dto. 
Resultat  der  fraglichen  Untersuchung  doch  nur  ein  rein  empiriscbor  C1u* 
rakter  beizulegen  ist,  so  beschränkt  sich  das  Interesse  auf  die  resuHin*»}' 
Formel: 

Darin  haben  F,  b^  p^  a,  u  die  in  §.  123  festgesetzten  Bedeutungen;  i  i^ 
der  durch  die  empirische  Formel  (11)  im  vorigen  §.  ausgodrflckte  Coef* 
ficient,  m  die  gleichfalls  im  vorigen  §.  bei  Gl.  (16)  daselbst  erklärte  Ter- 
hältnisszahl,  welche  etwas  >*  1  ist  und  für  den  Mississippi  im  Mittel  =  U^ 


*  Förster'a  Bauzoitung,  1852,  S.  151. 

**  Referat  über  Grebenau*8  deutsche  Bearbeitung  des  Ori|rinal«fri» 
von  Humphreys  und  Abbot  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutachfff  lu^ 
nieure,  Bd.  XIII  (1869),  S.  289,  353  und  481. 
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gefttuden  wurde,  endlich  n  eine  Gonstante,  bestimmt  zu  59,4  nach  ausgo- 
führtcr  Reduction  auf  das  Meter  als  hier  durchweg  zu  Grunde  gelegte 
Laogeneinhoit  Der  Ausdruck  von  u  als  Function  der  übrigen  Grössen  er- 
fordert nach  Gl.  (7)  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung-,  wie  der 
Verl  a.  a.  O.  zeigte,  ist  es  aber  mit  Rücksicht  auf  die  untergeordnete  Be- 
deutung des  Gliedes  mit  V^  vorzuziehen,  aus  jener  Gleichung  zu  folgern: 


u 


myn 


'+fl^ 


K 


^K 


b  +  p 


(8) 


und  die  Weithe  des  Coefficionton 


C  = 


m 


V^ 


m 


i+e-i/- 


Vi 


mit    k  = 


0,2844 


Vr  +  0,457 


,  .  .  (9) 


für  verschiodene  Werthe  von  r  und  u  tabellarisch  auszurechnen.  Man 
tindet  z.  B.  mit  m  =  1,08  und  »  =  59,4  u.  A.  die  in  folgender  Tabelle 
euthalteneu  Werthe  von  C, 


i 

r  «= 

1 

0,25 

0,5 

1 

2 

4 

8 

16 

,    u  ^  0,5 

7,25 

7,31 

7,40 

7,50 

7,61 

7,70 

7,80 

u  ^  l 

7,53 

7,59 

7,65 

7,73 

7,80 

7,88 

7,94 

.    »  ^  1,5 

7,66 

7,71 

7,76 

7,83 

7,90 

7,95 

8,01 

tt  -^  2 

7,75 

7,79 

7,84 

7.90 

7,95 

8,00 

8,05 

tt  «  2,5 

1 

7,80 

7,84 

7,89 

7,94 

7,99 

8,04 

8,08 

'k  sind,  wie  man  sieht,  so  wenig  verschieden,  dass  es  stets  genügen  wird, 
ien  mit  cinom  angenommenen  Nähorungswerth  6\  des  fraglichen  Goeffi- 
ionten  berechneten  Näherungswerth  u^  der  mittleren  Geschwindigkeit 
«khstens  ein  mal  zu  corrigiren,  indem  man 

C 


u 


Ct 


Ut 


HzU  unter  C  den  jetzt  für  r  und  u^  der  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
es  Cocfficienten  verstanden. 

Um  GJ.  (8)  dem  Einflüsse  der  ungenügend  begründeten  Voraussetzung 
Ines  an  der  freien  Oberfläche  ebenso  wie  am  Flussbetto  wirksamen  Wider- 
tandes  zu  entziehen,  welche  Annahme  zur  Folge  hatte,  dass  der  ganze 
mfang  =  h  -\-  p  des  Querschnitts  anstatt  des  benetzten  Quorproflis  p 


728  OLEICHFÖSM.  PBBKANBKTB  BEW.  BBS  WA88BB8  IN  CAHILKH.   §.126. 

allein  als  wescDÜiches  Element  in  der  Gleichung  vorkonimt,  kann  nun*  mit 
Rttcksicht  darauf  dass  nach  den  Messungen  am  Mississippi  im  DnichBchutt 

f  =  1,015  l 
war,  statt  Gl.  (8)  auch  setzen: 


(in 


G 

mit     C  =  .— p:^  ^^r^-_^     =  0,71   C 11 . 

015  +  ^ 
Von  der  bisher  üblichen  Gl.  (3)  unterscheidet  sich  dann  GL  (10)  immer 

noch  wesentlich  dadurch,  dass  ihrzufolge  u  nicht  V^9  sondern  Vä  propor- 
tional wäre.  — 

Die  Beobachtungen  yon  Bazin  (von  Darcy  hatten  bis  zu  seinen 
Tode  nur  die  ersten  Einrichtungen  und  Anordnungen  getroffen  werd«ii 
können)  wurden  theils  an  vielen  bestehenden  künstlichen  Canälen  ron  tk- 
schiedenen  Formen  und  Beschaffenheiten  angestellt,  theils  und  besonJ*:« 
an  einem  bei  D^jon  eigens  zu  diesem  Zwecke  angelegten  Yersuchscsiui 
von  596  Mtr.  Länge,  2  Mtr.  Breite  und  1  Mtr.  Tiefe,  welcher  sein  Wa.^ 
ser  aus  dem  Canal  de  Bourgogne  erhielt  und  in  den  Fluss  TOuche  ib- 
fliesscn  licss,  und  welcher  zudem  nach  und  nach  mit  voränderten  Qner- 
schnittsformen  und  mit  Wandverkleidungen  aus  verschiedenen  MatcTiali<r 
von  thunlichster  Glätte  bis  zu  sehr  rauher  Oberfläche  und  mit  verachi^ 
denen  relativen  Gefällen  (von  0,001  bis  0,009)  zum  Zweck  neuer  B-- 
obachtungsroihcu  hergestellt  wurde.*  Analog  der  Darcy 'sehen  Form-- 
für  den  Loitungswiderstand  von  Röhren  (§.  89,  Gl.  12)  fand  Bazin  äna 
hier  den  Widerstand  ausdrückbar  durch  die  entsprechende  Formel: 

—  =  (  a  H )«■    mit    r  =  —  - 

Y        \  rj  p 

also  nach  Gl.  (2)  die  mittlere  Geschwindigkeit: 


*  Sämmtliche  Messungsresultate  und  daraus  gezogene  Folgeraofn  «i^ 
nachdem  sie  von  der  französischen  Akademie  der  Wissenschaften  geprOft  r  •' 
günstig  beartheüt  worden  waren,  im  Jahre  1865  publicirt  worden  ia  J(3 
Werke:  ,,Recherches  hydraaliqnes,  entreprlses  par  Mr.  H.  Darcy,  Inspcctcir 
g^n^ral  des  ponts  et  chauss^es,  continu^es  par  Mr.  H.  fiasin.** 
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(12), 


dabei  aber  die  Coofficienten  a  and  h  ebenso  hier  wie  dort  in  hohem 
Grade  abhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Canalwand.  Er  unterschied  in 
dieser  Hinsicht  4  Eategorieen  and  bestimmte  für  dieselben  a  und  h  im 
Mittel  wie  folgt. 

1)  Canäle  in  sorgfältig  gehobeltem  Holz  oder  in  Cement: 

a  =  0,00015     h  =  0,0000045 

2)  Canäle  in  behanenen  Quadersteinen,  in  Backsteinen  oder  ungeho- 
beltem Holz: 

a  =  0,00019     h  =  0,0000133 

3;  Canäle  in  Mauerwerk  von  Bruchsteinen: 

a  =  0,00024     h  =  0,00006 
4)  Canäle  in  Erde: 

a  =  0,00028     h  =  0,00035 

Was  die  Yergleichung  der  amerikanischen  und  der  franzö- 
lischen  Messungsresultate  betrifft,  so  ist,  wenn  man  von  der  einfachen 

Gleichung 

u  =  kyi^ (3) 

iQ^^eht,  beziehungsweise  nach  jenen  und  diesen: 

~    (Gl.  10)  resp.    h  =  — -— .   (Gl.  12). 


ra  JA+]- 


^enn  nun  auch  der  Umstand,  dass  bei  den  Untersuchungen  am  Mississippi 
inEinflnss  der  Beschaffenheit  des  Bettes  auf  den  Coefficienten  c  =  0,71  (7, 
Is^j  auf  k  nicht  wahrgenommen  wurde,  durch  die  allzu  geringen  Yerschie- 
enhoitcn  erklärlich  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  an  den  verschiedenen 
^'obachtungsstellen  dort  stattfanden,  und  wenn  zwar  auch  nach  Gl.  (10) 
tT  Coefßcient  h  (wie  die  obige  Tabelle  der  Werthe  von  C  erkennen  lässt) 
iigleich  mit  r  und  zwar  in  demselben  Sinne  sich  etwas  ändert,  so  ist  doch 
lese  Aenderung  weit  geringer,  als  nach  den  Erfahrungen  von  Bazin; 
e«0Dders  aber  besteht  ein  Gegensatz  zwischen  den  beiderlei  Erfährungen 
i^ifern,  als  nach  den  Messungen*  am  Mississippi  sich  k  und  das  Gefälle  a 
^  umgekehrtem  Sinne  ändern,  während  Bazin  eine  gleichzeitige  Zu-  und 
abnähme  von  k  und  a  beobachtete,  wenn  auch  nicht  in  so  bedeutendem 
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Grade,  dass  er  sich  zur  Berücksichtigung  dieser  Beziehung  in  seiner  For- 
mel  veranlasst  gesehen  hätte.  Mit  Rücksicht  auf  die  grosso  Venchiedet* 
hcit  der  Umstände,  unter  denen  die  amerikanischen  und  die  französtsdk'ii 
Messungen  ausgeführt  wurden,  braucht  indessen  jener  Gegensatz  der  a&» 
Ihnen  gezogenen  Folgerungen  nicht  einem  Widerspruch  gleich  geachtet  za 
werden;  vielmehr  mag  die  Formel  von  Humphreys  und  Ab  bot  für  gros^*- 
Gewässer  mit  massigen  Gefällen  ebenso  zutreffend  sein  wie  die  Bazia*scki 
Formel  für  kleine  Gewässer  mit  grösseren  GeföUen,  so  dass  diese  zweit  r- 
lei  Beobachtungen  sich  gegenseitig  ergänzen  und  zusammen  berücksichtigt 
worden  müssen,  um  für  den  Coefficienten  k  der  Gleichung 

u  =  kyra 

einen  Ausdruck  abzuleiten,  der  allen  vorkommenden  Fällen  voraossichtliiii 
genügend  entspricht.  Dieser  Ausdruck  mttsste  den  Einfiuss  des  RauiL'* 
kcitsgrades  der  Canalwand  (dos  Flussbettes),  des  benetzten  Qaerpro&  f 
(der  Dimensionen  des  Querschnitts)  und  dos  GefiÜles  a  enthalt4>n,  i^i 
zwar  in  der  Weise,  dass  k  mit  dem  Rauhigkeitsgrado  in  entgec<^:- 
gesetztem  Sinne,  mit  r  in  gleichem  Sinne,  mit  a  aber  wenigsti  :• 
bei  grösseren  Gewässarn  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  ic- 
dort,  während  bei  kleinen  Gewässern  diese  letztere  Beziehung  sich  aar 
zukehren  scheint. 

Der  Aufgabe  einer  solchen  Bestimmung  des  Coe£6cienten  i  haben  d" 
Ingenieure  Ganguillet  und  Kutter  in  sehr  gründlicher  Weise  sich  iiBt«'- 
zogen*.  Indem  sie  dabei  mit  Recht  die  Berücksichtigung  des  Raahigkc.N 
grades  durch  einen  einzigen  Coefficienten  n  vorzogen,  um  so  eine  n-^ 
leichte  und  übersichtliche  Interpolation  für  beliebige  Abstufongm  ^' 
Rauhigkeit  zn  ermöglichen,  als  es  vermittels  der  Bazin'schen  FoniH*!  t: 
in  Ermangelung  einer  Beziehung  zwischen  den  beiden  variablen  i'*»(^ 
cienten  a  und  h  geschehen  konnte,  fanden  sie  für  Metermaass 


u  =  k^ra    mit    k  = 


.1  +  23  +  «'00155 
n  a 


+ (^» + -j 


0,00155  X 


/y. 


*  Versuch  zur  Aufstellung  einer  neuen  allgemeinen  Formel  fOr  die  rlt'- 
förmige  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  und  Flüssen,  gestützt  auf  die  :•' 
sultate  der  in  Frankreich  vorgenommenen  umfangreichen  und  aorgflitigvn  l  ci  * 
suchungen  und  der  in  Nordamerika  ausgeführten  grossartigen  Strommffiiir  - 
Von  E.  Ganguillet  und  W.  R.  Kutter,  Ingenieure  in  Bern.  Zeitschrift  -t 
österreichischen  Ingenieur-  und  Architekten-Vereins,  IbG^. 
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roaach  in  der  That  k  nnd  n  stets  in  ontgegengosetztem,  k  und  r  in 
[leichcm  Sinne  sich  ändern,  während  die  Aenderungen  von  k  und  a  in 
iitgegCDgesetztem  oder  gleichem  Sinne  stattfinden,  jonachdem  r  >>  1  Mtr. 
ider  <  1  Mtr.  ist  In  Betreff  des  Ranhigkeitsgrades  werden  6  Haupt- 
äU'goricea  unterschieden  mit  den  folgenden  Mittelwerthen  von  n. 

1}  Canäle  Von  sorgföltig  gehobeltem  Holz  oder  mit  glatter  Comentver- 
kleidung:  n  =  0,010. 

2)  Canäle  von  gewöhnlichen  Brettern:  n  =  0,012. 

3)  Canäle  von  bchauenen  Quadersteinen  oder  gut  gefügten  Backsteinen: 
n  =  0,013. 

4)  Canäle  von  Bruchsteinen:  n  =  0,017. 

5)  Canäle  in  Erde,  natürliche  Bäche  und  Flüsse:  n  ==  0,025. 

6 ;  Gewässer  mit  gröberen  Geschieben  oder  mit  Wasserpflanzen :  n = 0,030. 

Gangnillet  und  Kutter  prüften  schliesslich  ihre  Formel  für  u  mit 
ölfo  von  210  verschiedenen  Messungsresultaten  und  fanden,  dass  dabei 
i'  Zahlen  der  Fälle,  in  denen  beziehungsweise  die  Formel  von  Hum- 
ircys  und  Abbot,  die  Bazin*sche  Formel  und  ihre  eigene  (bei  schick- 
!her  Annahme  von  n  gemäss  obigen  Anhaltspunkten)  die  mittlere  Ge- 
tiwindigkeit  am  wenigsten  abweichend  von  der  Beobachtung  ergaben,  sich 
e  9:  21:  70  verhielten,  während  die  absoluten  Werthe  der  Abweichungen 
t  Durchschnitt  resp.  90,  13  und  4  Procent  des  beobachteten  Werthes 
Q  M  betrugen.  Selbst  die  Beobachtungen  am  Mississippi  werden  durch 
^(13)  besser  ausgedrückt,  als  durch  die  Formel  von  Humphreys  und 
bbot. 

Zur  Erleichterung  des  Gebrauchs  von  Gl.  (13)  haben  Ganguillet 
id  Kutter  die  Werthe  von 

n  a 

•mit  dann 

*  =  — ^^-i-  (H) 


und 

h  = 

=  (23 

+ 

0,00155\ 

,a 

1  + 

b 

Yr 

faaden  wird,  für  verschiedene  Gefälle  und  die  den  obigen  6  Hauptkate- 
ricen  entsprechenden  Werthe  von  n  in  Tabellen  zusammengestellt,  welche 
r  auszugsweise  mitgetheilt  werden  mögen. 
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0,0001 

0,0002 

0,0003 

0,0004 

0,0005 

0,0006 

0,0007 

0,0008 

0,0009 

0,001 

0,002 

0,003 

0,004 

0,005 

0,006 

0,007 

0,008 

0,009 

0,01 

0,1 


n  =  0,010 


a 


138,5 
130,7 
128,2 
126,9 
126,1 
125,6 
125,2 
124,9 
124,7 
124,5 
123,8 
123,5 
123,4 
123,3 
123,3 
123,2 
123,2 
123,2 
123,1 
123,0 


0,385 
0,307 
0,282 
0,269 
0,261 
0,256 
0,252 
0,249 
0,247 
0,245 
0,238 
0,235 
0,234 
0,233 
0,233 
0,232 
0,232 
0,232 
0,231 
0,230 


n  =  0,012 


121,8 
114,1 
111,5 
110,2 
109,4 
108,9 
108,5 
108,3 
108,0 
107,9 
107,1 
106,8 
106,7 

iog;6 

106,6 
106,5 
106,5 
106,5 
106,5 
106,3 


0,462 
0,369 
0,338 
0,320 
0,313 
0,307 
0,302 
0,299 
0,297 
0,295 
0,285 
0,282 
0,281 
0,280 
0,279 
0,279 
0,278 
0,278 
0,278 
0,276 


n  =  0,013 


n  ^  0,017 


I 


115,4 

0,500 

107,7 

0,400 

105,1 

0,366 

103,8 

0,349 

103,0 

0,339 

102,5 

0,332 

102,1 

0,328 

101,8 

0,324 

101,6 

0,321 « 

101,5 

0,319 

100,7 

0,309 

100,4 

0,306 

100,3 

0,304 

100,2 

0,303 

100,2 

0,302 

100,1 

0,301 

100.1 

0,301 

100,1 

0,301 

100,1 

0,301 

99,9 

0,299 

97,3 
89,6 
fe7,0 
85,7 
84,9 
84,4 
84,0 
83,8 
83,5 
83,4 
82,6 
82,3 
82,2 
82,1 
82,1 
82.Ü 
82,0 
82,0 
82,0 
81,8 


0,654 
0,5Ö 
0,47? 
Ü,4:)7 
a444 
(K^ 
0,4:^ 
0,424 
0.4*  • 
0.417 
M^ 
0,4i-' 
0,Ä*- 

o,r5W 

o,:ß*:» 

U,3»l 

(>.:»- 
0,391 


n  =  0,025 


0,00001 

218,0 

0,000015 

166,3 

0,00002 

140,5 

0,000025 

125,0 

0,00003 

114,7 

0,000035 

107,3 

0,00004 

101,7 

0,00005 

94,0 

0,00006 

88,8 

0,00007 

85,1 

0,00008 

82,4 

0,00009 

80,2 

0,0001 

78,5 

0,00015 

73,3 

0,0002 

70,7 

0,0003 

68,2 

1 

4,450 
3,157 
2,512 
2,125 
1,867 
1,682 
1,544 
1,350 
1,221 
1,128 
1,059 
1,005 
0,962 
0,833 
0,769 
0,704 


n  =-  0,030 


a 


211,3 

159,7 

133,8 

118,3 

108,0 

100,6 

95,1 

87,3 

82,2 

78,5 

75,7 

73,6 

71,8 

66,7 

64,1 

61,5 


5,340 
3,790 
3,015 
2,550 
2,240 
2,019 
1,852 
1,620 
1,465 
1,354 
1,271 
1,206 
1,155 
1,000 
0,922 
0,845 


0,025 


a 


n  ==  0,U>' 


0,0004 

0.0005 

0,0006 

0,0007 

0,0008 

0,0009 

0,001 

0.002 

0,003 

0,004 

0,005 

0,006 

0,007 

0,008 

0,009 

0,01 


66,9 
66,1 
65,6 
65,2 
64,9 
64,7 
64,5 
63,8 
63.5 
63.4 
63.3 
63,3 
63.2 
63,2 
63,2 
63,1 


0,672 
0,652 
0.640 
0,630 
0,623 
0,618 
0,614 
0,594 
0,588 
0,585 
0,583 
0,581 
0,580 
0,580 
0.579 
0,579 


60,2 
59,4 
58,9 
58^ 
58^ 
58,0 
57,9 
57,1 
56,8 
56,7 
56,6 
56,6 
56.5 
56,5 
5e.5 
56,5 


\  0,7\. 

(»,7h: 

i»,7> 

*  0.74* 

0.74: 

0,7J' 

0,71 : 
0.7m« 
i»,7t?: 
o.»y 
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* 

Zu  einem  wesentlich  anderen,  mehr  an  61.  (10)  sjch  anschliessenden, 
idessen  die  Abweichung  derselben  von  der  ursprünglichen  Gl.  (3)  noch 
bertreffenden  Resultat  gelangte  Hagen  in  der  schon  im  yorigen  §.  be- 
prochenen  Abhandlung*  Auf  Grund  einer  kritischen  Sichtung  des  vor- 
indenen  Beobachtungsmaterials,  wobei  übrigens  nur  die  Messungen  an 
atflrlichen  Flüssen  und  an  Canälen  mit  Erdwänden  berücksichtigt 
erden  (die  bedeutenden  Abweichungen  der  Messungen  an  Canälen  mit 
iders  gearteten  Wänden,  welche  von  Bazin  dem  Einflüsse  der  Ober- 
ichenbeschaffenheit  zugeschrieben  wurden,  scheinen  Hagen  Veranlassung 
1  geben,  diese  Messungen  für  weniger  zuverlässig  zu  halten),  legte  Hagen 
I  Ganzen  66  Beobachtungen  zusammengehöriger  Werthe  der  Grössen  r, 
u  seiner  Untersuchung  zu  Grunde,  nämlich: 

A.  19  Beobachtungen  von  Humphreys  und  Abbot  in  amerikanischen 
Strömen  und  Can&len; 

B.  16  Beobachtungen,  angestellt  unter  Leitung  von  Brünings  1790 — 92 
in  den  Niederlanden,  wobei  allerdings  die  Gefälle,  welche  bei  jenen 
im  Uebrigen  sehr  zuverlässig  erscheinenden  Beobachtungen  nicht  mit 
gemessen  wurden,  so  in  Bechnung  gebracht  worden  sind,  wie  sie  heu- 
tiges Tages  in  denselben  Stromstrecken  bei  gleichen  Wasserständen 
(nach  Mittheilungen  des  Che&  des  niederländischen  Wasserbaues  Hrn. 
Conrad)  sich  darstellen; 

C.  11  Beobachtungen  an  der  Seine  in  Paris,  angestellt  unter  Leitung 
von  Poir6e; 

D.  20  Beobachtungen  an  den  Rigolen  Chazilly  und  Grosbois,  welche 
der  Scheitelstrecke  des.  Ganais  von  Bourgogne  das  Wasser  zuführen. 
Ausgehend  von  der  angenommenen  Formol 

zte  Hagen  der  Reihe  nach  x  =  V»>  Vsi  Va»  Vö»  Ve?  Vt»  Vs  ^^^  ^^ 
rnnte  jedesmal  und  fQr  jede  der  4  Beobachtungsgruppen  A,  B,  C,  D  den 
tirscheinlichsten  Werth  des  Coefficienten  &,  sowie  die  Summe  der  Qua- 
rte der  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  und  den  mit  jenem  wahr- 
einlichsten  Werthe  von  h  nach  der  Formel  berechneten  Werthen  von  «. 
se  Fehlerquadratsummen  ergaben  sich  am  kleinsten 

im  Falle  A     B     C     D 

^TX=      V5      Vs     V«     V4 


*  üeber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.    Ans  den  Abhandlungen 
Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1868. 
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Wenn  hiernach  der  wahrscheinliohste  Werth  von  x  =  V5  bis  ^;^  a 
sein  schien,  so  mussten  doch  anch  die  betreffenden  Werthe  Ton  h  )ii> 
sichtlich  ihrer  mehr  oder  weniger  guten  Uebereinstimmnng  anter  sich  ftr 
die  4  Fälle  A,  B,  C,  D  zugleich  berücksichtigt  werden.  Diese  Werthe 
von  h  (bei  Voraussetzung  des  rheinländischen  Fussmaasses  hiosiditlich  f 
und  u)  sind  für  x  =  Vg  bis  V?  (^  =  Vg  war  nur  im  Falle  B  zngietch 
versuchsweise  angenommen  worden)  in  der  folgenden  ZuBammenstelh&z 
enthalten. 


t 

X 

A 

B 

C 

D 

K--^')" 

Vi 

125,7 

102,5 

94,80 

50,19 

0,^44 

•    V, 

22,64 

22,75 

20,84 

14,52 

0,110 

V4 

9,79 

10,48 

9,94 

7,83 

0,046 

V5 

5,95 

6,72 

6,36 

5,41 

0,026 

V. 

4,28 

4,96 

4,73 

4,23 

0,018 

v. 

3,39 

4,00 

3,81 

3,55 

0,016 

Die  letzte  Columne  enthält  die  Summen  der  Quadrate  der  verhlhiii'r' 
massigen  Affweichungen  der  je' 4  Werthe  h  von  ihrem  arithmetiacben  M.- 
tel  ä';  dieselbe  ist  zwar  fVtr  x  =  ^1^  am  kleinsten,  jedoch  für  x  - 
nur  so  wenig  grösser,  dass  mit  Kücksicht  zugleich  auf  die  vorhergehe  a 
Bestimmung  des  relativ  wahrscheinlichsten  Werthes  von  x  nnn  schlii->.«.: 

6 

gesetzt  werden  könnte.  Zur  endgültigen  Berechnung  des  Coefficient'*  * 
wurden  dann  alle  66  einzelnen  Beobachtungen  der  4  Gruppen  als  ei-  * ' 
werthig  zu  Grunde  gelegt,  und  zwar  gemäss  der  Bedingung,  dass  die  Ntr.f 
der  Quadrate  der  verhältnissmässigen  Fehler  ein  Minimum  st'i.  ^ 
ergab  sich  für  rheinländisches  Fussmaass  h  =  4,32U  mit  einem  «^ 
scheinlichen  Fehler  =  0,048,  entsprechend  einem  wahrscheinlichen  V 
der  Geschwindigkeit  =  0,0896  ihres  wahren  Werthes.  Uiemacli  ••• 
für  Metermaass  zu  setzen: 

u  =  2,425  Vr  V« 


Um  dieselben  06  Beobachtungen,  welche  dieser  Formel  lu  «'T 
liegen,  auch  mit  der  Formel  von  Ganguillet  und  Kuttor  zu  vercI«M 
d.  h.  den  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen,  mit  welchem  Gl.   1.> 
entsprechender  Wahl  des  Coefficienten  n  jenen  66  BeobachfeaDgen  41. 
passt  werden  kann,  sei  zur  Abkürzung 
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„„    ,    0,00155       ^  a  1 

a  =  23  +  -^ ;     h  =  -j=',     x  =  -, 

a  yr  n 


50  ist  nach  Gl.  (13) 


«  =  « 


X  -\-  a 


yirä, (16). 


>etzt  man  nun  vorläufig  x  ^  Xq  nach  Schätzung,  so  ist,  unter  m  =  QQ 
Ue  Zahl  der  Beobachtungen  verstanden, 


^0  +  «  Yra 

m  schon  etwas  corrigirtcr  Werth  von  x,  und  wenn  die  demselben  nach 
rl(16)  entsprechenden  Nähernngswerthe  von  u  mit  u^  bezeichnet  werden, 
0  ist,  unter 

inen  weiter  corrigirten  Werth  von  x  verstanden,  mit  Rücksicht  auf  die 
üeinheit  von  §  zu  setzen: 

^r  wahrscheinlichste  Werth  von  g,  verstanden  analog  der  Hagen'schen 
lechnung  als  derjenige,  durch  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  ver- 
ältnissmässigen  Fehler  möglichst  klein,  d.  h. 

/«  — «1  — gf^A« 
^\ ü )    ="'" 

ird,  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

9(1  liefert  als  (angenähert)  wahrscheinlichsten  Werth: 

\      u        ul 


«  =  «1  +  g  =  «1  + 


^■ft) 


2 


Verden   dann  endlich  die  mit  dem  so  bestimmten  Werth  von  x  nach 
L  (16)  berechneten  Werthe  von  u  mit  u  bezeichnet  zum  Unterschiede 
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von  dei^  Beobachtungswerthen  ti,  so  ist  nach  den  Principien  der  Hetiiode 
der  kleinsten  Quadrate  der  wahrscheinliche  Terhältnissmässige  Fehler  r. 
womit  die  beobachteten  Werthe  von  ti  =  «'  gesetzt,  d.  h.  durch  GLflO 
ausgedrückt  werden  können: 


]/^M. 


r  =  0,6745   , 

m —  1 

Auf  diese  Weise  und  indem  vorläufig  (entsprechend  n  =  0,0^5 
Xq  =  40  gesetzt  wurde,  ergab  sich  x^  =  39,22,  dann  |  =  —  3,31,  al* 
X  =  39,22  —  3,31  =  35,91   (entsprechend  n  =  0,0278),  r  =  0,123. 

u  —  u 

Wären  die  66  verhältnissmässigen  Fehler  =  genau  nach  dem  G^ 

setz  der  Wahrscheinlichkeit  vertheilt  gewesen,  so  hätten  absolut  genomos 
33  derselben  <<  0,123  und  ebenso  viele  >>  0,123  sein  müssen,  wihnti 
thatsächlich  38  derselben  kleiner  und  nur  28  grösser  als  0,123  sich  ^ 
gaben  in  Folge  des  Umstandes,  dass  unter  den  66  Beobachtungen  sei  | 
etwa  6  befinden,  deren  Abweichungen  von  Gl.  (16)  vorzugsweise  gross  niL  ' 
so  dass  sie  den  resultirenden  wahrscheinlichen  Fehler  r  in  ttberwiefendcn 

Grade  bedingen.    Bei  Ausschluss  dieser  vielleicht  weniger  zuverlissi^i  j 

■ 

Beobachtungen,  wozu  eine  genügende  Rechtfertigung  freilich  nicht  t(^! 
liegt,  wäre  r  wesentlich  kleiner  gefunden  worden. 

Wenn  nun  auch  zuzugeben  ist,  dass  den  fraglichen  66  Beobachtnngn 
die  Hagen'sche  Gleichung  (15)  besser  entspricht,  als  die  Gleichoog  ,1^' 
von  Ganguillet  und  Kutter  bei  angemessener  Wahl  von  n^  indem  ^ 
wahrscheinliche  Fehler  für  jene  nur  etwa  ^j^  so  gross  ist  wie  für  dinc 
so  muss  doch  berücksichtigt  werden,  dass  diese  letztere  Formel  eine  pu  ■ 
allgemeine  Gültigkeit  beansprucht,  während  Hagen  seine  Formel  dodi  vi 
der  oben  unter  5)  genannten  Hauptkategorie  (Canäle  in  Erde,  naturlu»- 1 
Bäche  und  Flüsse)  und  zwar  für  Gefälle  <C  0,001  angepasst  hat    Bei  l  '^- 
selben  Einschränkung  wäre  die  Formel  von  Ganguillet  und  Kutter  n 
der  Form  zu  schreiben  gewesen: 


«  -f  y  + 


X 


+  (y  +  ^. 


— Y"  V^  =  Myi») ^•■ 


7v7 

unter  x^  =  35,91,  y^  =  23,  «^  =  0,00155  nur  angenäherte  Werthe  \<i 

*  =  «1    +   §1      y^  tfl  +  ^y      «  =  «!    +   £  ' 
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verstanden,  und  wenn  dann  die  wahracheinlidisten  W^rthe  der  Gorrec- 
tionen  ^f^^  mit  «^  =i  f{x^^  Vu  h)  gemAss  der  Gleichung 

hu^  b«i  b«i 

aof  Grund  jener  66  Beobachtangen  berechnet  wärden,  so  ist  es  kaum 
fraglich,  dass  dadurch  ein  noch  besserer  Anschluss  derselben  an  6U(17), 
als  an  Gl.  (15)  erzielt  würde.  Diese  zeitraubende  Rechnung  ist  hier  unter- 
lassen worden,  weil  mit  Rücksicht  auf  die  mannigfach  yerschiedenen  Wasser- 
leitangen  zum  Betriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  eine  möglichst  all- 
;:effleine,  wenn  auch  im  Einzelnen  vielleicht  weniger  genau  zutreffende 
Gültigkeit  der  Formel  wichtig  ist.  Zu  diesem  Zwecke  scheint  einstweilen 
iic  Formel  von  Gangui  11  et  und  Kutter  am  meisten  empfehlenswerth.  — 
Bei  der  Aehnlichkoit  der  Einflüsse,  denen  das  in  einer  Röhre  und 
las  in  einem  Canal  flicssende  Wasser  ausgesetzt  ist,  würde  es  am  nächsten 
legen,  in  Betreff  der  allgemeinen  Form  des  in  Rede  stehenden  Abhängig- 
^eitsgesetzes  von  dem  Ausdrucke  der  sp^cifischen  Leitungswiderstandshöhe 
\  aaszugehen,  welcher  nach  §.  90  sowohl  empirisch  wie  auch  theoretisch 
^  die  Bewegung  in  Röhren  sich  befriedigend  bewährt  hat,  indem  darin 
rar  der  mittlere  Halbmesser  r  an  die  Stelle  der  Röhrenweite  d^  also  nach 
.  \%  Gl.  (1) 


«*     .    -    « 


B^=  a f-  * 


2 


p«etzt  wird,  unter  a  und  h  Coefficienten  verstanden,  von  denen  der  erstere 
(^>nder8  mit  dem  Rauhigkeitsgrade  der  Ganalwand  wächst.  Mit  Rücksicht 
Bf  die  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  charakterisirende  Gl.  (1): 
^=  a  würde  daraus  folgen: 


«=(-+i)T-=]/: 


oder    u  =  k  \ra    mit    h  = 


ra 


ur 


V'  4   - 


itsprechend  am  meisten  der  Bazin'schen  Formel  (12)  mit  der  Modifi- 
ition,  dass  dadurch  zugleich  die  von  Bazin  beobachtete  gleichzeitige  Zn- 
id  Abnahme  von  k  und  a,  also  auch  von  k  und  u  zum  Ausdruck  gebracht 
äre.  Dass  aber  eine  solche  BesSiehung  von  k  und  a  bei  grösseren  Ge- 
ä.^m  (nach  Ganguillet  und  Kutter  für  r  >•  1  Mtr.)  in  umgekehrtem 

*MtHbof»  theoret.  Maschiiiemlehra.    I.  47 


738  GliBIOHFteM.  PBftlfAK.  BKW.  DES  WA8SBB8  IN  CAlfXlJBK.        %A¥}. 

^  Sinne  stattfindet,  würde  in  dieser  Formel  nicht  ausgedrückt  sein,  es  sei 
denn  dass  dem  Ceeffioient  h  eine  theoretiflch  kaum  zu  begrflndende  emt- 
sprechende  Ahhängigkeit  von  r  und  a  zugeschrieben  wird.  — 

Bei  der  Benutzung  aller  hier  mitgetheilter  Formeln  muss  man  fibrv 
gens  stets  berücksichtigen,  dass  sie  aus  solchen  Beobachtungen  abgeldtn 
sind,  bei  denen  das  Querprofil  des  Canals  resp.  Flussbettos  eine  möglirbi 
einfache  und  regelmässige  Form  hatte  der  Art,  dass  von  beiden  Seiten  %i> 
gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  hin  die  Wassertiefe  stetig  zunimmt  od*"' 
zuerst  zunimmt  und  dann  gleich  bleibt,  so  dass  einer  stetigen  Erh'^- 
bung  des  Wasserquerprofils  eine  stetige  Zunahme  nicht  ht 
des  Querschnittes  JP,  sondern  auch  des  benetzten  QuerprofiU; 
entspricht.  Letzteres  ist  z.  B.  nicht  der  Fall,  wenn  das  Querprofil  l- 
Canals  eine  gebrochene  Linie  mit  verschiedenen  horizontalen  Strrti»: 
ist;  Fig.  49  zeigt  die  Hälfte  eines  solchen  in  Beziehung  auf  die  mitt'Tr 
Senkrechte  JI^Dq  symmetrisch  vorausgesetzten  Querprofils.    Steigt  diV« 

Fisr.49.  das  Wasser  über  die  Horizoiur 

^^S;—^ ^ !/>,  BBq^  so  dass  es  eben  anfingt  A' 

^'  '^ i^.  horizontalen  Strecken  BC  des  rar» 

j 

'     nals  auf  beiden  Seiten  des 


leren  und  tieferen  Theils  zn  ah*t* 

fluthen,  so  nimmt,  während  ^nur  allmählig  zu  wachsen  fortfiUirt»  f  P^^ 

lieh  um  eine  endliche  Grösse  zu,  also  r  um  eine  endliche  Grosse  aK  cii 

es  würden  alle  obige  Formeln  den  offenbar  unrichtigen  Schlnss  encel^^ 

dass  auch  die  mittlere  Geschwindigkeit  «  und  die  Wassermenge  Q  ^  Bi 

beim  Steigen  des  Wassers  über  BBq  hinaus  plötzlich  abnehmen,  weui  wM 

nämlich  nach  wie  vor  die  Formeln  auf  den  ganzen  WasserquerKkill 

bezöge.    Letzteres  ist  deshalb  in  solchem  Falle  nnzuliSBig,  und  mnss  ^i^ 

mehr  der  Querschnitt  in  gesondert  zu  betrachtende  Theile  zerlegt  veri^ 

durch  Senkrechte  an  den  Stellen,  wo  die  Stetigkeitsnnterbrechang  de$  W^. 

netzten  Querprofils  stattfindet,  bei  Fig.  49  durch  die  Senkrechten  ^fi 

wenn  jDDq  das  Querprofil  des  Wassers  ist    Setzt  man  dann  im  Tortiefvid^ 

Specialfalle  * 

AqBq  =  ÄJl  =  «1,     B^JD^  =  Bß  =  CC  =  Ä,,  » 

A^A  —  Äj,     BC  =  *j,     Winkel  BAA'  =  JOCC  =  ß,  i 

so  ist  F^  =r  2.A^ABB^Dq=  a^i^h^  +  a^t^ß)+  2«, (5^  -f  a^i^: 

Pi=  2(^1  +  a^secß) 

F^  =  2.  BCDB'  =  flg  (2ig  +  «a  V  ß) 


r,= 
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nnd  num  findet: 

p.  -  , 

fj  =  -^,  dazu  ife  =  Jtj  nach  Gl. (14)  und  «^  =  k^  \^\^ 
Pt 

p 

endlich  die  Wassermenge  Q  =  F^«!  -f-  -^a^»? 

wogegen  Q  =  Fu  wesentlich  zu  klein  gefunden  würde,  wenn  man.  dabei 

f==  ^1  +  F^i  P  =  Pi  +  P2^  r^=:  —    und    «  =  i  Vra  mit  ifc  ent- 

^rechend  r  nach  Gl.  (14)  setzen  wollte,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein, 
ie  kleiner  a^  im  Vergleich  mit  Oj  und  je  grösser  h^  im  Vergleich  mit  h^ 
sl  weil  um  so  mehr  dann  diese  letztere  Berechnungsweise  einen  offenbar 
imnöglichen  wesentlich  verzögernden  Einfluss  des  über  den  Seitentheilen 
^C  des  Canalbodens  langsamer  fliessenden  auf  das  im  mittleren  Theile 
«hneller  fliessende  Wasser  voraussetzen  würde.    Z.  B.  mit 

4  5 

«,=  1,5,     a,=  0,3,     Ji=4,     i,=  10,     tgß  =  ^,     ^eeß  = - 

wäre  ^1  =  18,6,    Pi  =  13,     r^  ==  1,4308 

F^  =  6,12,    |?g  =  21,     fj  =  0,2914 

nd  dazu  nach  GL  (13)  und  (14)  mit  a  =  0,0005  und  dem  Rauhigkeits- 
rade  n  =  0,025: 

*i  =  42,78,    «1  =  1,144;     k^  =  29,94,    «,  =  0,361 

Q  —  F^u^  +  JPgtfjj  ==  21,28  -f  2,21  =  23,49, 

■ogegen  mit 

/*=  JFV  4-  ^8=  24,72,    i>  =1^1  +  ft=  34,     r  =  0,7271 

ife  =  37,46,     u  =  0,714,     Q  =  Fu  =  17,66 

csontlich  zu  klein  gefunden  würde.  Wäre  die  Höhe  a,  noch  kleiner,  als 
f3  Mtr.  angenommen  worden,  so  hätte  sich  nach  der  letzteren  Rechnungs- 
''ise  die  Wassennenge  Q  sogar  kleiner  ergeben  können,  als  für  o^  =  0, 
b.  kleiner  als  die  Wassermenge  =  14,82  Cubikm.,  welche  durch  den 
'rdvollen  mittleren  Theil  des  Canals  allein  bei  a  =  0,0005  pro  See. 
essen  würde.  — 

Während  durch  den  hier  besprochenen  Umstand  die  Gültigkeit  der 
ifgcstcUten  Formeln  beschränkt  wird,  ist  jedoch  andererseits  ein  con- 
äntes  relatives  Gefälle  a  zur  Gültigkeit  derselben  nicht  unbedingt  nöthig. 
^  beruhen  nämlich  wesentlich  nur  auf  der  Voraussetzung  eines  gleich- 
nnigen  Beharrungszustandes,  charakterisirt  durch  die  Gl.(l):  B^  =  o, 
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wobei  F  und  u  für  alle  Querschnitte  der  betreffenden  CanaJstrecke  gleiä 
sind.  Letzteres  ist  nnn  freilich  bei  genan  cylindrischer  Form  des  CaioL^ 
nur  dann  möglich,  wenn  auch  jp,  folglich  r  und  a  für  alle  Querschnitte 
gleich  sind;  bei  nicht  cylindrischer  Form  kann  dagegen  F  überaO  gleid 
sein  auch  ohne  Gleichheit  von  j»,  also  r  und^a,  und  ist  dann  zur  Gleiclh 
förmigkeit  der  permanenten  Bewegung,  also  zur  Gültigkeit  der  Formeb 
(mit  der  obigen  im  Ansfchlusse  an  Fig.  49  besprochenen  Einschr&nkunf 
nur  eine  gleichzeitige  und  solche  Aenderung  von  p  und  o,  also  Ton  r  uitd 
a  von  einem  zum  anderen  Querschnitte  erforderlich,  dass/(r,a)  in  allt^. 
denselben  Werth  hat,  unter  /(r,  a)  jene  'Function  von  r  und  a  Terstandcm 
welche  gemäss  der  betreffenden  Formel  die  mittlere  Geschwindigkeit  l-t 
gleichförmigem  Beharrungszustande  liefert. 

Wenn  freilich  die  ganze  im  Canal  fliessende  Wassermasse  nicht  iu 
cylindrischer  Gestalt  und  somit  die  Verbindungslinie  des  Schwerpunkt«^  > 
irgend  eines  Querschnittes  F  mit  dem  Schwerpunkte  8^  des  In  der  o 
endlich  kleinen  Entfernung  ds  stromabwärts  gelegenen  Querschnitt«»  f. 
gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  6  geneigt  ist,  der  Ton  dem  A^ 
hang  a  der  freien  Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle  verschieden  sein  kit^ 
so  ist  die  von  der  Schwere  herrührende  bewegende  Kraft  der  zwi<rbt 
F  und  F^  enthaltenen  Wassermasse  =  yFds.o^  also  dieselbe  pro  1  Kr 
Wasser  und  somit  auch  deren  Arbeit  für  die  Längeneinheit  des  Cau^ 
nicht  =  o,  sondern  =  <J,  so  dass  es  zweifelhaft  erscheinen  könnte,  «^^ 
die  Gleichförmigkeit  des  Beharrungszustandes  nach  wie  vor  durch  a* 
Gleichung:  3^=  ain  der  That  charakterisirt  ist  Allein  in  einem  solchm 
Falle  wären  auch  die  Pressungen  in  den  Querschnitten  F  und  F^  im  A 
gemeinen  nicht  einander  gleich,  und  würde  die  bewegende  Kraft  der  m 
F  und  i\  befindlichen  Wassermasse  nicht  nur  in  der  nach  SSj  gericht  < 
Componente  ihrer  Schwere,  sondern  ausserdem  in  dem  Ueberachnse 
Pressung  in  F  über  dieselbe  in  J\  bestehen.  Betrachtet  man  irgend 
prismatisches  Element  dieser  Wassermasse,  *  welches  sich  vom  FUibi 
element  dF  des  Querschnitts  F  bis  zum  Querschnitte  J\  erstreckt 
dem  Bogenelemente  d4t  einer  Bahn,  die  an  dieser  Stelle  unter  dem  V^vni 
9)  gegen  den  Horizont  geneigt  sein  mag,  so  ist  die  nach  der  Bahn  o^* 
tcte  bewegende  Kraft  dieses  Wasserelementes,  bestehend  ans  der  W** 
fcnden  Componente  der  Schwere  und  dem  Ueberschnss  der  Pressnnt 
die  Hinterfläche  dF  über  dieselbe  auf  die  Vorderfläche  dF^  mit  RftcJ 
auf  §.  124,  Gl.  (6) 

-^  fdFd,.^  -f  dF  [;,  ~  (;,  -f  ^  du)^ 
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=  dFds(y^  —  -^j=  ydFds.a, 


also  doch  wieder  nur  bedingt  dnrch  den  Abhang  der  freien  Wasserober- 
fläche, nämlich  pro  1  Kgr.  Wasser  allgemein  =  cl 

Diese  Bemerkung  ist  namentlich  auch  wichtig  für  die  spätere  Unter- 
^chang  einer  ungleichförmigen  permanenten  Bewegung,  da  für  diese  die 
GL  (5)  in  §.  124  und  folglich  auch  die  daraus  gezogene  Folgerung  in  glei- 
t'ber  Weise  gültig  ist 


§.  127.  YersehiedeBe  Aufgaben. 

Wenn  das  Querprofil  eines  Canals  gegeben  ist,  so  sind  durch 

lic  Höhenlage  des  Wasserquerprofils  eines  Querschnitts  auch  der  Inhalt 

F 
=  F.  das  benetzte  Querprofil  =  p  und  der  mittlere  Radius  r  =  —  des- 

P 

elben  bestimmt.    Nimmt  man  etwa  eine  gewisse  Horizontale  Sq^q  =  Bq 

Fig.  50)  in  demselben  so  an,  dass  jedes  in  Betracht  kommende  Querprofil 

Fig.  50.  Hildes  Wassers  höher  liegt, 

^  und  bezeichnet  mit  F^^  den 
Inhalt,  mit  p^  das  benetzte 
Querprofil  des  unter  SqITq 
7>r  liegenden    Querschnitts,    so 

unn  in  der  Regel  zur  Berechnung  des  Inhalts  =  F  und  des  benetzten 
;uerprofils  =  p  eines  anderen  Querschnitts,  dessen  Wasserquerprofil  fflT 
m  H^H*  =  h  höher  liegt,  als  H^H^^  das  beiderseits  hinzukommende 
(öck  ITi^H  des  benetzten  Quorprofils  als  gerade  Linie  und  der  Neigungs- 
inkcl  J^S^iT  derselben  gegen  die  Lothrechte  als  unabhängig  Ton  h  be- 
lichtet werden,  so  dass,  wenn  dieser  Winkel  (im  Mittel)  auf  der  einen 
;^ite  ==  ßi ,  auf  der  anderen  z:^  ß^  ist, 

F  =  F,  +  hb,  -\-  ^  h^itgß,  ^  tgß,) 

p  =Po  +  *(*»A  +  ^^ßt) 

L     Indem  somit  JP,  f ,  r  durch  h  bestinunt  sind,  können  mit  Rficksicht 

tf  die  Gleichung 

Q  =  Fu (2) 

id  die  im  vorigen  §.  besprochene  Gleichung 

u=Ar,aj    (3), 
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unter  f  ein  Functionszeicben  verstanden,  6  Aufgaben  unterschieden  werdeii. 
jenachdem  nämlich  verschiedene  zwei  der  4  Grössen 

y         h     a    u     Q 
gegeben  sind  und  die  übrigen  gesucht  werden.    Wenn  gegeben  sind: 

1)  A  und  a,  so  findet  man  u  aus  (3),  dann  Q  aus  (2), 

2)  h  und  f«,  so  findet  man  Q  aus  (2),  a  aus  (3), 

3)  A  und  Q,  so  findet  man  «  aus  (2),  dann  a  aus  (3), 

4)  a  und  «,  so  findet  man  h  aus  (3),  dann  Q  aus  (2), 

5)  a  und  Q,  so  ergiebt  sich.A  aus  der  Gleichung: 

(2  =  ^/(r,ß), 
dann  m  aus  (2)  oder  (3), 

6)  «  und  Q,  so  findet  man  h  aus  (2),  dann  a  aus  (3). 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  erfordern  eine  indirecte  Lösang  dcri 
successive  Kähemng,  wenn  nach  Gl.  (13)  im  vorigen  §. 

-i  +  23  +  ^'^^''- 


\  a     /  y^ 


gesetzt  wird.  —  Anstatt  an  ein  gegebenes  Quorprofil  des  Caoab  kui 
übrigens  auch  der .  Querschnitt  an  gewisse  andere  Bedingungen  geb«Bd«t 
sein.  Ist  z.B.  die  Querschnittsform  gegeben,  so  sind  von  einer  <>- 
wissen  Dimension  a  die  Grössen  F^  p^  r  in  der  Weise  abhängig,  daas 

F  =  »la*,    p  ==  na^     r  -=  —  a i 


gesetzt  werden  kann,  unter  m  und  n  Vorhältnisszahlen  verstanden,  ii* 
durch  die  gegebene  Quorschnittaform  bestimmt  sind.    Die  Au^bcB,  «tJi^  \ 
den  6  verschiedenen  Fällen  entsprechen,  dass  zwei  der  4  Gröa^  « 


a     a    u 

gegeben  sind,  können  analog  den  obigen  behandelt  werden  bei  Sofastitat»*  \ 
von  a  für  h  und  der  Gleichungen  (4)  für  die  Gleichungen  (1).  : 

Beispiel.  —  Ein  Entwässerungscanal,  der  eine  veränderliche  ^>  f 
sermenge  abzuführen  hat,  habe  ein  in  Beziehung  auf  die  mittlero  S<^  1 
rechte  symmetrisches  Querprofil  von  solcher  Form,  wie  oa  in  Fig.  49  or  j 
Hälfte  dargestellt  ist,  und  zwar  sei  (mit  Benutzung  der  dort  gebnaciit :  ■ 
Bezeichnungen)  zur  Zeit  der  grössten  Wassermenge 
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i,  =  2,25a,    ig=  6a,    igß  =  1,6,    also    9eeß  =  1,8028.* 
Daim  ist  F^=  F^=  13,5  a« 

p^  =  8,1056a,    rj  =  ^^^-^-^  a  =  1,6655« 

13  5 
ft  =  15,6056«.,    r,  ^  -^  ^-^^  a  =  0,8651« 

« 

and,  wenn  a  =  0,0005187  gegeben  ist,  nach  der  betreffenden  Tabolt« 
im  vorigen  §.  entsprechend  dem  Ranhigkeitscoefficienten  n  =  0,025: 

-  +  23  +  ^'^         =  66,1  —  0,187(66,1—65,6)=  66,0 
M  a 


Us  -I-  2!2?if?"\«  ^  0,652  —  0,187(0,652  -  0,640)=  0,650 

nr,a)= , 


66         ,r ■—    -  l,50315r 

:r,a)= ^^-^   yO,0005187r  =      -'- , 

1  +  ^J±  0,66  +  Vr 

/r.,,„)=      _H^.Oa  _1,398« 

0,5037  -f  Va  0,6988  +  Va 

"^t  nun  die  vom  Canal  abzuf&hrcnde  grösstc  Wasscrmcngc  Q  =  25  Cubikm. 
ro  See.  gegeben,  so  hat  man  mit  Rücksicht  anf  die  hier  nöthige  Zerlegung 
tes  Querschnitts  in  die  beiden  Theile  F^  und  F^ : 

Q  =  J^i  ./(r„  «)+/•,  ./(r„  a) 

25  =  13,5a3(         '^''^      -  +  -   ^'-^^«.-^^  V. 

\0,5037  +  Va         0,6988  +  ya/ 

^aas  folgt 

a  =  0,952  Mtr., 

)iglich 

*j  ==  2,25a  =  2,142  Mtr.,    ^,  =  6a  =  5,712  Mtr. 
od  die  WasBorbreite 

*  =  2  (*i  +  Ä,  +  3a)  =  2*1  +  3*,  =  21,42  Mtr.»* 

*  Diese  Yerhältaisse  gehören  einem  Profil  an,  weichet  von  Prooj  bei 
elegenheit  seiner  Arbeit  ober  die  Pontinischen  Sümpfe  mehrfach  aagewendei 
urde.  Description  hydrographique  et  historiqae  des  marais  pontios.  Paris 
^22,  p.  54  etc.     (Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  H.3()7.) 

**  Rahlmann  (Hydromechanik,  S.  309)  findet  für  dasselbe  Beispiel,  Je- 
)ch  auf  Gmnd  der  Prony'schen  Gleiehong  (4)  im  Torigen  f.  und  indem  er 
.*a  Stnerschnitt  ab  Ganaes  behandelt,  a  ==  0^71  and  6  -^  19,60  Mtr. 
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Wäre  nur  der  mittlere  Theil  des  Canals,  fibrigens  ganz  mit  Waner  ange- 
füllt, so  wäre 

F  =  a  (2*1  H-  1,5a)  =  6«*  =  5,4378;     p  =p^=  8,1056« 

6«  r^»r..»       ^/      X  l,50315r  ^,,^^ 

8,1056  0,65  +  yr 

Q  =  FJ(r,  a)  =  3,867  Cubikm. 

Wenn  die  gowöhnlicli  abzof&hrende  Wasscnnenge  grösser  wäre,  so  köiiau 
man  daraas  Ycranlassong  nehmen,  den  mittleren  Theil  des  Canala  breiirr 
oder  tiefer,  die  beiden  Seitcntheile  entsprechend  schmaler  oder  fiachtr 
anszoführen. 


f.  128.  Torthellkafleete  itnersefciAttsfome&i 
Bei  dem  Entwurf  eines  künstlichen  Canals  ist  zn  verlangen,  das  crr 

■ 

Zweck  desselben  unter  den  gegebenen  Umständen  mit  möglichst  gerinc»!  ' 
Anlagekosten  (wachsend  vorzugsweise  mit  der  Grösse  des  Querschnitts  F 
erreicht  werde,  wozu  in  manchen  Fällen  (namentlich  bei  Ganftlen  zar  Za- 
oder  Abf&hrung  des  Betriebswassers   hydraulischer  Kraftmasdünen.  «i:« 
weitere  Forderung  hinzutritt,  dass  die  Bewegung  dos  Wassers  in  Aem  Caaii 
einen  möglichst  kleinen  Theil  des  disponiblen  Gefiülles  in  Anspruch  nchnv  c 
solL  Wenn  das  Wasserquantum  Q  gegeben,  die  Grösse  des  Querschnitts  T 
aber  nicht  (mit  Rücksicht  auf  die  SchÜfEsJirt  oder  auf  sonstige  Unistänil- 
Torgezeichnet,  seine  Form  durch  gewisse  Bedingungen  höchstens  beschiiak«! 
aber  nicht  bestimmt  ist,  so  werden  jene  beiden  Forderungen  dnrdi  dz«! 
Wahl  einer  solchen  Querschnittsform  erfüllt,  welche  unter  den  gegebi^tiri 
Umstanden  den  kleinsten  Widerstand  zur  Folge  hat,  für  welche  nänl»  \ 
bei  gegebenen  Werthen  von  F  und  a  die  mittlere  Geschwindigkeit  ««  f '*ir-'| 
lieh  auch  das  Wasserquantnm  Q  möglichst  gross  wäre,  indem  dann  JXBnr- 
kehrt  F  und  a  bei  gegebenem  Q  möglichst  klein  sind.    Nadi  aDen  (Ir  ■ 

im  vorigen  §.  angeführten  Formeln  ist  aber  «  bei  gegebenem  a  qbi  « : 

■ 

grösser,  je  grösser  r  \sU  nnd  kommt  somit  die  Aufgabe  darauf  hinaaa,  r.  •• : 
Rücksicht  auf  die  sonst  gegebenen  Bedingungen  die  Form  ci'«| 
Querschnitts  so  zu  bestimmen,  dass  bei  gegebener  Gros»'-  'j 
desselben  der  mittlere  Radius  r  möglichst  gross,   also  das  k**! 

netito  Querprofil  p  möglichst  klein  seL  ! 

■ 

Wenn  insbesondere  das  benetzte  Querprofil  eine  ans  einer  gewi»k€ 
Zahl  gerader  Strwken  von  gegebenen  Biehtangen  bestehende  gobrociiev 
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Linie  sein  soll,  so  entspricht  es  der  Aufgabe  dann,  wenn  diese  Seiten  von 
gegebenen  Riclitungen  einen  Halbkreis  berühren,  dessen  begrenzender 
Durchmesser  im  Wasserqnerprofil  liegt;*  durch  den  Radius  a  des  Halb- 
kreises und  die  gegebenen  Richtungswinkel  lassen  sich  F  und  p  so  aus- 
drücken, dass  die  in  den  Gleichungen  (4)  des  vorigen  §.  mit  m  und  n 
bezeichneten  Yerhältnisszahlen  nur  von  den  Richtungswinkeln  abhängen. 
Wäre  nur  die  Seitenzahl  gegeben,  so  würde  die  Hälfte  eines  regulären 
>lso  aach  einem  Halbkreise  umschriebenen)  Polygons  der  Aufgabe  ent- 
iiprechen,  und  zwar  in  um  so  höherem  Grade,  je  grösser  die  Seitenzahl 
gegeben  wflre,  so  dass  sich  schliesslich  der  Halbkreis  selbst  als  diejenige 
(juerschnittsform  ergiebt,  welcher  bei  gegebenem  Inhalt  das  absolut  kleinste 
benetzte  Qnerprofil  zukommt. 

Gewöhnlich  soll  der  Querschnitt  ein  Trapez,  das  benetzte  Querprofil 
eine  gebrochene  Linie  sein,  bestehend  aus  einer  horizontalen  Grundlinie 
and  zwei  geraden  Seitenlinien,  die  unter  gegebenen  Winkeln  ß^  und  ß^ 
L'v^gcn  die  liOthrechte  geneigt  sind.    Ist  dann 

a  die  Höhe  dieses  Trapezes  (die  Wassertiefe), 

h  die  obere  Breite  (Wasserbreite), 

ij  die  untere  Breite  (Grundlinie  oder  Bodcubreite), 

^)  ist  *  ==  3i  +  «  (tgßi^  +  tgßi) 

lad  derjenige  Werth  von  ä,  durch  welchen  p  bei  gegebenen  Werthen  von 
^.  ^^  und  ß^  am  kleinsten  wird,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

^   =  —  ^, 2 +  »ecß^  +  ^ecß^  _  -  -  2  ^,  -  0, 

H-i]    -^^  z=z  2  -^  positiv  ist,  entspricht  ihm  in  der  That  ein  Minimum. 


*  Indem  der  hier  in  Rede  stehende  Querschnitt  als  die  Hälfte  eines  in 
leziehong  auf  einen  Durchmesser  symmetrischen  Querschnitts  betrachtet  werden 
:aim,  ist  obige  Behauptung  in  dem  etwas  allgemeineren  geometrischen  Satz 
'UthAlten,  dass  von  allen  Polygonen,  deren  Winkel  in  bestimmter  Zahl  und 
Whenfolgc  gejreben  sind,  das  einem  Kreise  umschriebene  bei  f^egebenem  Inhalt 
IcD  kleinsten  Umfang  oder  bei. gegebenem  Umfang  den  grössten  Inhalt  hat 
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F^  4if)6e  relativ  vorthcilhafteste  Qocrschnittsfocm  ist  also: 

i^         1  p    _  2~^8inß^        2  —  smß^  _^  _  ^ 

_           i  -4-  h*         (tp 
Am  F=  a  —y—    =  -f  folgt  p  =  Ä  +  i,    :• 

und  daraus  weiter 

b         p  —  b^ 


a  a 


=  sec  ß^  -\-  see  ß^ *^ 


b^  1  —  sin  ßj  1  —  ein  ß, 


--'  + 


^-""=^(1-1) +*»«-?)■• 


a  cosß^  coeßi 

Dass  das  so  bestimmte  Trapez  gemäss  der  oben  augeltthrteii  alle<^ 
meinen  Regel  in  der  That  einem  Halbkreise  umschrieben  ist,  dessei  V- 
grenaender  Durchmesser  im  Wasserquerprofil  liegt,  erkennt  man  datw. 
'  dass  der  Radius  des  die  Grundlinie  und  die  zwei  Seitenlinien  des  (ji^f 
profils  berührenden  Kreises  =:  a  ist.  Wird  nämlich  einstwoilen  dk^' 
Radius  mit  a  bezeichnet,  und  mit  F'  die  Summe  der  Inhalte  der  3  I^r^;- 
ecke,  welche  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zur  gemeinschafüichen  Spit;' 
und  die  3  geradlinigen  Strecken  des  benetzten  Querprofils  zo  Gnudhu-» 
haben,  so  ist 

^   —    2   '  2 

und  weil  F' —  F  als  Inhalt  eines  Dreiecks  mit  der  Grundlinie  h  und  H-)' 

=  a — a  auch  = -      ist,  so  folgt  «'=  ä,  weil  h  und  p  ve^schi•*^^ 

sind,  nämlich  b^^=  f  —  b  positiv  ist. 

Für  den  gewöhnlichen  Fall   eines  symmetrischen  Trapexo^  \ 
=  ß^=  ß)  wird: 

F_lp_2  —  sinß 
ö*         2  a  eosß 

a  ^'     a  €08  ß  \4        2/ 

Wäre  ß  nicht  gegeben,  so  wäre  bei  gegebenem  Inhalt  F 

^  F  2^nnß 

/>  =  2  —  =  wiw.,  wenn  a  =  max.^  also    -      -      =  mtn^ 
a  009  ß 

d.  h.  ^  =  30^  oder  wenn  der  trapezförmige  Querschnitt  die  Iläifti*  «i^  ; 
regulären  Sechsecks  wäre,  in  Uebereinstimmung  mit  einem  andf-n^a  '^- 
oben  angefltthrten  allgemeinen  Sätze. 
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Die  Anlagekosten  eines  Ganais  können  übrigens  aach  noch  von  an- 
deren Umständen,  als  von  der  Grösse  des  Querschnitts,  also  der  auszu- 
hebenden Erdmasse  abhängen,  z.  B.  von  der  Kostbarkeit  der  für  die  An- 
lage za  verwendenden  Bodenfläche,  von  der  mit  der  Tiefe  vielleicht  va- 
riablen Beschaffenheit  des  Bodens,  überhaupt  von  mancherlei  Terrain ver- 
bäitnissen.  Auch  können  ausser  den  Anlagekosten  und  dem  nöthigen  Ge- 
tlille  noch  andere  Umstände  auf  die  Wahl  der  Dimensionsverhältnisse  be- 
stimmend einwirken,  z.  B.  bei  Zu-  oder  Ableituugscanälcn  hydraulischer 
Kraftmaschinen  die  Kücksicht  auf  Wasserverluste  durch  Eiusicker^ng, 
wachsend  mit  der  Wassertiefe  und  der  Lockerheit  des  Bodens^  oder  die 
Uückaicfat  auf  Störungen  durch  Eisbildung,  wachsend  umgekehrt  mit  ab- 
uehmender  Tiefe.  In  vielen  Fällen  kann  es  daher  vorgezogen  werden, 
anter  YerzichUeistnng  auf  möglichste  Verkleinerung  des  Bewegungswider- 
?tandes  von  einem  gewissen  Werth  des  Verhältnisses 

a 

iQSzugehen,  welches  im  Allgemeinen  um  so  grösser  anzunehmen  ist,  je 
grosser  /^,  je  lockerer  der  Boden  und  je  weniger  kostbar  das  zum  Aus- 
werfen des  Canals  disponible  Terrain  ist;  meistens  wird  es  grösser  genom- 
aen,  als  der  durch  Gl.  (4)  resp.  Gl.  (6)  bestimmte  Werth.  Für  den  sym- 
netrischen  trapezförmigen  Querschnitt  ist  dann 

^  =  »  -\-  tgß;     ^=n  +  2««^;     -    =  »  +  2tffß  .  .  (7). 
a  a  a 

Hierher  gehört  auch  eine  Aufgabe  von  freilich  mehr  theoretischem, 
lL»  praktischem  Interesse,  welche  von  Weltmann  zuerst  aufgestellt  und 
idöst  worden  zu  sein  scheint,*  die  Frage  nämlich,  welche  Gestalt  dem 
^nerprofil  eines  Canals  gegeben  werden  müsse,  damit  bei  ge- 
gebenem Gefälle  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichför- 
(ligen  Beharrnngsznstandes  für  jeden  vorkommenden  Wbsser- 
tand  gleich  gross  sei.  Natürlich  kommt  dabei  nur  derjenige  Theil  des 
'analqaerprofils  in  Betracht,  welcher  oberhalb  des  Wasserquerproiils  J^o^o 
li  kleinstem  Wasserstande  liegt;  und  wenn  bei  letzterem  die  Wasserbreite 
Liit  2^,  der  mittlere  Badius  mit  r  bezeichnet  wird,  so  ist  die  in  der  Auf- 
Tibe  gestellte  Forderung  erfüllt,  wenn  auch  für  jeden  höheren  Wasser- 
tandy  für  welchen  der  Querschnitt  des  Wassers  =  F^  das  benetzte  Quer- 
Tötil  =  p  sei,  der  mittlere  Radius 


Hydromechanik  von  Dr.  M.  Bühlmann,  S.  398. 
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F 

—  =  r  =  ConsL.    somit   pdF  —  Fdp  =  0 
f 

F 
dF  =^       dp  ===::  rdp 
P 

ist.    Hieraus  folgt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  dem  kleinsten  WassersUod« 

entspreckenden  Wasserquerprofils  11^^11^=  25  zum  Ursprünge  eines  nrtt- 

winkeligen  Coordinatensystems  der  ;r,  y  im  Querschnitte  angenommen  linl 

und  zwar  die  d;-Axo  senkrecht  zu  J^qH^  und  positiv  nach  oben,  so  dis^ 

bei  Voraussetzung  eines  oberhalb  HqB'q  bezüglich  auf  die  s-Au 

symmetrisch  gestalteten  Querprofils 

dF  =  2ydx    und    dp  =  2 V^c«  +  dy*    ist, 
yUx^  =  r^{dx^  +  <ty«);     dx  =        ^^ 


Vr  «  —  y« 

X  =^  rln{y  +  j/^^r«)  +  Const. 
oder  mit  ConsU  =  —  a  —  rlnr^  unter  a  eine  andere  Constante  vcrstaailca 


a  -^  x  =  rln  ^  "^  ^^' ^* 


I « 


Wegen  y  =  i  für  a?  =  0  ist 

« = H«  i±i^-*!H? 

r 

Aus  61.(8)  folgt  auch,  wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  LogariüUD'i 
bedeutet, 

,^  _  y  +  W~-^*     -  '-^ _^.=._- . 

2y  =  r\^i?   ••     +  tf       «^   j .1" 

Diese  Gleichung,  dem  auf  der  Seite  der  positiven  y-Axe  gelcgencD  Zvcir 
das  gesuchten  Canalquerprofils  angehörig,  ist  die  Gleichung  einer  Ketut- 
linie,  deren  horizontale  Symmetrieaxe  in  der  Tiefe  a  unter  R^U^  ^ 
deren  Scheitelpunkt  in  der  Entfernung  r  von  der  «-Axe  liegt 


§.  129.   Etnflnss  von  Krflmmangen. 

Um  den  Einfluss  einer  Canalkrflmmung  anter  solchen  UnsündeB  n 
untersuchen,  dass  dadurch  die  Möglichkeit  eines  gans  (^ichföniigei  ^ 
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larrangsanistaodes  nicht  ansgeschlosaen  wird,  werde  angenommen,  die  Ganal* 
randflftche  könne  entstanden  gedacht  werden  durch  Bewegung  einer  ebenen 
•arve  Iftngs  einer  aaf  einem  verticalen  Cylinder  (Radius  =  q)  Hegenden 
pirale  von  constantem  und  sehr  kleinem  Steigungswinkel  g>Q  der  Art,  dass 
ie  Ebene  jener  Curve  (die  Querschnittsebene  des  Canals)  von  der  spiral- 
irmigen  Leitlinie  beständig  rechtwinkelig  geschnitten  wird  in  einem  Punkte 
r  von  fester  Lage  gegen  die  erzeugende  Curve  (das  Querprofil  dos  ge- 
rammten Canals).  Beispielsweise  sei  W  ein  Punkt  des  Canalquerprofils 
rPQ  (Fig.  51)  selbst,  und  zwar  der  innere  (auf  der  concaven  Seite  der 

Piff-  &I.  CanalkrOmmung  gelegene)  Endpunkt  des 

Wasserquerprofils  WQ^  d.  h.  der  Durch- 

^  ...^1 ^x  y     ^  Schnittslinie    zwischen   der  Querschnitts- 

'p —  ebene  und  der  freien  Wasseroberfläche. 

2  Dieses   Wasserqnorprofil    ist  jetzt   nicht 

lue  horizontale  Gerade,  seine  nähere  Bestimmung  bildet  vielmehr  einen 
heil  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Der  Querschnitt  werde  auf  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  OF,  OZ 
I  seiner  Ebene  bezogen,  dessen  Ursprung  0  in  der  Axe  des  verticalen 
ylinders  liegt;  die  y-Axe  sei  horizontal  und  positiv  im  Sinne  gegen  den 
aerschnitt,  die  s-Axe  positiv  nach  unten.  Der  Krümmungsradius  der 
,4'itlinie  des  Punktes  W^  welcher  streng  genommen  =  (>(!+  ^*9Po)  *^^ 
ann  wegen  Kleinheit  des  Winkels  tp^  mit  demselben  Rechte  =  ff  gesetzt 
erdeiL»  womit  9>o  als  Oefölle  in  der  Entfernung  q  von  der  Cylinderaxe 
^*m  Sintis  oder  der  Tangente  dieses  Winkels  gleich  zu  setzen  ist;  ebenso 
Ann  der  Krümmungsradius  irgend  einer  anderen  Bahn,  die  den  Quer" 
*bnitt  im  Punkte  (y,8)  trifft,  =  y  gesetzt  werden,  und  ihr  Neigungs- 
inkel  gegen  den  Horizont,  insbesondere  also  auch  das  Gefälle,  d.  h. 
rr  Abhang  der  freien  Wasseroberfläche  in  der  Cylinderfläche  mit  dem ' 
adias  |f: 

9     -MTu    ^    (1). 

^io  Ebene  der  erzeugenden  Curve  WFQ  ist  ein  Querschnitt  auch  im 
inne  von  §.  72;  die  KrOmmungs-  und  Normalcurven  in  demselben  sind 
Rei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  erstere  parallel 
er  y-Axe,  letztere  der  s-Axe,  also 

1  _    1  1  _    1   _ 

(i  Q  r  r 
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qnd  nach  §.  72,  Ol.  (6)*  mit  (»  =  —  y  (wobei  das  entg^geageaetate  Tor- 
zeichen  dadurch  bedingt  ist,  dass  dort  y  wachsend  Yoraosgeaetxt  wurde  a 
Sinne  von  der  Bahn  gegen  ihren  KrOmmungsmittelpunkt  hin,  hier  im  n- 
gekehrten  Sinne): 

Hiernach  nnd  wenn  in  den  Gleichungen  (3),  §.72  ausserdem 

K»  z=z  ffip  =  gq>^  9       iry=0,    iT.  =y, 

femer  mit  Rücksicht  auf  den  vorausgesetzten  gleichförmigen  Behamn^- 
zustand 

ä^  =  «'  ä;  =  ^'  S-  =  «' 

V 

endlich  fi  =  —  und  wieder  (^  =  —  y  gesetzt  wird,  ergiebt  ^ch: 

by«  "^  bs«  "^   y  6y  "^    E    y  ~  "^ 

hp^yw^      ^  ^      , 

hy  9  y  ^  ö« 
Die  Gleichungen  (3)  bestimmen  das  Aenderungsgesetz  der  Prev 
sung  im  Querschnitte  und  dadurch  auch  die  Gestalt  des  Wasse:- 
querprofils  WQ.  Wenn  man  behu^  einer  ersten  Annahemiig  lär  dir 
Geschwindigkeit  u>  ihren  Mittelwerth  u  setzt,  so  folgt  aas  diesen  (j»r 
chuAgen  einzeln: 

9 
also  aus  beiden  zusammen: 

p  =  c  +  7«  +    —  ^«  y 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  im  Punkte  F^(y  =  p,  «  =  0)  die  Prr^ 
sang  =1  Pq=  dem  Atmosphärendruck  ist, 

i'  =  Po+r«  +  ^**»  J * 


*  A.  a.  0.  wurde  diese  Gleichung  irrthümlicher  Weise  auf  den  FaT  W 
schränkt,  dass  die  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  |MzmUel  »:: 
eine  Voraussetcung,  welche  thatsächlich  nur  zur  Folge  hat^  da«  die  fr«^' 
linigen  Normalcurven  für  alle  Querschnitte  parallel  sind. 
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Du  Wasserquerprofil  ist  dadurch  bestimmt,  dMs  in  allen  seinen  Punkten 
f>  =  f)g  ist;  seine  Gleichung  ist  also: 

»-\-  —  ln^  =  0 (6). 

ff         Q 

k  die  Wasserbreito  =  d,  so  ist  insbesondere  die  Erhebung  des  Punktes 

Hber  den  Punkt  W: 

9        \  Q 


h 

i  B.  für      =  0,1         0,2         0,4 
Q 

q  =  0,010     0,019     0,034  Mtr.    für    «•  =  1  Mir. 
q  =  0,039     0,074     0,137  Mtr.      „     u=  2  Mtr. 

We  Gleichung  (2)  bedingt  das  Aenderungsgesetz  der  Geschwin- 
digkeit im  Querschnitte.  Ist  z.  B.  letzterer  von  nahe  gleichförmiger 
TiVfe  und  yerhältnissmässig  grosser  Breite,  so  dass  nach  §.  124,  Gl.  (12) 
Ar  einen  geraden  Canal  bei  dem  relativen  Gefälle  q) 

^       2Ä 

^tzt  werden  könnte  mit  einer  constanten  OberflAchengeschwindigkeit  w^^ 
io  könnte  f&r  den  gekrümmten  Canal,  wenn  behufs  einer  ersten  Annähe- 
iiQg  hier  ebenso  von  der  Erhebung  des  Wasserquerprofils  von  TT  bis  Q 
^trahirt  wird,  wie  so  eben  bei  der  angenäherten  Bestimmung  dieser  Er- 
H^bung  von  den  Geschwindigkeitsdifferenzen  abgesehen  wurde, 

w-f-—z   _/-w-  ««    mit    fn-  — 

^ttt  werden,  unter  /  jetzt  die  Oberflächengeschwindigkeit  verstanden, 
^»t*  als  Function  von  y  nach  Gl.  (2)  zu  bestimmen  wäre.    Zu  dem  Ende 

i^t  man 

—  =  ^    +   «  -^-   2« 

öy         dff  y^ 

Iso  nach  Gl.  (2)  mit  ^"  =?  2«i: 

R 


y  iv       dy^       y*rfyV    rfy; 
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^    dy  \    dy        y« 

y  \Q       vJ 

wenn  w^  jetzt  die  Oberflächengeschwindigkeit  im  Punkte  W  bezeichnest; 


endlich  ist 


\Q       yJ         y 


In  Folge  der  Abnahme  des  relativen  Gefälles  von  ?F  bis  Q  ist  die  Coo- 
stante  k  ohne  Zweifel  negativ. 

Ein  weiteres  Eingeheh  aa£  diese  Verhältnisse  w&re  fibrigens  scboa 
deshalb  nicht  von  erheblichem  technischem  Interesse,  weil  die  der  UnWr- 
suchung  zu  Grunde  liegende  Yoraussetzuifg  ungestörten  Fortbestebeos  dr« 
gleichförmigen  Beharrungszustandes  sich  nur  bei  einer  solchen  CanaUmuB- 
mung,  die  sich  auf  eine  grosse  Länge  erstreckt,  also  bei  gegebenem  Krttm- 
mungshalbmesser  q  einen  grossen  Krümmungswinkel  umfasst,  gegt'o  d^ 
Mitte  der  Canalkrttmmung  hin  genügend  erfüllt  fände;  am  Anfkag  d^r 
selben  würde  das  Querprofil  des  Wassers  nur  allmählig  aus  einer  boh- 
zontaleu  Geraden  in  jene  dem  gleichförmigen  Beharrungszustande  in  dt-r 
Krümmung  entsprechende,  durch  Gl.  (5)  annähernd  bestimmte  (^nrve  Aber 
gehen,  sowie  am  Ende  aus  dieser  Curve  in  jene  horizontale  Gerade,  v 
dass  gewöhnlich,  nämlich  bei  gekrümmten  Canalstrecken  von  massier 
Länge,  kaum  überhaupt  ein  gleichförmiger  Beharrungszustand  streng;  p- 
nommen  eintreten  kann. 

Um  so  mehr  muss  auf  eine  rationelle  Schätzung  des  durch  CtDa!- 
krümmungen  verursachten  zusätzlichenBowegungswiderstand«*« 
verzichtet  werden,  welcher  hier  ebenso  wie  bei  Leitungsröhren,  die  ait 
eine  grössere  iJlnge  gekrümmt  sind  (§.91),  im  Wesentlichen  als  auf  einfr 
Vermehrung  der  inneren  Reibung  durch  nicht  weiter  analysirbare  relativ 
Bewegungen  des  Wassers  beruhend  zu  erachten  ist  Von  dem  GefiiJe  * 
des  Wassers  für  die  ganze  (längs  der  Mittellinie  gemessene)  Länge  /  dr» 
gekrümmten  Canals  muss  ein  gewisser  Theil  Aj  zur  Bewältigoog  j«*»^ 
Krümmungswiderstandes  verbraucht  werden,  so  dass  der  Werth  tob  i- 
welcher  in  den  Formeln  des  §.  126  als  relatives  Gefälle  hier  einxasetm 
wäre,  nur  ^  . 

ist    Für  das  Partialgefälle  h^  mag  dabei  in  Ermangelnng  sansttger  k-a 
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länglich  bewährter  Festsetzungen  einstweilen  auf  Dubaat's  Empfehlung 
dieselbe  Formel  zu  Grande  gelegt  werden,  die  den  Krümmungswiderstand 
roo  Rühren  ihm  zufolge  annähernd  darstellt,  nämlich  nach  §.91,  61.  (4) 

ond  (5): 

Ä.=.(7i;«««|.g (8). 

Aobei  die  verschiedenen  Winkel  q>  nach  Analogie  der  Vorschrift  in  §.  91 
rür  jeden  einzelnen  Fall  zu  bestimmen  sind,  indem  nur  die  Mittellinie  der 
xeien  Wasseroberfläche  an  die  Stelle  der  Rohrmittellinie  gesetzt  wird,  und 
nsbesondere  bei  constantem  Krümmungshalbmesser  q  des  inneren  Randes 
1er  Canalkrflmmung: 

0  -\-       h 
*•  =  ^  ^  *'■'•*   2-2^     "**    ""'  2  =  "(7+"*    ^^)' 

iDter  4^  den  ganzen  Krfimmnngs-  oder  Ablenkungswinkel  und  unter  h  die 
Vasserbreite  verstanden.  Für  den  Coefficienten  Q^  dessen  Werth  zndnm 
bhangig  von  der  Querschnittsform  und  von  anderen  Umständen  sein  kann, 
t4üt  es  an  aasreichenden  Bestimmungen;  insbesondere  ist  es  zweifelhaft, 
b  die  Dabnat'sche  Angabe: 

C 

"  ==  0,0123 

[er  ebenso  angenähert  zutreffe  wie  bei  Röhren  von  kreisförmigem  Qner- 
huitte. 


rngleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Canali;n. 

§.iaO.   Fn^mBeatalirlciehmr* 

Die  für  jeden  einzelnen  Qaerscbnitt  naeh  wie  vor  constaoten  Grössen 
Inhalt)  ond  u  (mittlere  Gesehwindigkcit)  sind  jetzt  fUr  die  TcrvchierleneD 
iiTschnitte  in  solcher  Weise  verschieden,  dass  nnr  das  Proilaet  Fu  :~-  Q 
r  alle  Querschnitte  gleich  ist  Wenn  dabei  aoeii  di#;  (.'analwand  im  All- 
meinen  nicht  eine  voUkonunene  Cjlinderfläcbe  sein  m^  m  werdim  Atßdk 
rv  Profiländerongen  längs  deneiben  als  stetig  nsd  so  aJlm^ltK  «taU- 
irflend  vorausgesetzt,  daas  ohne  allza  grossen  Fehler  alle  BabMm  als 
iwacb  gekrttmmte  md  von  den  ebenen  Qoencbnitten  tet  seftkreebi  fi?* 
mittene  Cnrven  aageuoBMen  werden  könen. 
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Das  relative  Gefälle,  welches  längs  dem  Canal  im  AügrafteiBeB  tvw 
bei  ist,  sei  hier  mit  q)  bezeichnet;  dasselbe,  nach  der  Bemerkung  m  £!)«(** 
von  §.  126  allgemein  auch  gleich  der  bewegenden  £[raft  pro  1  Kgr.  Wawr 
im  Sinne  der  Strömung,  ist  jetzt  als  Summe  von  zwei  BestandtheUen  n 
betrachten,  von  welchen  der  eine  (jedenfalls  positive)  =  g>'  zur  Begüti- 
gung der  Bewegungswiderstände,  der  andere  (positive  oder  negative  zur 
(reschwindigkeitsänderung  dient  Ist  also  m  die  Masse  einer  Wasserschki : 
zwischen  zwei  unendlich  nahen  Querschnitten,  so  ist  die  Acndernng  ibrrr 
lebendigen  Kraft  längs  dem  Längenelement  ds  des  Canals: 

d  -jr  =  tng((p  —  q>)ds. 

Daraus  folgt,  wenn  dff  =  g>d8  das  Gefälle  für  die  Länge  ds  bedeutet 

udu  , 
=  dff  —  g>d9 

f 

und,  sofern  q/  =  ^(r,  u)  nach  §.  126  eine  gewisse  Function  von  r  — 

und  von  u  ist, 

udu 

dy  = h  ^  (r,  u)d% *.  i 

9 

Durch  Integration  ergiebt  sich  daraus  das  Gefälle  von  einem  ee^^-^a 
Querschnitte  F^  bis  zu  einem  stromabwärts  in  der  Entfernung  «  da\on  ^^ 
legencn  anderen  Querschnitte  Fx 


2^ 


0 


=  f(F*->l«)+/^(*-'l)* 


0 

Wären  Q  und  ausser  den  Querschnitten  F^^  F  auch  noch  l  * 
länglich  viele  dazwischen  liegende  Querschnitte  ihrer  G^s* 
und  Grösse  nach  bekannt,  so  könnte  das  Integral  näbcningswcw  ^■ 
rechnet  und  so  y  gefunden  worden.    Nur  in  dieser  Absidil  wdrd<*     aj 
fi*eilich  die  Gl.  (2)  kaum  benutzen,  weil  durch  Nivellement  das  Ti.t'J 
leichter  und  sicherer  zu  bestimmen  wäre;  indessen  könnte  die  Verj^ 
chung  des  berechneten  und  des  gemessenen  Werthes  von  y  ab  (\»*'tr  -i 
der   Beziehung   u  =  /(♦",9>')  dienen,   aus  welcher  y'  =  f»   r. «    ■» 
geleitet  wurde. 

Wenn  ausser  den  fraglichen  Querschnitten  das  Gefili    | 
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bekannt  w&re,  so  könnte  01(2}  zur  Bestimmung  von  Q  dienen.    Setste 
man  etwa 

u  =  kYrtp,    also    <p  =  --  =  ^^^-^  =  tp[r,  ^,j, 

so  worde  folgeo: 

«*  = 7 GJ). 


2g 

0 

osofem  hier  auch  der  Coefücient  h  (insbesondere  nach  61.(13)  in  §.  12G) 
treag  genommen  von  fp  noch  abhängig  wäre,  würde  es  zwar  meist  ge- 
lügen,  fär  dieses  9p' einen  constanten  Mittolwerth  zu  setzen,  behufs  einer 

rsten  Annäherung  etwa  ^  =:  —  und  dann  mit  dem  so  nach  01.(3)  be- 

*M!hneten  Nähemngswerth  Q^  von  Q  nöthigenfalls 


*-7^-t'G*-^!»)]-' 


Oiiessen  würde  auch  einer  solchen  Bestimmung  von  Q  die  directere  Methode 
arch  Geschwindigkeitsmessungen  in  einem  Querschnitte  an  einer  »Stelle, 
0  F  möglichst  wenig  veränderlich,  also  die  Bewegung  möglichst  gleich- 
armig ist,  nach  Maassgabe  von  §.  125  vorzuziehen  sein. 

Von  grösserer  praktischer  Wichtigkeit  ist  die  in  den  folgenden  Para- 
-aphen  zn  behandelnde  Anwendung  obiger  Fundamentalgleichung  (1;,  be^ 
f  if(.*nd  die  angenäherte  Voransbestimmung  der  Aenderung,  welche  die 
ri<?  Wasseroberfläche  eines  Flusses  in  Folge  eines  prqjectirten  Htrom- 
kUi>s  erfahren  wird.  Wenn  insbesondere  mit  diesem  Bau  an  einer  ge- 
i^hen  Stelle  eine  Querschnittsverkleinerung  und  in  Folge  dessen  unmxiUiV' 
ir  oberhalb  derselben  eine  Erhebung  der  Wasseroberfläche  von  iK^kanntiT 
rr»sse  verbunden  ist,  so  ist  es  wichtig,  im  Voraus  lK;urtheilen  zu  könncii, 
/'  dieser  Aufstau  in  einer  gewissen  von  der  fraglichen  Stelle  ans  ström- 
iwärts  gelegenen  Flossstrecke  sich  gelt^'ud  machen  wird. 


VM.    Allg'efliefaes  Terfakrea  eteer  mmstwXhttUm  BtMmmmmtf  4er  frei«« 

WaMcr«Wriiehe* 


Das  Bett  einer  gewissen  FloM^trecke  AB^  dk*  Inidänif^b  gerad«  Mt, 
von  KrOnunongswiderstlDden  alistraliiren  za  dfirf#fii,  sd  in  \Uiirt4[  u^m^ 

AH* 
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Gestalt  und  Lage  gegen  den  Horizont  durch  Nivellement  und  durch  Air 
messung  gewisser  Qaerprofile:  P  an  der  Stelle  B^  P^  in  der  EntfenioDs  li 
stromaufwärts  von  P,  P^  in  der  Entfernung  Ab^  stromaufwärts  von  P^  •  ^ 
näherungswoise  bekannt;  ein  seitlicher  Zu-  oder  Abfluss  von  Wasser  Uml- 
auf der  ganzen  Strecke  nicht  statt,  so  dass  im  Beharrungszostaade  dssselt«) 
Wasserquantum  Q  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  hindurch  fliesst.  F»i 
gegebenem  Werth  von  Q  sei  auch  die  Lage  des  Wasserqaerprofiis  in  il*  i 
Ebene  des  Flussquerprofils  P  (insbesondere  z.  B.  bedingt  dorch  einen  nab^ 
stromabwärts  der  Stelle  B  projectirten  Wehrbau,  Brückenbau  otc.   iw 

somit  der  Inhalt  -—  P,  das  benetzte  Querprofil  =  |>,  der  mittlere  R.iii» 

F 
r  =r        dieses   Querschnitts    gegeben.     Die    freie   Wasseroberflächt^  •.*^s 

P 

Flussstrecke  AB  wird  dann  näherungsweiso  gefunden,   indem  die  Ll>* 

der  Wasserquerprofilo  in  den  Ebenen  der  Flussprofile  P^,  Pj..  dorK*;: 

nach  bestimmt  werden,  wozu  nur  nöthig  ist,  die  Gefalle  Jy,  J^i  • .  •  ^  » 

Flussstrecken  As^  As^ . . .  der  Reihe  nach  zu  berechnen.     Bezeichnci  ■ 

Pj  den  Inhalt  und  r^  den   mittleren  Badius  dos  Querschnitts  bei  ? .  * 

kann  nach  Gl.  (2)  im  vorigen  §.,  sofern  nur  Ab  hinlänglich  kloin  i^i. 

setzt  werden: 

wobei  zwar  F^  und  r^  erst  durch  die  gesuchte  Lage  des  Wassenjaon-r 
in  der  Querschnittsebene  P^,  also  dufch  Ay  bestimmt  sind;  nimmt  k 
aber  vorläufig  P^  und  r^  entsprechend  Jy  =  0,  so  liefert  obige  GKi*i ■ 
einen  Näherungswerth  von  Jy,  durch  welchen  corrigirte  Werthe  \^^\\ 
und  r^  bestimmt  sind,  mit  denen  nach  der  Gleichung  ein  corrigirter  W  i 
von  Ay  berechnet  worden  kann  u.  s.  f.,  bis  zwei  aufeinander  fol<;t'<^i 
fundene  Werthe  von  Ay  hinlänglich  wenig  verschieden  sind,  nm  dit*  \> 
nung  abschliessen  zu  dürfen.  Offenbar  ganz  ebenso  kann  dann  «iif  U 
des  Wasserquerprofils  in  der  Querschnittsebene  P^  gefunden  wonlm, 
stimmt  durch 

indem  als  erster  Näherungsw/orth  Ay^  =  -^  Ay  gesetzt  wird  n.  »^   t 
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§.  132.  Staaenrre  bei  Toraussetzanif  eines  ejllndrlseheit  Canals. 

Beha&  einer  weiteren  und  erleichterten  Ausführung  der  im  vorigen  §. 
bebandelten  Angabe  werde  die  Canalwand  (das  Flussbett)  als  eine  Cy- 
lindorfiächo  von  gegebenem  Querprofil  vorausgesetzt,  deren  erzeugende 
fieraden  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  geneigt  seien.  Eine  mit 
diesen  Erzengenden  parallele  und  unter  demselben  Winkel  a  gegen  den 
Horizont  geneigte  Ebene  E  schneidet  alle  Querschnitte  in  homologen  Hori- 
tootalen  ^o^Q(Fig.  50,  §.  127),  so  dass  für  jeden  Querschnitt  durch  die 
löho  h  seines  Wasserquerprofils  über  der  Horizontalen  JTqRq  die  Lage 
teses  Querprofils  (der  Wasserstand)  sowie  alle  Dimensionen,  insbesondere 
b  Grössen  JP,  ft,  p,  r  (§.123)  bestimmt  sind.  Irgend  ein  Längenschnitt 
Kbeidet  die  Ebene  JE*  in  einer  Neigungslinie  OS  (Fig.  52),  die  fireio 
lasseroberfläche  in  einem  Längenprofil,  das  hier  die  Staucurve  genannt 
prde,  and  die  Aufgabe  kommt  hinaus  auf  die  Bestimmung  dieser  Stau- 
ft^e  durch   eine  ßleichnng  zwischen  ihren  rechtwinkeligen  Coordinaten 

t^  für  OS  als  Axe  der  «,  die  von  dem  willkürlichen  AnÜAUgspunkte  0 
stromabwärts  positiv  gerechnet    werde. 

Fig.  52.  Ist  zu  dem  Ende  (Fig.  52)  mn  ein  Ele- 

ment der  Staucurve,  mp  parallel  OS  und  mq 
^      horizontal,  so  folgt  ans  der  Gleichung 


nq  =  pq  —  pn 

mit  Bficksicht  darauf^  dass  a  ein  sehr  kleiner 
j  ^T^^-o.^,.^  Winkel  ist: 

t  dy  =  ad$-^dk (1), 

^cr  aas  Fu  =  Q  =  einer  gegebenen  Constanten: 

I  udP  üb 

*  I'du  +  udF  =  0',     du=—     ~-  =  —  -    dh (2\ 

^  die  Substitation  dieser  Aosdrflckc  von  dp  and  du  in  der  Fundamental- 

tethang  (1),  §.130,  giebt: 

h   u* 

ad$  —  dk  =—     -  —  dk  -\-  fpff^  Ujd$ 

F   g 

h   «« 

i*  =     — ^    —  dh  =  ndh ".',, 
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als  Differcntialgleichang  der  Staucurve,  indem  /*,  h,  r  and  ^  =^  , 

gegebene  Functionen  von  h  sind,  somit  auch  JI  je  nach  der  Annahui'j  11 
Betreff  der  Function  }p  eine  bekannte  Function  von  h  ist  Der  reciprok- 
Werth  von  JT  ist  =  dem  Üeberschuss  des  Abhangs  des  Canals  über  «i-- 
relative  Gefälle  an  der  betreffenden  Stelle,  nämlich  nach  61.  (1)  and  '3  : 

1  dh  dy 


Jl         ds         «-^=«~^- '- 

Im  Allgemeinen  ist  H  nicht  auf  einüacho  Weise  oder  Oberhaupt  niest 
mathematisch  (nur  empirisch)  durch  h  ausdrückbar,  so  dass  die  lntegr»ti«.i 
von  Gl.  (3)  zur  Berechnung  der  Strecke 


,.-.=|i 


II  dh, 

k 

für  welche  die  Wasserstandshöho  eine  gegebene  Aouderung  von  k  hi^  ^. 
erfährt,  nur  näherungsweise  ausgeführt  werden  kapn,  etwa  nacÄ  üir 
Simpson'schen  Formel: 

K  —  h 


*H-— * 


uiitor  n  eine  gerade  Zahl  und  nntor  H^,  Hf  die  Wortho  von  //  für 

Ä,=  Ä  +  -(Ä„-Ä),    Ä,=  Ä+  -  (A„— Ä)... 

verstanden.    Indem  man  so  s  für  verschiedene  Werthe  von  k  bvn.s.h: 
erhält   man  ebenso  viele  Punkte  der  Staucurvo  ausser  dem   gec*-!»- 
Punkte  («M9  A»)  unmittelbar  oberhalb  der  Stelle,  wo  der  AufsUu  « 
ursacht  wird. 

Die  Berechnung  der  verschiedeneu  Werthe  von  U  wird  wt*^ :  • 
erschwert  durch  die  Ausrechnung  der  betreffenden  Fuuctiouswertbc  t 
besonders  wenn  dabei  nach  Gl.  (13),  §.126 

^   +  23  -f  ^'^?*-^ 

gesetzt  wird,   wonach  die  Berechnung  von  q>  =  tpir^u)  die   Anfl. - 

einer  Gleichung  dritten   Grades  mit  der  Wurzel  Vy'   erfordern   «w.- 
Setzt  man  aber 


r      » 


§.  132. 
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1     K* 


^  ,        da  „ 

also  -—  ^=:  n  = 
an 


1 


b    u^ 


8 


a "  -z^ 


p  u 
F  P 


(6), 


so  kann  man  sich  mit  einer  angenäherten  Bestimmung  des  in  dem  Aus- 
drucke von  k  noch  vorkommenden  tp'  begnügen,  entsprechend  einer  ein- 
fachen Annahme  in  Betreff  der  Gestalt  der  Staucurve.  Wird  etwa  die- 
selbe vorläufig  als  Kreisbogen  angenommen,  der  das  mit  der  Axe  OS 
^Fig.  52)  paraUele  Längeuprofil  A^W^  {Fig.  bS)  des  ungestauten,  d.  h.  des 
in  gleicher  Menge  in  demselben  Canal  gleichförmig  fliessenden  Wassers 

Fig.  53.  in  Aq  berührt,  und  sind  Ay  A^  die 

Punkte   dieses   Kreisbogens,    denen 

A  .    die  Abscissen  «,  s^  mit  Bezug  auf 

y^^^       I       Fig.  52  entsprechen,  so  dass  in  Fig.  53 

St,  unter  Äq  den  coustanten  Werth  von  h  für  das  ungestautc  Wasser  ver- 
«>tandcn,  so  ist,  wenn  AT  und  -^»T„  den  Kreisbogen  beziehungsweise  in 
J  und  A^  berühren  und  die  Winkel  9),  <Pn  niit  dem  Horizont  bilden 
=  den  relativen  Gefallen  bei  A,  A^^ 

Winkel    ATW  =  a  —  tp-,     TAq=  TA=  TJF 

^n  ^n  ^u  =  cc  —  ^„ ;      T„  -4q  =  T„  Au  =  T,^  JF^, 


n 


ti  - 

-   9n 

AWiTW 

An  f^H  •  -^n  ''»» 

AW    r«  w„ 

A,W^      TW 

AW   1  /AJT, 
2^W,  1/     AW 

^/AW 

AW 

llw. 


AW 


Vi 


V: 


—  h. 


(7). 


•0 


Aus  gp  ergiebt  sich  q>'  vermittels  der  diese  letztere  Grösse  definirenden 
Gleichung: 


u 


udu 


Up  —  (p')d8  =  d  —-  = 

2^  9 


uoraos  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  und  (4)  folgt: 

9>'— SP  = 


u   üb  dh  b    u^  . 

g    F   ds         F   g"-         ^^ 
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Woil  übrigens  für  9)»  in  Gl.  (7)  doch  nach  Schätzung  ein  sehr  kleiner 
Bruch  angenommen  werden  müsste,  so  kann  man  auch  mit  Rücksicht  auf 
den  nur  sehr  massigen  Grad  von  Annäherung,  den  diese  ganze  Rechnunz 
beansprucht,  in  Gl.  (7)  für  9)  den  etwas  grösseren  Werth  9)' setzen,  falls 
nur  gpn  etwas  reichlich,  etwa  =  0,1a  veranschlagt  wird.  Dadurch  erhalt 
man  für  den  vorliegenden  Zweck  genau  genug: 


,-=„(,_o,»|/A=:A) 


M 


Schliesslich  ist  hervorzuheben,  dass  die  Anwendbarkeit  von  GL  'i 
zur  angenäherten  Berechnung  des  Integrals  =  «n  —  '  <^  zwei  Bedingamr^i 
geknüpft  ist  Wenn  insbesondere  für  einen  gewissen  zwischen  den  li- 
tegrationsgrenzen  liegenden  Werth  der  Variablen  h  der  Nennerd* 

Ausdrucks  von  R  =  Null,  also  II  unendlich  würde,  nach  Gl.  r6  env 

dh 
sprechend  -  -  =  0,  d.  h.  der  gleichförmigen  Bewegung  dos  gegeben-: 
ds 

Wasserquantums  Q  in  dem  gegebenen  Canal,  so  würde  das  Integral  eiik- 
Theilung  und  eine  besondere  Untersuchung  beider  Thoile  erfordern.  Wf  lx. 
es  sich  andererseits  ereignen  sollte,  dass  für  einen  gewissen  Werth  vul  ' 

zwischen  den  Integrationsgrenzen  der  Zähler  des  Ausdrucks  von  /T. 

dh 
folglich  /Tsolbst  =  Null,  -=-  nach  Gl.  (6)  unendlich  wird,  entsprechti. 

ds 

einer  gegen  das  Längenprofil  des  Canals  senkrechten  Richtung  der  Was>i  r* 
Oberfläche,  so  würde  dieser  Umstand  das  Stattfinden  einer  unter  di- 
Namen  des  Wassersprunges  oder  der  Wasserschwelle  (reesant  sn{*-r- 
ficiel)  bekannten,  zuerst  von  Bidone  beobachteten  Erscheinung  andect  . 
welche  indessen  auch  eine  besondere  Untersuchung  erfordert,  weil  die  al>!.- 
Entwickelung  von  Gl.  (6)  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  die  Rah: 
der  Wasserthcilchen  überall  nur  wenig  gegen  das  Längenprofil  des  Cai.  • 
geneigt  sind. 

In  der  Regel  sind  die  Verhältnisse  von  solcher  Art,  dass  sowohl  «!  r 
Zähler  als  der  Nenner  des  Ausdrucks  von  II  (GL  6)  beständig  positiv  \^* 


JL^Vk       ä. 

JIAUJ 

IUI     u 

3b    UC 

■m-t 

»uuiv/u  y\ß 

SAblV,     V 

U 

TUUU 

*  •  .  • 

ist,  z. 

B. 

für 

F 

—  0,25 

0,5 

1           2 

4 

Mtr. 

u 

<  1,57 

2,21 

3,13     4,43 

6,26 

r* 
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Sofern  aasserdem  mit  wachsendem  A 

b   u^  _   h    Q^  P  u*  _  p   Q* 

F  Y  ~  F^  ~g     ^^      F  J^  ~  F^  ~k^ 

ohne  Ende  abnehmen,  indem  F*  schneller  wächst,  als  b  oder  p^  auch  k 

F 
mit  wachsendem  r  =  —  zunimmt,  ist  der  Nenner  des  Ausdrucks  von  IT 

P 

positiv,  wenn  h  grösser  als  deijenige  Werth  h^  ist,  für  welchen,  dem  un- 

gcstautei^  oder  gleichförmig  fliessenden  Wasser  entsprechend,  jener  Nenner 

=  Null  ist 

Unter  solchen  Umständen  ist  also  auch 


1 

p   u* 

dh        "       F  k^ 

H~ 

ds                  b    u^ 

1 ^  — 

F    9 

positiv,  nimmt  folglich  h  mit  %  zu.    An  jener  Stelle,  wo  die  Staucurve  das 

dh 
Längenpronl  des  nngestauten  Wassers  berührt,  ist  — -  =  0;  sofern  aber 

d9 

mit  wachsendem  h  oder  % 

b   u^  p   u^ 

-    —    und     -  — - 
F   ff  F  k^ 

dh 
ohne  £ndo  abnehmen,  nähert  sich  im  Sinne  der  Strömung  -j-  der  Grenze 

ds 

tu  nach  GL  (4)  folglich  <p  der  Grenze  Null  um  so  mehr,  je  höher  das  Was- 

dh 
&or  gestaut  ist,  und  zwar  -     zunehmend,  90  abnehmend,  entsprechend  einer 

du 

nach  oben  concaven  Krümmung  der  Staucurve. 


§.  133.   Entwickelte  Gleiehuug  der  Staneurve. 

Das  Integral  der  Gl.  (6j  im  vorigen  §.  kann  als  ein  geschlossener  Aus- 
Iruck  erhalti'U  werden,  wenn  für  den  Coefficienten  k  ein  coustan- 
er  Werth  angenommen  wird,  und  wenn  das  Querprofil  des  Canals 
on  solcher  Gestalt  ist,  dass  ^,  p^  F  ganzen  Functionen  von  h  gleich 
u  setzen  sind,  etwa  nach  §.127 

b  =  b^  +  h(tffß^+tffß^) 

P  =  P(j  +  h(seeßi  +  Mcßi) 

F=  F^+hb,+  i  h^itffß,  +  tgß^) 


(1) 
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mit  Constanten  Mittclworthcn  von  ß^  und  ß^,  Bemcrkenswerth  Ist,  da»< 
in  allen  solchen  Fällen  die  Staucurve  sich  asymptotisch  dcti 
Längenprofil  dos  gleichförmig  fliessonden  Wassers  anschlie^^l 
Indem  nämlich 

An 


^  -=  y-^^^  ^^\    'h  —  9  =  I  7^7,  dh 


j/xW 


wird,  unter  /(A)  und  /j(/«)  ganze  Functionen  von  h  verstanden,  und  A  ^=  ^ 

dh 
(entsprechend  -     ::=  ü)  eine  Wurzel  der  Gleichung /i(A)=  0  ist,  voraus 

ds 

gesetzt  dass  nicht  auch  /(A)  =  0,  enthält  das  entwickelte  Integral    1  . 
Partialbruch  mit  dem  Nenner  =^  A  —  h^  entsprechend)  ein  Glied  mit  1 
Factor  In  (A  —  Aq),  welches  für  A  =  A^  unendlich  wird. 

Zur  Ausführung  der  Rechnung  ist  es  am  einfachsten,  die  im  voriL* :  . 
mit  E  bezeichnete  Ebene,  welche  die  Querschnitte  in  den  homologen  H»  r^ 
zontalen  ^q^q  schneidet,  in  der  freien  Oberfläche  des  ungest;iuten 
gleicher  Monge  Q  in  gleichförmigem  Beharrungszustaude  fliessendou   )iV  .^ 
sers  anzunehmen,  so  dass  A^  =  0  ist  und  A  die  Erhebung  der  Wa^^  - 
Oberfläche  an  irgend  einer  Stelle  in  Folge  des  Aufstaues  an  einer  f^^  >^' 
stromabwärts  gelegenen  Stelle  bedeutet    In  den  obigen  GIoichiin<;rD    * 
sind  dann  &q,  p^y  F^  beziehungsweise  die  Wasserbreite,  das  benetzte  i^ui  r- 
profil  und  der  Querschnitt  des  ungestauten  Wassers.    Schreibt  man  t 
Gl.  (6)  im  vorigen  §.  in  der  Form: 

A    Q« 

d*  _  F^   9 

dh  ~  p    Q«' 

^^~  F^  X« 

dh 
so  folgt  mit  Rücksicht  daraufl  dass  für  A  =  0  auch        ^^^  0  ist,  auf  Gr.. 

ds 

der  Annahme   eines  constanton  Coefticienten  k  (vorausgesetzt  das* 

ds 
Zähler  des  Ausdrucks  von    --  nicht  =  0  wird): 

dh 

«-^M  =  0;    0^  =  ..^^''»' 


rf'  ^  I  "      .f  P.'  f)_^  1  \i;        f  p, 

dh         K  p  iF„\»  u       /  /* 
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Hierin  wären  3,  p,  ^  als  Fanctionen  von  A,  z.  B.  nach  obigen  Glei- 
chungen (1)  einzusetzen.  Um  aber  ein  hinlänglich  einfaches,  praktisch 
brauchbares  Resultat  zu  erhalten,  ist  eine  weitere  Vereinfachung  nöthig, 

und  zwar  werde  angenommen: 

1)  es  sei  die  Breite  so  überwiegend  über  die  Tiefe,  dass 

ohne  wesentlichen  Fehler 

P  =  ^1   Pq=  K 
(gesetzt  werden  kann,  und 

2)  es  sei  die  Canalwand  oberhalb  der  freien  Wasserober- 
fläche des  ungestauten  Flusses  hinlänglich  wonig  gegen  die 
Lothrechte  geneigt,  um  ohne  erheblichen  Fehler  auch 

setzen  zu  dürfen,  was  unter  übrigens  gleichen  Umständen  um  so  eher  ge- 
schehen darf,  in  um  je  höherem  Grade  die  Voraussetzung  unter  1)  erfüllt 
ist    Setzt  man  nun,  unter 

•  -'^o  _  :^ 

K  h 

'iic  mittlere  Tiefe  des  ungestauteu  Wassers  verstanden, 

F         Ä  +  Ä 

--  =-  =  a?,    also    dh  =  adx^ 

J^Q  a 

so  geht  Gl.  (3)  über  in: 

x^ 1 

^  =  -       3      ^    dx  =  ~U+      3     \)dx (4). 

a     x^  —  1  a\  x^  —  1/ 

a  4-  H 

Bezeichnet  JI  das  gegebene  Maximum  der  Stauhöhe,  X  = den 

a 

entsprechenden  Werth  von  x^  und  %  die  Entfernung  vom  Orte  dieses  Maxi- 
mums stromaufwärts  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  Stauhöhe  =  h  <C  H  ist, 
so  ist  ds  =  — dz,  und  ergiebt  sich  durch  Integration  von  Gl.  (4): 

ff 


=  M^-'  +  ('-T>-'»] 


(6) 


/dt 


mit  i  =  —  /  —z ;     oder  auch: 


Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  diejenige  Entfernung,  bis  bu 
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welcher  die  Stauhöhe  von  K  bis  h  abnehmen  würde,  wenn  die  Slaocarre 
eine  horizontale  Gerade  wäre.  Was  die  mit  %  bezeichnete  Fonction  Ton  t 
betrifft,  so  ist  wegen 


i) 


dx 


x^  —  \  3  \x—\  :r«  +  ic  + 

\       dx  1     {2x  +  \)dx  1  dx 


3   x—\  6a;«  +  a;  +  l  2     3 

i 


+ (. + -;) 


11  2  <te 

iln{x—\)  —  —  dln(z*  +  *  +  1)— -5- 


/'    dx  1   ,««  +  «+  1    ,       1  ^2 


1    .,         C*-l)*  1       .      ,     2*+  1 

ß        -« + « +  1       yT  1/3 

2j-  +  1 

wozu  eine  beliebige  Constante  gefügt  werden  kann,  etwa 

1      jr 

so  dass  schliesslich 

\    ^    x^  -\-  X  A-  \  1  2x  -\-  \ 

t  =  ^  In  -      -   — -r arecotg  -  ~  ,     - 

6  (x-\Y  1/3  ^      1/3 

wird;  /  =  t  mit  X  statt  o;.    Hiernach  ist  für 

Ä  =  tx),  jc  ^  00  :  »  =  0 

Ä  =  0,    a;=l    :»  =  oo 

Die  letzteren  zusammengehörigen  Werthe  bestätigen  die  obige  aUgemeiK 
Bemerkung,  dass  die  Staucurve  asymptotisch  in  das  Längenprolil  des  Was^ 
sers  für  die  gleichförmige  permanente  Bewegung  übergeht;  die  ersterei 
lassen  erkennen,  dass  das  zweite  Glied  im  Ausdrucke  (6)  von  s  mit  um  ?•• 
geringerem  Fohler  vernachlässigt  werden  kann,  je  grösser  //  und  A  Ui 
gegebenem  a  sind. 

Die  Werthe  von  i  für  beliebige  Werthe  von  x  zwischen  1  und  x. 

1 
also  von  —  zwischen  1  und  0,  können  der  folgenden  Tabelle*  entnom- 

X 

men  werden. 

^   M.  Bresse,  Cours  de  m^canique  appliqu^e,  II.  partie,  Paris  IM) 
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X 


X 


1^ 

X 


1^ 

X 


0,999 
0,998 
,1  0.997 
;  0,996 
0,995 
0,994 
0,993 
0,992 
0,991 
0,990 
0,989 
0,988 
0,987 
0,986 
0,985 
0,984 
0,983 
0,982 
0,981 
0,980 
0,979 
0,978 
0,977 
0,976 
0,975 
0,974 
0,973 
0,972 
0,971 
0,970 
0,968 
0,966 
0,964 
0,962 
0,960 
0,958 
0,956 
0,954 
0,952 
0,950 
0,948 
0.946 


2,1834 
1,9523 
1,8172 
1,7213 
1,6469 
1,5861 
1,5348 
1,4902 
1,4510 
1,4159 
1,3841 
1,3551 
1,3284 
1,3037 
1.2807 
1,2592 
1,2390 
1,2199 
1,2019 
1,1848 
1,1686 
1,1531 
1,1383 
1,1241 
1,1105 
1,0974 
1,0848 
1,0727 
1,0610 
1,0497 
1,0282 
1,0080 
0^9890 
0,9709 
0,9539 
0,9376 
0,9221 
0,9073 
0,8931 
0,8795 
0,8665 
0,a539 


0,944 
0,942 
0,940 
0,938 
0,936 
0,934 
0,932 
0,930 
0,928 
0,926 
0,924 
0,922 
0,920 
0,918 
0,916 
0,914 
0,912 
0,910 
0,908 
0,906 
0,904 
0,902 
0,900 
0,895 
0,890 
0,885 
0,880 
0,875 
0,870 
0,865 
0,860 
0,855 
0,850 
0,845 
0,840 
0,835 
0,830 
0,825 
0,820 
0,815 
0,810 
0,805 


I 


0,8418 
0,8301 
0,8188 
0,8079 
0,7973 
0,7871 
0,7772 
0,7675 
0,7581 
0,7490 
0,7401 
0,7315 
0,7231 
0,7149 
0,7069 
0,6990 
0,6914 
0,6839 
0,6766 
0,6695 
0,6625 
0,6556 
0,6489 
0,6327 
0,6173 
0,6025 
0,5884 
0,5749 
0,5619 
0,5494 
0,5374 
0,5258 
0,5146 
0,5(m 
0,4932 
0,4831 
0,4733 
0,4637 
0,4514 
0,4454 
0,4367 
(U281 


0,800 

0,795 

0,7S0 

0,785 

0,780 

0,775 

0,770 

0,765 

0,760 

0,755 

0,750 

0,745 

0,740 

0,735 

0,730 

0,725 

0,720 

0,715 

0,7  L) 

0,705 

0,70 

0,69 

0,68 

0,67 

0,66 

0,65 

0,64 

0,63 

0,62 

0,61 

0,60 

0,59 

04>8 

0,57 

0,56 

0,55 

0,54 

0,53 

0,52 

0,51 

0,50 

0,49 


0,4198 
0,4117 
0,4039 
0,3962 
0,3886 
0,3813 
0,3741 
0,3671 
0,3603 
0,3536 
0,3470 
0,3406 
0,3343 
0,3282 
0,3221 
0,3162 
0,3104 
0,3047 
0,2991 
0,2937 
0,2883 
0,2778 
0,2677 
0,2580 
0,2486 
0,2395 
0,2306 
0,2221 
0,2138 
0,2058 
0,1980 
0,19^15 
0,1832 
0,1761 
0,161>2 
0,1625 
0,1560 
0,1497 
0,1435 
0,1376 
0,1318 
0,1262 


0,48 

0,47 

0,46 

0,45 

0,44 

0,43 

0,42 

0,41 

0,40 

0,39 

0,38 

0,37 

0,36. 

0,35 

0,34 

0,33 

0,32 

0,31 

0,30 

0,29 

0,28 

0,27 

0,26 

0,25 

0,24 

0,23 

0,22 

0,21 

0,20 

0,19 

0,18 

0,17 

0,16 

0,15 

0,14 

0,13 

0,12 

0,11 

0,10 

0,09 

0,08 

0,07 


0,1207 
0,1154 
0,1102 
0,1052 
0,1003 
0,0956 
0,0909 
0,0865 
0,0821 
0,0779 
0,0738 
0,0699 
0,0660 
0,0623 
0,0587 
0,0553 
0,0519 
0,0486 
0,0455 
0,0425 
0,0395 
0,0367 
0,0340 
0,0314 
0,0290 
0,0266 
0,0243 
0,0221 
0,0201 
0,0181 
0,0162 
0,0145 
0,0128 
0,0113 
0,0098 
0,0085 
0,0072 
0/XJ61 
0,0050 
0,0041 
0,0032 
0,0(J25 


I 
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Was  den  in  Gl.  (6)  dem  Coefficienten  k  beizulegenden  Werth  betriift 
so  ist  zu  bemerken,  dass  er  durch  Gl.  (2)  denjenigen  =  k^^  gleich  gesetzt 
wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Behamingszustandc  An 
ungestauten  Wassers  entspricht: 


unter  Uq  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  ungestauten  Wassers  TorsUDden. 
womit  Gl.  (6)  auch  geschrieben  werden  kann: 


=  i[^_,  +  («_!^)(,_/)] 


ff 

Um  aber  ein  Urtheil  über  die  Grösse  des  Fehlers  zu  gewinnen,  ^' 
durch  die  Annahme  k  =  Const  =  k^  begangen  wurde,  ist  dieser  Co>& 
cient  h  für  irgend  eine  Stauhöhe  A,  insbesondere  sein  Grenzwerth  i  =  ! 
für  A  =  j?  auf  folgende  Weise  richtiger  zu  berechnen.  Zunächst  kau 
man  bemerken,  dass  für  den  Theil  (p  des  relativen  Gefälles  9),  welcher  ai 
der  Stelle  der  beliebigen  Stauhöhe  h  mit  den  Widerst&nden  im  Gleiolh 
ge Wichte  ist,  gemäss  der  Annahme  eines  constanten  Coefficienten  k  <li 
Gleicliung  gilt: 


u  a 


Ka  -\-  h  fp         (p    /      a      \» 1 


l(t 


«0  Ä    +    Ä 

Somit  ist  nach  §.  126,  Gl.  (13)  besser: 

1     .    ^o    .    0,00155     , 

it  =  l "^ -« n 

»      \  «      /  y«  -I-  A 

insbesondere  Jt  =  Ä"  für  ä  -^^  ^,  a?  —  X,  wobei  für       der  Wertb  l*^ 

H 

setzt  werden  muss,  welcher  aus  der  Gleichung 

«0            1       «   ^  .  „„     .    0,00155 

i'o  =     ,^    =  mit    fii  =  23  -f 

y««        «    1    .     w  a 


V 


\. 


( 


h  1  n       y^, 
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sich  ergiebt,  nämlich 


n 


h — *^ 


+ 


Vi^h 


y7 


(12). 


Beispiel.  —  Ein  Fluss,  dessen  relatives  Gefälle  a  im  gleichförmigen 
Beharningszustande  =  0^000115  gemessen  wurde,  habe  eine  Breite  ^  =  70 
Mtr.  und  bei  dem  Wasserquantum  Q  =  40  Cubikm.  die  mittlere  Tiefe 
a  =  1,05  Mtr.  Wenn  derselbe  bei  dieser  Wassermenge  durch  ein  Wehr 
nm  IT  =  1,5  Mtr.  aufgestaut  würde,  so  soll  ermittelt  werden,  in  welchen 
Entfernungen  vom  Wehr  stromaufwärts  die  Stauhöhe  noch 

h  =  0,6     0,4     0,2  Mtr. 
betragen  wird.    Hier  ist 


40 


«/ 


u, 


=  0,5442  ;     a ^ 

1,05.70  '  g 


2 


=  1,0198  Mtr. 


mit  g  =  9,81;  femer  nach  obiger  Tabelle 


für 


1,05 


X         2,55 

und  für  h  =  0,6 

,       1         1,05 
also  -  =    - 
X         1,65 


=  0,412  :  /=  0,0874 


0,4 

1,05 
1,45 

0,724 


0,2 

1,05 
1,25 

0,840 


Mtr. 


=  0,636 
i  r=  0,2272     0,3150     0,4932 

r«  — -^V«  — /)  =  0,1426     0,2321     0,4138  Mtr., 

also  mit  JJ— Ä  =  0,9  1,1  1,3  „ 

nach  Gl.  (9):  %a  =  1,0426     1,3321     1,7138 

%  =  9066        11583      14902 
Weil  übrigens  nach  GL  (8) 

k^  =  49,52 
und  damit  nach  Gl.  (12) 

1 


w 


n 


n 


=r  49,01   entsprechend  n  =  0,0204 


{gefunden  wird,  ergiebt  sich  nach  Gl.  (11)  für  Ä  =  iZ  und  x  =^  X: 

K  =  70,47  =  1,423  k^, 
wonach  sich  eine  grosse  Genauigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  von  %  nicht 
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erwarten  lässt.    Derselbe  ist  zwar  ein  nm  so  kleinerer  Theil  des  ganien  i 
je  grösser  A,  nämlich 

0,1426   0,2321   0,4138 


■~  1,0426 
=  0,137 
für  Ä  =  0,6 


1,7138 

0,241 

0,2    Mtr., 


1,3321 

0,174 

0,4 

allein  je  grösser  A,  desto  mehr  ist  auch  der  wahre  Mitielwerth  des  Voci^ 
cienten  k  für  die  betrachtete  Strecke  des  aufgestauten  Flusses  von  k^  ^  er- 
schieden, desto  fehlerhafter  folglich  die  obige  Berechnung  dieses  zveiu^i 
Bestandtheils  von  z,  — 

Ein  richtigeres  Resultat,  als  nach  dieser  üblichen  Rechnungsieiv. 
ist  zu  erwarten,  wenn  in  der  Gleichung 


ds  _  ^       F^   g 
"       F^  k^ 


dh 


von  der  die  vorstehende  Entwickelung  ausging,  dem  Coefficienten  l  «i^ 
zwar  auch  constanter,  aber  von  h^  verschiedener,  den  jedesmaligen  IV 
ständen  angepasster  Werth  beigelegt  wird,  etwa  gemäss  Gl.  (11): 


k  = 


-^   ^h  23  +  ^'«-^1^^,« 
n  « 


1    "   "/  „     ,    0,00155 


mit  \  =  — - —    und    *!  = 


i:> 


während    -  nach  Gl.  (12)  bestimmt  wird.    Mit 
n 

''  0       *•()  Po 

erhält  dann  die  Gleichung  die  allgemeinere  Form: 


dft 
dh 


1_   «^0*  i  (KY 


und  gemäss  den  obigen  Annahmen  unter  1)  und  2)  mit 
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F         a-\-h  „ 


ak  * 
X»  -  — »- 


^  =  äT-7i:r«^— ^(^  +  -!--7Ii^P-(^-)• 


.._(-o 


--Cf) 


Daraus  folgt  mit  — ^-  =  ^-  nach  Gl.  (8)  und  wenn 
gesetzt  wird,  dnrch  Integration  von  K  bis  h  resp.  X  bis  x\ 


=-/-=j[^--("-^*)/^.j 


oder  wegen 


X 

1      dx  1  I     dx  *'       .       ,        X 

,=  i[^_A  +  («._i!^^(.'-r)] (9.«). 

Dabei  können  i'  und  Z'  der  obigen  Tabelle  für  die  Argumente 


1          c             ae           1 

X          X        a  -j-  ä'    X' 

X 

entnommen  werden. 

FOr  das  obige  Beispiel: 

ae 


a  +  Jl 


(15) 


a  =  1,05 ;     a  =  0,000115  ;     u^  =  0,5442  ;     i?  =  1,5 

ist  kQ  =  49,52  und  —  =  49,01.  Damit  ergiebt  sich 

für  h  =    0,6  0,4  0,2 

Äi=     1,05  0,95         0,85 

x^=    2  1,9048     1,8095 

h  =  63,28  61,72       60,20 

c  =    0,8492  0,8634     0,8779 

Grftsliof,  theorot.  Uancliineiilehra.     I.  49 
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1     «n« 

ao V  =  0,8498  0,8661  0,8826 

9    ö* 

-j  =  0,540       0,625       0,737 

X 


t 

—  0,1560 

0,2180 

0,3306 

1 

—  0,350 

0,356 

0,361 

r 

—  0,0623 

0,0645 

0,0664 

( 


n 


ac—  ^   *%  j  (/'  -  /')  =  0,0776  0,1329  0,2332 

st  ^ 

za  =r  0,9776  1,2329  1,5332 
z  =  8501   10721   13332   Mtr. 
also  um      565    862    1570 

kleiner,  als  nach  der  früheren  Bechuun^.  — 

Bei  der  Anlage  eines  Wehrs  behufs  der  Concentration  ei*.  * 
möglichst  grossen  Theils  des  Gefälles  einer  gewissen  Flu>^* 
strecke  zum  Botriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  handelt  -• 
sich  gewöhnlich  um  die  Bestimmung  der  Höhe  üT,  um  welche  an  einer  ;>- 
wissen  Stelle  das  Wasser  höchstens  aufgestaut  werden  darf,  damit  die  «da- 
durch bedingte  Erhebung  der  Wasseroberfläche  in  der  Entfernung  i  btr  -r  * 
aufwärts  von  jener  Stelle  höchstens  =  h  sei.  Diese  Aufgabe  ist  ilur 
successive  Näherung  zu  lösen.    Nach  Gl.  (9)  oder  (9,  a)  ist 

ZT  <  aa  +  Ä 

und  zwar  um  so  mehr  kleiner,  je  kleiner  h  ist  und  je  grösser  vorau^^ 
lieh  II  sich  ergeben  wird.    Ein  hiemach  versuchsweise  angenommener  "^ 
herungswerth  von  H  ist  dann  zu  gross  oder  zu  klein,  jenachdem  der  4  u 
zu  berechnende  Werth  von  %  grösser  oder  kleiner,  als  der  gegebene.  *■ 
funden  wird.    Wenn  man  sich  zu  dieser  Rechnung  und  den  etwa  n  :  . 
werdenden  Wiederholungen  derselben  mit  corrigirten  Werthen  von  //  i 
verbesserten  Gleichung  (9,  d)  bedient,  so  wird  es  doch  wenigstens  /ul*«* 
sein,  den  mit  einem  ersten  oder  zweiten  Näherungswerth  von  H  u- 
Gl.  (13)  und  (14)  berechneten  CoefHcienten  e  endgOltig  auch  bei  «n* -• 
Correctionsrechnungen  beizubehalten. 
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§.  134.   Tersehiedene  Speeialfftlle. 

Bei  den  Untersachungen  in  den  zwei   vorigen  Paragraphen  wurde 
speciell  der  Fall  ins  Auge  gefasst,  dass  das  Längenprofil  des  im  ungleich- 
furmigen  Beharrungszustandc  fliessenden  Wassers  (als  Staucurve  im  engeren 
Sinne;  eine  oberhalb  des  geradlinigen  Längenprofils  des  gleichförmig  flies- 
senden  Wassers  gelegene,  nach  oben  schwach  concav  gekrümmte  Curve 
bildet,  deren  Neigung  gegen  den  Horizont  <C.  a  ist    Ausser  diesem  tech- 
nisch wichtigsten  Specialfalle  können  indessen  noch  mehrere  andere  statt- 
finden, die  sich  ihrem  allgemeinen  Character  nach  am  übersichtlichsten 
durch  eine  Discussion  der  unter  den  Voraussetzungen  des  vorigen  §.  ent- 
wickelten Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Curve  erkennen  lassen.   Dabei 
mag,  da  die  durch  Gl.  (9,  a)  im  vorigen  §.  zum  Ausdruck  gebrachte  Cor- 
rection  nur  bei  der  Benutzung  eines  je  nach  den  Umständen  verschiedenen 
StQcks  der  fraglichen  Curve  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  hier,  es  sich 
aber  um  die  ganze  Curve,  um  die  Gesammtheit  aller  möglichen  Fälle 
handelt,  von  der  einfacheren  Gl.  (5)  dos  vorigen  §.  ausgegangen  werden, 
die  darauf  beruht,  dass  der  Coefficient  k  constant  =  demjenigen  Werth 
gesetzt  wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Beharrungszu- 
'itande  der  in  dem  betreffenden  cylindrischen  Canal  fliessenden  betreffenden 
Wassermenge  entspricht.  "TSetzt  man  in  dieser  Gleichung,  übrigens  unter 
Beibehaltung  der  früheren  Buchstabenbezeichnungen, 

ff  9^ 

i  =  f(x) ,  /  =  /(X) ,  und  stellt  man  die  ursprüngliche  Richtung  der 
Abscissenaxe  (Axe  der  «,  positiv  stromabwärts)  wieder  her,  setzt  also 
:  =  S  —  «,  unter  8  die  Abscisse  des  Punktes  verstanden,  dessen  Ordinate 
h  -^  iTist,  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

«  (,  _  S)  =  «  -  Z -  (1  -  A»)  [/(«)  -f{X)\ 
a 

>drr  auch,  wenn  hier  mit  h  die  mittlere  Wassertiefe,  also  die  Höhe 
Jos  Wasserquerprofils  über  der  Ebene  bezeichnet  wird,  welche  der  freien 
Jberilachc  des  im  gleichförmigen  Beharrungszustande  fliessenden  Wassers 
ra  Abstände  a  darunter  parallel  ist  und  die  Grundebene  genannt  werden 
iiai<  ^bei  einem  Canal  mit  verticalen  Seitenwänden  und  ebenem  Boden  mit 
ctzterem  zusammenfallend),  wenn  somit  h  =  ax^  H  =  aX.  gesetzt  und 
iie  «-Axe  in  einer  Neigungslinie  der  Grundebene  liegend  angenommen  wird : 

49* 
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ll'\ 


a{8^S)  =  h  —  B^  a  (1  —  A»)  \f{x)  — /(X,]. 

8  und  H  können  nun  als  Coordinaten  irgend  eines  bestimmteiu  üln- 
gens  willkürlich  zu  wählenden  Punktes  der  Gurre  betrachtet  werden;  vir! 
insbesondere  JJ  =  0  gesetzt  und  der  Ursprung  der  Coordinaten  in  di»  m-l 
Punkt  verlegt,  so  dass  auch  iS  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  als  Gleichang  d«^: 
Curve  wegen 


/(0)  = 


1 


are  cotg 


—  (  --  —  arc  ig  — 


Jt 


mit  u  = 

3V3 

Daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf 


V3  "  V3' 

=  0,604  G. 


^3/       3V;i 


f{x)  =  - 


/'  ix 


d/.^xj 
dh 


df(x)   dx 
dx     dh 


1        1 

1  —V  a 


ds   _  l—k^ 

^  dh~  ^~l  —  j:» 


d^  __   1  X^  —  x' 
dh~     II    1  —  x^ 


d^ 


8 


dh^ 


1    —  3(1— A»)3r^    1    _         o    1— '^^ 
a         (1  —  x^v        a  aa 


\1  —  jr^ 


(1  —  x^y 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  1  kleiner 
grösser  als  1  ist. 

,—  g 

1)  Im  Falle:  jl  <<  1 ,  «od  r^«,  «  <C  rj 


I ' 


ist 


rfÄ« 


beständig  negativ,  die  Curve  also  überall  concav  stromaufwärt- .'  ■ 

Fig.   54. 

r^  krümmt:   Fig.  54*,.     Im  PL•'• 

^  (ar  =  0)   beginnt  die  <  ir 

.    ,     ^T  .  ^^         « 

D    mit  der  Neigung  —  =r  -  f*-' 

die  «-Axe  und  mit  onendlicb  <h  >  - 
bei  wachsendem  x  bleibt  sqd«  -'* 


*)  Diese  Fi^ur.  Bresse*s  Mccanique  appliqu^e  entuommen,  i>tfur/* 
al>o  ii„  ='  0,r»177  V^a  gezeichnet,  indem  dabei  für  die  Längen  s  der  M»*-»- ' 
2<M)  mal  so  klein  genommen  wurde,  wie  ftlr  die  Höhen  h,  so  dksi  au^b  c 
alle  Neigungswinkel  der  Curve  gegen  die  Horizontale  nnd  gegen  die  J»-Aif 
sprechend  zu  gross  erscheinen. 
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ih 

—  positiv  bis  im  Punkte  B  {Ht  x  =  X,  h  =  la,  jener  Differentialquotient 

nneadlich,  die  Curve  rechtwinkelig  gegen  die  «-Axe  gerichtet  wird  und  nun 

dh 
im  Sinne  der  negativen  «-Axe  zu  verlaufen  anfängt,  indem  -—  negativ  wird 

ds 

für  je  >  A.    Bemerkenswerth  ist,  dass  die  ümkehrung  bei  B  mit  einem 
gegen  a  sehr  kleinen  Krümmungshalbmesser  q  stattfindet;  indem  nämlich 

ds        ^       dh  3        A« 

;r  =  0;    -ttt  = - 


dh  '     dh^  aa  \—X^ 

ist,  ergiebt  sich  der  Absolutworth 

1  +  -f 

,     .    ^   dhV  «  1  — A» 


dh 


a 


oder  mit  =  X^  (Gl.  1):  p  =  ^  ^(1  — ^')  « 

9  3* 

höchstens  =  0,1575  f^  =  -^-,-  a  für  A»  =  --, 

insbesondere  z.  B.  p  =  0,000618  a  mit  dem  Mittelwerth  ä  =  50. 

dh 
Für  «  =  1,  Ä  =  a,  wird  --  =  0  und  «  =  —  oo  wegen /(l)  =  oo. 

ds 

I>ie  Curve  nähert  sich  asymptotisch  dem  geradlinigen  Längenprofil  C  W  des 
iiu  gleichförmigen  Beharrungszustande  fliessenden  Wassers. 

dh  dh 

Für  x^  \  wird  —wieder  positiv  und  wächst  bis  — =  a  für  d?=  oo. 

Der  entsprechende  Curvenzweig  CB  geht  asymptotisch  von  der  Geraden 
('W  aus  und  nähert  sich,  je  mehr/(ar)  in  die  Grenze /(oo)  :=-  0  übergeht, 
mehr  und  mehr  nach  Gl.  (2)  der  horizontalen  Geraden 

as  =  h  —  (1  —  X^)  (la 

als  zweiter  Asymptote.  Letztere  schneidet  die  Axe  Äff  im  Punkte  ZZ^, 
oberhalb  -4,  für  welchen 

AH^  =  (1  —  X^)  fia 

ist,  und  die  Gerade  CW  im  Punkte  X  mit  der  Abscisse 

1— (1— 2»)  u 

AS.  = ^ ^^-^  a. 

^  a 
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2)  Im  Falle:   A  >  1,  «o  >  Vi7«,   et  >   ^ 


2 


ist  -       beständig  positiv,  die  Curve  also  überall  conca?  stromabwärts 


dh 


s    '»- 


Fig.  &5. 


krümmt:  Fig.  55*.  Li 
Punkte  A{x=.  0)  l>ej:iü-t 
die  Curve  wieder  mit  <!•: 


dh 


a 


j^   Neigung  —  =  ^^  g».'  i 

die  S'Axe  und  mit  uu^^ui' 
'B      lieh  schwacher  KrümniL":. 


Bei  wachsendem  x  bleibt 


«t 


t>< 


dh 


positiv  bis  a;  =  \^h  =  a\  indem  dann  — -  ==  0  wird  und  gleichzeitig  *  =  x, 

ds 

nähert  sich  der  Curvenzweig  AB  asymptotisch  dem  geradlinigen  Län;!'  i  - 

profil  WB  des  gleichförmig  fliesseudcn  Wassers. 

dh 

Wenn  x  über  1  hinaus  wächst,  wird  ---  negativ;  die  Curve  geht  >  • 

d$ 

der  Geraden  WB  im  entgegengesetzten  Sinne  asymptotisch  aus  und  lub«  -t 

idh 
sich  mehr  und  mehr  der  zur  «-Axc  senkrechten  Richtung         --  :*. 

\d$ 

welche  im  Scheitelpunkte  C  für  a?  =  A  erreicht  wird.    Der  Krümnmiij:- 
radius  an  dieser  Stelle  ergiebt  sich  analog  dem  Obigen  absolut  genomin*  • 

Q  =  £i  ^a»  -  1)  a. 

Er  kann  zwar  wesentlich  grösser  sein,  als  im  Scheitelpunkte  B  Fic ''t 
ist  indessen  meistens  auch  hier  ein  nur  kleiner  Theil  von  a;  z.  B. 

für  Jl»  =     4  9 


«/ 


=     2 


.  ,  Q         15,57 

ist    -  =        — 


3 
54,42 


=    0,0062     0,0218   mit  *  =  50. 

•)  Gezeichnet  nach  Brcsse,  m^canique  appliqu^e,  mit  il'=  2.  indm  : 
bei  unter  entsprechender  Vergrosserung  von  a  der  Maassstab  für  die  hAtin' 
im  Verhältnisse  1  :  100  kleiner  genommen  wurde  wie  für  die  Höh»  h. 
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dh 
Für  X  ^  X  wird  -—  wieder  positiv  und  nähert  sich  abnehmend  der 

ds 

Grenze  a  fXiT  x  =  oo.    Die  Gleichung  der  Curve  geht  mehr  und  mehr  in 

OS  =  h  -{-  (X^  —  1)  (jia 

über,  d.  i.  die  Gleichung  einer  horizontalen  Geradon,  welcher  sich  der 
C'unenzweig  CD  asymptotisch  n&hert.  Diese  Asymptote  schneidet  die  Axe 
AH  in  der  Entfernung 

AJET^  =  (;i^— 1)  fia 
nnterhalb  von  A,  und  die  Gerade  JFB  im  Punkte  L  mit  der  Abscisse 

a 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  auf  der  Grenze  zwischen  beiden  be- 
sprochenen Fällen,  d.  h.  für 

A  ==  1 ,  «0  =  'y/ga ,   a=  ~ 

die  Curve  in  die  durch  A  gehende  horizontale  Gerade:  h  =  as  übergeht, 
welche  in  der  That  die  Curven  der  Figuren  54  und  55  vollständig  trennt, 
so  dass  die  erste  ganz  darüber,  die  zweite  ganz  darunter  liegt  Der  Verlust 
an  lebendiger  Kraft  des  Wassers  wird  in  diesem  Falle  für  jedes  Läugen- 
element  des  Ganais  gerade  yerbraucbt  durch  die  Arbeit  des  Bewegungs- 
widerstandes.  — 

Alle  drei  Zweige  AB^  OB,  CD  der  Curven,  Fig.  54  und  55,  können 
von  thatsächlicher  Bedeutung  sein  für  verschiedene  Aufgaben,  welche  die 
(ingleichfdrmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Canal  be- 
treffen, insoweit  wenigstens  jene  Curven  unter  nur  kleinen  Winkeln  gegen 
die  «-Aie  geneigt  sind,  was  aber  im  Falle  X  <i  1  (Fig.  54)  wegen  der 
«>ehr  scharfen  Krümmung  bei  B  mit  Ausschluss  eines  nur  sehr  kleinen  Cur- 
>enstficks  an  dieser  SteUe  in  der  That  der  Fall  ist,  ebenso  auch  für  ^  >»  1 
Fig.  55)  mit  Ausschluss  eines  nur  kleinen  Curvenstüeks  bei  (7,  sofern  nicht 
etwa  X  ungewöhnlich  gross'  ist 

Es  handle  sich  z.  B.  um  den  Beharrungszustand  des  Wassers 
in  einem  Canal,  dem  dasselbe  am  oberen  Ende  aus  einer  Oeff- 
nung  in  der  Seitenwand  eines  Wasserbehälters  stetig  zufliesst, 
während  es  am  anderen  Ende  entweder  frei  oder  mehr  oder  we* 
niger  durch  ein  HindernisB  gehemmt  und  dadurch  entsprechend 
aufgestaut  abfliesst  Der  cylindrische  Canal  entspreche  den  Voraus- 
s^'tzungen,  auf  denen  die  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (4;  beruhen,  d.  1l  es 
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sei  überall  die  Wasserbreite  binlänglich  gross  im  Vergleich  mit  der  mitt- 
leren Tiefe,  um  ohne  erheblichen  Fehler  p  =  h  setzen,  femer  iunorhalh 
der  Grenzen,  zwischen  denen  das  Qaerprofil  des  Wassers  variabel  ist,  tk< 
Canalquerprofil  hinlänglich  wenig  gegen  die  Lothrechte  geneigt,  um  anoh 
h  als  constant  voraussetzen  zu  dürfen.  Der  Umfang  der  Oeffhnng,  dun'i 
welche  das  Wasser  in  den  Canal  sich  ergiesst,  bilde  oben  eine  horizootL* 
Gerade  und  falle  im  Uebrigen  mit  dem  Querprofil  des  Canals  zosammfa; 
nach  dem  Durchfluss  durch  diese  Oe£fnung  kann  das  Wasser  zunächst  vid- 
Contraction  erfahren,  und  wenn  F^  -=  hh^  der  kleinste  Querschnitt,  «j  di» 
mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben  ist,  so  sind  durch  Q  =z  F^u^  dinI 
a  auch  a  and  Uq  bestimmt:  siehe  §.  127,  Aufgabe  5). 

Ist  nun  X  <i  ^  nnd  h^  <C.  ^i  so  fliesst  das  Wasser  zunächst  m-: 
stetig  wachsender  Tiefe  h  im  Canal  weiter,  indem  sein  Längenprofil,  eu:- 
sprechend  dem  Curvenzweige  AB  in  Fig.  54,  eine  nach  oben  concav  z<.- 
krümmte  Curve  bildet  bis  h  fast  =  Xa  geworden  ist;  dann  entsteht  rifi 
Wassersprung,  indem  das  Längenprofil  sich  plötzlich  bis  zu  der  dem  gMd- 
förmigen  Beharrungszustande  entsprechenden  Geraden   CfF  erhebt    Lt 
Aa  <^  A^  <^  0,  so  entsteht  dieser  Sprung  sogleich  nach  dem  Eintritt  d/« 
Wassers  in  den  Canal,  die  Oberfläche  CJT  desselben  tritt  zurück  bis  n: 
Wand  des  Behälters  oberhalb  der  Mündung,  und  geht  der  Ausfiosä  ub^ 
dieser  in  einen  sogenannten  Ausfluss  unter  Wasser  über.    Ist  andererstit« 
2  >*  1,  so  fliesst  das  Wasser,  wenn  h^  <1  a  ist,  mit  stetig  wachsender,  vtur 
aber  ä  <  ä^  <1  >U»  ist,  mit  stetig  abnehmender  Tiefe  im  Canal  weiti^r.  ibi- 
dem das  Längenprofil,  asymptotisch  der  Geraden   WB  sich  nähernd,  t 
ersten  Falle  eine  nach  oben  convexe,  im  zweiten  eine  nach  oben  coDca^* 
Curve  bildet,  entsprechend  den  Zweigen  AB  resp.  CB  in  Fig.  55.  —  Wen» 
das  Wasser  nicht  durch  eine  ringsumschlossene  Mttndung,  sondern  dnn^ 
einen  oben  offenen  und  unten  bis  zum  Canalboden  sich  erstreckenden  ^'^t-i- 
einschnitt  in  den  Canal  einflösse  aus  einem  Behälter,  in  welchem  die  Hl- 
der  horizontalen  freien  Wasseroberfläche  über  der  Grundebeno  des  Cuu^ 
an  dessen  oberem  Ende  >>  a  ist,  so  würde  das  Wasser  in  dem  Wandtii* 
schnitt  einen  Ueberfall  bilden,  indem  seine  freie  Oberfläche  im  Falle  i  ^  1 
bis  zur  Geraden  CW^  Fig.  54,  im  Falle  A  >  1  bis  zum  Curveniweicc  (^^ 
Fig.  55,  abfiele  und  dann  das  Wasser  im  ersten  Falle  mit  gleichfdmL'*r 
Tiefe  <f,  im  zweiton  Falle  mit  allmählig  bis  a  abnehmender  Tiefe  im  Ciaa 
weiter  flösse. 

Wenn  nach  eingetretenem  gleichförmigen  Beharrangszustande  d> 
Wasser  am  Ende  des  Canals  (Gerinnes)  frei  abfliesst,  nach  dem  Ahth^ 
einen  parabolisch  niederfallenden  Strahl  1)ildend,  so  findet  im  Falle  i  <  ^ 
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schon  vorher  eino  stetige  Abnahme  der  Wassertiefe  im  Canal  statt  gemäss 
dem  Carvenzweige  CB^  Fig.  54,  während  im  Falle  il  >>  1  das  Wasser  bis 
zom  Ende  des  Canals  mit  derselben  Tiefe  a  gleichförmig  fortfliesst,  d.  h- 
mit  dem  geradlinigen  Längenprofil  WB^  Fig.  55.  Ebenso  verhält  es  sich, 
wenn  der  Canal  das  Wasser  in  einen  unteren  Behälter  abfliessen  lässt, 
dessen  freie  Wasseroberfläche  die  Querschnittsebene  am  Endo  des  Canals 
ia  einer  gewissen  Höhe  über  der  Grundebene,  die  jedoch  <[  a  ist,  schneidet; 
nnr  dass,  je  mehr  diese  Höhe  der  Grenze  a  sich  nähert,  desto  mehr  im 
Falle  2  <;  1  die  Abnahme  der  Wassertiefe  gemäss  der  Curve  C5,  Fig.  54, 
verschwindet,  d.  h.  das  im  Längenprofil  des  Wassers  realisirte  Stück  dieses 
Curvenzweiges  sich  weniger  weit  gegen  B  hin  erstreckt.  —  Hat  der  Canal 
eine  nur  massige  Länge,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  ein  gleichförmiger 
Beharrungszustand  selbst  nicht  angenähert  eintritt,  dass  vielmehr  im  Falle 
X  <C  1,  A^  <<  Aa  das  aufwärts  concave  Längenprofil  AB^  Fig.  54,  in  die 
aufwärts  convexe  Krümmung  des  Wasserabsturzes  am  Ende  des  Canals 
übergeht  bevor  der  Sprung  von  B  bis  CW  sich  ausbilden  konnte,  oder  dass 
im  Falle  X'^  1  selbst  am  Ende  des  Canals  die  Wassertiefe  noch  merklich 
<  a  oder  >  a  ist,  einem  Punkte  des  Curvenzweiges  AB  oder  CB^  Fig. 
55,  entsprechend  jenachdem  h^  <C  a  oder  ]>  a  war. 

Wenn  aber  der  Abfluss  des  Wassers  aus  dem  Canal  ein  solches  Hin- 
demiss  findet,  wodurch  es  aufgestaut  wird,  indem  z.  B.  der  Canal  am  Ende 
durch  eine  Wand  gesperrt  ist,  über  deren  oberen  Rand  das  Wasser  hinweg 
fliessen  muss,  oder  indem  er  in  einen  Behälter  mündet,  dessen  freie  Was- 
seroberfläche die  Querschnittsebenc  am  Ende  des  Canals  in  einer  Höhe 
>-  a  über  der  Grundebene  schneidet,  so  bildet  gegen  dieses  Ende  hin  das 
Längenprofil  des  Wassers  im  Falle  il  <C  1  eine  nach  oben  concave  Curve 
die  in  den  vorigen  Paragraphen  näher  besprochene  gewöhnliche  Staucurve) 
gomäss  dem  Zweige  CZ>,  Fig.  54,  dagegen  im  Falle  >l  >  1  eine  nach  oben 
convoxe  Curve:  (7i>,  Fig.  55;  weil  aber  im  letzteren  Falle  die  Gerade  WC 
nicht  stetig  in  die  Curve  CD  übergeht,  so  findet  bei  C  eine  sprungweise 
Erhebung  der  Wasseroberfläche  statt.  Die  Staucurve  wird  im  Sinne  CD 
/war  mehr  und  mehr,  im  Canal  selbst  jedoch  nie  vollständig  horizontal; 
wenn  also  der  Canal  in  einen  grossen  Behälter  mündet,  in  dem  das  Wasser 
mit  horizontaler  Oberfläche  in  Ruhe  ist,  so  erfolgt  der  üebergang  der 
Oberfläche  des  im  Canal  fliessenden  Wassers  in  jene  Horizontalebene  mit 
einer  sehr  schnellen,  wenn  auch  sehr  kleinen  Richtungsändernng,  ent- 
sprechend einem  sehr  schnellen  Verlust  an  lebendiger  Kraft  des  in  den 
ßohälter  einfliessenden  Wassers  durch  wirbelformige  Bewegungen.  -^ 
Wenn  endlich  der  Einfluss  des  Wassers  in  einen  Canal  von  massiger  Länge, 
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während  ä^  <<  >U  im  Falle  k  <C  1  oder  Äj  -<  «  im  Falle  i  >  1  ist  ver- 
bnnden  wäre  mit  behindertem  Abfluss  und  entsprechendem  Anfetaa  am  Ende, 
so  würde  das  Längenprofil  sich  an  einer  gewissen  Stelle  vom  Cunremveiff' 
AB  sofort  bis  zum  Gurvenzweige  CD  sprungweise  erheben. 

Beispiel.  —  In  einen  Canal  mit  ebenem  Boden  and  TertiaNu 
Soitenwänden  fliesse  das  Wasser  durch  eine  Poncelet'sche  Möndöw 
(Fig.  35,  S.  462); 

Jf  sei  die  Höhe  des   Oberwasserspiegels    über  dem  Mittelpunkte  J-r 
Mündung, 

Aq  die  Höhe  der  letzteren  (viel  kleiner,  als  die  Breite), 

Äj  die  Höhe  (Tiefe)    des    von   oben    contrahirten  Wasserstroms  nah^ 
ausserhalb  der  Mündung, 

«1  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  diesem  contrahirten  Querschnitt 

ti 
(i  der  Ausfluss-,  g)  der  Geschwindigkeits-,  also   -    der  Contractioa^ 

coefficient. 
Dann  ist  h.  =~  h^.  u.  =  tp  ^\/2gn 

und  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichförmigen  Behamingszustaui» - 

^''''  ,  also  k  V««  -^  fi  ^^  y^ffJl 

rigri 


*«  V^  =  ^*o  1/  -j 


oder  mit  X:  =  -  —     (§.126,  GL  14) 

•  +  /. 


B  ^^Ja  A     \      a 


Ist  nun  z.  B.  a  =  0,05  und  nach  §.85,  entsprechend  einer  NeigvBg  ^ 
Schütze  von  ca.  30^  gegen  die  Lothrechte, 

a  =  0,75 ,  ^  =  0,8   also  w  =  0,9375 , 

ferner  nach  §.126  für  den  Rauhigkeitscoefficieuten  n  =;=  0,01.3 

A  =  100,  B  =  0,3 
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and  endlich  h^  =  0,2J7,  so  ergiebt  sich  mit  g  =  9,81: 

Äi  =  0,16J3r,  «1  =  4,153  yä 

«0  =  -i-^  =  0,6645  — - — 
a  .       a 

und  zur  Bestimmung  von  0: 

,2 


a- 


=  0,02972  JjyS'. 


1,25 

1,5 

0,25 

0,30 

0,20 

0,24 

4,643 

5,086 

0,172 

0,202 

5,399 

6,043 

17,28 

18,43 

2,585 

2,642 . 

0,3  +  V» 
Hiernach  findet  man  z.  B. 

für  H=  0,75  1 

/*o  =  0,15  0,20 

Äj  =  .0,12  0,16 

f*j  =  3,596  4,153 

a  =  0,110  0,142 

Uq  =    3,924       4,680 

u  ^ 
2»  =  -^~  =  14,27        15,72 
ffa 

X  =    2,425       2,505 

1q  allen  Fällen  ist  hier  a  <!  ä^  <<  JU,  und  fliesst  also  das  Wasser  mit  ab-' 
nehmender  Tiefe,  asymptotisch  der  Grenze  a  sich  nähernd,  in  dem  Canale 
weiter  mit  einem'  Längenprofil,   welches  dem  Curvenzweigo  CB,  Fig.  55, 
angehört. 

Die  Annahmen  dieser  Beispiele  sind  den  Ycrhältnissou  augepasst,  wie 
sie  bei  der  Zuleitung  des  Wassers  zu  einem  Poncelet*schen  Rade  vor- 
kommen. Dabei  pflegt  indessen  die  Länge  dieses  Zulcitungsgerinnes  von 
der  Schütze  bis  zum  Rade  so  gering  zu  sein,  dass  die  Wassertiefe  nur 
höchstens  wenige  Millimeter  <^  h^  werden,  und  deshalb  mit  Rücksicht  auf 
die  nicht  sehr  grosse  Zuverlässigkeit  des  hier  =  0,8  angenommenen  Con- 
tractionscoefficienten  unbedenklich  auch  noch  an  der  Eintrittsstelle  des 
Wassers  in  das  Rad  seine  Strahldicke  =  \  und  seine  Geschwindigkeit 
=  «1  gesetzt  werden  kann.  Um  nämlich  die  Länge  =  #  —  «1  der  Canal- 
strecke  zu  berechnen,  für  welche  die  Wassertiefe  von  h^  bis  h  abnimmt, 
hat  man  nach  Gl.  (2) 

h  h 

mit  z  =  —  und  a?i  =  — .     So  findet  man  in  obigen  Fällen  für  h^  —  h 

=  0,002  Mtr.,  also 
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h  =  0,118       0,158       0,198       0,238 


X 

1 


=  0,9322  0,8987  0,8687  0,8487 


-  =  0,9167  0,8875  0,8600  0,S417 


X. 


f{x)  ^  0,7782  0,6447  0,5586  0,5118 
f{x{)  =  0,7097  0,6099  0,5374  0,4968 
«  — «1  =  1,96    1,41    1,15    1,02   Mtr. 

Die  Werthe  von  f{x)  und  f{x^ )  konnten  hier  der  Tabelle  im  vorici  n 
§.  durch  Interpolation  entnommen  werden.  Bei  anderen  AofgaboD.  tat 
sprechend  den  Curvenzweigen  ÄB^  CB^  Fig.  54  oder  AB^  Fig.  55  könu- 1. 
indessen  auch  die  Werthe  \onf{x)  für  x  <  1  gebraucht  werden,  welch», 
gleichfalls  von  Bresse  (mecanique  appliqu^e)  tabellarisch  berechnet  n^l- 
stehend  mitgeiheilt  sind. 


X 

fix) 

X 

fix) 

X 

fix) 

X 

f^ 

0,00 

—  0,6046 

0,44 

0,1547 

0,790 

0,3258 

0,944 

o>±h; 

0,01 

—  0,5946 

0,45 

—  0,1438 

0,795 

0,3357 

0,946 

o,nk:>4 

0,02 

—  0,5846 

0,46 

~  0,1327 

0,800 

0,3459 

0,948 

,  n,Si>T 

0,03 

—  0,5746 

0,47 

—  0,1216 

0,805  . 

0,3562 

0,950 

'  0.s*i:»4 

0,04 

—  0,5646 

0,48 

-  0,1104 

0,810 

0,3668 

0,952 

0.*<T^^*7 

0,05 

—  0,5546 

0,49 

-  0,0991 

0,815 

0,3776 

0,954 

o,«Mt; 

0,06 

-  0,5446 

0,50 

~  0,0878 

0,820 

0,3886 

0,956 

iU^'^Tl 

0,07 

-  0,5346 

0,51 

—  0,0763 

0,825 

0,3998 

0,958 

iKÜtZi\ 

0,08 

—  0,5246 

0,52 

—  0,0647 

0,830 

0,4114 

0,960 

fM«4nj 

0,09 

—  0,5146 

0,53 

-  0,0530 

0,835 

0,4232 

0,962 

t  ),**>' 

0,10 

—  0,5046 

0,54 

-  0,0412 

0,840 

0,4353 

0,964 

0,0>M 

0,11 

—  0,4946 

0,55 

—  0,0293 

0,845 

0,4478 

0,966 

ü,<n»v. 

0,12 

0,4845 

0,56 

—  0,0172 

0,850 

0,4605 

0,968 

l.clTi 

0,13 

-  0,4745 

0,57 

—  0,0050 

0,855 

0,4737 

0,970 

l,<»>' 

0,14 

-  0,4645 

0,58 

+  0,0074 

0,860 

0,4872 

0,971 

l.oM-J 

0,15 

0,4545 

0,59 

+  0,0199 

0,865 

(K5012 

0,972 

iJHit.' 

0,16 

0,4444 

0,60- 

+  0,0325 

0,870 

0,5156 

0,973 

i,*»t:>t 

0,17 

—  0,4344 

0,61 

+  0,0454 

0,875 

0,5305 

0,974 

1.1»*^ 

0,18 

—  0,4243 

0,62 

+  0,0584 

0,880 

0,5459 

0,975 

1,1*1** 

0,19 

—  0,4143 

0,63 

+  0,0716 

0,885 

0,5619 

0.976 

LH»' 

0,20 

—  0,4042 

0,64 

+  0,0851 

0,890 

0,5785 

0,977 

l.i:»i' 

0,21 

—  0,3941 

0,65 

+  0,0987 

0,895 

0,5958 

0,978 

i,n:»T 

0,22 

—  0,3840 

0,66 

+  0,1127 

0,900 

o,6i:« 

0,979 

IMU^ 

0,23 

-  0,3739 

0,67 

+  0,1268 

0,902 

0,6213 

.  0,960 

1 

1,1M 
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A^) 


0,24 
(X25 
0/26 
0,27 
0,28 
0.29 
0,30 
0,31 
0^2 
0,33 
0,34 
0,35 
0,36 
0,37 
0,38 
0,39 
0,40 
0,41 
0.42 
0,43 


0,3638 
0,3536 
0,3434 
0,3333 
0,3230 
0,3128 
0,3025 
0,2923 
0,2819 
0,2716 
0,2612 
0,2508 
0,2403 
0,2298 
0,2192 
0,2086 
0,1980 
0,1872 
0,1765 
0,1656 


X 

0,68 

0,69 

0,70 

0,705 

0,710 

0,715 

0,720 

0,725 

0,730 

0,735 

0,740 

0,745 

0,750 

0,755 

0,760 

0,765 

0,770 

0,775 

0,780 

0,785 


fix) 


m 


X 


M 


+  0,1413 
+  0,1560 
+  0,1711 
+  0,1787 
+  0,1864 
+  0,1943 
+  0,2022 
+  0,2102 
+  0,2184 
+  0,2266 
+  0,2350 
+  0,2434 
+  0,2520 
+  0,2607 
+  0,2696 
+  0,2785 
+  0,2877 
+  0,2970 
+  0,3064 
+  0,3160 


0,904 

0,6289 

0,906 

0,6366 

0,908 

0,6445 

0,910 

0,6525 

0,912 

0,6607 

0,914 

0,6691 

0,916 

0,6776 

0,918 

0,6864 

0,920 

0,6953 

0,922 

0,7045 

0,924 

0,7138 

0,926 

0,7234 

0,928 

0,7332 

0,930 

0,7433 

0,932 

0,7537 

0,934 

0,7643 

0,936 

0,7753 

0,938 

0,7866 

0,940 

0,7982 

0,942 

0,8102 

0,981 
0,982 
0,983 
0,984 
0,985 
0,986 
0,987 
0,988 
0,989 
0,990 
0,991 
0,992 
0,993 
0,994 
0,995 
0,996 
0,997 
0,998 
0,999 
1,000 


1,1955 
1,2139 
1,2333 
1,2538 
1,2757 
1,2990 
1,3241 
1,3511 
1,3804 
1,4125 
1,4480 
1,4876 
1,5324 
1,5841 
1,6452 
1,7200 
1,8162 
1,9517 
2,1831 


Wenn  die  obwaltenden  Verhältnisse  von  den  bei  der  Ableitung  von 
GL  (2)  Yoransgesetzton  in  höherem  Grade  abweichen,  wenn  insbesondere 
die  Wassertiefe  nicht  viel  kleiner,  als  die  Canalbreite  ist,  so  ändern  sich 
zwar  die  Curven,  Fig.  54  und  55,  mehr  oder  weniger,  ohne  jedoch  ihren 
alliremeinen  Charakter  zu  verlieren.  In  solchen  Fällen  muss  auf  die  all- 
i?efneinore  Differentialgleichung  (3)  des  vorigen  §.  zurückgegangen  werden, 
o<ier  uoch  besser,  wenn  zugleich  auf  die  Veränderlichkeit  des  Coefficienten 
k  Rücksicht  genommen  werden  soll,  auf  die  GL  (3,  a): 


(5). 


Um  aber  hier  zu  praktisch  brauchbaren  Ausdrücken  zu  gelangen,  muss 
tuan  darauf  verzichten,  die  ganze  Curve  durch  eine  einheitliche  Gleichung 
laszudrflcken,  vielmehr  sich  darauf  beschränken,  für  das  jeweils  in  Be- 
tracht kommende  Stück  derselben  einen  angenäherten  Ausdruck  zu  ge- 
winnen. Handelt  es  sich  z.  B.  um  einen  Canal  von  constanter  Breite 
>  mit   ebenem  Boden  und  verticalen  Seitenwänden,  so  ist 
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F  h 

—  =  -,  .p  =  5  +  2A,  /?o  =  *  +  2ä 

und  kann  für  k  nach  Gl.  (11)  im  vorigen  §.  der  Mittelwerth 

1   +   23  +  ^-^^-^.,» 
In  a 


"i+(.s  +  »-^v)[/^>^-: 


(Jsq  =  k  für  Äj  =  1,  Äj  =  a)  gesetzt  werden  mit  j?^  =   ~,  unter  k^mci 

Mittelwerth  der  variablen  Wassertiefe  für  die  in  Betracht  gezogene  Cauii- 
strecke  verstanden.    Mit  den  Bezeichnungen 

-   =  :r,  2  V  =  d,  also  p  =  h(l  J^  öx),  Pq  =  *(1  +  f\ 
a  o 

ferner  mit  f -y )  =  <?^,       —-  =  X^    .7 

erhält  dann  obige  Differentialgleichung  die  Form 

a;3 X^    —  - 

d9         a  1  -\-  ö  a  x^  —  X^^ 


dx        a     o         ^  1  -\-  6x        a  x^^  —  ^t^(l  +  i^) 


1  +  6 


a 
a 


1  +  ^-lAi! +_<'t.!?5] 

x^  —  c^*  —  e^^dx  J 

"'•t''i'  =  rT^'^*  =  rT^ " 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  nun  zwar  als  ein  geschlosso.. ' 
dreigliedriger  Ausdruck  vermittels  der  drei  Wurzeln  der  Gleichang 

x^  —  c^^  —  c^^dx  =  0 

darstellen;  wesentlich  einfacher  wird  aber  die  Lösung  auf  die  schon  ta 
larisch  bekannte  Function /(ac)  zurückgeführt,  indem,  unter  jTj  den  bo^:• 
vorhin  benutzten  Mittelwerth  von  x  vorstanden  (vorausgesetzt,  dass  di  -^  - 
X  ftlr  die  betrachtete  Canalstrecke  nur  massig  variabel  ist\ 

«^  —  Cj  *  —  e^'^dx  x^  —  <?|  * 

1+  '«''''«     • 


A  = *        ^ 

X^^  —  C^^ 
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gesetzt  wird.    Auf  solche  Weise  erhält  man  wegen 

aB  =  h 4  (^/ —  ^  ^) « /(^')  +  ^<>««^ (10). 


§.  135.  Der  Wassersprung. 

Diese  in  den  vorigen  Paragraphen  bereits  erwähnte  Erscheinung, 
bestehend  in  der  plötzlichen  Zunahme  der  Wassertiefe  h  (verstanden  wie 
im  vorigen  §.  als  Höhe  über  der  Grundebene)  an  einer  gewissen  Stelle  des 
Canals,  wurde  zuerst  von  Bidone*)  beobachtet,  als  er  u.  A.  in  einem  ge- 
mauerten Canal  mit  unter  a  =  0,023  geneigtem  ebenen  Boden  und  um 
b  =  0,325  Mtr.  von  einander  entfernten  verticalen  ebenen  Seitenwänden 
eine  gewisse  Wassermenge  Q  =  0,0351  Cubikm.  pro  See.  zuerst  in  gleich- 
formigem  Beharrungsznstande,  der  Tiefe  a  =  0,064  Mtr.  entsprechend, 
abfliessen  Hess,  dann  aber  durch  ein  Wehr  am  Ende  des  Canals  das 
Wasser  bis  zur  Tiefe  ff  =  0,28  Mtr.  (in  1  Mtr.  Entfernung  stromauf- 
wärts vom  Wehr  gemessen)  aufstaute:  bis  zu  4,5  Mtr.  Enfernung  vor  dem 
Wehr  blieb  dann  die  Wassertiofe  nach  wie  vor  =  ö,  wuchs  an  dieser 
Stelle  plötzlich  um  0,125  Mtr.  und  dann  stetig  weiter  bis  M  in  ab- 
nehmendem  Grade,  entsprechend  einer  aufwärts  schwach  convexen  Krüm- 
mung der  Wasseroberfläche. 

Dieser  Wassersprung  war  also  offenbar  derjenige,  welcher  in  dem 
plötzlichen  Uebergange  des  Längenprofils  aus  der  Geraden  WB,  Fig.  55, 
in  den  Curvenzweig  CD  besteht.  Dass  er  stattfinden  musste,  ergiebt 
-i«h   daraus,  dass  für  einen  Werth  von  A,  welcher  >•  a  und  <[  iZ^  ist, 

,     =  3o  wird.    Nach  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (6),  §.  132 

riir   den  Beharrungszustand  des  in  einem  cylindrischen  Canale  strömenden 
VVa*^sors  ist  dies  in  der  That  der  Fall,  wenn 

^^=1,   also-^-=    - (U 

n-j  besondere  für  h  =  Consta  somit  F  =  hh,  wenn 


^)   M^moires  de  TAcad^mie  de  Turin,  1B20. 
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3 


=n 


h 


ist,  bei  dem  Bidone' sehen  Versuche  für  A  =  0,106  Mtr.  — 

Zur  Berechnung  der  Sprunghöhe  mag  zunächst  mit  Bresse^i'U« 

Princip   des  Antriebs  oder  der  Bewegungsgrössen  benutzt  werden,  n-h 

welchem,  wenn  F^  und  F  die  Querschnitte  des  Wasserstroms  unmittetbo: 

vor  und  hinter  der  Sprungstelle  bedeuten,  der  Zuwachs  an  Bewegünc^ 

grosse  der  zwischen  F^  und  F  in  irgend  einem  Augenblicke  enthalt«  n  i 

Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  (d.  h.  im  Sinne  der  erzeageo')  l 

Geraden  des  cylindrischen  Canals)  während  des  folgenden  Zeitelementv  ^' 

gleich  ist  dem  Antriebe,  d.  h.  der  mit  dt  multiplicirten  Summe  aller  az\ 

jene  Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  wirkenden  äusseren  Krai*». 

Wegen  des  Beharrungszustandes  ist  jener  Zuwachs  an  BewegungsgrOssf  - 

dem  Ueberschusse  der  Bewegungsgrösse  des  durch  F  über  dieselbe  '!''^ 

durch  F^  während  dt  fliesseuden  Wassers.    Ist  nun  w  die  Geschmindviv  / 

in  einem  Elemente  dF  von  F^  also  die  durch  dieses  Element  währeuu  " 

y  y 

fliessende  Wassermasse  =  —  dF.  wdt^  ihre  Bewegungsgrösse  =  —  iF.v'^t. 

9  9 

so  ist  letztere  für  das  durch  die  ganze  Fläche  F  während  dt  flieN^rul 

Wasser: 

^  d4fwUF=  '^  uFu^dt, 
9     ^  9 

unter  n  einen  Coefficienten  verstanden,  der  vom  Vertheilungsgesit/  •:•' 
Geschwindigkeiten  w  im   Querschnitte  abhängt  und  jedenfalls  ^  1  '^' 
Setzt  man  nämlich  w  =  u  -\-   v^  unter  v  eine  positive  oder  neeat 
Grösse  verstanden,  so  ist  dem  Begriffe  der  mittleren  Geschwindigkrit  ■ 
gemäss 

JwdF  =  Fu  -{-JvdF  =  Fu,  tklsofvdF=0, 

Jw^dF  =  Fu^  +  2uJvdF  +fv^dF  =  Fu^  +f^^^ 

d.  h.JwUF>  jPti*. 

Für  den  Querschnitt  J\  mag  zwar  der  entsprechende  Coefficient  =  ^ 
etwas  von  (i  verschieden  sein;  wenn  aber  von  dieser  Verschiedcnhtit  -^ 
gesehen  wird,  so  kann  nun  dieAbnahmoan  Bewegungsgrösse  der  z«i»(L  . 


*)  Mecanique  appliquöe,  t.  II,  p.  245,  im  Anschlüsse  ao  eine  tod  Beltfi. 
im  Jahre  1888  aufgestellte  Theorie. 
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Fl  und  F  momentan  enthaltenen  Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  für 
das  Zeitelement  dt 

ff 
gesetzt  werden,  unter  u^  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Querschnitte  F^ 

verstanden. 

Was  die  äusseren  Kräfte  betrifft,  so  sind  die  Componente  der  Schwere 
im  Sinne  der  Strömung  und  die  Reibung  an  der  Canalwand,  welche  sich 
ausserdem  theilweise  gegenseitig  aufheben,   hier  schon  wegen  der  Kürze 
der  Canalstrecke  Ton  F^  bis  F  von  untergeordneter  Bedeutung,  so  dass, 
da  auch  der  resultirende  Atmosphärendruck  auf  die  ganze  Oberfläche  nach 
jeder  Richtung  ==  Null  ist,  als  resultirende  äussere  Kraft  entgegengesetzt 
dem   Sinne  der  Strömung  hier  nur  der  Ueberschuss  des  hydraulischen 
Ueberdrucks  in  F  über  denselben  in  F^  in  Betracht  kommt    Dürfte  man 
annehmen,  dass  die  Bahnen  der  Wassertheilchen,  die  zwischen  F^  und  F 
mehr  oder  weniger  gekrümmt  sein  müssen,  in  F^  noch  und  in  F  schon 
wieder  ganz  gerade  sind,  so  wäre  der  hydraulische  Ueberdruck  in  F  und 
i\   gleich  dem  hydrostatischen  =  yF/  resp.  =  7jF\/i  ,  also  der  Ueber- 
schuss des  ersten  über  den  zweiten  =  y(Ff — F^f^\  wenn/ und /^  die 
Tiefen  der  Schwerpunkte  von  F  und  F^  unter  der  freien  Wasseroberfläche 
bedeuten.    Wahrscheinlich  aber  sind  die  Bahnen  in  F^^  schon  convex  nach 
anten,  in  F  noch  concav  nach  unten  gekrümmt  anzunehmen,  entsprechend 
in  F^   einer  vermehrten,  in  F  einer  verminderten  Zunahme  des  Ueber- 
drucks von  oben  nach  unten,  so  dass  derselbe  im  Ganzen  für  F  <[  yF/^  für 
Fj  >  7-^1/1 5  ö^d  um  so  mehr  der  Ueberschuss  des  ersten  über  den  zweiten 

<Cy{Ff-FJ^\  etwa  =yq>{Ff—FJ^) 
i^ein  wird,  unter  q)  einen  echten  Bruch  verstanden  (ein  Umstand,  der  von 
ßresse  übersehen  wurde).    Nach  dem  zu  Grunde  liegenden  Princip  hat 
man  also  die  Gleichung: 

y(p{Ff—FJ^)dt  =  ^  ,i(F,u,^  —  Fu^dt 

MJer,  unter  (i  jetzt  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefficienten 
erstanden,  der  aus  verschiedenen  Gründen  ^  1  ist  (wegen  Ungleichheit 
[er  Geschwindigkeiten  und  wegen  Krümmung  der  Bahnen  in  den  Quer- 
clinitten  F^  und  F): 

F/-F,A  =  ^-  {F,u,^-Fu^) (3). 

)a  bei  gegebenem  Querprofil  des  Canals  /  und  /^  durch  F  und  F^  bestimmt 
Lnd,  so  können  durch  Gl.  (3)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

Fu  =  F^u^ 

O  r»9hoff  theoret.  MaHcliinenlehre.    I.  50 
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entweder  F  und  u  bestimmt  werden,  wenn  F^  and  u^  gegeben,  oder  nm- 
gekehrt  letztere  Grössen,  wenn  erstere  gegeben  sind. 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprang  vom  gleich* 
förmigen  Beharrungszustande  ausgeht, 


^1  =  -^0  1  /i  ==  /o  »   *^i 


«0   an^    |-  =  *o 


gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F  bei  gegebenen  Werthru 
von  Fq^  /o,  Äq  die  Gleichung: 

^/-/o  =  2^Ä,(l-5) 4 

und  für  einen  rechteckigen  Querschnitt,  wie  bei  den  Bidone^soh^u 
Beobachtungen,  mit 

F.  ~~' «'  ^ ~  r  -^^  ~  2 


k^  —  a^         .    ,     Ä  — « 
---  =  4^Äo  — -— 


Folgende  Tabelle  enthält  in  der  4.  Columne  die  nach  dieser  GL  .'> 
berechneten  Werthe  von  fi  entsprechend  den  in  den  3  ersten  Colamn^'t 
enthaltenen  Werthen  von  a,  Aq,  A,  wie  sie  von  Bidone  durch  je  1 6  Messanp  r. 
(in  4  Versuchsreihen)  bestimmt  wurden  * 


•Nr. 

I,  1 
2 

3 

4 

II,  1 
2 
3 
4 
ö 

III,  1 
2 
3 

IV,  1 

2 
3 
4 


a 


fi  —  fi 


9 


y_-^ 


0,0470 
0,0472 
0,0474 
0,0464 

0,0635 
0,0639 
0,0643 
0,0646 
0,0626 

0,0750 
0,0743 
0,0738 

0,0457 
0,0455 
0,0455 
0,0453 


0,0944 
0,0936 
0.0921 
0,0966 

0,1478  • 

0,1461 

0,1444 

0,1428 

0,1523 

0,1872 
0,1910 
0,1930 

0,0981 
0,0989 
0,0989 
0,0998 


0,1284 

1,269 

0,1331 

1,358 

0,1310 

1,338 

0,1328 

1,327 

0,1868 

1,245 

0,1889 

1,279 

0,1921 

1,326 

0,1957 

1,380 

0,1972 

1,343 

0,2252 

1,204 

0,2300 

1,233 

0,2330 

1,255 

0,1213 

1,130 

>    0,1237 

1,163 

0.1303 

1,273 

0,1289 

1,242 

—  0,004 

0.996  , 

0,iÜ7 

0,085 

1,050 

tMJ^l 

0,065 

i;(M4 

o,u7:» 

0,054 

1,019  1 

0,H"ii' 

-0,028 

0,943  ' 

—  luie»; 

0,006 

0,966 

— üLine 

0,053 

0,997 

a<e- 

0,107 

1,030 

iV»»l 

0,070 

0,983  . 

0.OU 

—  0,069 

0,902  ; 

—  CiibT 

—  0,040 

0,910 

—  0.iC>i* 

—  0,018 

0,917 

—  0.lV^, 

—  0,143 

0,898 

— a,<»Ti 

—  0,110 

0,914 

—  0,1  CO 

0,(KX) 

0,976 

0.i^»7 

—  0,031  ' 

0,956  ■ 

—  «.«»l.i 

*)  Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  S.  367. 
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Der  Mittelwerth  Ton  fi  ist: 

H  =  1,273 
ond  wenn  derselbe  als  wahrscheinlichster  Werth  mit  fi'  bezeichnet  wird, 
so  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  einzelnen  Bestimmung  von  fi: 


r  =  0,6745  |/^  ^p^  =  0,0476  =  0,0374  ^'. 

Uieniach  ist  61.(5)  als  ein  genügend  correcter  Ausdruck  des  Zusammen- 
hanges der  von  Bidone  gemessenen  Grössen  zu  betrachten,  und  kann  da- 
uaeh  für  andere  analoge  Fälle  gesetzt  werden: 


A=_J  +  |/1  +4^Ao (6). 

Uebrigens  scheint  sich  ein  noch  etwas  besserer  Ausdruck  zu  ergeben, 
«^enn,  mit  Belanger*  ausgebend  von  dem  Princip  der  Arbeit  oder  der 
ebendigen  Kräfte, 

9 .  yQ  --^  =  rQ  [Ä  -/-  (Äi  - /i)]  +  7  (F/u  - F,/,u,) 

:es<?tzt  wird,  d.  h.  die  Abnahme  der  lebendigen  Kraft  pro  See.  vom  Quer- 
chiiitte  F^  bis  zum  Querschnitte  F  =  der  Arbeit  zur  Erhebung  (des 
k'hwerpunktes)  von  der  Höhe  A^  — /^  bis  zur  Höhe  /*  —  /  über  der  Grund- 
beue  plus  dem  Ueberschusse  der  Arbeit  des  Gegendrucks  in  F  über  die 
(•^  Drucks  in  F^,  indem  dabei  der  erfahrungsmässig  zu  bestimmende 
oefficient  g>  die  hierbei  vernachlässigten  Umstände  berücksichtigen  soll, 
ass  thatsächlich  das  mittlere  Geschwindigkeits(iuadrat  für  einen  Querschnitt 
fwas  grösser  ist,  als  das  Quadrat  seiner  mittleren  Geschwindigkeit,  dass 
rnor  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung  eigentlich  noch  ein  Glied 
=  dem  Arbeitsverlust  durch  innere  Widerstände  hinzugefügt  werden 
lOsste,  dass  aber  endlich  ein  Abzug  gemacht  werden  müsste  mit  Rücksicht 
irauf,  dass  der  Ueberdruck  in  F  <^  7^A  ^^  ^\  >  7^i/i  anzunehmen 
t.  Indem  die  Einflüsse  dieser  verschiedenen  Umstände  sich  zum  Theil 
'i?eRseitig  aufheben,  lässt  sich  erwarten,  dass  9  nicht  viel  von  der  Einheit 
^rschieden  sich  herausstellen  werde.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  mit 

Q  =  Fu  =  i^i«, 

>darch  in  Verbindung  mit  Fu  =  F^Ui  entweder  h  und  m  bestimmt  sind. 


*  Nach  seiner  ursprünglichen  Bearbeitung  des  Problems,  1827:   Eiwal  sur 
moovement  des  eanx  couraotei. 

5<)* 
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wenn  h^  und  u^  gegeben,  oder  umgekehrt  h^  und  «f^,  wenn  k  und  «  gi*- 
geben  sind,  vorausgesetzt  dass  q>  als  ein  hinlänglich  constanter  ZahJr-ih 
werth  erfahrungsmässig  bekannt  ist 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprung  vom  gleich- 
förmigen Beharrungszustande  ausgeht, 

u  * 
-^1  =  -^0 1  ^  =  «1  «1  =  «0   «nd   -®-  =  k^ 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  A  die  Gleichung: 


Ä-«  =  9^Ä.[l -(§)•] 


F        h 

und  für  einen  rechteckigen  Querschnitt  mit  —  =  — : 


ÄoCÄ  +  ii) 

Aus  den  Bidone'schen  Messungen  ergeben  sich  hiemach  die  in  •!  : 
vorletzten  Columne  obiger  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  q^^  und  z*^, 
wenn  das  arithmetische  Mittel 

q)  =  0,969    • 
als  wahrscheinlichster  Werth  mit  tp'  bezeichnet  wird,  mit  einem  wahr- 
scheinlichen Fehler 


r  =  0,6745  1/^^  ^^  =  0,0347  =  0,0358  g>\ 

f  15 

der  im  Verhältniss  zu  (p  noch  etwas  kleiner  ist,  als  der  obige  im  V.: 
hältniss  zu  n\  Für  andere  analoge  Fälle  kann  also  auch  nach  GL  \*  z  - 
setzt  werden: 


h 


Ob  diese  Gleichung  oder  Gl.  (6)  die  Gesetzmässigkeit  der  EnclieiT.i«' 
richtiger  darstellt,  ob  also  9)  oder  (i  einen  weniger  verftnderliehen  W*  -1. 
hat,  ist  nur  durch  weitere  Versuche  zu  entscheiden.  — 

Nach  Festsetzung  der  Sprunghöhe  kann  nun  auch  der  Ort  i  • 
Sprunges  im  Canal  ermittelt  werden  mit  Hülfe  der  in  den  T^tru- 
Paragraphen  discutirten  Gleichung  des  Längenprofils  £Är  den  «n*:  • :  ■ 
förmigen  Beharrungszustand  des  Wassers,  wenigstens  lonäcbst  daaa.  »••: 
der  Sprung  von  einer  kleineren  bis  zur  Tiefe  a  des  gleichf5nnig<«  i-- 
harrungszustandes,  oder  von  dieser  bis  zu  einer  grösseren  Waas«-rti  '.^ 
stattfindet;  denn  dann  ist  von  den  beiden  Wassertiefen  vor  und  Bach  c-  m 
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SproDge  die  eine  =  a  und  folglich  die  andere  durch  die  so  eben  discu- 
tirte  Beziehung  zwischen  beiden  bestimmt.  Wenn  freiKch,  wie  es  bei  einem 
Canal  von  geringerer  Länge  der  Fall  sein  kann,  ein  gleichförmiger '  Be- 
harrungszustand gar  nicht  eintritt,  sondern  der  Sprung  sogleich  vom  Curven- 
zweige  AB  bis  zum  Zweige  CD  (Fig.  54  und  Fig.  55  im  vorigen  §.)  erfolgt, 
so  findet  eine  Unsicherheit  in  fraglicher  Beziehung  statt;  sofern  indessen 
der  Sprung  jedenfalls  in  der  Nähe  des  Scheitelpunktes  J9,  Fig.  54  resp.  C, 
Fig.  55  zu  erwarten  und  an  der  entsprechenden  Stelle  des  Zweiges  CD, 

dh 
Fig.  54  resp.  AB^  Fig.  55  der  Differentialquotient  — -  sehr  klein  ist,  so  wird 

äs 

man  wenig  irren,  wenn  man  im  ersten  Falle  die  Wassertiefe  unmittelbar 
nach  dem  Sprunge  nach  Schätzung  etwas  kleiner,  als  die  Ordinate  des  dem 
Punkte  B^  Fig.  54,  für  gleiche  Abscisse  s  entsprechenden  Punktes  von  CD, 
resp.  im  zweiten  Falle  die  Wassertiefe  vor  dem  Sprunge  etwas  grösser, 
als  die  Ordinate  des  dem  Punkte  C,  Fig.  55,  entsprechenden  Punktes  von 
AB  annimmt. 

Beispielsweise  mag  die  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnte  specielle  Beob- 
achtung Bidone's,  bei  welcher  in  einem  Canal  von  constanter  Breite 
h  =  0,325  Mtr.  mit  ebenem,  unter  a  =  0,023  geneigtem  Boden  und  mit 
verticalen  Seitenwänden  das  Wasserquantum  Q  =  0,0351  Cubikm.  pro 
Secnnde  abfloss,  und  wobei  der  Sprung  von  der  Tiefe  a  =  0,064  Mtr. 
des  gleichf<5rmigen  Beharrungszustandes  bis  zur  Tiefe  h  =  0,064  -|-  0,125 
=^0,189  Mtr.  erfolgte,  rochnungsmässig  geprüft,  d.  h.  die  Länge  =  S  —  s 
1er  Canaistrecke  berechnet  werden,  auf  welcher  die  Wassertiofe  strom- 
abwärts vom  Sprunge  weiter  von  A  bis  IT  =  0,280  Mtr.  der  Theorie  zu- 
folge zunehmen  sollte,  eine  Länge,  die  der  Beobachtung  zufolge  ungefähr 
Xb  Mtr.  betrug.  Nach  diesen  Daten  ergiebt  sich  zunächst  fflr  den  gleich- 
förmigen Beharrungszustand: 

Fq  =  ab  =  0,0208 ;  u^  =  ^  =   1,6875 

''o  =  T^-Vn  =  ^'^^^^ '  ^0  =  -X  =  51,94 

lud  für  den  Rauhigkeitscoef6cienten  des  Canals  nach  §.  133,  Gl.  (12)  mit 
'^  statt  a  und 

^_23        0^00155^ 

a 


'  -  ^  +  K(^)'  +  ^-  =  «'•'«'  •  =  »■<»«• 


n 
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Indem  nun  hier  die  Gleichungen  (6)  —  (10)  des  vorigen  §.  AnwendDc: 
finden,  ergiebt  sich  mit 

h.  =  ii—  =  0,2345 ;    x^=^  =  3,664 
2  ff 

k  =  41,43  nach  Gl.  (6), 
c^  =  (Vj*  =  1^5714 .     X^  --=  — ^-  --  6,3244  nach  GL:7 

und  mit  d  =  2  ^-  =  0,3938 : 

0 

e,  »  =  ^-^  =  1,1275  ;     c,  =  1,0408  ;     i,  »  =  -  ^  ^  =  4..V.::. 

nach  Gl.  (8)  und  A  =  0,5412   nach  Gl.  (9).    Endlich  mit 

1  =  ?J- =  0,3524 ;     -i  =  ^  =  0,2379, 

also  f{x)  =  0,0632   und  /(X')  =  0,0285 
gemäss  der  Tabelle  in  §.  133,  findet  man  nach  Gl.  (10;  im  vorigen  f 

=  -  (0,091  —  0,0038)  =  3,8  Mtr. 


d.    Einflusa  plötzlicher  QuerschnittsändernngeD. 
§.  136.    Yorbemerkongen  und  Uebersieht  versehiedener  Fillf. 

Plötzliche  oder  wenigstens  auf  sehr  kurze  Strecken  beschitakte  «ji«r- 
schnittsänderungen  des  in  Canälen,  aberhaupt  des  mit  theilweise  freier«*»: 
fläche  strömeudcn  Wassers,  mit  welchen  erhebliche  RichtungaänderuL: 
und  Krümmungen  der  von  den  Wassertheilchen  durchflossenen  Bahnten  '^*t- 
bundon  sind,  können  besonders  durch  Wände  verursacht  werden,  die  «. 
Wasserstrom  von  unten  oder  von  den  Seiten  oder  in  beiden  Beiiehar.. 
zugleich  einengen,  indem  die  Wand  eine  oben  offene  oder  weni^^sten^  j 
oben  bis  über  die  freie  Wasseroberfläche  hinaus  sich  erstreckendo  hnr 
brechung  hat,  deren  Rand  mehr  oder  weniger  von  der  Canalwtnd  tat:», 
ist,  und  welche  hier  als  freie  Wandöffnung  bezeichnet  werde  im  <»  *"  * 
satzo  zu  einer  sogenannten  Mündung,  d.  i.  einer  rings  umgrenzten  und  ^ 
durchfliessonden  Wasser  ganz  ausgefüllton  Wandöffnung.    Gewöhnlicli    * 
eine  solche  Wand  vertical  und  rechtwinkelig  gegen  die  verticilon  I-Anr  -- 
Hohuitto  des  Canals  gerichtet,  die  Durchbrechung  der  Wand  aber  recbtr.-^-. 
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mit  einem  horizontalen  unteren  Kande  und  verticalen  Seitenrändern,  wie 
es  im  Folgenden  vorausgesetzt  wird,  sofern  das  Gegentheil  nicht  ans- 
drQcklich  bemerkt  ist.  Man  sagt  dann,  das  Wasser  bilde  einen  Ueberfall 
über  diesem  unteren  Rande,  und  unterscheidet  lieber  fälle,  welche  die 
ganze  oder  nur  einen  Thoil  der  Canalbreite  einnehmen,  jenach- 
dcm  der  Wasserstrom  durch  die  Wand  nur  von  unten  oder  zugleich  seit- 
wärts eingeengt  wird. 

Wenn  femer  die  beiden  Theilo  des  Ganais,  welche  oberhalb  und 
unterhalb,  d.  h.  stromaufwärts  und  stromabwärts  von  der  Wand  liegen,  als 
Zafluss-  und  Abüusscanal  bezeichnet  werden,  so  pflegt  man  vollkommene 
and  unvollkommene  UeberfäUe  zu  unterscheiden,  jenachdem  die  Wand 
von  der  rückwärts  verlängert  gedachten  freien  Wasseroberfläche  im  Ab- 
üusscanal (dieselbe  an  einer  solchen  Stelle  gemeint,  wo  sie  eben,  die  Be« 
wegung  des  Wassers  gleichförmig  geworden  ist)  unter  oder  über  dem 
horizontalen  Ueberfallrande  geschnitten  wird.    Im  Zuflusscanal  verursacht 
die  Wand  einen  Stau,  d.  h.  eine  Erhebung  des  Wassers  mit  aufwärts  ge- 
wöhnlich schwach  concaver  Krümmung  der  freien  Oberfläche,  die  nur  kurz 
vor  der  Wand  in  eine  nach  oben  convexe  Krümmung  übergeht.    Dieser 
Stau  liefert  die  Druckhöhe,  welche  nöthig  ist,  um  die  im  verengten  Quer- 
schnitte entsprechend  vergrösserte  Geschwindigkeit  zu  erzeugen,  und  die 
nach  oben  convexe  Krümmung  der  freien  Wasseroberfläche  am  Ende  des 
Zuflusscanals,  entsprechend  einem  gegen  die  Wand  hin  zunehmend  wachsenden 
Ge^le,  wird  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  unter  dem  Einflüsse  der 
inneren*  Beibung  sich  jene  Geschwindigkeitszunahme  wesentlich  bis  zur 
Oberfläche  erstrecken  muss.    Da  von  dieser  letzten  Strecke  des  Zufluss- 
canals, in  welcher  die  Bahnen  der  Wassertbeilchen  erheblich  convergent 
and  gekrümmt  werden,  und  mit  den  Geschwindigkeiten,  insbesondere  auch 
mit  der  Oberflächengeschwindigkeit  ^zugleich  das  relative  Gefälle  schon  vor 
der   üeberfallwand  merklich  zuuinmit,   bei   der  Theorie   der  Ueberfälle 
wiederholt  die  Bede  sein  muss,  mag  sie  der  Kürze  wegen  mit  einem  be- 
sonderen Wort,  nämlich  im  Anschlüsse  an  eine  bei  natürlichen,  insbesondere 
grösseren  Wasserläufen  übliche  Benennung  als  Stromschnelle  bezeichnet 
werden.   Bei  Gerinnen  und  kleineren  Canälen  wird  der  Erfahrung  zufolge 
gewöhnlich  angenommen,  dass  ihr  Einfluss  sich  bis  etwa  1  Mtr.  stromauf- 
wärts von  der  Üeberfallwand  erstreckt. 

Als  besonderer  Fall  ist  der  bemerkenswerth,  dass  der  Zuflusscanal 
iurch  einen  hinlänglich  grossen  Behälter  ersetzt  ist,  um  das 
VV'asser  in  demselben  im  Wesentlichen  als  mit  horizontaler  freier  Oberfläche 
lu  Ruhe  befindlich  betrachten  zu  können.    Die  Üeberfallwand  ist  dann  ein 
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Theil  der  Gefässwand;  von  einem  Stau  dnrch  dieselbe  kann  keine  Bede 
sein,  nur  von  der  Stromschnelle  infolge  des  Abflusses  dnrch  die  freie  Wand- 
öffnung (des  Ueberfalles  über  ihrem  unteren  Rande),  charakterisirt  asch 
hier  durch  eine  ^allmählige  Senkung  der  freien  Oberflädie  mit  aofwärts 
convexer  Krümmung  gegen  die  Wandöffnung  hin.  Andererseits  kann  der 
Abflusscanal  ganz  fehlen,  so  dass  das  Wasser  hinter  der  Wand  frei  nieder- 
fällt; der  nothwendig  vollkommene  wird  dann  insbesondere  ein  freier 
Ueberfall  genannt.  Beide  Specialfölle  sind  combinirt  in  dem  FnndaroenU]- 
falle  des  freien  Abflusses  aus  einem  rechteckigen  Einschnitte  io 
der  verticalen  ebenen  Seitenwand  eines  Gefässes. 

Als  Grenzfall  eines  unvollkommenen  Ueberfalles  ist  endlich  noch  der 
hervorzuheben,  dass  die  Wand  des  Abflusscanals  sich  unmittelbar  an  den 
Rand  der  Wandöffnung  mit  gleichem  Querprofil  anschliesst,  ein  Fall,  welcher. 
besonders  combinirt  vorkommend  mit  dem  Specialfalle  eines  grösseren  Be- 
hälters mit  fast  ruhigem  Wasser  an  Stelle  des  Znflusscanals,  auch  als  Ab- 
fluss  durch  eine  freie  Wandöffnung  mit  Ansatzgerinne  beieichnec 
werden  kann.  — 

Nach  dem  Durchflusse  dnrch  die  Wandöffhnng  kann  der  Wasserstron 
ebenso  wie  bei  Mündungen  eine  Contraction  erfahren,  wenigstens  nntea 
und  an  den  Seiten,  überhaupt  am  Rande  der  Wandöffnnng,  bedingt  durch 
die  mehr  oder  weniger  grossen  Winkel,  unter  denen  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  am  Rande  gegen  die  Normale  der  Ueberfallsebene  con^er- 
giren;  unter  der  Ueberfallsebene  wird  dabei  die  Ebene  der  Randlinie. 
d.  h.  der  als  eben  vorausgesetzten  Linie  verstanden,  in  welcher  der  RanJ 
der  Wandöffnung  von  einer  mit  der  mittleren  Strömungsrichtung  in  der- 
selben parallelen  Cylinderflächc  berührt  wird.  Im  weiteren  Sinne  kann  in- 
dessen auch  schon  die  Senkung  der  freien  Wasseroberfläche  im  Bereich 
der  Stromschnelle  als  eine  Contraction  von  oben  betrachtet  werden,  eint* 
Auffassung,  welche  dadurch  motivirt  ist,  dass  die  frugliche  Senknng  sich 
ebenso  wie  die  untere  und  seitliche  Contraction  an  der  Randlinie  einrr 
zuverlässigen  rationellen  Beurtheilnng  a  priori  entzieht  und  deshalb  oi 
einfachsten  mit  ihr  zusammen  durch  einen  empirisch  zu  bestinunendeB 
Correctionscoefficienten  in  Rechnung  gebracht  wird.  Der  Querschnitt  d«*» 
Wassers  mit  der  Ueberfallsebene  wird  dann  ausser  der  Randlinie  dnrch  di- 
horizontale  Gerade  begrenzt  gedacht,  in  der  die  UeberfaUsebene  Ton  der 
Ebene  geschnitten  wird,  welche  die  freie  Wasseroberfläche  am  Anfuige  der 
Stromschnelle  berührt  und  übrigens  meistens  (bei  massigem  GeftDe  dei 
Znflusscanals  und  massiger  Länge  der  Stromschnelle)  ohne  in  Betracht 
kommenden  Unterschied   des  Resultats   auch   als  Horiiontalebe&e 
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Dommen  werden  kann.    Am  Rande  der  Wandöffnnng  kann  dio  Contraction 
'ebenso  wie  es  für  Mündungen  in  §.  82  erklärt  wurde)  mehr  oder  weniger 
geschwächt  sein,  jenachdem  die  Wand  am  Rande  mehr  oder  weniger  abge- 
nindet  ist  oder  die  Wassertheilchen  durch  mehr  oder  weniger  schräge  Leit- 
dächen  am  Ende  des  Zuflusscanals  gegen  die  Ueberfallsebene  hin  geleitet 
werden,  femer  mehr  oder  weniger  unvollkommen  je  nach  der  kleineren  oder 
grösseren  Entfernung  der  Randlinie  von  der  Wandfläche  des  Zuflusscanals 
resp.  vom  Boden  oder  von  den  Seitenwänden  des  Ausflussbehälters,  end- 
lich mehr  oder  weniger  partiell  (unvollständig)  jenachdem  die  Contraction 
an  einem  grösseren  oder  kleineren  Theil  des  Randes  ganz  aufgehoben  ist; 
letzteres  ist  besonders  seitlich  der  Fall  bei  einem  Ueberfall,  der  die  ganze 
Breite  des  Canals  einnimmt,  dagegen  an  der  unteren  Seite  bei  einer  Wand, 
durch  welche  umgekehrt  das  Wasser  nur  seitlich  eingeengt  wird. 

In  allen  Fällen  handelt  es  sich  um  dio  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  Dimensionen  des  Zu-  und  Abflusscanals  und  der 
Wandöffnung,  den  Höhenlagen  des  Oberwasserspiegels  (am  An- 
fang der  Stromschnelle)  und  bei  unvollkommenen  Ueberfällen  des 
Unterwasserspiegels  (an  der  Stelle,  wo  im  Abflusscanal  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  zuerst  wieder  parallel  geworden  sind  resp.  ein  gleich- 
fiirmiger  Beharrungsznstand  eingetreten  ist),  sowie  endlich  der  pro 
Secande  flberfallenden,  überhaupt  durch  die  Wandöffnung  flies- 
senden Wassermenge  stattfinden.  Bei  den  Versuchen  zur  Bestimmung 
ier  in  diesen  Beziehungen  vorkommenden  Constanten  wurden  vorzugsweise 
Oeffnuiigen  in  dflnnen  Wänden  angewendet,  hergestellt  durch  eine 
^oIche  Abschrägung  des  Randes,  dass  dadurch  die  Randlinie  als  scharfe 
(lante  in  die  vordere  Fläche  der  ebenen  Wand  verlegt  wurde,  die  Contraction 
ilso  möglichst  ungeschwächt  und  ungestört  durch  Adhäsion  des  Wassers 
m  der  Randfläche  zu  Stande  kommen  konnte.  Die  aus  solchen  Versuchen 
bgeleiteten  Coefficienten  sind  deshalb  für  manche  übrigens  hierher  ge- 
orige  teclinische  Anlagen  nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  zu  betrachten, 
QsbesondeTe  z.  B.  bei  den  sogenannten  Wehren,  die  zum  örtlichen  Anf- 
tan  des  Wassers  eines  natürlichen  Flusses  als  abgerundete  Dämme  mit 
orizontaler  Scheitellinie  quer  durch  den  Flnss  errichtet  und  als  U eber- 
all- oder  Grundwehre  bezeichnet  werden,  jenachdem  das  Wasser  über 
tnen  einen  vollkommenen  oder  unvollkommenen  UeberfoU  bildet  Bei 
enselben  handelt  es  sich  vorzugsweise  um  die  Voraosberechnung  der 
'ehrhöhe,  die  bei  gegebener  Wassermenge  des  Flnsses  eine  ge- 
isse  Stauhöhe  verursachen  wird,  d.  h.  eine  gewisse  Erhebung  de« 
berwasserspiegels  (am  Anfimg  der  Stromschnelle)  über  der  freien  Ober- 
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fläche  des  vor  Anlage  des  Wehrs  bei  derselben  Wassermenge  in  gieicb- 
förmigem  Beharrungsznstande  befindlichen  Flusses. 

Wenn  ein  solches  Wehr  die  Bestimmung  hat,  das  Gof&lle  einer  ge- 
wissen Flussstrecke  zum  Zweck  des  Betriebes  hydraulischer  Kraftmaschinen 
örtlich  zu  conccntrircn,  so  pflegt  ein  Theil  des  aufgestauten  Wassers  durch 
einen  Canal,  der  unmittelbar  oberhalb  des  Wehrs  vom  Flusse  abgezweigt 
ist,  der  seitwärts  von  diesem  in  einiger  Entfernung  befindlichen  Blaschineii- 
anlage  zugeleitet  zu  werden,  so  dass  das  Wasserquantum  Q.  welches 
den  Ueberfall  bildet  und  stromabwärts  vom  Wehr  im  Flassbetto 
abfliesst,  nur  ein  Theil  der  ganzen  Wassermenge  Q^  des  Flusse^ 
ist.  Zur  Beurtheilung  des  Wehrs  hinsichtlich  seines  Charakters  als  Ueber- 
fall- oder  Grundwehr,  wozu  die  Eenntniss  der  Höhenlage  des  Unterwasser- 
spiegels erforderlich  ist,  muss  dann  zunächst  ermittelt  werden,  am  wie- 
viel die  dem  gleichförmigen  Beharrungsznstande  entsprechend«^ 
freie  Oberfläche  bei  der  Wassermenge  Q  tiefer  liegt,  als  bei 
der  Wassermenge  Qq?  Ist  zu  dem  Ende  allgemein  (d.  h.  abgesehen  da\oa. 
oh  Q<C  Qq  oder  >>  Qq  ist)  der  Querschnitt,  die  Wasserbreite,  das  benet/tc 
Querprofil,  der  mittlere  Radius  und  die  mittlere  Geschwindigkeit 
bei  der  Wassermenge  Qq  =  Fq  h^  p^  Tq  u^ 
«     ,1  ,,  Q    =  F      b      p      r      u, 

so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Gefälle  in  beiden  Fällen  gleich  ^=  doo 

Abhang  a  des  als  cylindrisch  vorausgesetzten  Canals  oder  Flussbeties  ist: 

3  i_ 

2  1 


and  dabei  nach  §.  126,  Gl.  (14) 


1  4- 

iv  Ä  A  ^  ~  r    F 


'0 


sy. 


P 


mit  J9  =f  23  -\ ^ j»,  unter  n  einen  Ranhigkcitscoefficicnton  \*:- 

standen,  der  hier  durchschnittlich  =  0,025  gesetzt  werden  kann;  eodb'  > 
wenn  h  die  (positive  oder  negative)  Höhe  des  Wasserquerprofilt  bei  «1  * 
Wassermenge  Q  über  demselben  bei  der  Wassermenge  Q^n  luul  ^i  ti'' 
mittleren  Winkel  bedeutet,  um  welchen  zwischen  beiden  das  C«Bali|a-*r- 
profil  beiderseits  gegen  die  Lothrechte  geneigt  ist: 
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F  =  F^  -{- hb,  -].  h*tgß 
P  =  Po  '\~  2Ä««<i^ 


1 


(3). 


Dnrch  diese  Gleichungen  (1)  —  (3)  ist  h  bestimmt,  wenn  Qq,  Fq^  h^^  p^^ 
a^  ß  and  Q  gegeben  sind,  und  zwar  ist  A  ^  0,  jenachdem  Q  ^  Qq  ist. 
Wenn  die  Breite  gross  in  Vergleich  mit  der  mittleren  Tiefe 
und  ß  ein  kleiner  Winkel  ist,  kann  näherungsweise  gesetzt  werden: 


1  + 


B 


^  _  «_+_Ä        ^0 >V+    h 


a 


1  + 


B 


unter  a  die  mittlere  Tiefe  bei  der  Wassermenge  Qq  verstanden,  also  nach 
01.(1): 

^1  +  -/ 

ya  -\-  h    Q_ 


B 


a  +  h 


a 


'+i^ 


(.  +  !*)....<.,. 


Durch  Einsetzung  des  ersten  Näherungswerthes 


a+h 


a 


\qJ 


auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  als  zweiter  Näherungs- 
werth: 


a  -\-  h 


1+  l_(9iY 


a 


1  + 


■B 


a 


2   « 

~3  ~i 


<»dcr  wenn  mit  e  =  —  h  die  Erniedrigung  der  Wasseroberfläche  in  dem 
hier  in  Rede  stehenden  Falle  Q  <C  Qq  bezeichnet  wird: 

a  -\-  h 


•     •     • 


2       2 

Q  5  /  Q  \V  V  "3 

+ 


Q 


Vä  \Qo 


1  + 


B 


y  = 


2 


-  m 


(5). 


796 


VOLLKOMMENE  OBEBFALLB. 


§.137, 


Zur  Erleichterung  dos  Gebrauchs  dieser  Formel  sind  in  folgender  Tabelle 

Q  B 

die  Werthe  von  x  und  y  für  verschiedene  Werthe  von  ---  und     ,    za- 

sammengestellt. 


0,2 

0,439 

0,394 

0,419 

0,433 

0,443 

0,455 

0,3 

0,368 

0,496 

0,519 

0,533 

0,542 

0,553 

0,4 

0,305 

0,585 

0,606 

0,618 

0,626 

0,636 

0,5 

0,247 

0,666 

0,683 

0,694 

0,701 

0,709 

0,6 

0,192 

0,740 

0,755 

0,763 

0,769 

0,776 

0,7 

0,141 

0,810 

0,821 

0,828 

0,832 

0,837 

0,8 

0,092 

0,876 

0,884 

0,888 

0,891 

0,895 

0,466 
0,564 
0,646 
0,718 
0,783 
0,843 
0.898 


0.665 
0,7;i5 
0.797 

0,^^a:J 
0.9U6 


Die  Werthe  von  B  können  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  (daselbst  mit 
h  bezeichnet)  entnommen  werden. 


§.  137.    Tollkommene  üeberfllle. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Ueberfall  als  Grenzfall  dos  Aost)as>*> 
ans  einer  rechteckigen  Mündung  in  einer  verticalen  Wand  bei  abnehiiieD«Jt  r 
Wasserstandshöhe  betrachtet,  so  kann  man  nach  §.79,  Gl.  (7)  das  pro  n-* 
überfallende  Wasserquantum 

setzen,  unter  (i  einen  erfahruri^mässig  zu  bestimmenden  Coeffieicnt«  r. 
h  die  Ueberfallbreitc,  H^  und  H^  die  wirksamen  Druckhöhea  f&r  •)•  r 
unteren  Ueberfallrand  und  fQr  das  (hier  an  die  Stelle  des  oberen  IU»i*^ 
der  Mündung  tretende)  Wasserquerprofil  in  der  Ueberfiallsebene  versüMirL 
Letztere  sind  wegen  Gleichheit  des  an  der  freien  Oberfläche  flbertll  herr- 
schenden atmosphärischen  Drucks  einfach  =  den  Höhen  k^  and  A,  c*' 
freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Stromschnelle  (siehe  vor.  §.  öbr' 
deiv  betreffenden  Stellen  zu  setzen,  wenn,  wie  bei  dem  Aasflosse  ans  «»^ 
Einschnitt  in  der  Seitenwand  eines  Gefässes,  die  Geschwindi^eit  zb  ^t^> 
nachlässigen  ist,  die  das  Wasser  am  Anfang  der  Stromschnelle  scIk«  ^' 
sitzt.  Uebrigens  hat  diese  Geschwindigkeit  dieselbe  Wirkong,  ak  ob  ^-  - 
Wasseroberfläche,  von  der  aus  die  Höhen  \  und  A,  gemeason  weid«»^  « 
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die  entsprechende  Geschwindigkeitshohe  höher  läge,  und  wenn  also  k  den 
Mittelwerth  der  letzteren  bezeichnet,  ist  allgemein 

-S^  =  Ä|^  -|-  ^,  -^  =  Äg  -|-  k. 
Das  Gesetz,  nach  welchem  h^  von  A^  und  von  den  übrigen  Elementen  des 
Ueberfalles  abhängt,  ist  indessen  selbst  empirisch  (insbesondere  durch 
Messungen  und  daraus  abgeleitete  empirische  Formeln  von  Lesbros)  nur 
ungenügend  bekannt,  und  wird  es  deshalb  vorgezogen,  das  Gefälle  =  h^ 
der  Stromschnelle  schon  als  Erscheinung  einer  Contraction  von  oben  zu 
betrachten  und  durch  den  Coefficienten  (i  mit  zu  berücksichtigen.  Wenn 
somit  H^  =  k  und  ff^=h-\-k  gesetzt  wird,  unter  h  jetzt  die  zuvor 
mit  Aj  bezeichnete  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Strom- 
schnelle über  dem  horizontalen  Ueberfallrande  verstanden,  und  wenn  der 

Einfachheit  wegen  /.  für  |  ^  gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

3 

_3  3 

Q  =  ^hy2^[{h  +  ky—k^] (1). 

Je  zusammengesetzter  die  Bedeutung  des  Coefficienten  /i  in  dieser 
Gleichung  ist,  desto  mehr  ist  seine  einigermassen  zuverlässige  Bestimmung 
auf  einzelne  Specialfälle  beschränkt. 

1)  Für  den  Fundamentalfall  des  freien  Abflusses  aus  einem 
rechteckigen  Einschnitte  in  der  verticalen  ebenen  Seitenwand 
eines  Gefässes  sind  namentlich  von  Poncelet  und  Lesbros,  später  von 
Lesbros  allein  ausgedehnte  Versuche  angestellt  worden  (in  Verbindung 
mit  den  in  den  §§.  84  und  85  besprochenen  Versuchen  über  den  Ausfluss 
aus  rechteckigen  Mündungen),  und  haben  sich  dabei  insbesondere  dann, 
wenn  die  Ränder  des  Einschnittes  vom  Boden  und  von  den  Seitenwänden 
des  Gefässes  hinlänglich  weit  entfernt  waren,  um  die  Contraction  als  voll- 
kommen und  vollständig  bezeichnen  zu  können,  die  folgenden  Werthe  von 
fi  ergeben,  entsprechend  (nach  Gl.  1  mit  k  z=  0)  der  Gleichung: 

Q  =  lihh  V2^-  . (2), 

und  zwar  erhalten  aus  Versuchen  mit  Ueberfällen  von  0,2  und  0,6  Mtr. 
Breite  in  dünner  Wand  (Wandöffnung  mit  abgeschrägten  Bändern). 


Ä=  0,01    0,02  J0,03    0,04    0,06    0,08    0,1     ;0,15  'o,2     ,0,3 
6  =  0,2 :  A*  =  1 0,424  0,417 1 0,412  0,407  0,401 1 0,397  0,395 '  0,393 !  0,390 !   — 
b^Ofiifi^-    —    I   —    1 0,418 j 0,416' 0,412 1 0,409  0,406  0,400  0,395  0^91 


0,6 
0,390 


2)  Wenn  der  Ueberfall  sich  in  einem  Canal  befindet  (eventuell 
als  freier  Ueberfkll  am  Ende  des  Canals),  so  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keitshöhe  h^  die  das  Wasser  im  Querschnitte  F^  am  Anfang  der  Strom- 
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schnelle  schon  besitzt,  von  merklichem  Einfluss  sein  um  so  mehr,  je  grö^$er 


das  Yerhältniss 


U 


hh 


n 


hK 


ist,  unter  ^o  <li®  Wasserbreito  und  unter  h^  die  mittlere  Tiefe  an  dtr 
Stelle  dos  Querschnitts  F^  verstanden.  Indem  dann  aber  die  Contractiut 
mehr  oder  weniger  unvollkommen  ist  (eventuell  zugleich  unvollständig  Ui 
einem  Ueberfali,  der  die  ganze  Breite  des  Canals  einnimmt),  somit  auch  u 
von  n  abhängt,  ist  es  am  einfachsten,  nach  wie  vor  die  Gleichung  {'1  zq 
Grunde  zu  legen  und  dabei  ^  als  empirische  Function  von  n  aus  den 
betreflfenden  Versuchen  abzuleiten. 

Dergleichen  Versuche  von  Castel,  angestellt  mit  Ueberfiülen  bb  m 

0,75  Mtr.  Breite  und  mit  abgeschrägten  Rändern,  dienten  vorzugsweise  zur 

h 
Bestimmung  des  Einflusses  des  Verhältnisses  ^\  ihnen  zufolge  kann  in 


Gl.  (2)  gesetzt  werden: 


II  =  0,381  +  0,062 


b   ^1        ^   1 
wenn  ,->«,«<  ^  und  die  Höhe  der  Ueberfallkante  über  dem  Uut<  r- 


K^    ^ 


Öq  hier  wie  im  Folgea»!»  i. 


Wasserspiegel  >>  2h  ist.   Dabei  ist  im  Falle  b  = 

stets  vorausgesetzt,  dass  die  Seitenwände  des  Zuflusscanals  wenigstens  oUt- 

halb  des  Ueborfallrandes  vcrtical  sind. 

Allgemeine  Gültigkeit  (wenigstens  bis  n  =  0,5)  beanspruchen  «iif 
von  Weisbach  aus  seinen  Versuchen  mit  Ueberföllen  in  dünner  Wui.- 
bis  etwa  0,4  Mtr.  Breite  abgeleiteten  Resultate,  wonach  bei  voIlstäuJict  r 
Contraction  (hinlänglicher  Entfernung  beider  Seitenränder  der  rebtTfall^ 
Öffnung'  von  den  Seiteuwänden  des  Canals,  also  b  wesentlich  <]^  b^  i 

f^  =  lh=N(^  +  1,718  n*)    4^ 

dagegen  bei  Ueberfällen,  welche  die  ganze  Breite  des  Canals  einnehmcL 

(1  =  fi^  =z  li^  (1,041  +  0,3693  n^) :• 

soll  gesetzt  werden  können,  unter  /Uq  den  betreffenden  Coefficientes  Ui  r 
Poncelet-Lcsbros'schen  Fundamentaltabelle  verstanden:  siehe  oben  ootcr 
1)  für  i  :i=  0,2  Mtr.    Nachstehend  sind  die  den  Formeln  (4)  und  5  0-^ 

verschiedene  Werthe  von  n  entsprechenden  Verhältnisse  ^-=-  und    ~  'J- 


sammengestellt. 


n 


0.1 

0,15 

0,2 

0,25 

0,3 

1,000 

1,001 

1,003 

1,007 

1,014 

1,045 

1,049 

1,056 

1,064 

1,074 

Co 

0,35     \  0,4      I  0,45 

1,026  I  1,044  I  1.070 

1,086  \  1,100  ,  Ulö 


U'  ■: 

l.lii 


(i  =  0,6448  —  0,2777  y 
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Insbesondere  für  vollkommene  UeberfäUe  auf  der  ganzen 
Breite  des  Gerinnes  ergab  sich  aus  Versuchen  von  Bornemann*  aus 
den  Jahren  1866,  1867,  1869  und  zwar  aus  im  Ganzen  47  Versuchen, 

wobei 

h 
h  =  Öq  =  1,13  Mtr.,  Ä  =  0,7  —  0,21  Mtr.,    -  =  0,2  —  0,8 

war,  bei  Voraussetzung  von  Gl.  (2): 

fi  =  0,5673  —  0,1239  1/ - (6) 

nüt  einem  wahrscheinlichen  Fehler  =  0,0148,  und  bei  Voraussetzung  von 

GJ.(1): 

K 

mit  einem  übrigens  nur  so  wenig  kleineren  wahrscheinlichen  Fehler,  dass 
dadurch  die  Annahme  dieser  Gl.  (1)  statt  der  einfacheren  Gl.  (2)  nicht  ge- 
uQgend  motivirt  erschien.  Dagegen  zeigte  die  gleichfalls  versuchte  Gleichung 

Q  =  lih{h^k)  ^/2ilh'-flc^ (7), 

welcher  fi  =  0,6402  —  0,2862  1/  - (8) 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  =  0,0133  entsprach,  besonders  fttr  die 

grösseren  Werthe   von     -  eine  bessere  Uebereinstimmung  mit  den  Be- 

obachtungen,  so    dass  Bornemann  die   Gl.  (2)  mit  (i  nach   Gl.  (6)  fttr 

<;   -,  dagegen  Gl.  (7)  mit  //  nach  Gl.  (8)  für    -  >  ~  empfehlen  zu 
K        3  Hq        6 

sollen  glaubt.    Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (7)  zur  Berechnung  von  Q  kann 

1  /Q'\* 
man  zunächst  mit  A  =  0  einen  Näherungswerth  Q\  damit  ^  =  —  ( —  J 

und  dann  nach  Gl.  (7)  einen  corrigirten  Werth  von  Q  berechnen. 

Die  Resultate  dieser  Bornemann'schen  Versuche,  bei  denen  der 
Tc^berfallrand  auch  durch  Abschrägung  scharfkantig  hergestellt  war,  be- 
«itatigen  nicht  die  Weisbach'sche  Formel  (5): 


(^  =  f^o 


1,041  +  0,3693  (--V 


nach  welcher  //  mit  wachsendem  Verhältniss  —  nicht  abnehmen,  sondern 

wachsen  sollte,  wenn  auch  dieses  Verhalten  dadurch  etwas  abgeschwächt 
nird,  dass  fi^  mit  wachsendem  h  abnimmt.    Jedenfalls  und  besonders  für 

^  drUingenieur,  Jabigang  XVI. 
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die  kleineren  Werthe  von  —  ist  der  Coefficient  /i  in  GL  (2)  nach  Borne- 

mann  grösser,  als  nach  Castel  und  nach  Weisbach.  Z.  B.  für  .    =  0.25 

ist  nach  Gl.  (6):  n  =  0,505,  dagegen  nach  Gl.  (5)  höchstens  =0,424. 

1,064  =  0,451    wenig  verschieden  von  fi  =  0,443   nach  Gl.  (^3-;  für 

h 

—  =  0,5  ist  nach  Gl.  (6):  //  =  0,480,  nach  Gl.  (5)  höchstens  ebenso  gro^s. 

nämlich  mit  (Iq  =    \       =  0,424. 

3)  Wenn  die  Ueberf allwand  geneigt  ist,  und  zwar  im  Sinne  dvr 
Strömung  vornüber  unter  einem  gewissen  Winkel  6  gegen  die  Lothrecbt«». 
so  dass  die  von  unten  dem  Ueberfallrande  zufiiessenden  Wassertheüch>  n 
höchstens  um  (90  —  6)  Grad  ihre  Bewegungsrichtung  zu  ändern  haben, 
um  die  Ueberfallsebene  zu  durchströmen,  so  wird  dadurch  hier  die  C<jir 
traction  geschwächt,  also  fi  vergrössert  So  fand  Weisbach  bei  einem  di' 
ganze  Breite  des  Gerinnes  einnehmenden  freien  Ueberfalle  (enteprecheti 
der  obigen  Gl.  2) 

fi  =  0,447   für  rf  =  26,5^  fi  ■=  0,467   für  rf  =  45*, 

zusammenzufassen  in  der  Gleichung: 

/i  =  0,418  4-  0,00108  rf, 
also,  wenn  fi^  (hier  =  0,418)  den  Werth  von  /£  für  d  =  0,  i  b.  filr  dv- 
verticale  Wand  bedeutet, 

fi  =  ft^  (1  +  0,0026  rf) 

Ist  die  Wand  unter  einem  gewissen  Winkel  =  d'  Grad  im  vm 
kehrten  Sinne  geneigt,  so  ist  //  <<  //q,  z,  B.  nach  Boileau  =  0,973  a 
för  (T  =  18,5  Grad,  entsprechend 

fi  =  fif^  (1—0,0015  (T) 1' 

Ein  schräger  Zufluss  anderer  Art  findet  bei  Ueberfallen  dann  star 
wenn  die  übrigens  verticale  Wand  unter  einem  gewissen  Wink»  • 
=  6  Grad  gegen  die  zur  Bewegungsrichtung  des  Wassers  senk- 
rechte Ebene  geneigt  ist    Boileau  fand  in  solchem  Falle 

fi  =  0,942  ^0   fiir  ö  =  45^  fi  =  0,911  fi^   für  6  =  6b\ 

entsprechend  ^  =  |m^  (l  _  0,0013  6) X- 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  unter  h  in  GL  (2)  stets  die  ganze  lAagi  w«- 
horizontalen  Ueberfallrandos  verstanden  wird. 

Eine  grosse   Zuverlässigkeit  in  Betreff  der  Anwendung  auf  An^••' 
Verhältnisse  können  die  Beziehungen  (9^  —  (11)  bei  der  geringen  Zjhl  i 
innen  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nicht  in  Ansprach  nehoies. 


*» 


:••»• 
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4)  Bei  einem  Ueberfallwehr,  gebildet  durch  einen  abgerundeten 
Damm,  dessen  horizontale  Scheitellinie  höher  liegt,  als  der  Untcrwasscr- 
spiegel,  ist  jener  Abrundung  wegen  der  Coefficient  //  grösser,  als  unter 
sonst  gleichen  Umständen  für  einen  Ueberfall  über  scharfkantigem  Kande, 
wenn  auch  nicht  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  Contraction  geringer 
ist,  weil  die  Reibung  des  mit  vermehrter  Geschwindigkeit  an  der  Ober- 
fläche des  Wehrdammes  hin  fliessenden  Wassers  eine  Verkleinerung  des 
Geschwindigkeitscoefficienten  yerursachen  muss,  als  dessen  Product  mit 
einem  Contractionscoefficienten  der  resultirendo  Coefficient  (i  betrachtet 
werden  kann.  Für  solche  Ueberfallwehre  mit  Fltigelwändon,  wodurch  eine 
seitliche  Contraction  verhindert  wird,  soll 

nach  Eytelwein:  ^  =  0,57 

2 
nach  Woisbach:    //  =  -  .  0,8  ^^  0,53 

o 

/u  setzen  sein,  vorausgesetzt  dass  die  Geschwindigkeit  des  zuflicssenden 
Wassers  besonders  in  Rechnung  gebracht  wird  wie  durch  obige  Gl.  (1). 
Darin  ist  hier  i    /ö«\2 

'=.,© "^^ 

unter  F^  den  Querschnitt  des  aufgestauten  Wassers  (am  Anfang  der  Strom- 
schnelle) und  unter  Qq  das  pro  See.  hindurch  fliessende  ganze  Wasser- 
«luantam  des  Flusses  verstanden,  welches  hier  grösser  ist,  als  das  den 
L  eberfiEdl  bildende  =  6,  wenn  der  Ueberschuss  =^  öo  —  Q  durch  einen 
»licht  oberhalb  des  Wehrs  abgezweigten  Canal  fortgeleitet  wird.  Ist  nun 
•lie  Höhe  =  IT  gegeben,  bis  zu  der  das  Wasser  (am  Anfang  der  Strom- 
schnelle) über  der  freien  Oberfläche  E  des  be^i  derselben  Wassermenge  Qo 
im  f^IeichfDrmigen  Beharrungszustande  befindlichen  Flusses  durch  das  Wehr 
aufgestaut  werden  soll,  so  ist  dadurch  /q,  also  k  bestimmt,  und  ergiebt  sich 

<iio  erforderliche  Höhe 

x^-Il—h 

cl(*r  Scheitellinie  des  Wehrs  über  der  Ebene  E  durch  Substitution  des 
Aasdrucks  von  h  nach  Gl.  (1): 

x  =  n-L  %     +/.')' +  X' (13) 

vorausgesetzt  dass  dieses  ^  ^*  — e  gefunden  wird,  unter  e  die  der  Ab- 
zweigung des  Wasserquantums  =0©  —  Q  entsprechende,  nach  den  An- 
L'uben  im  vorigen  §.  zu  berechnende  Erniedrigung  des  Untcrwasserspiegels 
unter  die  Ebene  E  verstanden;  anderen  Falls  wäre  der  Ueberfall  unvoll- 
kommen und  das  Wehr  nach  den  Regeln  des  folgenden  §.  als  Grundwehr 
zu  berechnen. 

U  ra«kof,  theoret.  Uaäehineulehre.     I.  «>1 
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Uebrigens  kann  eine  solche  Berechnung  der  Wehrhöhe  mit  einem  cos- 
stanten  Werthe  von  (i  (=  0,57  resp.  0,53)  auf  grosse  Zuverlässigkeit  nicht 
Anspruch  machen,  da  sich  annehmen  lässt,  dass  die  bei  Uebcrfiülen  mit 
scharfkantigem  Rande  constatirte  Abhängigkeit  des  Coefficienten  fi  von  dem 

Verhältnisse  n  resp.  —  grossentheils  durch  die  Veränderlichkeit  des  G«^ 

K 
fälles  der  Stromschnelle  bedingt  wird,  die  auch  bei  Aufhebung  der  unter«  n 

Conträction  durch  Abrundung    des  üeberfallrandes  sich  gleicher  Web* 

geltend  machen  wird.    Es  ist  deshalb  vielleicht  richtiger,  auch  hier  dit 

Gl.  (2)  mit  dem  Bornemann'schen  Ausdrucke  (6)  von  n  für  breite  Ueber- 

fillle  zu  Grunde  zu  legen,  sofern  nur  letzterer  wegen  Abrundung  des  Ueb-  r- 

fallrandes  entsprechend  vergrössert  wird.    Diese  Vergrösserung  hätte  natL 

Gl.  (9)  im  Verhältnisse 

1  +  0,0026.90  =  1,234 

zu  geschehen,  wenn  jener  Formel  eine  unbeschränkte  Gültigkeit  xn^ 

schrieben  und  die  untere  Conträction  bei  einem  Ueberfallwehr  als  %<u- 

kommen  aufgehoben  betrachtet  werden  dürfte;  weil  aber  Beides  nicht  A'X 

Fall  ist,  mag  mit  Rücksicht  zugleich  auf  den  vermehrten  ReibungswidersUDi 

des  Wehrdammes  nach  vorläufiger  Schätzung  der  Ausdruck  (6)  nur  mit  IJ'^ 

(entsprechend  cJ  =  58®  nach  Gl.  9)  multiplicirt,  also 

|t/  =  0,642—0,142  J/^-    'U 

gesetzt  werden.    Darin  ist  h^  =  a  -\-  H^  unter  a  die  mittlere  Tieft«  d^ 
ungestauten  Flusses  bei  der  Wassormenge  Qq  verstanden,  und  cntspricl* 

|M  =  0,57  dem  Verhältnisse  -  =  — .    Wird  dieser  Nähemngswerth  vc 

*  Aq        4 

H  mit  II  bezeichnet,  so  findet  man  aus  Gl.  (2)  den  entsprechenden  Niherano- 
werth  von  ä: 

h'  =  ( ^7^  J  ;     damit  u  =  0,642  —  0,142  1/  ^ 

2  '  •     !•' 

*='*'(lf'  -=^-* 

Es  sei  z.  B.  ein  kleiner  Fluss  von  &  =  8  Mtr.  Breite,  dessen  Was?«  :• 
menge  Qq  =  4,8  Gubikm.  bei  a  =  0,4  Mtr.  mittlerer  Tiefe  belräi^  dtni 
ein  die  ganze  Breite  h  einnehmendes  quer  durch  den  Flnas  za  erbftocii'it'' 
gerades  Wehr  um  ^  =  1,1  Mtr.  aufzustauen  behufs  Fortleitnng  von  V* 
Gubikm.  des  aufgestauten  Wassers  durch  einen  abgezweigten  Canal,  so  tu&» 
Q  =  3,2  Gubikm.  Wasser  pro  See.  den  Uoberfall  bilden«    Hier  isl 

h^  =  1,5  Mtr.,  Fq  =  \2  Quadratm.,  also  k  =  0,00815  Mtr. 
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nach  6L(12X  and  mit  ju  =  0,57   nach  Gl.  13): 

x  =  H  —  h  =  1,1  —  0,285  =  0,815  Mtr. 
die  Höhe,  bis  zn  welcher  sich  das  Wehr  über  die  Oberfläche  dos  nngestanten 
Flusses  erheben  muss. 

Nach  den  Gleichungen  (15)  findet  man  hier  nahe  denselben  Wcrth, 
nämlich  mit  (i   =  0,57: 

h'  =  0,293  ;     ^  =  0,579 ;     Ä  =  0.290 ;     x  ==  0,810  Mtr. 


§.  138.    UnTollkommene  Ueberfillle. 

Bei  einem  nnyollkommenen  Ueberfalle  sei  h^  die  Höhe  des  Oberwasser- 
spicgels,  h^  die  Höhe  des  Unterwasserspiegels  über  dem  horizontalen  lieber- 
Mrande,  ersterer  verstanden  an  einer  Stelle  (etwa  1  Mtr.  stromaufwärts 
von  der  Wand,  nämlich  am  Anfang  der  Stromschnelle),  wo  er  noch  fast 
eben,  letzterer  an  einer  solchen  Stelle  in  ähnlicher  Entfernung  stromab- 
wärts von  der  Wand,  wo  er  wieder  fast  eben  geworden  ist,  ä  =  ä^  —  h^ 
die  Höhendifferenz  beider  Wasseroberflächen,  übrigens,  wie  im  Vorher- 
gehenden, h  die  Ueberf allbreite  und  k  die  der  mittleren  Geschwindigkeit 
im  Querschnitt  F^  am  Anfang  der  Stromschnelle  entsprechende  Höhe. 
Wenn  dann  wieder  das  Gefälle  der  Stromschnelle  als  eine  Contractionser- 
scheinung,  somit  das  Rechteck  =  hh^  als  Durchflussöffnung  betrachtet  wird, 
3o  kann  diese  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  der  Art,  dass  das  Wasser  im 
oberen  von  der  Höhe  A  einen  eigentlichen  (vollkommenen)  Ueberfall  bildet, 
durch  den  unteren  aber  wie  durch  eine  Mündung  unter  Wasser  hindurch- 
ffiesst.  Das  den  unvollkommenen  Ueberfall  bildende,  pro  See.  durch  die 
^q^  Wandöffnnng  fliessende  Wasserquantum  ist  dann  mit  Rücksicht  auf 
"A,  (1)  im  vorigen  §. 

«  =  *  V2F  {  /^i  [(Ä  +  h)T-JcT]  +  fi^h^  (Ä  +  i)y  J  .  .  (1), 

vie  namentlich  von  Weisbach  empfohlen  wurde,  indem  er  zugleich  (i^  = 

'■-  fi^  und  (für  Ueberfölle  über  mehr  oder  weniger  breiten  und  abgerundeten 

>äininen^  wie  sie  zu  technischen  Zwecken  ausgeführt  zu  werden  pflegen) 
r^  =r  0,8  setzte. 

Durch  Unterdrückung  der  Geschwindigkeitshöhe  h  vorbehaltlich  der 
Berücksichtigung  ihres  Einflusses  durch  entsprechende  Wahl  der  Coeffi- 
tenten  ii^  und  ji^  geht  Gl.  (1)  über  in: 

Q  =  h  ^2gh  {(i,h  +  ii^h^) (2), 

51  ♦ 
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§.  Voi. 


eine  Formel,  welche  insbesondere  von  Redtenbacher  empfohlen  wurde, 

und  zwar  mit 

^j  =  0,57   und  //j  =  0,62 

gleichfaUs  mit  Rücksicht  auf  solche  Verhältnisse,  wie  sie  bei  technischen 

Ausführungen  vorkommen. 

Uebrigens  beruhen  sowohl  jene  von  Weisbach  als  namentlich  die*^ 

von  Redtenbacher    angegebenen  Zahlenwerthe    der  Coefficientcn  zam 

Theil  nur  auf  unsicherer  Schätzung.    Ausgedehnte  Versuche  wurden  wir 

von  Lesbros  angestellt  und  daraus  auf  Grund  der  Formel 

Q  =  fibh^y2^ ;;, 

in  welche  Gl.  (2)  mit  fi^  =z  fi^  z=  /i  übergeht,  die  in  der  folgenden  Ti- 
belle  enthaltenen  Werthe  von  n  abgeleitet: 


h      \ 

h 

h 

h 

h 

1 

0,002 

0,295 

0,009 

i" 

K 

i" 

K 

A* 

\ 

1 

0,600 

0,04 

0,531  1  0,2 

0,507 

0,55 

0,i*'.«'> 

0,003 

0,363 

0,01 

0,596 

0,045 

0,526     0,25 

0,502     0,6 

ü,4:.9 

0,004 

0,430 

0,015 

0,580 

0,05 

0,522 

0,3 

0,497     0,7 

:  0,444 

0,005 

0,496 

0,02 

0,570 

0,06 

0,519 

0,35 

0,492     0,8 

a4:?7 

0,006 

0,556 

0,025 

0,557 

0,08 

0,517 

0,4 

0,487  1  0,9 

{),av 

0,007 

0,597 

0,03 

0,546 

0,1 

0,516 

0,45 

0,480  ,  1,0 

,  ü^9<t 

0,008 

0,605 

0,035 

0,537 

0,15 

0,512 

0,5 

0,474 

1 

1 

Abgesehen  davon  indessen,  dass  die  grosse  Verschiedenheit  dit^r 
Werthe  gegen  die  Angemessenheit  von  Gl.  (3)  als  Ausdruck  der  Gest'U- 
mässigkeit  der  in  Rede  stehenden  Erscheinung  spricht,  wurden  auch  d:t 
Lesbros* sehen  Versuche  unter  solchen  Verhältnissen  angestellt,  welche  f-ir 
die  technischen  Anwendungen  von  wenig  Interesse  sind;  sie  beziehen  fkl 
auf  schmale  Ueberf^le  {b  :=  0,25  Mtr.),  die  nur  einen  Theil  der  Caiu^ 
breite  einnehmen. 

Technisch  werthvoUere  Versuche  wurden  in  den  Jahren  1866,  1>'*' 
und  1869  von  Bornemann  angestellt  mit  Ueberfällen  auf  der  gan/^ .' 
Breite  {b  =  b^  =  1,135  Mtr.)  des  Canals,  hergestellt  durch  eingesetrt' 
Bretterwände  von  verschiedenen  Höhen,  deren  oberer  horizontaler  Rai'. 
gegen  das  Unterwasser  hin  abgeschrägt  war.*    Nachdem  mit  Uolfo  der  ^> 


*  Bei  Gelegenheit  dieser  Versuche  wurden  die  im  vorigen  §.  angefabrua 
Resultate  in  Betreff  vollkommener  Ueberialle  auf  der  ganzen  Breitr  t\r^ 
Canals  nur  nebenbei  gewonnen,  indem  zur  Erzieluug  verschiedener  Ilöhi'fl  S 
in  einem  Abstände  -—  3,7  Mtr.  stromabwärts  von  der  Ueberfallwand  eine  andtr» 
Bretterwand  eingebaut  wurde,  über  der  das  Wasser  frei  überfallend  is  riare 
Aichkasten  zur  Wabi>crmoi>suug  abtloss. 
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gcwoQQonen  36  brauchbaren  Gruppen  zusammengehöriger  (je  als  Mittel 
aus  mehreren  einzelnen  Messungen  erhaltenen)  Werthe  der  Elemente  Q, 
Aj,  h^  und  der  zur  Bestimmung  von 

*  =  yaf;)  ^Vg\hhj  (*) 

dienenden  Wassertiefe  im  Querschnitte  Fq  =  hh^  zunächst  die  L  e  s  b  r  o  s '  sehe 
Gl.  (3)  geprüft  und,  wie  zu  erwarten,  untauglich  gefunden  worden  war, 
w'Qrden  vermittels  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Coefficienten  von  Gl.  (1)  zu 

fi^  =  0,2203;     (i^  =  0,9053 

berechnet  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 

Q 
r  =  0,2045  von   —-  - 

Ä(Ä  +  k)  y2^(Ä  +  k) 

(Jebrigons  ergab  sich  r  noch  etwas  kleiner,  nämlich 

r  =  0,1970, 

als  bei  Voraussetzung   der    zugleich  einfacheren  und  somit  empfehlens- 
werthcren  Gleichung: 


Q  =  by^ffik  +  k)  \^,{h  H-  k)  +  (i^h,] (5), 


3 


erhalten  aus  Gl. (1)  durch  Unterdrückung  von  kT  in  dem  Gliede  mit  //j, 
<iitsprechend  dem  Ersatz  von  Gl. (1)  im  vorigen  §.  durch  Gl. (7)  daselbst, 
die  wahrscheinlichsten  Werthe 

(ju^  =  0,2162;     li^  =  0,9026 (6) 

aus  den  Versuchen  abgeleitet  wurden. 

Wenn  man  in  Gl.  (5):  h  =  h^  — ä,  setzt  und  dann  Q  als  Function 
nur  von  h^  betrachtet,  so  findet  man  leicht,  dass  es  ein  Maximum  von  Q 
giebt  für 

A,  =  ItJ;  ~-,r^  (Äi  +  ^)  -  0,5123  {h,+k) (7) 

bi'i  Einführung  der  Zahlenwerthe  (6)  von  (i^  und  (i^.  Von  der  durch  dieses 
f»2  bestimmten  Höhenlage  dos  Unterwasscrspiegels  ausgehend  würde  somit 
nicht  nur  das  Steigen,  sondern  auch  das  Sinken  desselben  bei  gleich  blei- 
benden übrigen  Elementen  eine  Abnahme  von  Q  zur  Folge  haben,  falls  die 
Gleichungen  (5)  und  (6)  wenigstens  für  solche  Vorhältnisse  als  zuverlässig 
betrachtet  werden  dürfen,  die  den  durch  Gl.  (7)  bestimmten  nahe  kommen. 
Indessen  kann  der  wahrscheinliche  Fehler  r  =  0,197,  mit  welchem 
nach  Gl.  (5)  und  (6)  die  Grösse 
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^  -^  =  0,2162  +  0,0026   ,  -^    - 

h{h  +  k)  y2ff{h  +  k)  Ä  +  X- 

gesctzt  wurde,  in  Vergleich  mit  dem  Werth  dieser  Grösse  selbst  (bei  den 
Versuchen  zwischen  0,484  und  17,63  liegend)  doch  zu  gross  wenlea,  als 

K 

dass  bei  den  kleineren  Werthen  des  Verhältnisses  - — t     _  (bei  den  Vcr- 

suchen  zwischen  0,0606  und  18,18  liegend)  der  obigen  GL  (5)  oder  i^e- 
nigstens  den  Werthen  (6)  von  fii  und  fi^  eine  hinlängliche  Zuverlässigkeit 
zugeschrieben  werden  könnte,  wie  auch  schon  daraus  zu  entnehmen  ist. 
dass  für  A^  =  ^)  ^-  ^*  ^^^  ^^^  Uebergang  des  unvollkommenen  Uebe^fiaJK'<^ 
in  einen  vollkommenen  die  GL  (5)  mit  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  der  Form  oach 
identisch  wird,  dass  dagegen  dann  nach  GL (8)  daselbst  dem  Coefficient^L 
fi  =  fi^  ein  wesentlich  anderer  Werth  beigelegt  werden  muss,  als  0,2162. 
Unter  diesen  Umständen  ist  es  vorzuziehen,  auf  eine  aUgemeinc  Ga)> 
tigkcit  der  Formel  zu  verzichten  und  wenigstens  für  solche  Fälle,  in  deuten 

das  Verhältniss  ^— f-     unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  die  CoeCGcientc  n 

h  -[-  k 

H^  und  H2  besonders  zu  bestimmen.    So  fand  Bornemann 

H^  =  0,3448;     ^,  =  0,8364 .*- 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 

r  =  0,0724   von 


h{h  +  k)  y27(Ä  +  k)' 

Auf  Grund  dieser  neuen  Werthe  von  (a^  und  11^  wird  nun  auch  die  Hob« 
h^^  welche  nach  GL  (7)  dem  Maximum  von  Q  unter  sonst  gegebenen  Vtmr 
ständen  entspricht,  eine  andere,  nämlich 

Äj  =  0,4329  (Äi  4-  it) <  7, « , 

und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  sie  sich  noch  kleiner  und  richtiger  ergvUs. 

hätte,  wenn  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  (i^  und  jei,  für  noch  kleiner- 

Ä,  A» 

Grenzwerthe  der  Verhältnisse  x?— f  und  - —  -   r  aus  der  entsprecfae!»J 

kleineren  Zahl  der  vorliegenden  Versuche  abgeleitet  worden  wärea. 

Für  grössere  Werthe  dieser  Verhältnisse  sind  zwar  die  Zahlenwcn^' 
(6)  von  /t/|  und  ^  in  hinlänglichem  Einklang  mit  den  Versuchen;  weil  ^  r 
in  solchen  Fällen  das  Glied  fA^h^  in  GL (6)  wesentlich  '^  (i^\k  -{-  k  tA, 
Hess  sich  erwarten,  dass  ein  meist  schon  genügender  Aoadmck  dos  »««•••.«. 
massigen  Verhaltens  durch  die  einfachere  Gleichung 
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Q  =  (ihh^  y2g{h  +  k) (9) 

gewährt  werden  würde.  Bei  Voraussetzung  derselben  fand  Bornomann 
aas  den  botreffenden  12  seiner  36  Gruppen  zusammengehöriger  Vorsuchs- 
werthc: 

(i  =  0,9216   für   -^-  >  3,  ^-  >  0,75     .  .  .  (10) 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 

r  =  0,3125   von  ^^  =  fi       ^ 


h{h  +  k)  1/2^ (Ä  +  k)        "^  Ä  +  ^ 

(Mitsprechend  einem  wahrscheinlichen  Fehler  dos  Coefficionten  ^  selbst,  der 
höchstens  etwa  =  0,1  sein  kann. 

Diese  Gl.  (9)  gewährt  den  Vortheil,  dass  sie  eine  dirccte  Berechnung 
der  Wasscrmengo  Q  gestattet  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass  k  von  ihr 
abhängt.  Durch  Substitution  des  Ausdrucks  (4)  von  k  erhält  man  nämlich: 

Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (5)  zu  demselben  Zweck  kann  man  bemerken, 
dass  dieselbe  aus  Gl.  (9)  durch  die  Substitution 

fih^  =  li^(h  -\-  k)  +  li^h^    (12) 

hervorgeht.    Mit  //Ä,  =  /f^i^  +  ^»^2?  entsprechend  der  vorläufigen  An- 

uahnie  i^  =  0,  findet  man  also  aus  Gl.  (11)  einen  Näherungswerth  Q'  von 

1  /  Q'\* 
Q^  damit  *  =  Tr-(rr~)    ^^^  ^^^^  ^^^  Gl.  (12)  einen  corrigirten  Werth 

2g\bhQ/ 

von  fih^,  endlich  mit  diesem  aus  Gl.  (11)  einen  corrigirten  Werth  von  Q. 
Bei  einem  Grundwehr  (unvollkommenen  Ucberfallwehr),  gebildet 
durch  einen  abgerundeten  Damm,  dessen  horizontale  Scheitcllinio  tiefer 
liegt,  als  der  Untorwasserspiegel,  ist  der  Coefficient  //^  in  Gl.  (5)  resp.  fi 
in  GL (9)  ohne  Zweifel  grösser,  als  er  von  Bornemann  bei  scharfkantigem 
rebcrfallrando  gefunden  wurde;  in  welchem  Grade  freilich  die  Abrundung 
durch  Schwächung  der  unteren  Contraction  den  betreffenden  Coefficionten 
vergrossert,  kann  nur  durch  speciello  Versuche  mit  Zuverlässigkeit  cr- 
uiittclt  werden.  Wahrscheinlich  wird  man  indessen  nicht  sehr  irren,  wenn 
rnan  in  solchen  Fällen  im  Anschlüsse  an  die  Bornomann'schon  Bestim- 
umngen  (8)  von  fi^  und  fi^  bis  auf  Weiteres  etwa 

(i^  =  0,35 ;     jM,  =  0,9   für  Ä,  <  ü,75  (Äj  +  Ä;)  .  .  .  .  (13) 


fi  =  0.?^  rcr  Ä,  >  0.75  M  -^  ^) (^^' 

B  Lcft  der  AiJare  eii.€s  so'-ciea  Wehrs  ist  Tor  AUem  die  Hohe  zu 
Ur^ncLiif^ii.  »eltbe  ihm  aat^r  cemissen  Umslinden  gegeben  werden  bjuss. 
ht  <hxuu  ni -der,  ebenso  wie  bei  dem  im  Torigen  §.  unter  4)  berechDctcL 
l'eberiaJJwebr.  Q^  das  pro  Seo.  durch  jedem  Querschnitt  strömende  gani» 
Wasserquantura  des  Flusses  für  den  Toraosgcsetzten  Zustand  desselben,  Q 
der  Theil  von  Q^,  der  über  das  Wehr  hinweg  fliessen  soll,  während  dtr 
andere  Theü  =  Q^,  —  ö  von  einem  dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezwoiui.  i 
Canal  aufgenommen  wird,  ist  femer  IT  die  gegebene  Stauhöhe  über  der 
freien  Oberfläche  E  des  bei  der  Wassermenge  Q^  im  gleichförmigen  R- 
harrungszustande  befindlichen  Flusses  und  e  die  nach  §.  136  zu  berechnen  v 
Erniedrigung  des  ünterwasserspiegels  in  Folge  der  Roduction  des^^a^äor. 
quantums  von  Qq  auf  Q,  endüch  x  die  gesuchte  Tiefe  der  Scheitcllinie  d- 
Wehrs  unter  der  Ebene  JS,  so  hat  man 

Äj  =  X  +  7/,   h^  =  x  —  e,  h  =  ff  +  f, 

also  nach  Gl.  (5)  mit  k  =  .,-(1'^ 

x^h,  -\~  e  = ---^  ^  {IT+e  +  i)^   e      L'^- 

vorausgosützt,  dass  sich  hiernach  x  y>  e  crgiebt,  widrigenfalls  die  H..- 
dt's  Wehrs  als  eines  Uobcrfallwehrs  im  engeren  Sinne  nach  Gl.  1*»  '- 
vürigeu  §.  zu  berechnen  wäre.  Gewöhnlich  ist  hierbei  Ä,  <!  0,75  ,A,  —  *• 
und  kann  also,  fi^  -—=  0,35  und  //,  -=  0,9  gesetzt  werden. 

Weuu  z.  B.  die  Aufgabe  zu  Ende  des  vorigen  §.  unter  Boibeha^^'^ 
dor  Daten: 

»♦        OA  Mtr.,  A  =^  8  Mtr.    Q^  =  4,8  CnbitaiL,    Q  =  X^  Cubiki" 

y\M\u\  «bx;i;uuiort  winK  dass  die  Stauhohe  ff  nur  0,1^  Mtr.  betnpLC  - 
s\k  ist 

^  a         ^  •  0,55     =  4,4  guadratnu   i  =  0,0^>6  Mtr. 
^  ^^^  u.u  iiuuu'hvi  die  imvNsc  f  lach  GL  5\  §.  !?•>  la  b^nHrhnen,  k  •-•- 
^^*''  <^v:^doauu  x  uiui  y  di.^r  GUkaanj^  der  dort  Miu-vlbcilte«  Til- 

^^^N^v>s^  ^  ^^3  ^'s^,^  ^^^.^  ^,^  bucrvif:jui--^a  T.U»iie  ia  $.  1^  darch  d*-  •'- 


n  bcstimmL 

Dach  GL  (12),  §.  1S3  jfcfcküct  vwim  w^L  jiAnm  ^er  CcifäMW«: 

in  nntergcordneten  Gndt  r<m  — =  jiblKTt.  «ajut  fzr  de«  ^Yäf«fiiio^ 

Zweck  die  AniMÜnne  enes  IGtscivertks  tva  «.  etva  •  =  i^i.\-i:3c  wik^mL 
und  a  =  0,003  BMck  der  Jäbtlkr  n  {.  1±6 

B 

entspricht    Hiermit  od  Bit  —  ^  —  erzieirt  skk  ass  der  KtryäkaArat 

<4         3      '^ 

TabeUc  in  §.136 

X  ==  0,798   mad  f  =  ai58 

und  ans  GL  (5^  daselbst 

f  =  m    1  — x.l  — »T      =aOS33Mtr. 


Jetzt  kann  die  Tiefe  x  der  SdbeiteOime  des  Welus  uter  dor  Wjks^^ac«^ 
Oberfläche  E  des  usprta^&cheii  Flusses  nach  GL  ^15^  bejrt>eliiH>l  ^xht^i^^K 
und  crgiebt  sich  mit  gi^  =  0.35  ond  ft^  =  0,9 

X  =  0,1851  —  0,1143  -f  0.0833  =  0,1541  Mtr.  ^  r. 

Aj  =  0,3041  Mtr.,  k^  =  0,0708  Mtr.  <  0,75  ,A,  -  * 

zu  nachträglicher  Rechtfertigang  des  Gehranchs  von  GL  ^15'  mit  *W»  *»• 
:reiion]nienen  Werthen  von  ft^  nnd  ft^. 


§.  139.   Freie  WandSffnnng  mit  AnsatayerlnM'« 

Am  Ende  eines  cylindrischen  Canals  (^ZnflusscÄnals^  botiwde  Nuh  ^^iH<^ 
verticale  Wand  mit  einer  rechteckigen  freien  Ocffnung,  d,  h.  oiih^iiä  ^>K^^ 
offenen  Einschnitte  mit  einem  horizontalen  unteren  Raudo  und  t>^\n  WMnv 
calen  Scitenrändem.  An  diese  Wandöffnung  schlicsso  sich  oin  ^m^^mauhUv» 
Ansatzgerinne  an,  d.  h.  ein  cylindrischcr  Abflusscana)  iu  si^lchor  \\^^u^\ 
dass  die  Randlinie  der  Wandöffnung  oin  Quorprotil  du>sos  Canals  i»t  IV^^ 
am  Ende  des  Zuflusscauals  durch  die  Wand  aufgestaute  Wt^i^T  hiMol  dau^ 
leinen  unvollkommenen  üeberfall,  indem  es  die  froio  Wrtud^^ftNmiUf  dmvh- 
»tromt,  um  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit  im  AnstUxgoriuuo  abiartuv^^NU 
l>ie  Eigenthfimlichkeit  dieser  besonderen  Art  eines  uuvoUkonnuoiiou  l  i'Ihm^ 
talles  besteht  aber  darin,  dass  die  Tiefe  des  horiioutalon  l'oU^iikUiNli^d^^^i 
inter  dem  Unterwasserspiegel  ein  Maximum,  niUnlich  A^  ^^loi  HoUn^UaltH^v^t 
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setzt,  dagegen  in  Gl.  (9)  statt  des  Wertlies  (10): 

^  =  0,98  für  Ä,  >  0,75  (Äj  -\-  k) (14 . 

Behufs  der  Anlage  eines  solchen  Wehrs  ist  vor  Allem  die  Höhe  zu 
berechnen,  welche  ihm  unter  gewissen  Umständen  gegeben  werden  mus:^ 
Ist  dann  wieder,  ebenso  wie  bei  dem  im  vorigen  §.  unter  4)  berechneu-u 
Ucberfallwehr,  Q©  das  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  strömende  ganzf 
Wasserquantum  des  Flusses  für  den  vorausgesetzten  Zustand  desselbeoL  Q 
der  Theil  von  Q^,  der  über  das  Wehr  hinweg  fliessen  soll,  während  drr 
andere  Theil  =  Qq  —  Q  von  einem  dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezweiirttri 
Canal  aufgenommen  wird,  ist  femer  IT  die  gegebene  Stauhöhe  über  der 
freien  Oberfläche  E  des  bei  der  Wassermenge  Q^  im  gleichförmigen  1>/- 
harrungszustande  befindlichen  Flusses  und  e  «die  nach  §.  136  zu  berechnen«!^ 
Erniedrigung  des  Unterwasserspiegels  in  Folge  der  Reduction  des  Wassir. 
quantums  von  Qq  auf  Q,  endlich  x  die  gesuchte  Tiefe  der  ScheiteUinie  dc^ 
Wehrs  unter  der  Ebene  ^,  so  hat  man 

also  nach  Gl.  (5)  mit  k  ^  ■^-(^rY 

x  =  \  +  <?  = ^  ^  (iZ+  ip  -r  *)  -f  f      1.-' . 

vorausgesetzt,  dass  sich  hiernach  x  y>  e  ergiebt,  widrigenfalls  die  I1(>':i  * 
des  Wehrs  als  eines  Uoberfallwehrs  im   engeren  Sinne  nach  Gl.  (lö>  i* 
vorigen  §.  zu  berechnen  wäre.   Gewöhnlich  ist  hierbei  A,  <;  0,75  i^Aj  -*-  ä 
und  kann  also,  f/^  ^^  0,35  und  //,  -=  0,9  gesetzt  werden. 

Wenn  z.  B.  die  Aufgabe  zu  Ende  des  vorigen  §.  unter  Beibehält  l  ic 
der  Daten: 

a  -—  0,4  Mtr.,  h  =  S  Mtr.,    Q^  =  4,8  Cubikm.,   Q  =  3,2  Cubikm. 

dahin  abgeändert  wird,  dass  die  Stauhöhe  21  nur  0,15  Mtr.  betragen  s-    . 

so  ist 

Fq  ::^  8. 0,55  '-^  4,4  Quadratm.,  k  =  0,0606  Mtr. 

Um  nun  zunächst  die  Grösse  e  nach  Gl.  (5),  §.  136  zu  berechnen«  koc:»  . 
die  Coefticientcu  x  und  y  dieser  Gleichung  der  dort  mitgetheilton  TaU 

Q         2  B 

entnommen  werden  entsprechend  — -  -  -  —  und  dem  Wcrthe  von  .1' 

Qo         3  y  a 

Grösse  B  ist  aber  nach  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  dareh  da»  !*•• 
fälle  a  für  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  des  Flusses,  welcbc^  i-: 
vorliegenden  Falle  =  0,003  sei,  und  durch  den  Kauhigkeitsooofficivu:    .- 
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H  bestimmt.    Letzterer  könnte  aas  a  und  den  ttbrigen  Daten  der  Aufgabe 
nach  Gl.  (12),  §.  133  abgeleitet  werden;  weil  indessen  der  Coefficient  x  nur 

in  untergeordnetem  Grade  von  —  —  abhängt,  genügt  für  den  vorliegenden 

Zweck  die  Annahme  eines  Mittelwerthes  von  n,  etwa  n  =  0,025,  welchem 
und  a  =  0,003  nach  der  Tabelle  in  §.  126 

B  =  0,588 ,   also  — rr  =  0,93 

ya 

Q  2 

entspricht.    Hiermit  und  mit  -—  =  —  ergiebt  sich  aus  der  betreffenden 

TabeUc  in  §.136 

X  =  0,798   und  y  =  0,158 

uud  aus  Gl.  (5)  daselbst 

l  —  xfl  —  f/  ^ 


a 


0,0833  Mtr. 


h 

Jetzt  kann  die  Tiefe  x  der  ScheitcUinie  des  Wehrs  unter  der  Wasser* 
Oberfläche  E  des  ursprünglichen  Flusses  nach  Gl.  (15)  berechnet  werden, 
und  ergiebt  sich  mit  [i^  =  0,35  und  ^  =  0,9 

X  =  0,1851  —  0,1143  +  0,0833  =  0,1541  Mtr.  >  e, 

h^  =  0,3041  Mtr.,  Äg  =  0,0708  Mtr.  <  0,75  (Äj  +  k) 

zu  nachträglicher  Rechtfertigung  des  Gebrauchs  von  Gl.  (15)  mit  den  an- 

ironommcnen  Wertheu  von  fi^  und  fi^' 


§.  139.   Freie  WandOflTnung  mit  Ansatzgerinne« 

Am  Ende  eines  cylindrischen  Canals  (Zuflusscanals)  befinde  sich  eine 
ki'rticale  Wand  mit  einer  rechteckigen  freien  Oeffnung,  d.  h.  einem  oben 
>feuen  £inschnitte  mit  einem  horizontalen  unteren  Rande  und  zwei  vorti- 
alcn  Soitenrändern.  An  diese  Wandöffnung  schliesse  sich  ein  sogenanntes 
Vnsatzgcrinne  an,  d.  h.  ein  cylindrischer  Abflusscanal  in  solcher  Weise, 
iass  die  Randlinie  der  Wandöffnung  ein  Querprofil  dieses  Canals  ist.  Das 
ni  Ende  des  Zuflusscanals  durch  die  Wand  aufgestaute  Wasser  bildet  daniT 
inen  unvollkommenen  Uebcrfall,  indem  es  die  freie  Wandöffnung  durch- 
trönit,  um  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit  im  Ansatzgerinne  abzufliesson. 
Ht'  Kigenthümlichkeit  dieser  besonderen  Art  eines  unvollkommenen  Ueber- 
illes  besteht  aber  darin,  dass  die  Tiefe  des  horizontalen  Ueberfallrandes 
utor  dem  Unterwasscrspiegel  ein  Maximum,  nämlich  h^  (bei  Beibehaltung 
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der  im  vorigen  §.  gebrauchten  Bachstabonbezeichnangen)  zagleieh  die  dorn 
gleichförmigen  Beharrangszustande  entsprechende  Wassertiefe  im  Abfln^ 
canal  ist;  dabei  wird  das  GeBllle  =  a  des  letzteren  als  hinlänglich  gro^ 
vorausgesetzt,  um  den  Eintritt  dieses  gleichförmigen  Beharrnngszustandes 
schon  in  massiger  Entfernung  von  der  Ueberfallwand  zu  ermöglichen. 

Sofern  nun  hier  h^  ein  vorhältnissmässig  grosser  Theil  von  k^  zo  sein 
pflegt,  kann  nach  Gl.  (9)  und  (11)  im  vorigen  §.  gesetzt  werden: 


Q  =  llbh,y2gih  +  kj  =  fibh,  j/-  J^^^^, 1  • 

unter  n  das  Verhältuiss  der  Wasserquerschnitto  im  Ansatzgerinne  ond  im 
Zuflusscanal  (am  Anfang  der  Stromschnelle  vor  der  Ueberfallwand  vtr- 
staudon. 

Schliesst  sich  das  Ansatzgerinne  an  eine  freie  Oeffnung  in  der  Soitcih 
wand  eines  grösseren  Behälters,  so  wird  mit  ^  =  0,  n  =  0: 


Q=(ihh^y/2gh  =fihhty2ff(h^  —  h^) ,'2. 

In  Folge  der  besonderen  Bedeutung  von  h^  steht  nun  aber  dies* 
Grösse  hier  noch  in  einer  anderen  Beziehung  zu  Q,  die  ausserdem  namont- 
lieh  vom  Gefälle  a  des  Ansatzgerinnes  abhängt;  nach  §.  126,  Gl.  (13)  und  14 
ist  nämlich 

-—  =  k  yra  mit  k  = ,  r  =  - — j—  — - *  * 

unter  A  und  B  Coefficienten  verstanden,  die  von  der  Beschaffenheit  li«: 
Wände  dos  Ausatzgerinnes  sowie  von  a  abhängig  sind  und  (dort  mit  «  c*^  i 
b  bezeichnet)  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  entnommen  werden  küoLo 
Durch  Gl.  (2)  und  (3)  sind  zwei  der  Grössen 

Q    b     hl    h^    a 

bestimmt,  wenn  die  ttbrigen  gegeben  sind  und  (i  bekannt  ist.  Zur  AU 
leitung  von  fi  aus  Versuchen  mttssten  alle  diese  Grössen  aasser  eiiF: 
durch  Messung  bekannt  sein. 

Dergleichen  Versuche  von  Lesbros  mit  Ansatzgeriunen  von  h  =  ••.:? 
Mtr.  Breite  und  «  =  0  bei  3  Mtr.  Länge  oder  o  =  0,1  bei  2,5  Utr 
Länge  haben  wenig  praktischen  Werth.  In  dem  horiaontalen  GeriL  ■ 
(rt  =  0)  konnte  ein  gleichförmiger  Beharrungszostand  dos  ibfliessevlc 
Wassers  gar  nicht  eintreten,  musste  vielmehr  die  Wassortiofe  bis  n- 
Ende  stetig  abnehmen  und  das  Versuchsresultat  durch  die  niflllig  beont'"- 
Länge  des  Gerinnes  =  3  Mtr.  wesentlich  bedingt  sein.    Bdi  d^m  nxu  - 
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wöiiulich  grosson  GefiLilo  a  =  0,1  war  dagegen  h^  so  klein  im  Vergleich 
mit  Aj,  daas  Gl.  (2)  anf  diesen  Fall  nicht  passt  nnd  die  Verhältnisse  sich 
denen  eines  freien  Ausflusses  nähorten;  auf  Grand  der  Gleichung 

wurden  in  der  That  die  Werthe  von  {i  nur  wenig  kleiner,  als  die  in  §.  137 
unter  1)  für  h  =  0,2  Mtr.  angegebenen  gefunden. 

Nach  Dubuat  und  nach  Eytelwein  ist  für  solche  Verhältnisse,  wie 
sie  bei  technischen  Ausführungen  vorzukommen  pflegen,  in  Gl.  (1)  oder  (2) 
der  Coefficient  fi  =  0,76  —  1  zu  setzen,  wachsend  mit  den  Dimensionen 
des  Abflusscanals,  dagegen  um  so  kleiner,  je  vollständiger  und  vollkommener 
die  Contraction  sich  ausbilden  kann*.  Bei  der  Unsicherheit  dieser  weiten 
Grenzen  dürften  einstweilen  auch  für  den  vorliegenden  Fall  die  Borne- 
mann'schen  Versuche  mit  unvollkommenen  Ueberfällen  den  znv9rlässigsten 
Anhalt  gewähren.  Setzt  man  danach  für  den  Fall,  dass  nur  am  unteren 
scharfkantigen  Rande  Contraction  stattfindet  (abgesehen  von  der 
oberen  Contraction  durch  Senkung  der  Wasseroberfläche  in  der  Strom- 
schnelle) 

(i  =  0,92     gemäss  Gl.  (10)  im  vorigen  §., 

50  mag  nach  Analogie  von  §.  84  unter  4)  bei  vollkommener  Contrac- 
tion auch  an  den  Seiten: 

fi  = ^-^- nahe  =  0,92  (l-0,14  j-^-A  .  (4) 

j?eisetzt  werden;  wenn  aber  anch  am  unteren  Rande  durch  Abrun- 
•long  die  Contraction  als  aufgehoben  zu  betrachten  ist: 


(5). 


Als  Beispiel  diene  die  folgende  Aufgabe  d'Aubuisson's**: 
Ans  einem  Flussbassin  (einer  sogen.  Anspannung)  wird  ein  Quantum 
Wasser  unter  der  Bedingung  gekauft,  dass  dasselbe  durch  einen  recht- 
winkligen, 4  Mtr.  breiten  Ausschnitt  in  der  Dammkappe,  dessen  Schwelle 
2  Mtr.  unter  dem  tiefsten  Wasserstande  des  Bassins  angeordnet  ist,  ab- 
geleitet werde.  Das  gekaufte  Wasser  soll  nach  einer  265  Mtr.  entfernten 
^ti'Ue  zum  Wasserradbetriebe  und  zwar  in  der  Weise  fortgeleitet  werden, 

•  M.  Rühlmann,  Hydromechanik,  S.  328. 
**  Trait^  d'hydraulique ,  p.  150  nach  M.  Rühlmann^s  Hydromechanik, 
l  330. 
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dass  der  Wasserspiegel  am  Ende  des  mit  gleichem  Querschnitt  an  den 
Ausschnitt  sich  anschliessenden  Loitungscanals  0,44  Mtr.  unter  dem  NiTcao 
des  Sammelbehälters  beim  kleinsten  Wasser  desselben  liegt  W^elche  Wasser- 
menge  (Q)  wird  hiemach  (bei  dem  vorausgesetzten  niedrigsten  Wasserstandt^^ 
der  Canal  fortzuleiten  haben,  welches  relative  Gefälle  (a)  wird  dersclb»} 
erhalten  müssen,  und  wie  gross  wird  die  Wassertiefe  (A,)  in  ihm  sein? 
Von  den  5  Grössen  Q,  3,  A^,  A,,  a  sind  hier  nur  zwei: 

b  =  4:  Mtr.,  Äi  =  2  Mtr. 

gegeben,  dagegen  hat  man  zur  Berechnung  der  übrigen,  wenn  /  =  265  Mtr. 
die  gegebene  Länge  des  Canals  bedeutet,  ausser  den  Gleichungen  (2)  uii-l 
(3)  noch  die  weitere  Bedingung: 

h^  —  h^-\-la  =  0,44,  also  ä^  — 265a  =  1,56. 

Bei  ringsum  scharfkantigem  Rande  des  Einschnitts  wäre  nach  GL  (4^ 

ß  =  0,92  (l  -0,14  ^^-p^)  =  0,877, 

wofür  aber  nach  Schätzung  fi  =  0,9  gesetzt  werde  besonders  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  schon  durch  die  gegen  die  Lothredite  geneigte  Las* 
der  dem  Bassin  zugekehrten  Scitenobcne  des  Dammes  die  Contraction  ars 
unteren  Rande  der  Oeffnung  geschwächt  wird  (d'Aubuisson  sctxt  bi* 
fi  =  0,905).  Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  der  Canal  in  Bnirt- 
steinen  ausgeführt  wird,  kann  nach  §.126  sein  Rauhigkeitscoefficient  n  - 
0,017  gesetzt  werden.    Nimmt  man  nun  h^  versuchsweise  zwischen  1..''' 

und  2  Mtr.  an,  so  findet  man  dazu  a  =  -^—^nT — >  damit  und  mit  » 

0,017  die  Coofficientcu  A  und  B  nach  §.126,  dann  der  Reihe  nach  r.  i 
und  Q  nach  Gl.  (3),  endlich  auch  Q  nach  Gl.  (2),  und  ist  nun  die  Ann.il/«' 
von  h^  so  lange  zu  corrigiren  bis  beide  Werthe  von  Q  genügend  fibcn  ii- 
stimmen.   Auf  diese  Weise  ergiebt  sich: 

A,  -=r  1,809  Mtr.,   a  =  0,00094,   Q  ^  12,61  Cubikm.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  das  Ansatzgerinne  nicht,  «i: 
hier  vorausgesetzt  wurde,  einen  ebenen  Boden  mit  dem  Gefälle  «  un%l  >*:- 
ticale  ebene  Seitenwände  hat,  vielmehr  sein  Querprofil  und  ontspnvh'-i 
die  Randlinie  der  Wandöffnung  von  irgend  eiuer  anderen  Form  ist.  ^un 
Gl.  ri)  und  (3)  gesetzt  werden  kann: 


&  140. 
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Q  =  JiFyra    ttät  k  = 


1  + 


JB 


F 

P 


V' 


(7), 


unter  F  den  Wasserquerschnitt  im  Ansatzgerinne  und  unter  p  das  benetzte 
Querprofil  desselben  verstanden.  Der  Werth  von  fi  ist  dann  aber  nicht  mit 
gleicher  Annäherung  wie  oben  auf  Grund  bekannter  Erfahrungen  anzugeben. 


§.  140.  Aufstan  des  Wassers  durch  seitliche  Qaerschnittsverengrung. 

Eine  Querschnittsverengung  des  Wasserstroms  nach  der  Breite,  näm- 
lich durch  Wände  mit  verticalen  Rändern,  die  bis  zum  Canalboden  hinab- 
reichen, wird  namentlich  bei  Flüssen  durch  Brückenpfeiler  verursacht. 
Ist  dabei  für  den  unverengten  und  im  gleichförmigen  Beharruugszustande 
befindlichen  Fluss: 
a  die  mittlere  Tiefe,  6  die  Wasserbreite  entsprechend  der  Wassermenge 

Q  =  ahu^  also 
u  die  mittlere  Geschwindigkeit,  ist  ferner  bei  gleicher  Höhe  der  freien 

Wasseroberfläche 
ij  die  durch  die  Pfeiler  verminderte  Wasserbreite, 
«1  die  möglicher  Weise  zugleich  etwas  veränderte  mittlere  Tiefe  zwischen 

den  Pfeilern,  und  ist  endlich 
h  die  Höhe  des  durch  die  Querschnittsverengung  verursachten  Staues, 
d.  h.  die  Höhendifferenz  des  Ober-  und  Unterwasserspicgels  etwas 
stromaufwärts  resp.  stromabwärts  von  den  Pfeilern,  nämlich  am  An- 
fang der  Stromschnelle  vor  resp.  jenseits  der  Wellen  und  Wirbel 
hinter  den  Pfeilern, 
^o  kann  nach  Analogie  der  für  unvollkommene  Ueberfälle  bei  verhältniss- 
niässig  kleiner  Höhendifferenz  h  geltenden  Gleichung  (9)  in  §.  138  gesetzt 
werden: 

1  r      Q      1« 


Q  =  fia^h^  y2g{h  +  k)  mit  k  =-. 


vorausgesetzt  dass  der  gewöhnlich  nur  kleine  Aufstau  mit  keiner  erheb- 
lichen Yergrösserung  der  ursprünglichen  Wasserbreite  b  verbunden  ist. 
i>araus  ergiebt  sicfi  für  die  Stauhöhe: 


/     «    y_r        Q       V'(    ah    V      /      a     yl    ^, 
^{la^b^J         L(«  +  ft)ii  L\/««i*i/         \«  +  A/  . 


=  2gh 
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[Kfia^b^J        \a  +  hj 


u« 


;i. 

worin  gewöhnlich  a^  =  a  gesetzt  und  anf  der  rechten  Seite  wenigstens 
behnfs  einer  ersten  Annäherung  h  neben  a  vernachlässigt  werden  kano. 
Was  den  Cocfficienten  fi  betrifft,  so  ist  nach  Eytelwcin,  Navier  und 
Gauthey  anzunehmen: 

^  =  0,85  bei  Pfeilern  mit  rechteckigem  Horizontaldurchscbnitt,  al««) 
ebener  und  vom  Wasserstrom  rechtwinkelig  getroffener  VorderÜächo, 

fi  =0,9  —  0,95  bei  Pfeilern,  deren  Vordertheil  unter  einem  grösseren 
oder  kleineren  Winkel  ebenflächig  zugeschärft  ist, 

(i  =  0,95  bei  halbkreisförmig  abgerundetem  Vordertheil, 

fi  =  0,95  —  0,98  hei  spitzbogenförmig  abgerundetem  und  zugleich  zu- 
geschärftem Vordertheil  der  Pfeiler. 

Bei  der  Schwierigkeit  der  diesen  Angaben  zu  Grunde  liegenden  Mes- 
sungen von  h  (erschwert  besonders  durch  die  im  Vergleich  mit  k  sellM 
oft  nicht  unbeträchtlichen  Unregelmässigkeiten  der  freien  Wasseroberfläch« 
kann  ihnen  eine  grosse  Sicherheit  nicht  zugeschrieben  werden.  Auch  virL 
da  die  Contraction  nicht  nur  von  der  Gestalt,  sondern  auch  von  der  6n  i* 
der  Pfeiler  abhängt,  und  der  Aufstau  nicht  nur  durch  die  vergrössert' 
Geschwindigkeit  im  verengten  Querschnitt,  sondern  auch  durch  die  ReibnLj 
des  Wassers  an  den  Pfeilern  bedingt  wird,  der  Coef6cient  fi  ohne  Zweif«. 
zugleich  von  der  Zahl,  von  der  Länge  und  Breite  und  von  der  Oberflichen- 
beschaffenhoit  der  Pfeiler  abhängig  sein,  so  dass  die  obigen  Werthe  von  u 
nur  als  für  mittlere  in  diesen  Beziehungen  übliche  Verhältnisse  pas^*r.if 
betrachtet  werden  können. 


IV.  Bewegung  freier  Wasserstrahlen. 

§.  Ul.   Steighöhe  8|»rlngen4er  Strahlen.    ErfaliniiiyBreraliale, 

Die  ältesten  Versuche  über  die  Höhe,  bis  zu  welcher  ein  ans  ein-  r 
Mflndung  in  die  freie  Luft  vertical  aufwärts  ausfliessender  Wasservtr^ 
unter  übrigens  gegebeneu  Umständen  aufsteigt,  wurden  zu  Anfang  o  - 
vorigen  Jahrhunderts  von  Mariotte  angestellt  bei  Druckhöhon  bis  ". 
35  par.  Fuss  mit  kreisHirmigon  Mündungen  in  der  dünnen  Wand  von  \ 
4  und  6  Linien  Weite.  Spätere  Versuche  von  Bossnt,  Weisbach  «l**!^ 
und  von  Baumgarten  waren  kaum  ebenso  umfassend  wie  jene  ähcst  :. 
so  dass  sie  höchstens  zur  Controle  der  Mariotte^schen  Venucbe,  uul* 
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aber  zur  nftfaeren  Feststellang  des  dadurch  noch  sehr  unbesümint  gelassenen 
Gesetzes  dienen  konnten,  nach  welchem  die  Steighöhe  von  der  Ausfluss- 
geschwindigkeitshöhe  sowie  von  der  Form  und  Weite  der  Mündungen  ab- 
hängt. Ausgedehntere  Versuche  darüber  sind  erst  1856  und  1859  von 
Weisbach  bei  Drnckhöhen  bis  zu  21  Mtr.  mit  verschiedenen  Mündungen 
and  Mundstücken  von  4  bis  25  Millim.  Mündungsweite  angestellt  worden*. 
Ist  H  die  Ueberdruckhöhe  des  ausfliessenden  Wassers,  gemessen  an  einer 
Stelle  dicht  vor  der  Mündung  resp.  dem  Mundstück  und  vermindert  um 
die  kleine  Höhe  der  Mündungsebene  über  dieser  Stelle,  also 

fl-=(i  +  S)Ä, 

unter  h  die  Ausflussgeschwindigkeitshöhe  und  unter  g  den  Widerstands- 
coefficienten  der  Mündung  resp.  des  Mundstücks  verstanden,  ist  forner  « 
die  von  der  Mündungsebene  aus  gerechnete  Steighöhe  des  vertical  auf- 
steigenden Strahls,  so  hatte  Mariotto  aus  seinen  Versuchen  für  Kreis- 
mündungen in  der  dünnen  Wand  die  Formel  abgeleitet: 

H  =  s  l\  -\-  -^z-z^    für  den  par.  Fuss  als  Längeneinheit, 

=  Ä  (1  +  0,01026«)  für  das  Meter   „  „ 

insbesondere  entsprechend  den  Mündungen  von  6  Linien  Weite;  für  die 
engeren  Mündungen  wurde  die  Widerstandshöhe  =  II — s  ihrer  Weite 
nngefthr  umgekehrt  proportional  gefunden.  Bossut  fand  den  Einfluss 
der  Mündungsweite,  also  der  Strahldicke,  in  demselben  Sinne  nicht  ganz 
so  bodentend,  constatirte  aber  einen  Einfluss  der  Strahlrichtung  insofern 
als  eine  kleine  Abweichung  derselben  von  der  Lothrechten  eine  merkliche 
Vergrösserung  der  Steighöhe  bewirkt.  D'Aubuisson  setzte  auf  Grund 
der  Yersuche  von  Mariotte  und  Bossut: 

Kach  Weisbach  stimmen  diese  Formeln,  deren  bestimmte  Zahlen- 
coefficienten  wesentlich  an  die  Voraussetzung  einer  kreisförmigen  Mündung 
von  ungefähr  6  par.  Linien  =  13,5  Millim.  Weite  in  dünner  Wand  ge- 
bunden sind,  selbst  ihrer  allgemeinen  Form  nach  nur  für  J7  <<  5  Mtr. 
genOgend  mit  den  thatsäcl^ichen  Verhältnissen  überein.  Er  legte  der  Ver- 
gleichang  seiner  Versuche  die  Formel 

^         (1) 


zu    Grunde,  indem  er  die  Cocfficienten  «,  j3,  7  für  die  verschiedenen 
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Weiten  und  Arten  von  Mündungen  besonders  bestimmte.  Bei  gruss^L 
Werthen  von  H  verliert  sie  zwar  auch  ihre  Anwendbarkeit;  denn  da  t< 
nicht  denkbar  ist,  dass  von  einer  gewissen  Grenze  an  8  abnehmen  sollte. 
während  H  wächst,  vielmehr  höchstens  s  asymptotisch  einer  gewissen  Greii?«' 
sich  nähern  wird,  während  H  ohne  Ende  zunimmt,  so  kann  61.  ''l)  nnr  M^ 
zu  solchen  Werthen  von  iST  zutreffend  sein,  die  kleiner  als  diejenigen  =  //, 
sind,  für  welche 

=  max,  ist,  nämlich: 


a  +  iSJ?  +  ym 


a  +  ßn-\-  ym-n{ß  +  2770-0;  n=\  ^ 


=^ir^  .  '2 


Bis  zu  2/  =  iTi,  unter  H^  den  oberen  Grenzwerth  von  ff  bei  seinen  be- 
treffenden Versuchen  verstanden,  fand  übrigens  Weisbach  die  GL«,!  ^^ 
entsprechender  Bestimmung  von  a,  ß^  y  stets  in  guter  UebereinstimmaiiJ 
mit  den  Versuchen;  ob  sie  auch  noch  mehr  oder  weniger  darüber  hiDäu> 
mit  Zuverlässigkeit  •  zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  wird  davon  abhäu;:^:. 
ob  H^  mehr  oder  weniger  -<  ff^  war. 

Von  allgemeinen  Resultaten  der  Weisbach 'sehen  Versuche  >i)i 
folgende  bemerkenswerth : 

1)  Bis  zu  7/  =  2  Mtr.  ist  ohne  merklichen  Fehler: 

'  =  '-1  +  1 

g 

2)  Unter   übrigens    gleichen  Umständen   ist  --   um  so  grösser.    • 

grösser  das  Verhältiiiss  des  Inhaltes  zum  Umfange  der  Mündang  ist,  :.i- 
besondere  also  grösser  bei  kreisförmigen,  als  bei  quadratischen  and  ani* "- 
gestalteten  Mündungen. 

3)  Bei  innen  abgerundeten  kurzen  cylindrisclicn  und  conischen  Ao- 
satzröhren,  bei  denen  keine  oder  nur  eine  sehr  schwache  Contraction  «1  • 

austretenden  Strahls  stattfindet,  ist    -  grösser,  als  bei  Mündungen  in  •!  ' 

dünnen  Wand,  vermuthlich  weil  der  im  letzteren  Falle  mit  periodisch  *)- 
wechselnden  Anschwellungen  und  Zusammenziehangen  empor  8tei|;oft*> 
Strahl  dadurch  mehr  Veranlassung  zu  Widerständen  bietet 

Bei  den  folgenden  Angaben  über  die  aus  den  einzelnen  Vers«i-:i- 
reihen  abgeleiteten  Worthe  der  Coefficienten  «,  ft  y  von  GL  1    K- 
deutet  d  den  Durchmesser  einer  kreisförmigen  Mündung  in  Miülmt-t-  r 
während  11^  und  TT,  (in  Metern  ausgedrückt)  die  oben  angefllhrU^n  !■.- 
deutuugen  haben. 
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a.   Mündungen  in  der  dünnen  Wand. 
a.   Kreisförmige  Mündungen. 


a 


4,0 

7,1 
10,0 

14,1 
25,5 


1 
1 
1 
1 
1 


Hl 


0,02631 
0,01035 
0,01158 
0,00778 
0,00094 


0 
0,001185 
0,000582 
0,000604 
0,000228 


2,6 
12,6 
21,8 
17,9 
13,7 


29,0 
41,5 
40,7 
66,2 


Hiernach    ergeben'  sich  für  diese  Durchmesser  d  und  für  verschiedene 


Werthe  von  H  beispielsweise  die  folgenden  Verhältnisse 


s 


ff' 


H 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 


d  =  4 


d  =  7,1 


10  \d  =  14,1 


0,974 
0,950 
0,927 
0,905 


0,988 
0,976 
0,960 
0,943 
0,925 
0,905 
0,885 
0,863 
0,841 
0,818 
0,796 
0,772 
0,749 
0,726 
0,703 
0,681 


0,988 
0,976 
0,962 
0,947 
0,933 
0,917 
0,901 
0,885 
0,869 
0,853 
0,835 
0,818 
0,801 
0,784 
0,766 
0,750 
0,733 
0,716 
0,699 
0,683 


0,992 
0,982 
0,972 
0,961 
0,949 
0,936 
0,923 
0,908 
0,894 
0,879 
0,863 
0,847 
0,831 
0,815 
0,798 
0,782 
0,765 
0,749 
0,732 
0,716 


d  =  25,5 


0,999 
0,997 
0,995 
0,993 
0,990 
0,986 
0,982 
0,978 
0,974 
0,969 
0,963 
0,958 
0,951 
0,945 
0,939 
0,932 


{i.  Eine  quadratische  Mündung  von  7,8  Millim.  Seitenlänge,  also  un- 
pcc&hr  gleichem  Inhalt  mit  der  kreisförmigen  Mündung  yon  10  Millim. 
Darchnu,  (Jffi  =21,1  Mtr.)  gab: 

a  =  1 ;     ß  =  0,02024  ;     /  =  0,000940 ;     (/T,  =  32,6  Mtr.), 
also   bei  gleichem  ff  ein  bedeutend  kleineres  «,  als  die  kreisförmige  Mün- 
dang  von  gleicher  Grösse. 
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b.   Conische  und  conoidische  Mundstücke. 


a.  Kurzes  conoidisches  Mandstflck  mit  allmähligem  Uebergang  i. 
die  ebene  Gefasswand  nach  innen  nnd  cylindrischem  Verlauf  nach  iu^-^i 
zu  der  10  Millim.  weiten  Mündung.    (^^  =  17,8  Mtr.) 

a  =  1,0272  ;     ^i  =  0,00048  ;     /  =  0,000956 ;     (JT,  =  32,8  Mtr. 


H 


1 
2 
3 
4 
5 


0,972 
0,969 
0,964 

0,958 
0,950 


6 
7 

8 

9 

10 


0,940 
0,929 
0,916 

0,*K)1 
0,887 


11 
12 
13 
14 
15 


0,871 
0,855 
0,837 
0,819 
0,801 


16 
17 
18 
19 
20 


0,781 
0,762 
0,744 
0,725 
0,705 


^.  Kurzes  couischos  Mundstück  mit  innerer  Abrundnng  von  I<* 
Millim.  Mündungs weite,  20  Millim.  Weite  am  inneren  Ende,  40  Mülr. 
Länge.    (TTj  ==  20,5  Mtr.) 

a  =  1,0162  ;     ß  =  0,0071 1 ;     y  =  0,000406 ;     (JT^  =  50,0  Mtr. 


H 


8 

H 


H 


H 


1 

0,977 

2 

0,969 

3 

0,961 

4 

0,952 

5 

0,942 

6 

0,932 

7 

8 
9 

10 
11 
12 


0,921 
0,010 
0,898 
0,886 
0,874 
0,862 


13 
14 
15 
16 
17 
18 


0,850 
0,838 
0,824 
0,810 
0,797 
0,784 


19 
i  20 
21 
22 
23 
24 


0,770 
0,01 
0,744 
0,730 
0,717 
0,704 


/.  Längeres  conisches  Mundstück  mit  innerer  Abmndang  von  1 
Millim.  Mündungsweite,  38  Millim.  Weite  am  inneren  Ende,  145  Mil'* 
Länge,    (//j  =18,1  Mtr.) 

a  -.r.  1,0453  ;     ß  =  0,00037  ;     y  =  0,000859 ;     (i7,  =  34,9  MJr 


1 

«       i 

H 

1        i_ 

p 

u 

ff 

r 

H       ' 

!            ^i 

ii 

1     l 

0,95.-1 

6 

0,928 

11 

0,867 

•> 

0,9,')2     ! 

7 

0,918 

12 

0,85:) 

a 

0,919     ' 

8 

0,W7 

13 

0,837 

1 

(K9I2     1 

9 

0,894     1 

i   14 

0,820 

.    ;» 

o,9:5<; 

10 

o.ssi 

ir> 

0,S04 

H 


9 

ii 


16 
17 
18 
19 
2t) 


0,7tÄI 
tli,752 
KKIM 
UJI6 
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d.  Längeres  und  weiteres  conisches  Mandstack  mit  innerer  Ab* 
rnodang  Ton  14,1  Millim.  Müudungsweite,  38  Millim.  Weite  am  inneren 
Endo  und  105  Millim.  Länge,  erhalten  aus  dem  vorigcu  Mundstück  durch 
Verkürzung  um  40  Millim.    (7/^  =  13,5  Mtr.) 

a  ^  1,0216 ;     ß  ^^  0,00239  ;     /  =  0,000327  ;     (iTj  -^  55,9  Mtr.) 


H 


8 

H 


H 


8 

H 


H 


8 

H 


il 


1 
2 
3 
4 


0,977 
0,973 
0,9G9 
0,965 


5 
6 
7 

8 


0,960 
0,954 
0,949 
0,942 


9 
10 
11 
12 


0,935 
0,928 
0,920 
0,911 


H 


8 

H 


13 
14 
15 
16 


0,903 
0,894 
0,884 
0,874 


fr.    Conische  Ansatzröhre   mit   innerer  Abrundung    von   16    Millim. 
Mundungsweite,    51   Millim.  Weite  am   inneren  Ende  und   245   Millim. 
Länge.    (Versuche  nur  mit  grösseren  Druckhöhcu  von  5,3  Mtr.  bis  5^  = 
17,7  Mtr.) 
n  =  1,060-,     ß  =  —0,00529;     y  r^  0,000718;     (/fj  ^  38,4  Mtr.) 


H 


s 
H 


H 


8 

H 


H 


8 

H 


H 


s 
H 


5 
6 
7 

8 


1 

0,950 

9 

0,934 

13 

0,898 

17 

0,949 

10 

0,927 

14 

0,887 

18 

0,945 

11 

0,918 

15 

0,876 

19 

0,940 

i    12 

0,909 

16 

0,863 

20  • 

0,849 
0,835 
0,820 
0,806 


c.   Gylindrische  Ansatzröhren. 

f:.    Versuche  mit  einer  Röhre  von  10  Millim.  Weite  und  50  Millim.  liingo 
>hne    innere  Abrundung  ergaben  für  II  =  0,55  bis  2,58  Mtr.  mit 


s 


lohr  geringen  Unterschieden  —  ==:  0,683  im  Mittel.  Anderen  Versuchen 

iifolpe  ergab  sich  der  Ausfluss-  oder  Geschwindigkeitscooflficient  ftlr  die- 
^•Ibe  Röhre:  (i=  rp  =  0,825,  und  ist  also  die  Ausflussgeschwindigkoitshöho 


u 


8 


=   h 


H 


=  ^^n^  0,681  II 


Lst  genau  =  der  Steighöhe  «,  woraus  geschlossen  worijon  kann,  dasa  dor 
om  aufsteigenden  Strahl  eigenthtlraliche  (von  dor  Mündung  odor  dorn 
[aiidstack  unabhängige)  Widerstand  bei  massigen  Steighöhen  Rohr  goriiig, 
jiss  insbesondere  auch  der  Druck  des  zurückfallenden  Wassers,  dor  von 
IT  Steighöhe  kaum  wesentlich  abhängig  sein  kann,  stets  von  untorgeonl- 


(Im 
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notcm  äinflasse  ist;  eine  Folgerung,  die  freilich  in  Widersprach  zn  sein 
scheint  mit  der  Beohachtung  Bossut's,  dass  eine  kleine  Neigung  de< 
Strahls  gegen  die  Lothrechte  eine  merkliche  Yergrösserung  der  Steighöhe 
zur  Folge  hat. 

ß.    Dieselbe  Röhre  mit  innerer  Abrundung  lieferte  ein  ähnliche^ 

Ergebniss.  Bei  J9^=  0,38  bis  2,58  Mtr.  war  im  Durchschnitt  ~  =  0,93y, 

während  durch  andere  mit  Wassermessung  verbundene  Versuche  für  dii^- 
selbe  Ansatzröhre  /m  ==  g?  =  0,97  gefunden  wurde  entsprechend 

-2^  =  *  =  rf  1  =  ^*^  =  ^'^*'  ^- 

Versuche,  welche  Weisbach  bei  grösseren  Druckhöhen  mit  cylindri- 
schen  Ansatzrühren  anstellte,  sind  von  geringerem  Interesse,  da  dergleichen 
zu  technischen  Ausführungen  von  springenden  Strahlen  kaum  Verwendunir 
finden.  — 

In  Betroff  der  Steighöhe  hohler  Strahlen,  und  zwar  bei  aehr  be- 
deutenden Druckhöhen,  wurden  von  M.  Rühlmann  einige  Measungen  ol 
der  grossen  Fontaine  zu  Herrenhausen  ausgeführt.*  Die  Mündung  der- 
selben ist  eine  Kreisringfläche  mit  conischer  Wasserzuleitung,  ihr  äas.<4»p-: 
Durchmesser  =  268  Millim.,  der  innere  =  259  Millim.,  also  die  Bnit 
=  der  Wanddicke  des  hohlen  Strahls  dicht  oberhalb  der  Mündung  =  4,'> 
Millim.  Durch  besondere  Versuche  wurde  der  Ausflusscoefficient  fi  =  i\:»t 
gefunden;  was  aber  das  Verhältniss  der  Steighöhe  s  zur  Dmckhöhe  //  ^  r 
der  Mündung  betrifft,  so  ergab  sich: 

-^  =  0,865   für  ür=  33,6  und  ^  =  0,831   für  iT  =  36,1  Mtr 

'  Dürfte  man  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Umfang  der  Mündn  . 
als  vorzugsweise  maassgebend  für  dieses  Verhältniss  betrachtea,  so  «l*- 
wenn  auch  wegen  der  im  Inneren  des  hohlen  Strahls  ohne  Zweifel  nr 
geringen  Bewegung  der  Luft  vom  inneren  Umfang  der  Ringil&che  nnr 
kleiner  Theil  mitgerechnet,  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  UoillaBir  li^ 
nur  wenig  <^  4,5,  etwa  =  4  Millim.  veranschlagt  wird,  der  Torliei^L 
hohle  Strahl  in  der  fraglichen  Hinsicht  zu  vergleichen  mit  einem  \A\ 
Strahl  von  höchstens  etwa  16  Millim.  Durchm.  an  der  Mündung.    Imi' 

aber  selbst  bei  77  =  36  Mtr.  das  Verhältniss  —  noch  grösser  fEefnnc«- 

wurde,  als  es  nach  Weisbach's  Versuchen  der  conischen  Ansalxrölire  \*- 

*   Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  S.  48U. 
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16  Millim.  Mflndangsweite  bei  Jff  =  20  Mir.  entsprochen  würde,  so 
scheint  daraus  gefolgert  werden  zu  müssen,  dass  ausser  dem  Widerstände 
zwischen  Wasser  und  Luft  an  der  Oberfläche  des  Strahls  noch  ein  anderer 
wesentlich  mitbestimmend  einwirkt,  der  (vermuthlich  von  inneren  relativen 
Bewegungen  der  Wassertheilchen  gegen  einander  herrührend)  bei  einem 
vollen  Strahl  grösser  ist,  als  bei  einem  hohlen. 


§.  142.   Yersneh  einer  theoretischen  EntwielEeliuig. 

Die  Steighöhe  eines  springenden  Wasserstrahls  wird  offenbar  durch 
so  mannigfache  und  complicirto  Einflüsse  bedingt,  dass  eine  in  befrie- 
digendem Maasse  zutreffende  Analyse  und  mathematische  Formulirung  der- 
selben kaum  zu  gewärtigen  ist.  Indessen  könnte  man  wenigstens  versuchen, 
'hs  Gesetz,  nach  welchem  diese  Steighöhe  s  für  den  einfachsten  Fall  einer 
> ollen  kreisförmigen  Mündung  von  ihrem  Durchmesser  und  von  der 

Höbe  h  =  —-  abhängt,  die  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  (im  kleinsten 
2y 

tjaerschnitte  des  event.  coutrahirten  Strahls)  entspricht,  seiner  allgemeinen 
Form  nach  durch  eine  theoretische  Entwickolung  richtiger  darzustellen, 
th  es  durch  die  bisherigen  lediglich  empirischen  Formeln,  insbesondere 
Jurch  die  Weisbach'sche  Gleichung  (1)  im  vorigen  §.  erreicht  wird. 
[>t'nn  abgesehen  davon,  dass  die  letztere  nur  eine  Beziehung  zwischen  s 
ind  II  =  {1  -f-  S)  Ä  zum  Ausdruck  bringt,  thut  sie  auch  dies  in  einer 
•Veist»,  welche  nur  für  ziemlich  eng  begrenzte  Werthe  von  II  mit  ge- 
rn jronder  Annäherung  zutreffend  sein  kann,  für  grössere  Werthe  von  II 
in  geradezu  widersinniges  Resultat  giebt,  in  der  Grenze  schliesslich  a  =  0 
rir    n  =  oo, 

Aehnlich  wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  Röhre  (§.  90) 
aiin  auch  hier  ein  Widerstand  an  der  Oberfläche  und  ein  anderer  im 
fjncren  des  Wasserstrahls  unterschieden,  entsprechend  die  specifische  Widcr- 
aiidshöhc  B^  (Widerstandshöhe  pro  Längeneinheit  =  Widerstandsarbeit 
rn  Gewichtseinheit  Wasser  und  pro  1  Mtr.  Strahlhöhe)  in  zwei  Theilo 
',  und  /j  zerlegt  werden.  Von  demjenigen  Theil  =  /j,  welcher  der 
iiioren  Reibung  entspricht,  ist  anzunehmen,  dass  er  dasselbe  Gesetz  bo- 
•Icrt  wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  cylindrischen  Röhre,  so 
iiKe  der  continuirliche  Zusammenhang  des  Strahls  erhalten  bleibt  und  die 
asserthoilchen  sehr  schwach  gekrümmte  Bahnen  verfolgen,  wie  es  wenigstens 
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Im  unteren  Theilo  des  Strahls  bis  za  einer  gewissen  Hdho  der  Fall  i<t. 
ist  also  für  den  Qaerschnitt  in  der  Höhe  x  über  der  Mündung 

y  der  Durchmesser, 

%  die  mittlere  Geschwindigkeit, 

z  =  t%  die  Umfangsgeschwindigkeit  (e  <<  1),  so  ist  nach  §.  90,  GL  r  li\: 

32Äa  —fr)Z            _    s 
h'=^  — ~    "i  =  *     y 1  . 

7        y        y 

unter  y  das  spccif.  Gewicht  des  Wassers  und  unter  R  die  Constante  der 
inneren  Reibung  verstanden. 

Der  Widerstand  an  der  Oberfläche  des  Strahls  ist  hier  von  andenr 
Art  wie  derjenige,  welcher  durch  die  Rauhigkeit  der  Wand  einer  Lcitunv-- 
röhre  verursacht  wird;  er  rührt  daher,  dass  eine  gewisse  Luftmassc  dor. .. 
Adhäsion  mit  empor  genommen,  d.  h.  die  oberflächliche  Geschwindigkt^it  :' 
des  Wasserstrahls  ihr  mitgetheilt  wird.    Gemäss  den  YorstoUangen  y*  ;i 
Wesen  des  Gaszustandes  (§.  51)  wird  nämlich  die  Strahlobcrfläche  bestäa«i:j 
von  neuen  Luftmolekülen  getroffen,  denen,  indem  sie  reflectirt  wcnioiu 
neben  ihrer  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  vertheilten  mittleren  Trao^ 
lationsgeschwindigkeit  ü  zugleich  in  verticaler  Richtung  die  Geschwindi?- 
kcit  %  der  reflectirenden  Fläche  mitgetheilt  wird.    Ist  also  m  die  Gesammt- 
masse  der  Luftmoleküle,  welche  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flächenciuh«  i' 
treffen,  somit  m:jty  diese  Masse  pro  1  See.  und  pro  1  Mtr.  Strahlhoh^.  ^ 
ist  mjtyz  dic^  derselben  vertical  aufwärts  pro  See.  ertheilte  Bewegum»^ 
grosso  oder  der  entsprechende  vertical  abwärts  gerichtete  Widerstand  niA 
mjtyz^  die  Arbeit  desselben  pro  Secunde.    Diese  Widorstaudsarbeit  j-r 
1  Mtr.  Strahlhöhe  und  pro  Gewichtseinheit  Wasser  oder  der  betrefft  rj  • 
Theil  der  spccif.  Widerstaudshöhe  ist  folglich: 

E.   ^        ^  -    — ^  a  - -: 

y  ly^ 

Die  Masse  m  lässt  sich  berechnen,  und  so  ein  Urtheil   über  i.* 
Grössenvorhältniss  von  E<^  und  /^  gewinnen.     Ist  nämlich  V'  der  Mitti  !- 
wcrth  der  zur  reflectirenden  Fläche  normal  gerichteten  Geschwindigk*  :*- 
componenten  der  Luftmoleküle,  so  ist  mit  Rücksicht  darao^  dass  durch  •. 
Reflexion  diese  Nonnalgcschwindigkeit  in  —  U'  verwandelt  wird,  der  t  jt 
sprechende  Druck  pro  Flächoieiuheit  (die  Pressung  der  Luft): 

l>  =  w .  2  CT' 

=  der  Aenderung  der  Bewegungsgrösse  im  Sinno  der  Normale  proFUn* 
und  Zeiteinheit  Was  aber  U'  betrifft,  so  denke  man  sich  um  irgcad  rin  - 
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Paakt  A  der  reflecüronden  Fläche  als  Mittelpunkt  mit  dorn  unondlich 
kleinen  Halbmesser  r  eine  der  Luft  zugekehrte  Halbkugel  beschrieben  und 
aus  derselben  durch  zwei  Ereiskegelflächen,  deren  Seiten  mit  der  Flächen- 
normale  die  Winkel  gp  und  (p  -\-  dq>  bilden,  eine  unendlich  kleine  Zone 
beraosgeschnitten.    Das  Yerhältniss  der  letzteren  zur  Halbkugelfläche: 

2jtrstn(p  .rdw 

; — V =  stnwdw 

ist  dann  die  verhältnissmässige  Zahl  der  Luftmolckülc,  die  unter  dem 
Neigungswinkel  9)  gegen  die  Normale  die  Fläche  treffen,  und  da  für  die- 
selben die  mittlere  Normalgeschwindigkeit  =  Ucostp  ist,  ergiobt  sich: 

2  1  ^ 

U'  =  I  Ucosg) .  8tnq>dg)  ^=  U  j  sing) ,  dsinq,  •-=  ~  • 

0  0 

Somit  ist  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  ZT' nach  Gl.  (6)  in  §.51: 

P  P  P  ^ 

unter  T  die  absolute  Temperatur  der  Luft  und  unter  R  die  Constante  der 
Zastaudsglcichung  pv  =  ET  verstanden,  also 

a  = =  —  -^r-.^^  insbesondere  =  0,0832  6* 

r  y^ß9RT 

für  p  =  10333,  7  =  1000,  y  =  9,81 ,  R  =  29,4  und  T  =  285. 
Nach  $.90,  Gl.  (4)  ist  aber  andererseits  der  Cocfficient  h  des  Ausdrucks 
von  /i  für  eine  mittlere  Wassertemperatur  von  etwa  12*^  C. 

h  =  0,000004 

"E           d 
und  somit     /  =  r  y  =  20800  thj (4) 

A         * 
für  mittlere  Verhältnisse.  Hiernach  lässt  sich  annehmen,  dass  in  der  Kegel 
£*,  ;;>  /^  sein  wird,  sofern  nämlich  der  Durchmesser  y  nicht  sehr  kloin  ist. 
Aas  Gl.(l)  und  (2)  folgt  nun  die  Widerstandshöho  für  das  Element 
ix  der  Strahlhöhe: 

dB  =^  B^dx  —  (K   4-  LT dx  ==  (a  "  +  b  -^]  dx 


=  B^dx  ^  (E^  +  /Jrfa;^=  (%  +  *  ^ 


a* 


md  sofern  dieselbe  zusammen  mit  dx  selbst  der  Abnahme  =  —  d  —  der 
liittleren  Geschwindigkeitshöhe  gleich  ist,  ergiebt  sich: 

iso  wegen  yH  =  dh*^  unter  d  hier  den  Durchmesser  nicht  der 
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Mündung,  sondern  dos  kleinsten  Querschnitts  des  contrahirtes 
Strahls  verstanden,  auf  den  sich  auch  die  mittlere  AnsfUss- 
goschwindigkeit  u  bezieht, 


1  r  %d%  .      ^  «         «  * 

«  =  -  / 3 mit    A  = -rr,    B  =z    --,. 


0 

Streng  genommen  sollte  hier  die  Integration  nicht  von  0,  sondern  tol 
einem  kleinen  endlichen  Werth  u^  als  unterer  Grenze  an  ausgeführt  werl«  x 
wenn  u^  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  welcher  am  Gipfel  des  StnLL^ 
die  Wasscrtheilchcn  in  den  Scheitelpunkten  ihrer  aufwärts  convexenBah!:^ 
seitlich  abflicsscn,  oder  es  sollte  von  obigem  Integral  (5)  noch  das  zwisiL'L 
0  und  fli^  genommene  abgezogen  werden,  welches  wegen  Kleinheit  \ol  : 
zwischen  diesen  Grenzen 

«1* 


=  —  I  %d%  = 
3j 


2y 

0 

gesetzt  werden  kann.  Dabei  ist  u^  bestimmt  durch  das  Gleichgcwicbt  •!  r 
aufwärts  gerichteten  Centrifugalkraft  und  der  abwärts  gerichteten  Stb^a* 
kraft,  also 

hL  —  „      5-!  —  £ 

unter  q  den  Krümmungsradius  im  Scheitelpunkte  der  Bahnen  verstand  : 
Bei  geneigten  Strahlen  braucht  zu  dieser  Horizontalgeschwindigkeit  «,  i- 
Gipfel  nichts  von  der  verticaleu  Anfangsgeschwindigkeit  verwendet  -» 
werden,  und  wird  darin  zum  Theil  der  Grund  liegen,  dass  solche  Strahl' 
bei  geringer  Neigung  etwas  höher  steigen,  als  ganz  verticale.  Hier  n  . 
indessen  auch  für  letzteren  Fall  der  in  Rede  stehende  Umstand  ausser  A«  l* 
bleiben,  da  er  ohne  Zweifel  weit  geringfügiger  ist,  als  andere  dcmni»;:-' 
noch  zu  besprechende  Einflüsse,  die  sich  im  oberen  Theil  des  Strai'  ^ 
geltend  machen. 

Aus  Gl.  (5)  ergiebt  sich,  wenn  das  dem  Obigen  zufolge  meist  w  ' 
geordnete  Glied  mit  B  einstweilen  ausser  Acht  gelassen  und  aacb  ■  -' 

8 

von  so  massiger  Grösse  vorausgesetzt  wird,  dass  Au^  ein  der  Einheit  l.  ." 
nahe  kommender  ächter  Bruch  ist: 
ti  ti 

=    ■  /  (1  -     Azl  +  J  V—  .  .  :,  xdz 


1/'  "■  =  :/' 

•V    1  +  A%i  -^J 

0  0 
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2ff\  7  d       ^  5  rf«  7 

oder  nähcrnngsweise: 

mit  cc  =  -  d\2g  .  .  (6;. 


u«  1  h 


2^  ^     ,     4  « 


.  +  H"    '  +  jv* 


Wenn  man  dagegen  bei  sehr  kleiner  Mündongsweitc  d  in  Gl.  (5)  nur  das 
Glied  mit  B  berücksichtigte,  hätte  man 


M 


%d%  ln{\  +  J5««) 


^  /  1  +  B%^  2gB 

0 

Bu^  —  ^  B^u^  +  i  ^3^«  —  . 
2  3 


2yÄ 


=  2.1^-2  J^"  +  -3  rf^«--7 


2^ 
uahc  =  1^  -^-;-  _    =  .*  „nt  ^  =  i  5  y27  .  .  (7). 

Bei  der  gleichen  Form  der  Ausdrücke  (6)  und  (7)  bezüglich  auf  h  kann 

dann  schliesslich  gesetzt  werden: 

h  •         a     ,     3 

s= -.   mit   2^/1  =  -    +    '     (8). 

1  +   2mVä  ^  d     '     d^ 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  «  und  d 

scheint  nun  zwar  den  Versuchen  ziemlich  gut  zu  entsprechen,  und  auch 

was  die  Beziehung  zwischen  s  und  h  betrifft,  ist  es  an  und  für  sich  nicht 

unangemessen,  dass  ihr  zufolge  s  und  h  gleichzeitig  ohne  £nde  wachsen, 

g 

so  jedoch,  dass  das  Yerhältniss  -  sich  der  Grenze  Null  nähert  und  so  a 

h 

schliesslich  von  einerlei  Grössenordnung  nicht  mit  ä,  sondern  mit  Vä  wird. 

Indessen  lassen  doch  die  Weisbach' sehen  Versuche  erkennen,  dass      mit 

wachaeodem  h  schneller  abnimmt,  als  es  nach  Gl.  (8)  der  Fall  wäre.  Der 
Grund  liegt  vermuthlich  darin,  dass  bei  der  Herleitung  dieser  Gleichung 
ein  andauernd  continuirlicher  Zusammenhang  des  Wasserstrahls  und  eine 
einfach  gesetzmässige  Bewegung  aller  Wasserthcilchen  in  sehr  schwach  ge- 
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krümmten  Bahnen  vorausgesetzt  wurde.  Je  höher  aber  das  Wasser  emiK-r 
steigt,  desto  mehr  wird  thatsächlich  von  aussen  nach  innen  fortschreite ni 
der  continuirlicho  Zusammenhang  gestört,  indem  nach  vorhergegangen»': 
Kräuselung  der  ursprünglich  glatten  Oberfläche  mehr  und  mehr  TruptVL 
vorübergehend  oder  dauernd  sich  ablösen,  durch  Mischung  mit  Luft  *\*'T 
Strahl  sich  trübt  und  immer  mehr  Wassertheilchen  in  verschlnngenen  umi 
stark  gekrümmten  Bahnen  zu  bewegen  und  sich  gegenseitig  zn  stosseo  ao- 
fangen.  Der  dadurch  bedingte  Widerstand,  mit  Rücksicht  anf  welch»: 
Gl.  (8)  einer  Correction  um  so  mehr  bedarf,  je  grösser  h  and  s  sind,  Iä.^>T 
sich  zwar  nicht  rationell  näher  analysiren,  so  dass  man  sich  auf  eine  Au- 
nähme  beschränken  muss,  die  ihre  Rechtfertigung  nur  nachträglich  dor.i 
genügende  Ucbereinstimmung  der  resultirenden  Formel  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Versuche  finden  kann;  wenn  man  aber,  unter  s  die  mittlere  Gi- 

schwindigkeit  und  unter  Z  =  —-  die  entsprechende  Geschwindigkeitsh.'b 

in  der  Höhe  z  über  der  Mündung  verstanden,  die  fragliche  WidersUuJ«- 
höhc  dß  für  ein  Strahlelcment  =  ^Zdjr  setzt,  so  erscheint  es  am  ein£acb<^t'^iu 
den  Widcrstandscocfficicutcn  ^  zunächst  versuchsweise  proportional  x.  ct»j 
^=  2  ex  zu.  setzen,  da  die  ihn  bedingenden  Einflüsse  mit  x  wachsen.  Wir 
dann  dieser  Widerstand  der  einzig  vorhandene,  so  müsst^.*  die  Abnahm' 
der  mittleren  Gcschwiudigkcitshöhe  für  das  Strahlelement  dx: 

—  dZ=  dx  -f  dU  -^  (1   -}-  2exZ)dx 

sein,  woraus  die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

^f  f  2cxZ  -[-  1  -=0 
dx 

hervorgeht,  deren  Integral,  unter  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithni-  i 

und  unter  C  eine  von  den  Integrationsgreuzeu  abhängige  Constante  y^'- 

standen, 


:-=  e 


{C-Je      rfr) 

oder  Ze      +  /  «      dx    -  C 

ist.    Daraus  folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  x  =  0^  Z  =  k  zusamn.» 
gehörige  Werthe  sind,  indem  0  als  untere  Grenze  dos  Integrals  jfeaoBUt«« 


wird; 

ex« 


Zc      ~\~  I  ^      e/j?  = 

0 
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nnd  endlich,  sofern  Z  ^  0  für  a;  =  «  ist: 

l  =zje''^dx  ^/(a) (9). 

Hiernach  ist  die  in  Rede  stehende  Widerstandshöhe  fQr  den  ganzen  Strahl: 

Ä «   =  /(«) S 

uud  wenn  damit  die  früher  bestimmte  (Gl.  8): 

combinirt  wird,  ergiebt  sich  im  Ganzen: 

h  —  s=  2m8  yii  +  /(*)  —  *;     Ä  =  2w«  Yh  +  /(«) .  .  .  (10). 

Daraus  folgt  für  die  anfängliche  Geschwindigkeitshöhe  ä,  welche  der  Steig- 
höhe s  entspricht: 

yÄ  =  ms  +  V(i/«^F+7w (11)- 

Die  Function  f{s)  kann  mit  Hülfe  algebraischer  oder  der  üblichen, 
durch  tabellarische  Ausrechnung  bekannten  transcendcnten  Functionen 
nicht  als  ein  geschlossener  Ausdruck  dargestellt  werden.  Durch  Reihen- 
entwickclung  erhält  man  aber 


9 

/.f  -/*"  dx^     (l  -\.  cz^  +  --  .\~  -----  -I-  ..j 


dx 


0 

.3.6 


8 


(^+     3-+    10-^-42-  +  -) 


1  9  9  ««* 

woflir  gesetzt  worden  kann: 

,,.19  921  «        ,„ 

'''^    ^+   6^14'    ''  =  "l4~5"ti  =  105    "'"• 

Deschränkt  man  sich  für  solche  Werthc  von  *,  wie  sie  praktisch  vorkommen 
können,  auf  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihenontwickelung  dos  Ex- 
ponenten von  e^  setzt  also 
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f{8)  =  S  .6  =   S  .10  = 

««2(14-,,,*)  »     r       *    1       1 

UBtor  n  und  p  crfahrnngsmässig  zu  bestimmende  Coefficienten  YCisUoden. 
80  ist  nach  Gl.  (10)  und  (11): 

-  =  2i»yÄ  +  num.lg  [n#«(l  +  p»^\ (12 


I/ä  =  m«  +  y(;««)«  '\-  8, num, lg  [n*«(l  +  p«M    ...  (13 , 

Die  Cocfficienten  n  und  p  werden  ohne  Zweifel  vom  kleinsten  Dnrclr 
mcsser  d  des  Strahles  abhängig  nnd  zwar  insbesondere  n  vermnthlidu  «k 
m,  um  so  grösser  sein,  je  kleiner  d  ist;  namentlich  aber  lässt  sich  bei  dir- 
Uebertragung  dieser  Gleichungen  auch  auf  nicht  kreisförmige  Mttndangi  n 
(wobei  unter  d  der  mittlere  Durchmesser  =  dem  ifachen  Quotient  di-* 
Inhalts  durch  den  Umfang  zu  yerstehen  ist)  eine  wesentliche  Abhängigkeit 
der  Cocfficicuten  n  und  p  von  der  MQndungsform  erwarten,  indem  dk 
Zcrthcilung  des  Strahls,  die  den  dadurch  gemessenen  Widerstand  bediii;^. 
besonders  bei  eckigen  und  gerippten  Querschuittsformen  früher,  als  Ui 
runden,  in  gleichem  Grade  sich  ausbilden  wird. 

Für  nicht  sehr  grosso  Werthe  von  h  hat  Gl.  (12)  einen  äbnlichi-a 
Charakter  wie  die  von  Weisbach  bewährt  gefundene  empirische  FomiJ 
(1)  des  vorigen  §.;  dadurch  aber,  dass  das  dortige  Glied  mit  ID  im  Xenu*:. 
welches  die  Zulässigkeit  jener  Formel  auf  die  Voraussetzung  H  -^  IL 
nach  Gl.  (2)  daselbst  beschränkte,  hier  (bei  Entwickelung  des  nnm  /y  i- 
eine  Reihe)  durch  Glieder  mit  Potenzen  von  »  ersetzt  ist,  wird  die  M««,'- 
lichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  Gl.  (12)  resp.  (13)  bei  angemessen-. r 
Bestimmung  der  Coefficicnton  auch  weit  über  die  Versuchsgrenzen  hiiuu* 
hinlänglich  zutreflfond  sein  kann.  — 

Zur  Prüfung  von  Gl.  (12)  mögen  beispielsweise  die  Weisbach'füb'. 
Versuche  bei  grösseren  Steighöhen  mit  dem  kurzen  conischen  Mundet*-  * 
von  10  Millim.  Mündungswcito  (siehe  vor.  §.  unter  b,  ff)  benutzt  wen:  : 
deren  Ergebnisse  in  der  folgenden  Tabelle  aufgeführt  sind.  Darin  U*don-  t 
A  die  Differenz  des  beobachteten  und  des  nach  Weisbach's  botrcffonii'r 
Formel 

// 

-  =  1,0162  +  0,007107  Zr+  0,000406 /T* 

berechneten  WerÜies  von  — . 
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Nr. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


8 


H 


4,330 

6,704 

8,030 

10,795 

12,461 

16,653 


4,543 

6,138 

8,895 

12,793 

15,509 

20,519 


—  beob. 

8 


1,0492 
1,0761 
1,1077 
1,1851 
1,2456 
1,3109 


—  ber. 

8 


1,0569 
1,0751 
1,1115 
1,1736 
1,2241 
1,3330 


^ 


0,0077 

—  0,0010 
0,0038 

—  0,0115 

—  0,0215 
0,0221 


Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeitshöhen  h  =  — — — —  kann  in 

1  +  5 

Ermangelung  specieller  Angaben  über  den  Widerstandscoe^cienten  g  des 
fraglichen  Mundstücks  derselbe  =  0,0162  gesetzt,  nämlich  angenommen 

werden,  dass,  je  kleiner  K  ist,  desto  mehr  sich  —  der  Grenze  1,  also 


8 


H 


der  Grenze  -r-  nähert,  dass  also  der  obigen  Weisbach 'sehen  Formel  zu- 
h 

TT  » 

folge  -r-  =  1,0162  ist.    Hiemach  sind  die  Werthe  von  h  und  —  für  die 

h  8 

6  Yersuchsnummem  in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet.  Um 
dann  zu  Näherungswerthen  der  Coefficienten  w,  n,  p  von  Gl.  (12)  zu  ge- 
langen, kann  man  die  6  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  s  und  h 
als  Abscissen  und  Ordinaten  auftragen,  eine  stetige  Curve  verzeichnen,  die 
sich  den  entsprechenden  6  Punkten  mit  möglichster  Ausgleichung  der 
augenscheinlichen  Unregelmässigkeiten  resp.  Beobachtungsfehler  anschliesst, 
und  derselben  dann  drei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  8  und  h 
am  Anfange,  in  der  Mitte  und  am  Ende  des  verzeichneten  Curvenstücks 
entnehmen,  welche  durch  Einsetzung  in  Gl.  (12)  die  erforderlichen  3  Glei- 
chungen zur  Berechnung  von  m,  n,  p  liefern.  Denselben  Dienst,  wie  dieses 
graphische  Ausgleichungs-  und  Interpolationsverfahren,  leistet  indessen 
auch  Weisbach*s  empirische  Formel,  aus  welcher  man  findet: 

fQr    «1=5 
TTi  =  5,327 

also   Aj  =  5,242        ^-^ 

^^=     1,1360 


«,=  10 


«3  —  15 


Äi 


ir^=  11,544 
Ä„=  11,360 


=  1,0484 


«« 


TTg  '--^  19,637 
A3  =  19,324 

*^  =     1,2883. 


Damit  ergiebt  sich  nach  Gl.  (12),  wenn 


2m  VÄj,  )  =  />s, 


'« 


Ig  ^*»  -  2«i  VÄ3  j  =  L., 


^n< ) 


-«TKWrHoHK    -Jl:l\'r.KXj»hIi    -Tli-VHLl.X. 


'IIi.«'R:f- 


T-    -   -- 


'/(»«ptzf  wird,  m    -    0.on5:j  .lis  Wurzel    ler  Uleicünnir 


i:>7: 


»iZ.,    -     ZI^    —  (>, 


•  ».«♦1  ilj 


'Mi 


Tri.    rj^  b**r(*ch]H*ttMi  lind  iliro  I.'iitersrliie«le    J  mn   leu    »t-iii.unn'^i*ii  '■ 

k 

luiltnisspn 


Nr. 


•> 


.-> 


.* 

—  bpob. 

-    »er. 

/ 

4..;:5<» 

L'»4<»4 

»..N»?» 

5,701 

H,()44) 

Lti;>i> 

L.föTT) 

—  •.  «u 

^.n;io 

Ji.To;^ 

Lniwa 

l.oVlt^ 

■  ».  »«.47 

lt),7:jr) 

12,>0 

1.  LHh2 

1. 1»').'*,') 

».   1'7 

i2,i:>i 

\:y:l\vl 

1.2ÜÖ7 

L^ni.-) 

—  ;.  -iil 

15,Hr>:5 

'}S),Vn 

L:!li<M> 

LJl.M 

Die  Fehler  /i  nind  im  Allgemeinen  etwaä  tzrisser.  ais  nach  W-'i^ii. 
empirischer  Fornud,  doch  nur  in  solchem  Grade,  daäs  <lurdi  pa^t-nde  l. 
rection  rler  hier  benutzten  Nihemnuswerthe  von  n».  «w  p  »^ine  wrLL>: 
ebenso  kK-ine  ^umme  der  Fehler« [uailrate  erwarti't  w»-rden  b^mn  Naia 
lieh  aber  wini  Gl.  '12^  mit  den  solcher  W»'ise  b»-stmimt.-a  ('ot'ti^i  *. 
vermuthlich  auch  für  solche  >tri^h«>hen  n  im  G»"zen:?at2  i^n  W.'i^ba' 
sehen  Formel^  norh  hinlän^'licli  zutreffend  blrü>en,  wt^ldie  di».*  Ver^u. 
werthe  «  erheblich  iÜM*rtreffeu. 


V.    W  e  11  e  n  l>  e  w  (i  g  u  n  g  des  W  a  '^  s  e  r  s. 

^  1  i3.  ErklirsBirca  sad  BezelehasaireB. 

Die  Wellenbeweirun^  des  Wassers  ist  im  Gegensätze  zn  der  bisher  1- 
tracbteten   strönieiirlen  Bewe^ning   dadurch  charakterisirt,   dass  die  niat 
Hellen   Punkte  gescldossene   Ikihncn   in   wiederholter  Folge  durrhlaa! 
Jede  dieser  wi(»derholten  und  zwar,  wie  wenigstens  bei  der  thcoretivri 
Knt Wickelung  vorausgesetzt  wird  oder  als  B^olgc  der  Abstraction  von  Whl 
Htilnden    sich    ergiebt,   ganz    gleichen   Bewegungen  desselben   materit " 
Punktes  heisst  eine  Schwingung  desselben;  die  Zeit,  welche  sie  erfor-i  • 
In  der  also  die  ringförmige  Bahn  ringsum  oder  die  begrenzte  Bahn  hin  1 
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her  durchlaufen  wird,  heisst  die  Schwingungsdaaer  und  sei  mit  2t 
bezeichnet. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  freie  Wasseroberfläche  eine  hori- 
zontale Ebene  W  bildete,  bevor  durch  eine  Störung  des  Gleichgewichtes 
die  Schwingungen  erregt  wurden,  geben  sich  diese  durch  stetig  gekrümmte 
Erhebungen  und  Senkungen  der  Oberfläche  zu  erkennen,  welche  sowohl 
in  demselben  Augenblicke  neben  einander,  als  auch  an  derselben  Stelle 
nach  einander  mit  stetigen  Uebergängen  abwechselungsweise  sich  folgen. 
Den  Erhebungen  enisprechen  Wellenberge,  den  Senkungen  Welleu- 
thäler,  unter  welchen  Bezeichnungen  hier  die  ganzen  vertical  unter  den 
gehobenen  resp.  gesenkten  Theilen  der  freien  Oberfläche  gelegenen  Wasser- 
massen  verstanden  worden  sollen.  Ein  Wellenberg  zusammen  mit  einem 
angrenzenden  Wellen thal  heisst  eine  Welle. 

Die  lange  Dauer  der  in  einer  sehr  ausgedehnten  und  tiefen  (von  der 
äusseren  Reibung  an  festen  Wänden  also  wenig  beeinflussten)  Wassermasse 
erregten  Wellenbewegung,  nachdem  die  erregenden  Kräfte  aufgehört  haben 
7M  wirken,  z.  B.  die  Dauer  von  24  Stunden  und  darüber  der  auf  ofifenem 
Meere  durch  einen  Sturm  erregten  Wellen  nach  dem  Aufhören  desselben, 
lässt  auf  eine  sehr  geringe  innere  Keibnng  schliessen,  wie  sie  nur  möglich 
ist,  wenn  die  ursprünglich  in  Berührung  befindlichen  Wasserelemente  be- 
ständig in  Berührung  'bleiben.  Die  stetig  gekrümmte  veränderliche  Fläche, 
in  welche  dann  der  Ort  aller  materieUen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer 
horizontalen  Ebene  lagen,  bei  der  Wellenbewegung  übergeht,  heisst  eine 
Wellenfläche,  insbesondere  die  freie  Oberfläche,  welche  auch  stets  von 
denselben  Wasserelementen  gebildet  wird,  die  Wellenoberfläche. 

Die  folgenden  mathematischen  Entwickelungen  beschränken  sich  auf 
cylindrische  Wellen,  welche  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  je  zwei 
materielle  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  zu  einer  gewissen  Vertical- 
ebenc  V  senkrechten  Geraden  O  lagen,  beständig  in  einer  solchen  Ge- 
raden bleiben  und  dabei  congruente  ebene  Bahnen  durchlaufen,  die  mit 
der  Yerticalebene  V  parallel  sind;  die  Wellenflächen  sind  zu  dieser  Ebene  ' 
r  senkrechte  Cylinderflächen.  Je  drei  aufeinander  folgende  der  parallelen 
Geraden,  in  denen  die  Wellenoberfläche  von  der  Horizontalebene  W  ge- 
schnitten wird,  bestimmen  durch  ihre  Abstände  die  Länge  eines  Wellen- 
berges =  Jli,  eines  Weilenthaies  =  ilj,  sowie  die  ganze  Wellenlänge: 
1^  -f  ;i,  =  2i.  Die  grösste  Erhebung  =  q^  der  Wello  über  W  heisst 
die  Höhe  des  Wellenberges,  die  grösste  Senkung  —  q^  unter  W  die  Tiefe 
des  Wellenthales,  ihre  Summe  =:=  2q  die  ganze  Wellenhöhe.  —  Die 
dauernde  Ausbildung  cylindrischer  Wellen  setzt  eine  im  Sinne  der  Geraden 
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O  unbegrenzte  Ausdehnung  des  Wassers  oder  eine  Begrenzung  desselben 
durch  ebene,  mit  den  Querschnittsebenen  V  parallele  Wände  voraus;  die 
EntWickelungen  far  solche  Wellen  reduciren  sich  aaf  eine  Untersuchone 
in  der  £bene,  nämlich  in  einer  Querschnittsebene  V^  in  welcher  die  dP-Axe 
horizontal,  die  y-Axe  vertical  angenommen  wird;  sie  schneidet  die  Wellen- 
flächen  in  Wellenlinien,  die  Wellenoberfläche  in  der  oberen  Wellen- 
linie. 

Es  sind  zweierlei  Arten  von  Wellen  zu  unterscheiden:  fortschrei- 
tende und  stehende  Wellen.  Erstere  sind  das  nnmittelbare  Resultat 
einer  örtlichen  Störung  des  Gleichgewichtes,  indem  die  dadurch  an  der  bt«- 
treffenden  Stelle  verursachte  Wellenbewegung,  ihrerseits  wieder  eine  Gleich- 
gewichtsstörung in  der  nächsten  Umgebung  bedingend,  nach  und  nach  zc 
immer  entfernteren  Theilen  der  Wassermasse  fortgepflanzt  wird;  die  Fort- 
pflanzungsrichtung  ist  die  Richtung,  in  welcher  die  Wellenlänge  ge- 
messen wird,  nach  den  obigen  Bezeichnungen  für  cylindriscbe  Wellen  die 
Richtung  der  ^-Axe.  Die  beständige  Berührung  der  ursprünglich  sich  be- 
rührenden Wasserelemente  bedingt  eine  gleiche  Schwingungsdaner  illt*r 
materiellen  Punkte  einer  Welle  und  während  dieser  Daner  die  Fort- 
pflanzung der  Bewegung  auf  eine  der  Wellenlänge  gleiche  Strecke;  <ü'- 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  fortschreitender  Wellen  ist  deshalb 

X 
r 

Stehende  Wellen  resultiren  unter  Umständen  aus  der  Interfereu 
von  zwei  Wellenzügen,  d.  h.  stetigen  Folgen  einzelner  fortschreitond« r 
Wellen,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortgepflanzt  worden«  W\ 
cyliudrischcn  Wollenzügen  insbesondere  durch  Interferenz  des  normal  gt*?«-: 
eine  verticale  ebene  Wand  hin  fortschreitenden  mit  dem  von  ihr  reflectirtt: 
Wellenzuge. 

Bei  einer  fortschreitenden  cylindrischen  Welle  bewegen  sich  iahe«- 
sehen  von  einer  mit  der  Fortpflanzung  verbundenen  Veränderung  der  Wolh 
alle  materiellen  Putikte  einer  Wellenlinie  in  gleichen  Bahnen  mit  gIciciH! 
Geschwindigkeiten  an  entsprechenden  Stellen  derselben;  die  Phase  al^-r 
ist  für  alle  diese  stetig  aufeinander  folgenden  Punkte  stetig  vcrschieiiciL 
d.  h.  sie  befinden  sich  gleichzeitig  an  verschieden  gelegenen  Stellen  ihnr 
Bahnen.  Bei  einer  stehenden  cylindrischen  Welle  sind  umgekehrt  «i>- 
Bahnen  und  an  entsprechenden  Stellen  derselben  die  Geschwindigkeit.* 
der  materiellen  Punkte  einer  Wellenlinie  stetig  verschieden;  dagei^n  s 
die  Phase  in  demselben  Augenblick  für  die  dem  Wellenberge  aagehdrvvii« 
und  ebenso  für  die  dem  Wellcnthale    angehörenden  Punkte  die  gieicbr. 
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fUr  die  einen  nnd  anderen  nur  insofern  verschieden,  als  diese  zwei  Gruppen 
von  materiellen  Punkten  sich  gleichzeitig  an  entgegengesetzt  gelegenen 
Stellen  ihrer  Bahnen  bezüglich  auf  die  Ebene  W  befinden.  Wie  die  Bahnen 
und  Phasen  für  die  verschiedenen  einer  fortschreitenden  oder  stehenden 
Welle  angehörenden  materiellen  Punkte  nach  verticaler  Richtung  variabel 
sind,  ist  von  den  Umständen,  insbesondere  von  Gestalt  und  Lage  der  die 
Wassermasse  begrenzenden  festen  Wände  und  von  der  Wassertiefe  abhängig. 


§.  144.  Wellen  von  sehr  kleiner  UShe. 

Trotz  der  Beschränkung  auf  cylindrische  Wellen  und  der  Ab- 
straction  von  Widerständen  ist  die  streng  systematische  Ableitung 
der  Gesetze  der  Wellenbewegung  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der 
Hydraulik  mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verbunden.  Die  Entwicklung 
ist  deshalb  gewöhnlich  weiter  vereinfacht  worden  durch  die  Voraussetzung 
1;  einer  Constanten  Wassertiefe  =  A,  2)  einer  im  Vergleich  mit 
der  Wellenlänge  und  der  Wassertiefe  sehr  kleinen  Wellenhöhe 
iiod  3)  so  kleiner  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte,  dass  die  ent- 
sprechenden Geschwindigkeitshöhen  sehr  klein  selbst  im  Vergleich 
mit  der  Wellenhöhe  sind. 

Bei  Zugrundelegung  der  im  vorigen  §.  näher  bezeichneten  Coordinaten- 
axen  der  x  und  ^,  von  denen  die  letztere  nach  unten  positiv  gesetzt  und 
ZQ  denen  noch  eine  auf  beiden  senkrechte  «- Axe  hinzugefügt  gedacht  werde, 
sind  die  betreffenden  Componenten  der  beschleunigenden  Schwerkraft  als 
einzig  hier  wirksamer  Massenkraft  : 

c*s  cxistirt  also  eine  Kräftefunction  (§.  70),  nämlich 

deren  Differentialquotienten  nach  «,  y,  «  resp.  ^=  X^Y^  Z  sind.  Sofern 
josserdem  die  Bewegung  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgeht,  besteht  auch 
nach  der  betreffenden  Bemerkung  in  §.70  (S.  390)  eine  Geschwindig- 
keitsfunction  9,  d.  h.  eine  Function  der  Coordinaten  und  der  Zeit  <, 
ilrren  Differentialquotienteu  nach  x^  y,  £  den  Geschwindigkeitscomponenteu 
[lacii  den  betreffenden  Axen  gleich  sind,  welche  Function  aber  hier  nur  ^, 
^.  t  enthalten  kann,  da  die  Geschwindigkeitscomponenteu  im  Sinne  der  %- 
Vxe  für  die  vorausgesetzten  cyUndrischen  Wellen  ==  0  sind;  nach  Gl.  (6,  a) 
lu  %.  70  entspricht  sie  deshalb  der  partiellen  Differentialgleichung: 

O  raikof,  theorat.  Maaclüaenlehre.    I.  53 
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*^+l^=» ■■ 

Werden  nun  die  Geschwindigkeitscomponenten  im  Sinne  der  jr-Aie 
und  der  y-Axe  beziehungsweise  mit  u  und  v  bezeichnet,  so  ist  nach  GLt.'> 
in  §.  70  wegen  fi  =  Contt 


4/*='r?  +  - 


wobei  die  Integration  in  J  dp  sich  nur  auf  die  Coordinaten  bezieht;  wird 

sie  aber  insbesondere  auf  die  freie  Oberfläche  bezogen,  an  welcher  ii 
irgend  einem  Augenblicke  die  Pressung  p  überall  gleich  (=  dem  Atini>- 

Sphärendruck)  ist,  so  wird  Jdp  =  0,  und  wenn  zudem  der  Anlkagsponkt 

der  Coordinaten  in  der  Ebene  TT,  d.  h.  in  der  ursprflnglichen  horiionUl«'u 
Wasseroberfläche  angenommen  wird,  so  dass  y  mit  der  Wellenhöhe  tub 

fj*  _L-  fpt 

einerlei  GrOssenordnung  ist,  so  kann  -      '    -    nach  der  obigen  VonQ^ 

Setzung  unter  3)  gegen  yy  vernachlässigt  werden.    Hiemach  gebt  fllr  dk 
Wellenoberfläche  die  in  Rede  stehende  Gleichung  über  in: 

^-|f==o - 

sie  ist  nach  Einsetzung  des  y  =  0  entsprechenden  Ausdruckes  ton  .^ 

als  die  angenäherte  Gleichung  der  WellenoberfUche  zo  betrachun. 
d.  h.  es  ist,  wenn  diese  Gleichung  allgemein  auch  mit 

fix,  tf,t)  =  0 
bezeichnet  wird, 

und  es  muss  also  nach  §.  70,  Gl.  (7)  die  Function  g>  fQr  alle  Punkte  d**: 

hf 

Wellenoberfläche,  da  fUr  dieselbe  ^~  (proportional  dem  Ccainiifl  des  Rici- 

oz 

tungswinkels  der  Normale  gegen  die  x-Axe)  gemäss  der  Voraassetntr 
unter  2)  zu  vernachlässigen  und  wegen  der  vorausgesetzten  cjlindrtärbft 

Wellenform  auch.    =0  ist,  der  partiellen  Differentialgleichung  entspreche: 

ht^-^by-^ 

Eine  andere  Grenzbedingung  zur  näheren  Bestimmimg  der  ftbrigetf  •>' 
durch  die  allgemeine  Continuitätsgleichung  (1)  bedingten  Fsnction  f  ^^ 
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giebt  sich  daraus,  dass  nach  der  Yoraussetznng  unter  1)  das  Wasser  unten 
durch  eine  horizontale  feste  Wand  begrenzt  sein  soll,  wonach  gemäss  §.  70, 

GUß) 

-^  =  0  mr  y  =  h (4) 

sein  inuss.    Setzt  man  nun 

unter  X  eine  Function  nur  von  x  und  /,  unter  F  eine  Function  nur  von  y 
und  i  verstanden,  wodurch  die  Grenzbedingungen  (3)  und  (4)  übergehen  in: 

U     -9X^^=0  mvy  =  0 ..(3,«) 

^^  =  0  mr  y  =  h    (4,a), 

?o  ist  nach  Gl.  (1): 

X2X  (SSV 

and  wird  dieser  Gleichung  genügt  durch: 

bV«  =  -"^'^  W^      ^  ^' 

unter  a  eine  von  x  und  y  unabhängige  Grösse  verstanden.    Das  Integral 
der  zweiten  dieser  Gleichungen  (5)  ist: 

r  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen)  oder  mit 


nk  —nk 

Ai  =  Ae    '^     J?i  =r  Ae 


Y=  A 


nik-y)     .         -o(A-y) 

e  -f-  e 


(6), 


vorin  A,  ebenso  wie  i7,  von  x  und  y  unabhängig  ist.    Indem  nach  dieser 
rieicbnng 

=  Ai 


J>y 


f  n{h    -ff) 


il,  entspricht  sie  der  Bedingung  (4,/>). 

Um  anch  der  Bedingung  (8,0)  möglichst  einfach  Genüge  zn  leisten, 
•erde  die  noch  speciellere  Annahme  gemacht,  dass  a  und  X  anch  von  t 
uabbängig  sind,  dass  also  a  eine  Constante,  X  eine  blosse  Function  von 
ist  woraus  nach  (5) 

-^  =  — «2X;     X  =  Bmiiax  -\-  b) (7; 


bx^ 


Ä.O» 
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folgt,  unter  B  und  h  Constante  verstanden.    Durch  diese  Annahme  giht 
die  Bedingung  (3,a)  über  in: 

una  mit  Rücksicht  auf  61.  (6)  in 
für  y  =  i) ,  also 


aih  —  y)  — a(A  — ; 


=  gÄa 


ah  —ah  _ 

i^  —  ^     A      ^    ~^-       —  _? 

^  e    -{-  e  ^ 


'='K 


aA  —ah 

mit  T  =  jr   1/ -    - 

gfg     ah  —  ah 


e 

das  Integra]  von  61.(8)  ist: 

Ä  =  Conßt.  sm(  -  t  +  ConstA  =^  titnl  ^j  .  .  .  .    Im 

unter  d-  eine  Constante  verstanden,  und  wenn  der  constante  Factor  in  d* 
Factor  B  von  X  einbegriffen  wird.    Schliesslich  ist  dann  y  =  XI'  r.* 

Rücksicht  auf  61.  (6),  (7)  und  (10): 

q>  =  B  itml-     —  jtj  sin [ax  -]-  b)    e  +  ^  i     .    1 1 

Dieser  Ausdruck  von  q)  enthalt  die  Ldsung  des  Problems  auf  Gr^ 
der  gemachten  Annahmen,  d.  h.  er  lehrt  eine  mögliche  Bewegnngsart   : 
Wassers  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  nach  einer  Störung  des  Gleich«^ 
Wichtes  kennen.     Indem    die    ihm    entsprechenden   GeschwindiKkpiUi*«r.> 

ponenten 

bff)       ^  ha 

«  =  .       und  V  =  ^^ 

ox  öy 

jt\  hüben,  ist  die  Bewegung  eine  periodisrbc  « 

der  Dauer  2r;  und  indem  das  Yerhältniss  uiv  von  der  Zeit  immhli>n^. 
ist,  bei  der  Kleinheit  der  Balinen  aber  die  Geschwindigkeitaoooiponrn' 
M,  V  im  Punkte  (f,  y)  auch  als  diejeuigen  eines  materiellen  Ponktr»  - 
trachtet  werden  können,  der  zu  irgend  einer  Zeit  im  Punkte  «^x,  y  aick 
fand,  so  folgt,  dass  jeder  materielle  Punkt  in  gerader  Littie  ack«.£. 
Richtung  und  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  variiren  in  dciBsc-it- 
Augenblicke  von  Punkt  zu  Punkt  in  der  Flüssigkeit,  doch  haben  m  ■«.' 
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(/ 11,         V 
Jt) 

11  den  diesen  Punkten  zukommenden  Maximalworthen,  und  zwar  die  Ver- 
icalgescfawindigkeiten  v  zugleich  in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen  überall 
la,  wo  $in{ax  -f-  ^)  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Verticalebenen  JT,  die  in 
icQ  Abständen 

^  =  „ 12) 

a 

on  einander  entfernt  zur  a;-Axe  senkrecht  sind,  theilen  also  die  Wasser- 
nasse  in  solche  Thcile,  dass  für  alle  Punkte  je  eines  Theils  die  Phase  in 
lemselbcn  Augenblicke  gleich  ist;  die  geradlinigen  Bahnen  der  materiellen 
^uukte  sind  für  jene  Verticalebenen  K  horizontal  und  werden  mit  der  £nt- 
emuug  von  ihnen  mehr  und  mehr  geneigt,  schliesslich  vertical  in  Ebenen, 
de  mit  jenen  in  gleichen  Abständen  parallel  sind.  Diese  Umstände  charak- 
orisiren  die  Bewegung  als  eine  stehende  Wellenbewegung,  und  zwar 
>i  T  die  halbe  Schwingungsdauer,  X  die  Länge  eines  Wellenbergs  oder 
bellen thals,  also  die  halbe  Wellenlänge;  die  mit  K  bezeichneten  unver- 
ioderlichen  Verticalebenen  trennen  die  Wellenberge  und  Thäler,  indem 
ic  die  Wellenoberfläche  in  den  sogenannten  Knotenlinien  schneiden. 
Die  Gleichung  der  Wellenoberflächo  oder  der  oberen  Wellen- 

linie  ergicbt  sich  aus  Gl.  (2)  durch  Einführung  des  Ausdruckes  von  vr , 
reicher  y  ==  0  entspricht: 

y  = cosi —    -  Jtj8tn(ax  +  ^)  (^    "r  *       1  .  .  .  .  (13). 

)iese  Linie  theilt  in  ihren  unveränderlichen  Durchschnittspunkten  mit  der 
-Axe  (Knotenpunkten)  dieselbe  in  gleiche  Strecken  =  A;  in  den 
^litten  dieser  Strecken  wird  y  periodisch  am  grössten  und  kleinsten  =:  q 
ind  — Q^  und  zwar  ist  q,  d.  h.  die  halbe  Wellenhöhe 

^^nv  +'   ; ^^^^' 

Während  nach  Gl.  (9)  und  (12)  zwischen  r,  l  und  h  eine  bestimmte  Be- 
i<>hung  stattfindet,  enthält  die  Beziehung  zwischen  (>,  X  und  A,  die  sich  aus 
;i.i9),  (12)  und  (14)  ergiebt,  eine  unbestimmte  Constante  B.  Sofern  aber 
on  diesen  Grössen  nur  h  gegeben  ist,  bleibt  nicht  nur  (>,  sondern  auch  l 
inKestimmt. 

Diese  letztere  Unbestimmtheit  rührt  zum  Theil  davon  her,  dass  eine 
«^itlichc  Begrenzung  des  Wassers,  deren  Berücksichtigung  durch  di(B  Voraus- 
setzung cylindrischer  Wellen  nur  im  Sinne  der  s-Axe  entbehrlich  gemacht 
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ist,  auch  im  Sinne  der  x-Axe  nicht  ia  Bi^tzmf^  etifit^.^  daa  ibo  ib  di^N^n 
Sinne  das  Wasser  stillschweigend  afc  vLl^ecr^xiS  Ms^itjC-i^zm  mwde.  Vm: 
es  aber  etwa  durch  zwei  zar  x-Axe  seakrecüe  iesle  EbcBn  begraxt  <Jh 
gcnommcn,  deren  GleSchngen 

X  =  0  msd  T  =  / 

seien,  so  mnss  nach  §.  70,  Gl.  '>«    for  äe  bestaDdl;  ^     =0.  abo 

eo$(ßx  -f-  *•  =  0  fnr  x  =  u  «Bd  x  =  /, 

d.  h.  cosh  =  0  und  r^'W  -^  (   =r  0  sein.  Ton   wekhen  Bedingui: 
die  zweite  mit  Rficksicht  auf  die  erste  üben^^ht  in:  nm^sT.  =r  0.   Vit'! 
m  und  n  ganze  Zahlen  verstanden^  ergiebt  sich  also: 

/ 

und  nach  GL (12) :X  =  -.    Die  festen  TeitkaJea  Wlade  entspndbn ^r. 

n 

Mitten  eines  Wellenbergs  oder  WeDenthals,  d.  h.  die  Inssersten  Kik<<> 

linien  sind  um  -  =    -  von  ihnen  entfernt. 

Die  Constanten  a  und  h  sind  abo  aof  iwei  andere  zur«cfcg«(llii*w 
welche  ganze  Zahlen,  als  soldie  freilich  nach  wie  vor  mbeatiamt  aad.  I*. 
vollständige  Bestimmung  aller  Cönstanten  könnte  nur  bei  aoaBerdem  ^: - 
bcnem  Anfangszustande  versucht  werden,  wozu  aber  die  durch  GL  '11  ^' 
gestellte  particuläre  Lösung  im  Allgemeinen  nicht  ausreichen  wflrde,  :: 
Function  g)  vielmehr  einer  Summe  ähnlich  gebildeter  AoadrQcfce  gleicfa  .*  - 
setzt  werden  müssto,  deren  Constante  B,  a,  ft,  &  verschiedene  VTtn:' 
haben  können. 

Wichtiger,  als  diese  VeraUgemeinerung  und  zugleich  vollständig?  I«- 
Stimmung  der  Lösung  zur  Anpassung  an  einen  beliebig  gegebenen  Asf*^*^ 
zustand,  ist  die  übrigens  auf  demselben  Princip  beruhende  Verwendung  *•• 
Gl.  (11)  zu  einer  solchen  anderen  particulären  Lösung,  welche  die  F*- 
Wegungsgesetze  fortschreitender  Wellen  bei  Voraussetzung  nnbegreiL'^ : 
Ausdehnung  des  Wassers  im  Sinne  der  i;-Axe  kennen  lehrt    Setzt  ki 

nämlich  in  GL (11)  zuerst  J  =  o,   »  =  Oy  dann  b  z=  ^ ^  ^  =  - 
SO  folgt: 

1)   (fj  =  B sin{~  jt\  9tn{ax)  \e  -\-  e 

2j   ff,  =  Bc(»{-  jr)  cos[ax)  \e  -{-  0 
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und  da  anch  die  Summe  dieser  Ausdrücke  eine  Lösung  sein  muss,  mit 


g>  =  Bco»[(t-f^:t]\e"'    "+ 


e 


(15). 


^011 


Hiernach  sind  op  ,«==.-,  v  =  ;r^  und  v  7  periodische  Functionen 

f y  j .    Derselbe  Bewegungszustand,  welcher  zur  Zeit  t  im  Punkte 

>,  y)  stattfindet,  findet  zur  Zeit  t  -{-  dt  xm  Punkte  {x  -4-  d^t  y)  statt,  wenn 

ft       x\  dx        X 

in  beiden  Fällen  ( ^ )  denselben  Werth  hat,  d.'  h.  wenn  — -  =r  —  ist. 

\r      Xj  '  rf<        r 

[adem  Übrigens  nach  wie  vor  2r  die  Periode  ist,  in  welcher  dieselbe  Phase 
m  derselben  Stelle  wiederkehrt,  sowie  2X  die  Strecke,  um  welche  zwei 
Punkte  im  Sinne  der  d;-Axe  von  einander  entfernt  sind,  welche  gleich- 
aitig  dieselbe  Phase  haben,  so  charakterisirt  die  Lösung  (15)  eine  fort- 
schreitende Wellenbewegung  mit  der  Schwingungsdauer  2r,  der 

2:n 

Wellenlänge  2X  =  —  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

a 

X 

V  =  -  im  Sinne  der  :e-Axe.    Letztere  ergiebt  sich  nach  Gl.  (9): 

Ist  insbesondere  -y  sehr  gross,  also  auch  aA  =  jr  y ,  so  kann  e 

ah 

;egen  e     vernachlässigt  und  somit 


=  Vf-"  =  V'T 


(17) 


ff 

gesetzt  werden.  Ist  aber  umgekehrt  y  sehr  klein,  so  dass 

ah  —ah 

e    =l-|-flÄ;«       =1  —  ah 
^etzt  werden  kann,  so  wird 

r  =  -/-;    u^  =  Vih (18). 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  im  Allgemeinen  von  der 
Wassertiefe  und  der  Wellenlänge  abhängig,  ist  näherungsweiso 
ier  Quadratwurzel  einer  dieser  beiden  Grössen  proportional^ 
wenn  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  anderen  sehr  klein  ist 
unmer  unbeschadet  des  Umstandes,  dass  die  Wellenhöhe  der  Yoraussetsung 
Eufolge  sehr  klein  im  Vergleich  mit  beiden  ist). 


840 
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§.  144. 


Die  Gleichung  der  oboron  WoIIonlinie  ergicbt  sich  aasGL'^ 

da» 

durch  Substitution  des  y  =  0  entsprcchendcu  Wcrthcs  von      - ,  also  mit 

ot      , 

der  Bedeutung  von  q  nach  Gl.  (14): 

y  +  Qsin  (-— ^)  ^1  =0. 

Das   ist  die  Gleichung  einer  Sinus -Linie,  die  mit  der  Geschwindigkeit 

w  =  —  im  Sinne  der  d;-Axo  fortgleitet;  q  ist  auch  hier  die  halbe  Weih  u- 

höhe  =  der  Höhe  eines  Wellenbergs  oder  der  Tiefe  eines  Wellenthak 

Zur  Bestimmung  der  Bahn,  welche  irgend  ein  materieller  Punkt  U.i 

dieser  Wellenbewegung  beschreibt,  seien  «,  y  seine  Coordinaten  zur  Zeit 

^  =  ü,  und  a;  +  g,  y  +  1^  die  Coordinaten  zur  Zeit  t  Dann  sind  soint 

Geschwindigkeitscomponeuten  mit  Rücksicht  auf  GL  (]  5)  und  mit  a  =  '. . 


hg)  Bjt  r  aih-tf)        -aih-v)^         r/t       jr\     1 

~hy~~"iri  ""^  J  "^^  [\t  ~"  iV  '^J 


10 


Daraus  folgt  durch  Integration  mit  —  =  w  und  mit  Rücksicht  daraoC 

T 

dass  ^  =  0,  g  =  0,  jy  =  0  zusammengehörige  Werthe  sind: 

B   [  a{k-tf)    .       -a{h-v)]i  r/t  X\      1  (Z       A 

und  ergiebt  sich  daraus  durch  Elimination  von  t  mit 

als  Gleichung  der  Bahn  des  materiellen  Punktes  bezüglich  aaf  zwei  i*^ 
ordinatenaxen  der  ^  ij  parallel  den  Axcn  der  x^  y,  deren  AnfiiiigsparL' 
aber  der  Ort  des  betreffenden  Punktes  zur  Zeit  ^=r0i8t  DieBa'^- 
ist  eine  Ellipse  mit  der  horizontalen  Halbaxo  a  und  der  Tcri- 
calen  Halbaxe  ß-^  letztere  sind  verschieden  für  vorschiedeno  Tiefen  • 
unter  der  Oberfläche.    Indem  nach  Gl.  (14)  die  halbe  Wellenhöhe 


Bx  A,    /  "*  , 


-oA 


ak 


)B4IW     /   am 
=  ■ .  {'  + 


) 
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Bt,  SO  folgt                        -     —  -^       -     

Q         a  w^ 

ah           —ah 

e    '\'  e 

• 

und  somit  nach  61.(16)  auch 

«         e           -\-  e 

^         e           — 

P                         «A 

e    — 

e 

Q                       ah          —ah            ' 

—  ah 

■e 

.  .  .  (20). 


Au  der  Oberfläche  (y  =  0)  ist  f^'=  p,  am  Boden  (y  =  A)  ist  f^  ==  0; 
liberall  ist  a  wenigstens  =  ß. 

Ist  insbesondere  y  sehr  gross,  also  auch  ah  =  jt  j  sehr  gross,  so 


kann  gesetzt  werden: 


a  =  ,i  =  Qe       ^ (21); 


lue  Bahnen  sind  Kreise,  deren  Radien  nach  der  Tiefe  hin  von  q  bis  Null 
abnehmen. 

Ist  y  sehr  klein,  so  wird: 

die  horizontalen  Halbaxen  der  elliptischen  Bahnen  sind  überall  gleich  und 
viel  y>  (»,  die  verticalon  Halbaxen  nehmen  nach  oben  hin  proportional  der 
Hohe  über  dem  Boden  bis  q  zu. 


§.  145.  Wellen  Ton  grosserer  HVhe. 

Die  Untersuchung  der  Wellenbewegung  ist  im  Torigen  §.  unter  so 
einschränkenden  Voraussetzungen  angestellt  worden,  dass  es  zweifelhaft  ist, 
ob  überhaupt  oder  mit  welchem  Grade  der  Annäherung  die  dabei  ge- 
wonnenen Resultate  auch  als  noch  fOr  Wellen  von  grösserer  Höhe  gültig 
betrachtet  werden  dürfen.  Besonders  kann  die  Voraussetzung  einer  im 
Vergleich  nicht  nur  mit  der  Wellenlänge,  sondern  auch  mit  der  Wasser- 
tiefe sehr  kleinen  Wellenhöhe  allzusehr  den  thatsächlichen  Umständen 
widersprechen,  und  in  allen  Fällen  erscheint  durch  jene  Voraussetzung 
<lie  Continnitätsbedingnng  von  so  untergeordneter  Bedeutung,  dass  die  Ver- 
hältnisse dabei  sich  möglicher  Weise  ganz  anders  gestalten,  als  bei  Wollen 
von  grösserer  Höhe. 
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Eino  diese  Mängel  vermeidende  und  den  technischen  AnfordentogCD 
entsprechende,  wenn  auch  nicht  in  jeder  Hinsicht  befriedigende  Theorie  der 
Wellenbewegung,  und  zwar  bei  Voraussetzung  fortschreitender  cylindrischer 
Wollen,  hat  Hagen*  aufgestellt  (zum  Theil  in  nahem  Anschloss  an  eine  fon 
Gorstner  1802  veröffentlichte  Abhandlung);  sie  liegt  den  Entwicklangender 
folgenden  zwei  Paragraphen  im  Wesentlichen  zu  Grunde.  Der  allgemeine  Ging 
dieser  Entwicklungen  besteht  darin,  dass  die  rein  geometrische  Bedingung  des 
continuirlichen  Zusammenhanges  bei  unveränderlichem  specifischem  Yoliimen 
des  Wassers  zuerst  für  sich  in  Betracht  gezogen  wird,  indem  dadurch  schon 
gewisse  Einzelheiten  der  Erscheinung  sich  ergeben,  deren  Kenntniss  die 
nachfolgende  Untersuchung  vereinfacht;  diese  hat  sich  nämlich  dann  nnr 
noch  auf  die  Prüfung  zu  erstrecken,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen 
die  allgemeinen  dynamischen  Gesetze  eine  solche  Bewegung  gestatten,  auf 
welche  die  geometrische  Betrachtung  in  Verbindung  mit  gewissen  a  priori 
gemachten  Annahmen  führte.  Durch  dieses  indirecte  Verfiüiren  und  durch 
diese  Zerlegung  der  hydrodynamischen  in  die  allgemeinen  dynanüBcbcn 
Gesetze  und  in  die  geometrische  Continuitätsbedingung  vermied  Hagen 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  einer  directen  und  mehr  systematischen  Be- 
handlung nach  Analogie  der  Entwickelung  des  vorigen  §.,  jedoch  ohne  die 
einschränkenden  Voraussetzungen  derselben,  entgegenstellen. 

Als  Anschauungsmittel  vergleicht  Hagen  die  Wellenbewegang  des 
Wassers  mit  der  Erscheinung  eines  vom  Winde  bewegten  Getreidefekks, 
welches  infolge  des  Hin-  und  Herschwankens  der  Halme  den  Anbüdc  voa 
Wellen  gewährt,  deren  senkrecht  gegen  die  Windrichtung  sich  erstreckende 
Kämme  in  der  Richtung  des  Windes  fortschreiten.  Analoger  Weise  wird 
die  in  Wellenbewegung  befindliche  Wassermasse  als  ein  System  von  Wasser- 
fäden  betrachtet,  welche  die  im  ruhigen  Wasser  vertical  tU>er  einander 
liegenden  Wassertheilchen  beständig  enthalten;  diese  Fäden,  in  continuir- 
lieber  Berührung  unter  sich,  neigen  und  krümmen  sich  im  Allgemeinen  ab- 
wechselnngsweise  nach  der  einen  und  anderen  Seite,  indem  sie  m^eki 
länger  oder  kürzer  und  entsprechend  dünner  oder  dicker  werden.  Trift 
der  obere  Endpunkt  eines  solchen  Fadens  auf  den  Scheitel  eines  darttber 
hingehenden  Wellenberges,  so  hat  er  bei  verticaler  Stellung  seine  grtate 
Länge  und  kleinste  Dicke.  Im  Verlaufe  des  Fortschreitens  der  WeOr 
neigt  und  krümmt  er  sich  dann  mehr  und  mehr  im  Sinne  dieser  fortechm- 


*  „lieber  Wellen  auf  Gewässern  von  gleichmässiger  Tiefe.^  AbhandliiafR 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1861:  rtv« 
weniger  vollständig  in  Hagen*8  Handbuch   der  Wasserbanknnst,   III.  TheS 
beeufer-  und  Hafenbau,  1.  Band,  §.  1  bis  §.  4. 


§.  145.  WfiLLKN  VON  GBÖSSBRKR  HOHB.  943 

tcttden  Bewegung,  wird  dabei  kürzer  und  dicker  und  erreicht  seine  grösste 
Neignng  angefilhr  dann,  wenn  sein  oberer  Endpunkt  dnrch  die  horizontale 
Oberfläche  des  ruhigen  Wassers  oder  durch  die  Grenze  zwischen  Wellen- 
berg und  Wellenthal  hindurch  geht.  Yen  diesem  Augenblicke  an  nimmt 
die  Neignng  wieder  ab,  während  Länge  und  Dicke  fortfahren  kleiner  resp. 
grösser  zu  werden  bis,  wenn  der  Faden  auf  den  Scheitel  des  Weilenthaies 
trifft,  er  wieder  gerade  gestreckt  ist  und  dabei  seine  kleinste  Länge  und 
grOsste  Dicke  erreicht  hat;  weiterhin  neigt  er  sich  nach  der  anderen  Seite, 
indem  er  wieder  länger  und  dünner  wird  u.  s.  f.  Ob  dabei  der  Fuss  des 
Wasserfeuiens  selbst  mit  hin  und  her  geht,  oder  ob  er  feststeht,  wie  bei  dem 
Gctreidehalme,  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  von  der  Wassertiefe  abhängig. 

Um  die  Continuitätobedingung  auszudrücken,  denkt  sich  Hagen  die 
Wassermasse  im  Ruhezustande  durch  horizontale  Ebenen  in  Schichten  von 
nnendlich  kleiner  Dicke  abgetheilt,  und  betrachtet  die  Veränderungen 
dieser  stets  dieselben  materiellen  Punkte  enthaltenden  Schichten  bei  der 
regelmässig  ausgebildeten  Wellenbewegung;  sie  bestehen  in  einer  wellen- 
iormig-cylindrischen  Krümmung  ihrer  Grenzflächen  und  in  einer  periodischen 
Acnderung  der  ursprünglich  gleichförmigen  Dicke  jeder  solchen  Schicht, 
wobei  dieselbe  wegen  des  continuirlichen  Zusammenhanges  der  verschie- 
denen Schichten  natürlich  unter  den  Scheiteln  der  Wellenberge  am  grössten, 
der  Wellenthäler  am  kleinsten  sein  muss.  Stellt  man  sich  zwei  materielle 
Punkte  Ay  Ä  vor,  die  beziehungsweise  in  der  oberen  und  unteren  Fläche 
einer  solchen  Schicht  ursprünglich  vertical  übereinander  lagen,  und  denkt 
sich  eine  durch  AÄ  im  Sinne  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  ge- 
legte Yerticalebene  V  in  diesem  Sinne  mit  der  Geschwindigkeit  mo  fortbe- 
wegt, während  die  materiellen  Punkte  Ay  Ä  ihre  Bahnen  durchlaufen,  so 
sind  die  Spuren  Z,  II  dieser  Punkte  auf  der  Ebene  Fzwei  Wellenlinien, 
<lie  den  wellenförmigen  Flächenstreifen  begrenzen,  in  welchem  die  be- 
trachtete Schicht  von  der  Yerticalebene  V  geschnitten  wird.  Indem  nun 
der  continuirliche  Zusammenhang  in  der  Schicht  selbst  (in  Verbindung  mit 
der  Unveränderlichkeit  des  specifischen  Wasservolumens)  offenbar  verlangt, 
dass  die  geraden  Verbindungslinien  A  Ä  \^  zweier  materieller  Punkte  wie 
Ä^  Al  gleichzeitig  gleiche  Elemente  des  wellenförmigen  Flächenstreifens 
durchlaufen,  so  folgt,  dass  die  Schichtdicke  in  irgend  einem  Punkte  um* 
jurekchrt  proportional  sein  muss  der  relativen  Geschwindigkeit  des  mit 
fliesem  Punkte  zusammenfallenden  materiellen  Punktes  gegen  die  mit  der 
Geschwindigkeit  to  im  Sinne  von  to  bewegte  Ebene  F,  oder,  was  dasselbe 
r»a^  dass  die  vertical  gemesseneSchichtdicke  überall  umgekehrt 
proportional  sein  muss  der  relativen  Horizontalgeschwiudig« 
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koit  dos  betroffondeii  matoriellen  Punktes  gcgon  dio  bewegte 
Ebonc  F.  In  der  Mitte  eines  Wellenberges,  wo  die  Scbichtdicken  am 
grösaten  sind,  müssen  die  fraglichen  relativen  Geschwindigkeiten  am  klein« 
sten,  in  der  Mitte  eines  Wellenthals  am  grössten  sein;  die  Bewegnngsridi- 
tangen  der  materiellen  Punkte  stimmen  dort  mit  der  Fortpflanzangsrichtong 
überein,  während  sie  hier  entgegengesetzt  sind.  — 

Wo  in  den  folgenden  Paragraphen  kurzweg  von  WasscrfUden  and 
Wasserschichten  die  Rede  ist,  sind  diese  Bezeichnungen  in  dem  durch  die 
vorhergehenden  Bemerkungen  bestimmten  Sinne  zu  verstehen. 


§.  146.  Wellen  bei  unendlich  grosser  Wassertiefe. 

Es  werde  angenommen,  dass  die  Verbindungslinien  der  gleichzeitigi  d 
Oerter  aller  ursprünglich  in  einer  lothrechten  Geraden  gelegenen  matt*- 
riellen  Punkte  mit  gewissen  festen  Punkten  M  dieser  Geraden  bcständi: 
einander  parallel  bleiben. 

Um  zu  prüfen,  ob  und  unter  welchen  Umständen  diese  Annahme  mit 
der  Contiuuitätsbedinguug  verträglich  ist,  seien  B  A  und  If  Ä  (Fi^.56 

die  in  der  Zeit  i  gleichzeitig  dnroh- 
laufenen  Wege  von  zwei  materiellen 
Punkten,  die  ursprünglich  in  d^r 
Lothrechten  BS  unendlich  nahi 
beisammen  lagen,  K  und  if  ziRoi 
Punkte  der  letzteren  von  solcht-L 
Lagen,  dass  der  Annahme  zufob 
die  Winkel  BMA  und  2?'  JT  Ä 
stets  einander  gleich,  augenblicklich  =  gp  sind.  Sind  femer  y  und  y  +  ^? 
die  Tiefen  der  Punkte  M  und  "M!  unter  einer  gewissen  HorizontalobfD*' 
so  ist  der  Radiusvector  MA  =  r  eine  Function  von  y  und  y,  während  } 

unabhängig  variabel,  dagegen  qd  eine  Function  von  t  ist;  der  Radin5><vtor 

hr 
M'A'^  demselben  <jp  entsprechend,  ist  also  =  r  -|-  ;w     ^y-  Es  seien  feru«! 

CA  und  (fA'  entsprechende  Bögen  der  im  vorigen  §.  mit  L  und  L'  bi^ 
zeichneten  Wellenlinien,  nämlich  die  Spuren,  welche  dio  betrachtctca  x«'> 
materiellen  Punkte  auf  der  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  «r  df 
Wellen  in  deren  Sinne  bewegten  Yerticalebene  F  in  der  Zeit  i  htatet- 
lassen,  so  dass  BC  ^^  B^(/  =^  MO  =  wt  ist.    In  Beziehung  auf  OM  m^ 


§.  146. 
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X'Ajlq  Qnd  OC  als  s-Axe  sind  dann  die  Coordinaten  des  Punktes  A  der 

Wellenlinie  CA: 

X  =  wt  —  rsinq>\    %  =  rcosq> (1). 

In  diesem  Pnnkte  ist  die  vertical  gemessene  Dicke  des  zwischen  den 
Wellenlinien  CA  und  C'A'  enthaltenen  Flächenstreifens  nach  der  Figur: 

AD  =  AI  +  IB  =  dy  +  IB. ' 

Ist  aber  y>  der  Winkel,  unter  welchem  die  Tangente  der  Wellenlinie  CA 
im  Punkte  A  gegen  die  z-Axe  geneigt  ist,  verstanden  als  der  Winkel,  um 
welchen  OZ  im  Sinne  ZOX  gedreht  werden  muss,  um  jener  Tangente  pa- 
rallel zu  werden,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  das  unendlich  kleine  Dreieck 
IDA\  dessen  Winkel  bei  /  und  I)  resp.  =  g)  und  tp  sind, 

ID  =  lÄ  — ^.  "*"  ^^  =  — .  -  dy  (siH^  eotyy>  +  cMg))\ 


stntp 


AD 


y 


hr        /  dz  \ 

=  dy^^^dy{stng^~^+cosifj 


(2). 


Die  relative  Horizontalgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  in  A 

dx 
gegen  die  bewegte  Ebene  V  ist  =  -    ,  und  wenn  das  Product  ans  der- 

dt 

selben  und  der  Dimension  AD^  welches  der  Continuitatsbedingung  gemäss 
in  allen  Punkten  der  Wellenlinie  CA  gleich  gross,  also  unabhängig  von  ip 
sein  moss,  mit  P  bezeichnet  wird,  so  ist  also 

P        /,  hr\  dx         .       hr  dz 

und  findet  man  durch  Substitution  der  den  Gleichungen  (1)  entsprechenden 

AasdrQcke: 

dx 

dt  " 


w 


dft  hr  d€p 


dz  dw 


+  cosif 


hr  dff 
ög^  dl 


l3) 


P  .        hr  da 

dy  ^      hy  dt 


-L 


hr     ,        da 


1 


hr    dw 
ög>   dt        ^ 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  y,  wenn 

hr  d(f  tr  hr  tr  dr 

ö<jp  ^      dt  r  hy  r  dy 


(4\ 


•    ••••••• 


5i 


gesetzt   wird.     Daraus  folgt,  dass  die  materiellen  Punkte  sich  in 
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kreisförmigen  Bahnen  mit  Constanten  Winkelgesehwindigkeiteo 
bewegen  können,  and  indem  dann  letztere  gemäss  der  zu  Gmnde  Hegen- 

den  Annahme  auch  für  alle  Punkte  gleich  sind,  nämlich         =  — ,  unt*»r 

dt  T 

2t  die  gemeinschaftliche  Schwingungsdauer  verstanden,  so  folgt 

dr  ^    ,  jr  _ 

mit  A  =^  wr  =  der  halben  Wellenlänge,  also,  wenn  r  :^  p  fttr  y  =  0  ist: 

r  =  Qe       ^ 6 

in  Uebereinstimmung  mit  61.(21)  in  §.  144,  wenn  nur  die  horizontale 
Ebene,  in  welcher  die  Mittelpunkte  der  von  den  oberflächlichen  materiellen 
Punkten  durchlaufenen  Kreisbahnen  liegen,  statt  der  ursprünglichen  hori- 
zontalen Wasseroberfläche  (mit  der  sie  nur  bei  verschwindend  kleLufr 
Wellenhöhe  zusammen&Ut)  hier  als  die  Ebene  angenommen  wird,  von  drr 
aus  die  Tiefe  y  gerechnet  wird;  q  ist  dann  auch  hier  die  halbe  Wellen- 
hohe.  Die  Radien  der  kreisförmigen  Bahnen  nehmen  nach  61.(6)  mit  der 
Tiefe  ab,  sind  aber  erst  in  unendlicher  Tiefe  =  Null,  wie  es  am  Boden 
der  Fall  sein  mttsste. 

Durch  die  61eichungen  (1),  worin  auch 

tot  =  —  t  =  -  w 

gesetzt  werden  kann,  ist  irgend  eine  Wellenlinie  als  eine  gestreckte 
Cycloide  charakterisirt,  d.  h.  als  die  Curve,  welche  irgend  ein  Punlil 
des  Kreises  zum  Radius  r  beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  mit  einem  anderen 

zum  Radius  -  concentrisch  verbunden  und  letzterer  auf  einer  Genuion 
abgewälzt  wird.  Wäre  (>  =  — ,  so  wäre  die  obere  Wellenlinie  eine  ?e- 

t/v 

wohnliche  Cycloide,  entsprechend  scharfkantigen  Scheiteln  der  WellenberfrP: 
die  Mittelpunkte    der   von  den  obersten   WassertheUchen  durchlaufenen 

Balmen  lägen  dann  um  ■-  über  der  ursprünglichen  horizontalen  Was5er> 

Oberfläche.    In  der  That  ist  aber  bei  Wellen  auf  dem  Meere  selbst  mch 

dem   heftigsten  Sturme  ■-   immer  viel  <[   -  ,  nach  Beobachtungen  tui: 

Stanley  höchstens  =  Via?  *^*^^  Scorosby  nur  =  Vto- 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  untersuchen,  ob  und  unter  welchen  Bedin- 
gungen diese  Bewegungen,  zu  denen  die  geometrische  Betrachtung  geAHrt 
hat,  den  dynamischen  6esetzen  entsprechen.    Ihnen  zufolge  nrass  aber  Ar 
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jedes  anendlich  kleine  Wassertheilchen,  wenn  es  in  einer  Kreisbahn  mit 
coDstanter  Geschwindigkeit  sich  bewegen  soll,  die  resnltirende  beschleuni- 
gende Kraft  auf  die  blosse  Centripetalkraft  sich  redaciren,  oder  sie  mnss 
mit  der  Centrifugalkraft  im  Gleichgewicht  sein,  die  fQr  ein  Wassertheil- 
chen bei  A  (Fig.  56)  die  Bichtung  I£A  und  die  Grösse  rco^  hat,  wenn  zur 
Abktkrznng  die  Winkelgeschwindigkeit 

W==r=T  =  "' (') 

gesetzt  wird.  Die  beschleunigende  Kraft  ist  aber  die  Resultante  der  loth- 
rechten  Schwerkraft  =  ff  und  des  auf  die  Masseneinheit  des  Wasserth^il- 
chens  bezogenen  Drucks  =  iV,  den  es  an  seiner  Oberfläche  von  der  an- 
grenzenden Wassermasse  (an  der  freien  Oberfläche  zum  Theil  von  der 
Luft)  er&hrt,  und  welcher  normal  zu  der  betreffenden  Wellenfläche  ge- 
richtet ist  (bei  A,  Fig.  56,  im  Sinne  AN  normal  zur  Wellenlinie  CA)^ 
wenn,  wie  vorläufig  angenommen  werde,  die  Pressung  nur  von  einer  zur 
anderen  Wellenfläche  variabel,  in  allen  Punkten  derselben  Wellenfläche 
aber  gleich  ist.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  N,  ff  und  der  Centrifugal- 
kraft ro'  im  Punkte  A  (Fig.  56)  wird  dann  ausgedrQckt  durch  die  Glei- 
chungen: 

N  sin  Ifp  —  —  j  =  —  N  eostp  =  ra>^  sinq> 

N  cos  l'ip J  =  i^  «t«tp  =  ^  —  reo*  costp 

Daraus  folgt: 

q  —  r  (Oleosa) 

rco^  stn(p 
Nach  Gl.  (3)  ist  aber  auch  mit  Rficksicht  aitf  Gl.  (5)  und  (7): 

—  tfftp  =  — -    = ;— ^ (9) 

dz  rmstntp 

nnd  ergiebt  sich  aus  der  Yergleichung  beider  Ausdrücke: 

jr  1  /  gX 

ff  =  WO}    =  y  W^\       M^=l/^—      (10) 

in  üebereinstimmung  mit  Gl.  (17)  in  §.  144. 

Schliesslich  ist  nur  noch  die  Annahme  gleichförmiger  Pressung  irgend 
einer  Wellenfläche  zu  prüfen.  Wird  zu  dem  Ende  mit  ds  ein  Längen- 
element der  Wellenlinie  CA  (Fig.  56),  mit  dn  ihre  bei  A  normal  gemes- 
sene £ntfemnng  von  der  unendlich  nahe  benachbarten  Wellenlinie  (fj! 
bezeichnet,  und  das  bisher  betrachtete  Wassertheilchen  als  ein  gerades 


(8). 
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prismatisches  Wasserelement  vorausgesetzt,  dessen  Querschnitt  in  der  Ebene 
der  Figur  =  dsdn  und  dessen  dazu  senkrechte  Länge  =  1,  dessen  Masse 

also  =  (id^dn  ist,  so  ist 

N.udsdn 

— 4 =  uNdn 

ds 

der  Unterschied  der  specifischen  Pressungen  in  entsprechenden  Punkten 
der  Wellenfiächen  CA  und  CfA'-^  und  da  in  einer  Wellenfläche,  nämlich 
in  der  von  der  Atmosphäre  gleichförmig  gedrückten  Wellenoberfläche  die 
in  Rede  stehende  Annahme  zutrifft,  so  bedarf  ihre  allgemeine  Bestätigong 
nur  des  Nachweises,  dass  Ndn  oder  mit  Rücksicht  auf  Fig.  56,  worin  AD 
die  vertical  gemessene  Entfernung  der  Wellenlinien  CA  und  CA'  be- 
zeichnet, dass 

N,  Aß  cos  (V^  —  -^)  =  ^9intp .  AD 

auf  Grund  der  bisherigen  Resultate  eine  von  dem  besonderen  Punkte  J 
der  Wellenlinie  CA^  d.  h.  vom  Winkel  g)  unabhängige  Grösse  ist.  In  der 
That  ist  aber  nach  Gl.  (2)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5),  (7)  und  (9): 

^^^         -     .     rm  (  ,         — rtosinw     .  \ 

— — -  =1-4-.  —  [stnq) [-   co$  w] 

dy  w    \  to  —  rcocosq)  / 

reo 
w  —  rcocoÄ®  +  — (wco8€p — rcö)  . 


w  —  rmcosg:  w{w  —  ratetuif 

und  somit  nach  Gl.  (8)  und  (10): 

Nstny)  .AJ)  =  ^  [w^  —  (reo)«]  rfy 

w 

unabhängig  von  q>. 

Das  wichtigste  der  gewonnenen  Resultate  ist  die  Beziehung  (10 
zwischen  der  Wellenlänge  (21)  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  r 
Sie  lehrt  zwar  insofern  nichts  Neues,  als  sie  mit  Gl.  (17)  in  §.144  aber- 
einstimmt; doch  ist  es  wichtig,  ihre  Gültigkeit  als  unabhängig  von  den- 

Verhältnisse  y  der  WcHenhöhe  zur  Wellenlänge  erkannt  zu  haben.    Narh- 

träglich  ergiebt  sich  auch  die  Voraussetzung  unter  3)  in  §.  144  als  notih 
wendige  Folge  des  ersten  Theils  der  Voraussetzung  unter  2)  daselbst,  da»^ 
g  sehr  klein  im  Vergleich  mit  X  sei;  denn  das  Verhältuiss  der  Geacbnii- 
digkeitshöhe  eines  materiellen  Punktes  zur  Wellcuhöhe  ist  an  der  Welli-fr- 
Oberfläche,  wo  es  am  grössten  ist^  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (7)  und  (\0  : 


2g. 2q  ~  4a  V  // 


2g.2(f         4g  \  X  J         -kg    X   Jt        4  x 
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Beobachtangen  auf  dem  Meere,  die  zur  Prüfung  von  01.(10)  dienen 
können,  sind  von  W.  Walker  in  der  Bai  von  Plymouth,  von  Stanley  und 
vonScoresby  im  atlantischen  Ocean  angestellt  worden;  sie  lassen  im  Durch- 
schnitt eine  so  gute  U^bereinstimmung  mit  der  Gleichung  erkennen,  wie 
die  Unsicherheit  der  Messungen  auf  einem  in  der  Fahrt  begriffenen  Schiffe 
erwarten  lässt.  Eine  besonders  gute  Uebereinstimmung  zeigte  auch  eine 
von  Hagen  angeführte  Messung  des  Lootsen-Commandeurs  Knoop  auf  dem 
Haffe  in  der  Nähe  von  Swinemünde;  sie  ergab  X  =  3,92  Mtr.,  w  = 
3,485  Mtr.,  entsprechend  g  =  9,73  Mtr.  nach  Gl.  (10).  Indem  aber  hier 
die  Wassertiefe  nur  etwa  4,4  Mtr.  betrug,  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die 
gefondenen  Gesetze,  soweit  sie  die  Bewegung  der  oberen  Wasserschichten 
betreffen,  auch  bei  solchen  Wassertiefe^  von  mittlerer  Grösse  hinlänglich 
zutreffend  sind,  dass  wenigstens  auf  die  Beziehung  zwischen  w  und  X  die 
jedenfBdls  abweichende  Bewegung  in  der  Nähe  des  Grundes  keinen  merk- 
lichen Einfluss  hat. 


§.  147.  Wellen  bei  kleiner  und  gleiehfSrmisrer  Wassertiefe. 

Um  die  Bewegung  der  Wassertheilchen  in  diesem  Falle  zunächst 
durch  Beobachtung  im  Allgemeinen  kennen  zu  lernen,  benutzte  Hagen 
nach  Analogie  der  Weber 'sehen  Wellenrinne  einen  parallelepipcdischen 
Kasten  mit  horizontalem  Boden  und  verticalen  Seitenwänden,  12  Fuss  lang, 
4  Zoll  breit  und  hoch;  in  den  Mitten  der  längeren  Seitenwände  befanden 
sich  durch  Glasscheiben  geschlossene  Oeffnungen  zur  Beobachtung  der 
Vorgänge  im  Inneren  des  in  diesem  Kasten  befindlichen  Wassers.  Indem 
es  Hagen  darauf  ankam,  bei  jedem  Versuche  nicht  eine  einzelne,  sondern 
fine  lange  Reihe  möglichst  gleichmässiger  Wellen  zu  erzeugen,  an  denen 
riieselben  Erscheinungen  wiederholt  beobachtet  und  die  erforderlichen 
^lessangen  vorgenommen  werden  könnten,  war  die  Erregungsvorrichtung 
wesentlich  von  derjenigen 'verschieden,  die  Weber  bei  seinen  bekannten 
Vc^rsuchen  angewendet  hatte;  sie  bestand  aus  einer  den  Querschnitt  der 
Rinne  beinahe  ausfüllenden  rechteckigen  Scheibe,  welche  an  dem  einen 
Elude  der  Rinne  durch  eine  Kurbel  und  Schubstangen  so  bewegt  wurde, 
Lisa  sie  Schwingungen  um  ihre  untere  Kante  ausführte,  während  diese  zn- 
rleich  über  dem  Boden  der  Rinne  hin  und  her  oscillirte.  Die  Weiten  der 
Schwingungen  um  die  untere  Kante  sowie  der  geradlinigen  Schwingungen 
[ieser  Kante  selbst  konnten  zwischen  weiten  Grenzen  geändert  werden, 

Oraskof,  theoret.  Maschinenlehre.    I.  54 
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desgleichen  die  Zahl  der  Schwingungen  in  einei^  gewissen  Zeit  Zur  mittel- 
hären  Beobachtung  der  Bewegungen  der  Wassertheilchen  erwies  sich  am 
brauchbarsten  ein  Glimmerblättchen  von  1  Zoll  Breite  und  Höhe,  drehbar 
gemacht  um  einen  feinen  Draht,  der  durch  das  in  der  Mitte  gespaltene 
Blättchen  hindurchgezogen  und  in  den  Oesen  eines  aus  eben  solchem  Draht 
gebildeten,  an  zwei  Fäden  aufgehängten  Rahmens  horizontal  und  leicht 
drehbar  gelagert  war;  das  Blättchen  war  unten  etwas  beschwert,  so  da«> 
es  im  ruhigen  Wasser  sich  eben  vertical  stellte,  wog  aber  so  sammt  Ai«* 
und  Rahmen  nur  0,34  Gramm  und  gab  sehr  geringe  Bewegungen  in. 
Wasser  sicher  an. 

Das  wichtigste  Resultat  dieser  Versuche  bestand  in  der  Wahmehmniu. 
dass  das  Glimmerblättchen  sich  nur  hin  und  her  bewegte,  ohne  sich  al>- 
wechselnd  vorwärts  und  rückwärts  überzuneigen,  und  zwar  geschah  dio^^ 
nicht  nur  dann,  wenn  die  die  Wellen  erregende  Scheibe  in  lothrechur 
Stellung  hin  und  her  bewegt  wurde,  sondern  auch  im  anderen  Grenzfillf. 
wenn  der  untere  Rand  an  derselben  Stelle  blieb  und  die  Scheibe  folsHrl 
nur  nach  vorn  und  hinten  sich  überneigte.  Die  im  letzteren  Falle  dir. 
Wasser  mitgetheilte  Bewegung  konnte  also  bei  so  geringer  Wassertitf 
sich  nicht  weit  fortsetzen  und  war  im  Abstände  von  4  Fuss  schon  Voll- 
ständig in  die  einfach  parallele  Verschiebung  der  verticalcn  Wasser&d*- . 
übergegangen.  Es  zeigte  sich  auch,  dass  die  leichten  und  feinen  St^oU 
massen,  die  am  Boden  der  Rinne  sich  nach  und  nach  ansammelten,  m.' 
jeder  Welle  ebenso  weit  hin  und  her  geschoben  wurden  wie  das  Glimm«-:- 
blättchen  selbst. 

Die  Wellenbewegung  kann  man  sich  somit  im  vorliegenden   F;l 
darin  bestehend  denken,  dass  die  verticalen  Wasserföden,  indem  sie  be«Ui- 
dig  gerade,  vertical  und  gleichförmig  dick  bleiben,  in  horizontaler  Kiditaa: 
sich  hin  und  her  bewegen,  in  einem  Wellenberge  sich  zasammenschi«-^  « 
und  dabei  entsprechend  dünner  und  länger  werden,  in  einem  Welleatka.- 
dagegen  sich  auseinander  bewegen   und  dabei  entsprechend  dicker  l*. 
kürzer  werden.    Alle  materieUen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  \t-r:>- 
calen  Geraden  lagen,  bewegen  sich  in  geschlossenen  Bahnen  so«  da»  ihr 
gleichzeitigen  Oerter  in  denselben  stets  in  einer  verticalen  Geraden  liep . 
die  horizontalen  Durchmesser  dieser  Bahnen  sind  gleich,  die  vertirx  : 
nehmen  mit  der  Entfernung  vom  Boden  zu  und  sind  an  diesem  selbst  = 
Null.    Wären  diese  Bahnen  Ellipsen,  wie  bei  der  Untersuchong  in  J.  I« 
sich  ergeben  hatte,  wäre  a  die  für  alle  gleiche  horizontale,  ^  die  fnr  . 
einzelnen  Bahnen  verschiedene  verticale  Halbaxe,  nnd  wäre  für  eine  b«Jc. 
Bahn  (Fig.  5G)  M  der  Mittelpunkt,  B  der  obere  ScheiU^lpunkt.  BA  «kr  •  ^ 
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ihm  aas  gerechnet  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Bogen,  so  wären  in  Beziehung 
anf  rechtwinkelige  Coordinatonaxen  der  §  und  f]  mit  dem  Anfangspunkte 
31  (die  §-Axe  horizontal  und  positiv  im  Sinne  von  w,  die  7j-Axe  positiv 
im  Sinne  MB)  die  Coordinaten  des  Punktes  Ai 

§  =  a8in(p\     7j  =  ßcosg) (1\ 

üüter  g)  den  Drehungswinkel  BMÄ^  der  Geraden  MA^  in  der  Zeit  t  ver- 
standen, wenn  A^  der  Punkt  ist,  in  welchem  die  Lothrechte  durch  A  einen 
am  M  mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreis  auf  derselben  Seite  der  g-- 
Axe  schneidet,  auf  welcher  der  Punkt  A  liegt.  Dabei  wäre  a  constant,  Iß 
eine  Function  von  y,  wenn  mit  y  hier  die  Höhe  des  Punktes  M  über  dem 
horizontalen  Boden  bezeichnet  wird.  Um  aber  die  Möglichkeit  einer  Cor- 
rectur  jener  in  §.  144  unter  allzu  beschränkten  Voraussetzungen  gefundenen 
Resultate  offen  zu  lassen,  soll  übrigens  unter  Beibehaltung  der  erklärten 
ßacbstabenbedeutungen  und  der  Gleichungen  (1)  nur  ß  als  Function  zu- 
?ieich  von  y  und  von  q>  angenommen  und  nun  geprüft  werden,  ob  und  wie 
dann  diese  Gleichungen  mit  der  Continuitätsbedingung  und  mit  den  dyna- 
mischen Gesetzen  in  Einklang  gebracht  werden  können. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Figur  56  im  vorigen  §.,  in  der  jedoch  die 
'-Axe  um  die  Strecke  y  abwärts  verschoben  gedacht  werde,  so  dass  sie  in 
«len  Boden  fällt,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  A  der  Wellenlinie  CA 
gemäss  den  Gleichungen  (1): 

X  =  wt  —  a8%n(p\     2  =  y  -f-  ßcosg)    (2). 

dx 
r>araus  ergiebt  sich  die  relative  Ilorizontalgeschwindigkeit  =  -—  des  in 

dt 

A  befindlichen  materiellen  Punktes  gegen  die  im  Sinne  von  w  mit  der  Ge- 
schwindigkeit tc  bewegte  Verticalebene  F.  Indem  aber  die  gleichen  Win- 
^i'\n  q>  entsprechenden  Punkte  A  und  Ä  von  zwei  unendlich  nahe  benach- 
barten Wellenlinien  CA^  (fÄ  jetzt  in  einer  Verticalen  liegen,  ist  die  ver- 

hz 
liral  gemessene  Breite  des  von  ihnen  begrenzten  Flächenstreifens  =        rfy 

wobei  jetzt,  einem  positiven  dy  =  MM!  entsprechend,  M*  oberhalb  üf, 
ffÄC  oberhalb  BAC  in  Fig.  56  liegend  zu  denken  ist),  und  folgt  dann 
ius  der  in  §.  145  formulirten  Continuitätsbedingung,  dass 

dx  hz         /  d(f\  /^     ,     f^ß         \ 

inen  von  ff  unabhängigen  Werth  haben,  also  =  io  sein  muss,  entsprechend 
ff'ff  z=  o.    Daraus  ergiebt  sich 
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/  \  ^^ 

dq)  1       I  to  \  w  hy 

dt         aeosw  I  .     ,    ö/5  /         «  .     ,    ^/^ 

\  1  +  ^^  cos<pl  1  +  ^^  cosg> 

dg> 

nnd  daraus  weiter,  weil  der  Annahme  zufolge  %  also  auch    ~-  unabhängig 

hß 
von  y  ist,  ^  =  einer  Function  /(gp)  nur  von  9),  also  mit  Kacksicht  da- 
öy 

rauf,  dass  für  y  =  0  auch  ß  =  0  sein  muss,  ß  =  yf{fp\    Mit  der  kür- 
zeren Bezeichnung  /  für  /(9>)  ist  somit 

V  =  yfco8<p ;     8  =  y  (1  -f-  fcosq>)    .  .  .  .^ - 3 

dq>        to           f 
dt         «   1  -|-  feo%(f) ^ 

Bemerkenswerth  ist,  dass  (unabhängig  von  der  Function/)  die  von  der 
g-Axe  und  der  betrefifenden  Wellenlinie  begrenzten,  abwechselungsweise 
über  und  unter  der  g-Axe  gelegenen  Flächenräume  gleich  gross  sind.  Nach 
obigen  Gleichungen  ist  nämlich  ein  Elementarstreifen  einer  solchen  Fliehe: 

7y  dx  =  yfeosfp  (w  dt  —  a  eo9q)d<p) 

=  yfcos^  l co8q>j  adfp  =  yaeoMq>dif^ 

fjdx  =  yd§ r> 

Die  ganze  Fläche  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Scluiittpaiikt»-L 
der  Wellenlinie  mit  der  §-Axe  ist  also  =  2ay,  entsprechend  einer  Aec- 
derung  von  g  um  2a.  Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  jede  Wellenfläcke  dk*- 
selben  materiellen  Punkte  enthält,  die  ursprünglich  in  der  Horizontalebe»' 
der  betreffenden  Punkte  M  lagen,  und  dass  insbesondere  für  die  mate- 
riellen Punkte  an  der  Oberfläche  y  =  h  =  der  mittleren  oder  ursprür^- 
liehen  Wassertiefe  ist. 

Die  noch  unbestimmt  gebliebene  Function  /  ist  jedenfalls  90  U- 
schaffen,  dass 

Ä<p)=A-v>) ♦■ 

ist,  entsprechend  einer  symmetrischen  Gestalt  der  Bahn  in  Benehaag  ba 
die  Tj'Axe.  Ausserdem  sind  ihre  Gonstanten  bedingt  durch  die  Verkir 
nisse  der  Wellenlänge  =  2jL  zur  Constanten  a  und  der  Wellenhöhe  =  r 
zur  Wassertiefe  h.    Nach  Gl.  (1),  (3)  und  (5)  ist  nämlich 

fj  yfconqj  f 
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(7) 


also  mit  Rflcksicht  auf  Gl.  (6): 

<p  -  n  Tt  Ä 

y    =  — TT  —  Ä  0 

Die  Wellenhöhe  ist  aber  die  Differenz  der  Werthe  von  97,  welche  tf  =  h^ 
(p=  0  and  ff  =  h^  q>  z=  jt  entsprechen,  somit  nach  Gl.  (3): 

,  =  ^m±m (,, 

Znr  näheren  Bestimmung  der  Function  f(g))  müssen  die  dynamischen 
Vcrhältni^e  berücksichtigt  werden.  Dazu  werde  ein  Wasserclement  be- 
trachtet, welches  von  zwei  der  ^-Ebene  parallelen  Ebenen,  deren  Ent- 
fernung ==  1  ist,  und  von  zwei  zur  x-Axa  senkrechten  Ebenen,  deren  ver- 
änderliche Entfernung  =  ^  ist,  begrenzt  wird.  Ist  m  seine  Masse,  dm 
die  Masse  eines  der  Elemente  zweiter  Ordnung,  in  die  es  durch  eine 
Schaar  von  Horizontalebenen  zerlegt  werden  kann,  so  ist  seine  lebendige 
Kraft: 

Ist  aber  ij^  =  hfeosg>  der  Werth  von  t]  für  y  =  ä,  so  ergiebt  sich  mit 


0 


df 
mit  f  ==  -  -,  oder  mit  Rücksicht  auf  Gl. (4): 
dq) 

1    A* 
pcos^g)  4-  -  -  -  {ff'co9q>—Psinqy 

Die  Aenderung  dL  dieser  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung  des 
Wasserelemcntes  um  rfg  im  Sinne  der  §-Axe,  entsprechend  der  Aenderung 
dff  des  Winkels  g>,  muss  der  gleichzeitigen  Arbeit  der  auf  das  Wasser- 
clcmcnt  wirkenden  Kräfte  gleich  sein.    Wenn  dabei  von  der  inneren  und 
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äusseren  Reibung  abgesehen  oder  dieselbe  durch  den  (wie  bei  den  Hagen- 
sehen  Versuchen)  beständig  wirkenden  Antrieb  als  immer  gerade  aufge- 
wogen vorausgesetzt,  und  wenn  femer  berücksichtigt  wird,  dass  die  Arkit 
des  Atmosphärendrucks  auf  die  Oberfläche  des  Wasserelements  von  coo- 
stantem  Volumen  =  Null  ist,  so  sind  jene  Kräfte  nur  die  Schwere  und 
die  Pressungen  des  angrenzenden  Wassers  auf  die  vordere  und  hinten 
Fläche,  nämlich  auf  die  beiden  zur  |-Axe  senkrechten  Seitenflächen  dt- 
Wasserelementes,  welche  Pressungen  dabei  ohne  Rücksicht  auf  den  At- 
mosphärendruck zu  berechnen  sind.  Insoweit  übrigens  diese  beiden  Pn^- 
sungen  einander  gleich  =  P  sind,  ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Ar- 
beiten und  der  Arbeit  der  Schwerkraft  mg  des  Wasserelementes  =  Nall 
Worden  nämlich  //  und  %  in  der  Folge  auf  die  freie  Oberfläche  bezogti^ 
entsprechend  y  =  A,  so  dass  nun 

'q  =  hfeosfp]     z  =  Ä(l  +  f<^<p) (!'• 

I  ist,   und  sind  bei  der  betrachteten  elementaren  Bewegung  des  Wasser- 

'  dementes  ödx  und  6%  die  Aenderungen  seiner  Dicke  und  Höhe,  so  bt 

wegen 

P  =  — —  nnd  mg  =  y%dx 

i  2 

I 

die  fragliche  Summe  von  Arbeiten: 

—  Pddx  —  mg         =  —        (zödx  -f-  dxöz)  ==  —  -     d{zdxi  =  0, 

\  mg 

\  weil  zdx  =^  —  constant  ist.  Hiernach  ist,  wenn  X  (positiv  im  Sinne  «]•• 

d;- Axe)  den  Unterschied  der  Pressungen  auf  die  beiden  Flächen  des  Was^:- 
dementes  bedeutet, 

dL  =  —  Xrfg:     Z  '\~JXd§=  Canst 1! 

Darin  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dz  =  d(h  -f-  i?)  =  <//;, 

I  7  dfi  dfi 

X  =  yzi—dz)  =  — ^  zdx.g     '  =  -^  mg  --'-, 

g  dx  dx 

also  wegen  d§  :=  -~  dx  nach  Gl.  (5): 


h  -  - "'/' 


mg  n*  »*     .  ^      - 

//rf/y  =  —  -^    J-  :=  —  ^  ghpcos^q. 


Die  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Ausdruckes  (9)  von  £  im  <' 

mtD^ 
(11;  crgiobt  nach  Division  mit  — ^^  -,   unter  C  eine  Constautc  verstaai 
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pcoB^(p  +    -  —  {f/co8^p--pBinq>y 

" ?lf^co9^ip=  C.(12). 

(1  +  fcostp)^  w* 

Nach  §.  144,  Gl.  (18)  und  (22),  wäre 

w  =  ^gh    und  ^  =  Qeosg>^  also  /  ==  ^  ,  /*  =  0, 
und  ginge  dadurch  die  Bedingung  (12)  über  in: 

— eog^q>  :^  Const, 

Mau  erkennt  daraus,  dass  die  Gültigkeit  jener  Lösung  wesentlich  an  die 

Vuraassetzung  verschwindend  kleiner  Werthe  von  %  und  -  (nach  §.  144, 

h  a 

Gl.  22  von  einerlei  Grössenordnung  mit  y)  gebunden  ist. 

Bei  den  Versuchen  von  Hagen  war  aber  ■-  zuweilen  fast  =  —  und  — 

h  4  « 

gar  nahe  =  1.  Unter  solchen  Umständen  kann  man  versuchen,  durch  die 
den  Gleichungen  (6)  und  (8)  entsprechende  allgemeinere  Annahme: 

/=       (1  +  peo»(p  +  qcos'-^g)  +  reos^tp  +  seos'^ip  +  ...)    ...  (13) 

bei  passender  Bestimmung  der  Coefficienten  j?,  y,  r,  «  . . .  eine  wenigstens 
l>^sser  zutreffende  Lösung  zu  erhalten.  Wenn  man  diesen  Ausdruck  von 
/and 

/'=  — T  ^^  "I"  3yco«*9)  +  5r«?«*gp  +  78Cos^<p  +  ...)  8ing> 

iu  Gl  (12)  snbstituirt,  zur  Abkürzung 

«  —  P      ^  _  o  «*     1  —  9^     V  —  ^       1       .A 

a 
setzt,  die  Gleichung  mit  -  -  multiplicirt  und  ihre  linke  Seite  in  eine  nach 

Potenzen  von  co8(p  fortschreitende  Reihe  entwickelt,  so  erhält  man  als 
^rste  Annäherung  wenn  nämlich  in  den  Coefficienten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  eo8q)  kleine  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigt  werden 
anter  der  Voraussetzung,  dass  n,  p,  ^,  r,  «  . . .  mit  einander  vergleichbare 
Uoiuo  Brüche  erster  Ordnung  sind,  während  a  und  h  mit  der  Einheit  ver- 
e!nchbare  Zahlen  sein  können): 

1  +  2  :3p  —  n)  eo8(p  +  acoB^^  +  2  [5y  —  (2  —  a)p  —  («  —  1)  n\  cos^tp 
-r  2[7r  —  (4  —  ajq]co8^(p  +  2  [9«  —  (6  —  a)r]coH''*^  +  •••  =^  C&nsL 
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Diese  Gleichang  wird  unabhängig  von  q>  erfüllt,  wenn 

Const.  =  1  ;     a   =  0 

1  /    a*       1\  Q 
bq  =  2p  +  (a  —  l)n  =  an-^p-,     9  =  ^  \o^~^)  h 

Ir  =  4y;     r  =  ^  q 

6  4.6 

9«  =  6r ;     9  =  ^  r  =  ^^q  etc. 


gesetzt  wird.*    Das  bemerkonswerthcstc  Resultat  ist  die  Gleichang: 
»  =  a  -   1  —  Ä*  =  0 :     Ä  =  ^  -  =  1 =  1  —  -  ", 


^  ^  Q    ^« 


«^  =    ■  /  ^— f • (14 

3  «' 


Mit  demselben  Grade  von  Annäherung  ist  die  halbe  Wellenlänge  nach  GL 


(X    f  ß** 

X  =  h       I  dw(l — pcosw  —  qcos^q>  —  ..)  =  xÄ 


ii:. 


0 

Durch  die  letzte  Gleichung  wird  die  erste  der  Beziehungen  ;22  /. 
§.  144,    welche   dort   für  sehr  kleine  (streng  genommen  verschwindts: 


*  Indem  hiernach  die  Coefficienten  g,  r,  «...  mit  p  vergleichbare  Grvia»r: 
haben,  insbesondere  mit  a  >  (> 

q>  ^5,-,   4.1.  >  ^P 

ist,  war  es  nicht  gerechtfertigt,  dass  Hagen  von  vom  herein 

f  =  -^  (1  +  pco8q>) 

setzte  und  die  Glieder  mit  cos^ip  und  den  höheren  Potenzen  von  eo$^  ia  ^ 
zu  erfcdlenden  identischen  Gleichung  vernachlässigte. 

**  Wenn  Hagen  statt  dessen 

n 


Vi- II«  ^ 


(I 


setzte,  80  ist  die  vermeintlich  grössere  Genauigkeit  dieser  Beziehoog  iUowri- 
mit  Rücksicht  auf  die  unbeachtet  gebliebenen  Glieder  der  Function  f  nod  c> 
dynamischen  Bedingungsgleichung. 
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kJcine)  Weriho  von  y ,  also  von  —,  und  boi  Voraussetzung  eines  gleichfalls 

sehr  Jcloinen  (verschwindend  kleinen)  Werthes  von  ^  gefunden  wurde,  als 

h 

angenähert  gültig  auch  für  solche  Worthe  von  —  bestätigt,  die  mit  der 

a 

Einheit  vergleichbar  sind,  und  für,  wenn  auch  kleine,  doch  nicht  sehr 

kleine  (verschwindend  kleine)  Wcrthe  von  -.  .  Die  Fortpflanzungsgeschwin- 

digkeit  w  ist  dann  aber  nach  Gl.  (14)  wesentlich  grösser  ahi  nach  §.  144, 
Gl.  (18),  und  es  wird  der  Widerspruch  sogar  noch  erheblicher,  wenn  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  (16)  von  w  in  §.  144  bei  Voraussetzung  eines 

weniger  kleinen  Werthes  von  ah  =  jt  j  mit 


<?"*=  1  +  aÄ  +  -^  Ä«Ä«; 


—  aA 


1  __  aÄ  +  -  a«Ä» 


fC 


_l/g        2aH^    .=  l/_ 


^Ä 


+    2  "*** 


gh  

UxhV 


gefolgert  wird,  während  nach  den  obigen  Gleichungen  (14)  und  (15) 


w 


Ki-fffv 


(16) 


3\i 

Häre.  Unter  diesen  Umständen  war  die  Messung  der  Fortpflanzungs- 
Koschwindigkeit  von  besonderem  Interesse;  folgende  Zusammenstellung  ent- 
hält die  von  Hagen  gefundenen  Werthe  von  w  (in  Zollen  pro  See.)  als 
Mittelzahlen  von  je  10  (einzeln  freilich  sehr  unsicheren)  Messungen  bei 
verschiedenen  Wassertiefen  h  (in  Zollen)  nebst  den  entsprechenden  Wer- 

then  von  'Ygh  und  1/  -^  yA ;  letztere  würden  Gl.  (14)  mit  Rücksicht  da- 
rauf entsprechen,  dass  q  immer  fast  =  a  und  nur  für  A  <^  1  Zoll  merk- 
lich <C  a  beobachtet  wurde.    Die  Grösse  a  betrug  '/^  bis  V«  55oll. 


9h 


^     K 

2^ 


1 

1,6 
2 

2,5 
3 


19,3 
23,7 
27,4 
30,6 
33,6 


19,3 
24,9 

27,» 
33,2 
37,7 


23,7 
29,0 
33,5 
37,5 
41,1 


1,23 
147 
1,21 
1,13 
1,09 
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Wie  man  sieht,  ist  f ür  ä  >  1  Zoll  immer  w  >  VyÄ,  wenn  auch 

<C  y  -^  9^\  indem  aber  die  Abweichung  von  Gl.  (14),  wie  die  Zahlen  der 

letzten  Columne  nachweisen,  mit  abnehmender  Wassertiefe  zunimmt,  aL^o 
mit  wachsendem  Einflüsse  der  bei  der  obigen  Entwickelnng  nicht  speciell 
in  Rechnung  gebrachten  Reibung,  kann  es  richtig  sein,  wenn  Hagen 
diesem  Umstände  die  Abweichung  zuschreibt. 

In  noch  höherem  Grade  musste  die  Reibung  sich  geltend  machcR. 
wenn  der  Erregungsapparat  ausser  Gang  gesetzt  wurde;  die  horizontalec 
Schwingungen  dauerten  dann  zwar  noch  einige  Minuten  fort  und  nahmea 
vorttbergehend  sogar  eine  grössere  Ausdehnung  an,  wogegen  die  Wellen- 
höhe  sofort  viel  kleiner  und  bald  unmessbar  klein  wurde. 

Aehnliche  Geschwindigkeitsmessungen  sind  in  sehr  grosser  Zahl  \o2. 
Scott  Rüssel  in  einer  Wellenrinne  von  20  Fuss  Länge,  1  Fnss  Breite 
und  Höhe  angestellt  worden,  von  denen  Hagen  zwar  anerkennt,  dass  sie 
in  gewisser  Hinsicht  mit  grösserer  Schärfe  ausgeführt  wurden,  als  sein 
eigener  Apparat  zuliess,  dabei  aber  findet,  dass  sie  die  Erscheinung  in  all- 
zu verschiedenen  Stadien  der  Entwickelnng  umfassten,  als  dass  bofri*^ 
digende  Schlüsse  aus  den  vielfach  widerspruchsvollen  Messungsresnltateo 
gezogen  werden  könnten.  Uebrigens  fand  auch  Scott  Rüssel  mit  weni- 
gen Ausnahmen  w  >>  VyA,  im  Durchschnitt 


§.  148.  Wellen  bei  grosserer  gleichförmiger  Wassertiefe« 

• 

Indem  sich  gezeigt  hat  (siehe  die  Bemerkungen  zu  Ende  von  §.14^-. 
dass  bei  endlicher  und  selbst  bei  nur  massiger  Wassertiefe  von  wcnigifa 
Metern  die  Beziehung  zwischen  der  Wellenlänge  X  und  der  FortpSanznnp- 
geschwiudigkeit  w  für  die  oberen  W^asserschichten  nicht  merklich  von  d«  :• 
jcnigen 


r      3t 


verschieden  ist,  die  bei  Voraussetzung  einer  unendlich  grossen  Was*:- 
tiefe  gefunden  wurde,  nimmt  Hagen  an,  dass  bei  beliebiger  nicht  «ei:* 
kleiner  gleichförmiger  Tiefe  die  ganze  Wassermasse  durch  eine  gcwi<i*- 
Uebergangsfläche  so  in  zwei  Theile  getheilt  werden  könne  ^  dass  die  Bi^ 
wegungsgesetzo  des  oberen  Theils  dieselben  sind,  welche  nach  §.  146  N-: 
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unendlich  grosser  Tiefe,  die  des  unteren  Theils  dieselben,  welche  nach 
^.  147  bei  sehr  kleiner  Tiefe  fOr  die  ganze  Wassermasse  gelten  würden. 
In  der  Ucbergangsfläche  mOsste  dann  freilich  beiden  Bewegnngsarten  die- 
selbe Bahn  der  Wassertheilchen  entsprechen,  also  nach  §.  146  eine  Kreis- 
bahn; weil  aber  das  nach  §.  147  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  wird  ange- 
nommen, dass  hier  für  die  materiellen  Pnnkte  des  unteren  Systems  wenig- 
stens der  horizontale  und  yerticale  Bahndnrchmesser  einander  gleich  sind, 
nnd  somit  nach  §.147,  61.(15)  mit  a  =  q  die  Höhe  h  der  Grenzfläche 
über  dem  Boden: 

A  =  -^ (1) 

gesetzt,  unter  21  die  gemeinschaftliche  Wellenlänge  beider  Systeme  ver- 
standen. Ist  dann  Jff  die  ganze  Wassertiefe  und  2q  die  Wollenhöhe,  so 
bestimmt  GL  (6)  in  §.  146  den  Bahndurchmesser  2r  fär  die  in  der  Grenz- 
tiäohe  befindlichen  materiellen  Punkte: 

H- h  H—h  H 

-  =  e  '^    :=  e  •=  e  (2). 

Bezüglich  auf  den  Grad,  in  welchem  die  Wellen  sich  ausbilden,  macht 
nun  Hagen  die  weitere  Annahme,  es  gestalte  die  Bewegung  sich  so,  dass 
die  innere  Reibung  zwischen  den  Wasserfftden  einer  ganzen  Welle  im  Yer- 
l^tniss  zur  lebendigen  Kraft  derselben  ein  Minimum  ist;  aus  dieser  Be- 
(üngnng  leitet  er  die  Gleichung 


r 


2 

9 


©"=7^.  ■•■'»' 


^  und  besitzt  dann  wegen 


-,) 


r         r     Q  Q         Q     h 

-  =  -^:^und-  =  -^:^ 


h 


'^  2)  und  (3)  zwei  Gleichungen  zwischen  den  3  Verhältnissen      ,      ,      , 

ins  welchen,  wenn  eines  derselben  bekannt  ist,  die  beiden  anderen,  somit 
ivi  femer  gegebenem  Werthe  einer  der  4  Grössen  H^  Ä,  p,  r  auch  die  an« 
leren  gefunden  werden  können. 

Abgesehen  von  der  zweifelhaften  Berechtigung  jener  der  GL  (3)  zu 
imnde  liegenden  Annahme  erscheint  nun  aber  auch  schon  die  Zerlegung 
ler  Wassermasse  in  zwei  verschiedenen  Bewegungsgesetzen  folgende  Theile 
ds  eine  wenig  befriedigende  Lösung  des  Problems.  Die  ihr  ontsprochendo 
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discontinuirlichc  Gestaltsänderung  der  Bahnen  in  der  Grenzfläche  wurde 
schon  hervorgehoben.  Ebenso  wenig  ist  es  denkbar,  dass  die  Waaserfideo 
in  ihren  unteren  Theilen  ganz  geradlinig  bleibend  nor  hin  nnd  her  gehea 
und  erst  oberhalb  der  Grenzfläche  plötzlich  eine  periodisdie  Krflnmiim; 
und  Neigung  von  endlicher  Grösse  annehmen.  Dass  endlich  dem  unU^nt 
Wollensystem  eine  im  Verhältnisse  Y*^ -V^  grössere  Fortpflanzungsco- 
schwindigkeit,  wie  dem  oberen,  nämlich  nach  Gl.  (14)  im  vorigen  $. 


w 


-Vh^-m 


zugeschrieben  worden  müsste,  wird  von  Hagen  selbst  als  ein  berechtid^ 
Bedenken  zugestanden,  wenn  auch  abgeschwächt  durch  die  Hinweisan?  4if 
den  Einfluss  der  Reibung  und  auf  den  Umstand,  dass  die  Wellenbewe^iv 
sich  erfahrungsmässig  niemals  ganz  regelmässig  gestaltet 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  letzteren  Umstand  genügt  allerdings  fr» 
nur  angenäherte  Lösung,  aber  es  wird  eine  solche  vorzuziehen  sein,  danii 
welche  der  einheitliche  Charakter  der  ganzen  Erscheinung  gewahrt  ud 
jede  offenbar  unmögliche  Unstetigkeit  der  Uebergänge  im  Inneren  d<r 
Wassermasse  vermieden  wird.  Das  geschieht,  wenn  die  Lösung  def 
Problems  für  Wellen  von  sehr  kleiner  Höhe  nach  §.144  ah  ab* 
genähert  gültig  auch  fürgrössere  Wellenhöhen  betrachtet  wird, 
in  der  That  können  die  Entwickelungcn  der  beiden  vorhergehenden  "hn- 
graphen  als  Rechtfertigung  ebenso  gut  dieser  Annahme  wie  der  Uas^: 
sehen  Vorstellung  vcrwerthet  werden,  indem  die  BewegungsgeseUo  ** 
sehr  grosser  Wassertiefe  (§.146)  als  gar  nicht,  bei  sehr  kleiner  Wa**«" 
tiefe  (§.  147)  wenigstens  nicht  als  erheblich  abhängig  von  der  Welleiib«> 
erkannt  wurden.  Auch  ist  es  möglich,  dass  die  Erscheinungen^  wie  <> 
Hagen  für  diesen  letzteren  Fall  in  seiner  Wellenrinne  beobachtete^  dari 
die  Interferenz  der  directcn  mit  den  von  der  verticalen  Endwand  i- ' 
Wellenrinno  reflectirten  Wellen  beeinflusst  wurden,  dass  insbesondere  K:-. 
unbegrenzter  Ausdehnung  des  Wassers  nach  der  Fortpfianzangsrirfatirr 
auch  schon  bei  kleiner  Wassertiefe  eine  von  unten  nach  oben  zunehme  c*: 
Grösse  der  Horizontalbowegung,  entsprechend  einer  periodischeB  Noicit: 
und  Krümmung  der  Wasserfaden,  beobachtet  worden  wäre.  Die  in  Eid' 
von  §.146  angeführte  Beobachtung  der  zusanunengehöngon  Wertho  i  - 
3,92,  w  =  3,485,  h  =  4,4  Mtr.,  ans  welcher,  indem  ihr  /  =  9JS  wt  | 
Gl.  (10)  jenes  §.  entspricht,  die  Anwendbarkeit  dieser  Glelchuifr  »»*  »•*  \ 
ihr  enUprechenden  Annahme  gleichfdrmiger  Kreisbewegungen  der  iba'-  j 
riollou  Punkte  auch  für  massige  Wassertiefen  gefolgert  wurde,  kann  chnr*   ■ 
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gut  als  Bestätigung  der  allgemeineren  GL  (16),  §.  144,  gelten,  ans  welcher 
g  =  9,75  folgen  würde. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Continuitätsgleichung  (1)  in 
il44: 

welcher  der  Ausdruck  (15)  von  q>  daselbst  genau  entspricht,  von  der 
Voraussetzung  einer  sehr  kleinen  Wellenhöhe  unabhängig  ist,  dass  also 
auch  die  elliptischen  Bahnen  der  materiellen  Punkte,  welche  aus  den  be- 
treffenden Ausdrücken  ihrer  Geschwindigkeitscomponenten 

h(p  rfg  htp dri 

hx         dt  hy         dt 

daselbst  gefolgert  wurden,  der  Continuitätsbedingung  ohne  Einschränkung 
entsprechend  sind.  Nur  die  dynamische  Bedingungsgleichung  und  die  daraus 
jj^'zogenen  Folgerungen  (wozu  Gl.  (14)  für  die  halbe  Wellenhöhe  (),  Gl.  (16) 
nir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  u^,  sowie  die  speciellen  Ausdrücke 
20;  der  Halbaxen  a,  ß  der  elliptischen  Bahnen  gehören)  wurden  durch 
<iie  Yoraossetzung  sehr  kleiner  Wellenhöhen  vereinfacht  und  in  ihrer  all- 
l^emeinen  Gültigkeit  beschränkt,  was  aber  deshalb  weniger  bedenklich  ist, 
neu  diese  dynamische  Gleichung  bei  der  Abstraction  von  Bewegungswider- 
^nden  ohnehin  nur  auf  angenäherte  Gültigkeit  Anspruch  machen  kann. 
Nach  §.  144,  Gl.  (9)  und  (16)  ist  mit 

n  -M 

üih                            e   —  e 
n=ah=         und  /(n)  =  ^  _^; (4) 

^  €     +   e 

iie  halbe  Schwingungsdauer: 

KütX     1  \/~h      T' 

9   /(»)  "    9  «/(«) 

und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen: 


w 


^V'tm  =  V^^ .<e,. 


I-'olgende  Tabelle  zusammengehöriger  Werthe  von  «,  /(»),  nf{n)  und 
erleichtert  den  Gebrauch  dieser  Formeln;  f(n)  ist  zugleich  das  be- 

n 

Li 

tn'ffende  Verhältniss  =  -  des  verticalen  und  des  horizontalen  Bahndurch- 

a 

iiessers  an  der  Oberfläche. 
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n 

An) 

nf{n) 

An) 
n 

T 

4 

0,999 

3,997 

0,250 

3 

0,995 

2,985 

0,332 

2,8 

0,993 

2,779 

0,354 

2,6 

0,989 

2,572 

0,380 

2,4 

0,984 

2,361 

0,410 

2,2 

0,976 

2,147 

0,444 

2 

0,964 

1,928 

0,482 

1,8  '  0,947 

1,704 

0,526 

1.6 

0,922 

1,475 

0,576 

1,5 

lA 

1,3 

1,2 

1,1 
1 


0,905 
0,885 
0,862 
0,834 
0,800 
0,762 
0,9 !  0,716 
0,8 '  0,664 
0,7    0,604 


nf{n) 

1 1,358 : 

'  1,240 ' 
,  1,120 
'  1,000 
0,881 
0,762 
0,645 
0,531 
0,423 


n 


A»       »/'" 


fn 


0,603  0,6 
0,632  0,5 
0,663  . 0,4 
0,695  0,3 
0,728 ;  0,25 
0,762  0,2 
0,796  0,15 
0,l=<30,  0,1 
0,86:i   (1,0 


0,537 
0,462 
,0,380 
0,291 
0,245 
0,197 
0,149 
0,10(» 
ü,OU> 


0,3222  n.VA) 

0,2311  o,irJ4 

i),1520  oiC- 

0,11^74  0,H71 

0.0612  o.iwi 

0,0:J95  »0*^7 

0,0223  *K\V2 


§.  149.  Wellen  bei  luirlelehfSradirer  Wassertiefe. 


Der  feste  Boden,  welcher  die  in  Wellenbewegung  J>ogriffeno  VTawr- 
masse  von  unten  begrenzt  und  welcher  bei  endlicher  Tiefe  bisher  aJ«  »t; 
horizontale  Ebene  vorausgesetzt  wurde,  sei  im  Allgemeinen  irgood  iw 
Cylinderfläche,  deren  Erzeugende  denjenigen  der  gleichfalls  cylindriNb*c 
Wellenflächen  parallel  ist.    Es  ist  dann  anzunehmea.  dass  den  Wellen,  « • 
sie  auch  übrigens  an  verschiedenen  Stellen  je  nach  der  variablen  Wi-^v  r- 
tiefe  h  verschieden  sich  ausbilden  mögen,  doch  Qberall  dieselbe  Pen- 
d.  h.  derselbe  Werth  von  r  zukommt    Indem  dann  die  Fortpflanze ^.^ 
geschwindigkeit  w  proportional  X  =  wt  variabel  ist,  bleibt  es  nur  tr. 
lieh,  wie  die  Länge  und  die  Höhe  der  Wellen  mit  der  Wassert!  *. 
sich  ändert;  es  sind  2,  und  q  för  irgend  einen  Werth  von  A  zu  be^tin..  j 
wenn  etwa  ^  =  A^,  und  p  =  p^  für  Ä  =  Ap  gegeben  sind. 

Was  X  betrifft,  so  folgt  aus  der  näherungsweise  auch  hier  ohn«^  Zwt  i 
gttltig  bleibenden  Gl. (5)  im  vorigen  §.  und  aus  der  Bedingung  r  =  <'  • 
dass  sich  nf\^pi)  proportional  h  ändert;  wie  ans  der  Tafel  der  lusaiBn.  - 
gehörigen  Werthe  von  «  und  n/n)  ersichtlich  ist,  ändert  sich  aber  r.  - 

^    m  gleichem  Sinn,  jedoch  in  geringerem  Grade  wie  n/-n\  folglich  .  n 

gloiohom  Sinn  und  geringerem  Grade  wie  k,  mithin  auch  X  in  gl«-;  ' 
Sinn  und  gt^rinuerem  Grade  wie  h.    Zu 
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findet  man  n  ans  der  Tafel  nnd  damit 

'=': <^>- 

Die  Bestimmung  von  q  erfordert  eine  weitere  Bedingung,  die  bei 
Abstraction  von  Bewegnngswiderständen  naturgcmäss  darin  besteht,  dass 
die  lebendige  Kraft  aller  Wellen  gleich  ist.    Um  für  diese  einen  Ausdruck 

zu  gewinnen,  kann  man  bemerken,  dass  nach  §.  144,  61.(19)  mit  ^  =  -^ 

die  Geschwindigkeitscomponenten  u  und  v  eines  materiellen  Punktes  im 
Sinne  der  x-Axe  und  der  y-Axe  folgende  Ausdrücke  haben,  wenn  hier  die 
y-Axe  positiv  nach  oben  gesetzt,  nämlich  mit  y  die  Höhe  des  horizontalen 
ßahndarchmessers  des  materiellen  Punktes  flbor  dem  Boden  bezeichnet  wird, 

"  =  *"('"-'""*)'"' Kr -94 

Dabei  hatte  die  horizontale  r-Axe  eine  feste  Lage  und  war  positiv  im 
"^inne  von  w.  Wird  sie  aber  in  der  Yerticalebene  liegend  angenommen, 
auf  welcher,  während  diese  im  Sinne  von  w  mit  der  Geschwindigkeit  w 
iiich  bewegt,  der  materielle  Punkt  eine  Wellenlinie  als  Spur  verzeichnet^ 
aud  wird  sie  entgegen  dem  Sinne  von  w  positiv  gesetzt  (Fig.  56  in  §.  146;, 
^)  ist  bei  entsprechender  Lage  des  Anfangspunktes  wt  —  x  statt  x  zu 
setzen,  also  mit  X  =  wr 

(t       x\  Iwt      \ot  —  x\  Jt 


u  =  —  na  \e-\-e        1  stn{ax] 
V  =r        Ba  le    —  f        j  co9(ax^ 


i^3V 


Hiermit  ergiebt  sich,  wenn  jei  die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet 
dit*  lebendige  Kraft  einer  ganzen  Welle: 

j2  _L  r« 
L  =  uldfi  Idx — ^ 


ijdy  I  dx  - 


u 


=--  fiB 


^fi^ f dy  1  dx\(/*^  +  e    "'•"VwViVna^)  +  U""-    r    ''"'j'm.^ 


«tj 


• 
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oder  wegen      \sin^(ax)  dx  =Jcos^{ax)  dr  =  ^  —  ^  - 


0 


0 

k 


=  ^''fR' 


«u 


-2au\  ,  UJlB^fiak  -ink\ 

+  .       '\d{2ay)=  '    ^      (^     —  ^        j 


oder  endlich,  da  nach  §.  144,  Gl.  (14) 

^2  = 


,2  _  g^Q-  T 


jr^     /   ah    .        -ak\ 


8 


ist,  also  nach  §.  144,  61.  (9) 

U+tf         jftf     —  e         j  e       f 

^  ^^  ^e «  _  rr  2(> «  _  1  , 

2      ö  2     JT  2  '    ^ 

unter  7  ==  ^^  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  verstanden.  Hiem*i 
ändert  sich  die  Wellenhöhe  umgekehrt  proportional  der  Quadratmun»' 
aus  der  Wellenlänge,  und  man  findet,  wenn  letztere  dem  Obigen  tüU: 
für  irgend  eine  Wassertiefe  h  ermittelt  ist, 

>'='"Vi ' 

Es  laufe  z.  B.  ein  aus  dem  Meere  kommender  Wellenzug,  dem 
bei  7*0  =  8  Mtr.  Wassertiefe:   X^  =  b  Mtr.,  Po  =  0-^33  Mtr. 
entspricht,  auf  einen  Strand,  so  dass  die  Wellen  bei  immer  kleinerer  Wiss*  r 
tiefe  sich  ausbilden  müssen.  Hier  ist  n^  =  1,6  jr  =  5,026  so  grossw  di^^ 
/(Wy)  =  1  gesetzt  werden  kann,  und  man  findet  dann  nach  Gl.i^l),  v^*  ^^' 
(6)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §. 

für  7*  =  4  2  1         Mtr.  Tiefe 

tiA"^  —  2,513     1,257    0,G28 
II  =  2,544    1,414    0,885 
l  =  4,940    4,444    3,550  Mtr. 
if  ^  0,335    0,353    0,395     „ 
t  h\sH  mit  abnehmender  Wassertiefe  die  Wellenlänge  abnimmt  and  ^ 
Wi^llonliOhe  xuuimmt,  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt  Wenn  die  Ir- 
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h  bis  za  einer  gewissen  Grenze  abnimmt,  beginnt  die  Brandung,  d.  h. 
die  Ueberstürzung  der  Wellenscheitel.  Sofern  sich  annehmen  lässt,  dass 
dies  dann  der  Fall  sein  mnss,  wenn  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen 
Punktes  an  der  Oberfläche  im  oberen  Scheitelpunkte  seiner  Bahn,  d.  h. 
wenn  das  Maximum  von  u  =  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  ge- 
worden ist,  ergiebt  sich  aus  Gl.  (3)  und  (4)  und  dem  Ausdrucke  von  w 
nach  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  die  folgende  Bedingung  far  den  Beginn  der 
Brandung: 


(•■*+ n = ^'  Kf 


ah  —  ah 

Ba  («    +  e        1  =  oa   1/    '-  *—^ 

ah  —  ah 

e    —  e 


^^Kf^^l/^*"-^"-'  o='-^'*-w. 


h  f(n)         r    '       n    '    ^  n 


also  mit  Rücksicht  auf  61.(6)  und  (2): 


Po  |/  ^  =  (»0  >/  -j  ^  =     - 
<Mler  endlich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (t): 

'.n)f     jr 


-       = 


/(jn)f     n         \n}         \n  f{n^) 


>, = y^i 


m  =  1/ [-:' ]  [/K))^  ^  =  ^'y}^. (8)- 


^  /(«o) 

Zu  dem  durch  die  erstere  dieser  Gleichungen  bestimmten  Werthe  von 
f\n)  findet  man  n  oder  nf{n)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §.,  und  dann 
nach  der  zweiten  Gleichung  die  Wassertiefe  A,  bei  welcher  die  Brandung 
I  intritt,  nach  Gl.  (7)  die  entsprechende  halbe  Wellenhöhe  q.  Für  das  obige 
Beispiel,  wobei  /(«o)  =  1  gesetzt  werden  konnte,  ergiebt  sich 

h  =  0,508  Mtr.,  Q  =  0,455  Mtr. 

Messungen  zur  Controle  dieser  letzteren  Beziehungen  (7)  und  (8) 
liegen  nicht  vor.  Sollten  sie  nicht  hinlänglich  sich  bestätigt  finden,  so  wäre 
p!»  dadurch  erklärlich,  dass  die  Reibung  in  um  so  höherem  Grade  die  Be- 
t^egung  beeinflusst  und  dass  überhaupt  die  hier  nach  §.  144  zu  Grunde  ge- 
U'gtcn  Bewegungsgesetze  um  so  mehr  einer  Correction  bedürftig  sein  mögen, 
ic  kleiner  h  und  je  grösser  q  ist  (§.  147).  Wenn  insbesondere  die  auf  den 
-Strand  laufenden  Wellen  durch  einen  starken  Wind  getrieben  werden,  der 
'iu€i  Anhäufung  von  Wasser  auf  dem  Strande,  eine  Erhebung  der  mittleren 
bVasseroberfläche  daselbst  verursacht,  so  ist  mit  der  oscillirenden  Wellen- 

G  f  »ahof,  theoret.  M&schinenlelire.     I.  55 
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bewegung  selbst  im  Beharrangszustande  eine  strömende  Bewegung  ver- 
bunden, die  oben  landwärts ,  nnten  als  RQckströmnng  seewärts  gehchta 
ist;  die  Brandung  kann  dann  schon  bei  erheblich  grösserer  Wassertieft» 
beginnen* 


VI.    Druck  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Körperu  bei 

ihrer  relativen  Bewegung. 

a.  Druck  des  Wassers  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 

§.  150.    Druek  eines  freien  Wasserstrahls  auf  eine  feste  Flick«. 

Es  werde  zunächst  eine  ebene  Fläche  vorausgesetzt:  BB,  Fu:'«. 

sei  ihr  Schnitt  mit  einer  verticalen  Normalebene  NO  F,   y  der  Wak- 

Fiff.  :.7.  ihrer  Normale  Ojy  mit  der  Verticalen   OV.   ^''- 

diose  Fläche  (jenseits  ON)  von  einem  freien  Was^r- 
strahl  getroflfen  wird,  so  sammelt  sich  eine  gi»wi>>* 
Wassermasse  vor  ihr  an,  von  welcher  anzum-hmtr 
ist,  dass  sie  nach  Eintritt  des  hier  vorausgesetzten  Br- 
harrnngszustandes  an  der  regelrecht  strömendr 
Bewegung  nicht  Theil  nimmt;  die  Begrenzung  ül^^ 
Durchschnitts  mit  der  durch  die  Mittellinie  des  Strah  * 
gehenden  verticalen  Ebene  (die  aber  nicht  mit  ^'■ 
zur  festen  Fläche  senkrechten  verticalen  Ebene  NOV  znsammenzQÜll''. 
oder  parallel  zu  sein  braucht}  ist  in  Fig.  57  durch  die  gestrichelten  Can'- 
AB  angedeutet  An  der  Spitze  A  dieser  Wassennasse  breitet  sich  c«: 
Strahl  zu  einer  Schicht  aus,  die  mit  abnehmender  Dicke  längs  der  **•■•■ 
tläohe  joner  relativ  ruhenden  ^wenig^tens  nicht  in  strömender,  nur  in  »** 
behuler  Misi'hunir>bewoi:uni;  begriffenen  Wassennasse  gegen  den  Rand  »:  ■ 
fixten  Flache  hin  rtit-sst.  An  die?>er  Stelle  A^  wo  der  Strahl  eben  nocfc  ?-- 
zerthoilt  ist,  sei  /'  sein  Querschnitt,  u  seine  absolute  Geschwindigkeit.  • 
der  Wiukel,  den  die  Richtuag  von  «  mit  der  Richtimg   03' biMet     I' 


•  l*u»  Kr>cheinuairon  Jit  Briii»l:m^  wenien  \oa  Hafen  in  §.  3 
«tor-  und  HatVnbaut»>,  BtTlm  l'^v:;-  n^her  iH-^^pn-^hen,    B*i  seinen  beinj.!« «  » 
luvhiuni.:^'u  t'ur  ..Wf-Ua  auf  aa^^teuecJem  Gnind»»-  geht  dbrigens  Htg t-n  ' 
aiKU'n.'ii  Oo:iichc>j^Li".kteu  au>  im  Ati<<'h!'i^se  An  >*»ine  im  Tori;:em  $  bespn«ci': 
AttschAuun^a  tod  eiutx  Tht'il:i:u  der  «anxea  Wasservasäe  in  «oe  ob«*  =■ 
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feste  Fläche  habe  eine  gleichförmige  Translationsbewegung  mit 
der  Geschwindigkeit  v  unter  dem  Neigungswinkel  ß  gegen  die  Richtung 
ON.  Ist  dann  9  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  u  und  v^  so  ist 
bei  A  die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  die  Fläche: 


Im  Sinne  der  Mittellinie   oder  normal  zum   Querschnitte  F  des  Strahls 

ist  sie 

und  somit  die  pro  See.  zur  Druckwirkung  gelaugende  Wassermasse: 

.  M  =  fiF  (m  —  vco8(p) (1), 

wenn  n  die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet  =  — ,  unter  7  das  specif. 

9 
Gewicht  desselben  verstanden. 

Gegen  den  Flächenrand  hin  ändert  sich  die  relative  Geschwindigkeit 
«les  Wassers  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  und  der  inneren  Reibung, 
QQ<1  es  kann  ihre  Grösse  =  to  an  verschiedenen  Stellen  dieses  Randes 
«tier  des  entsprechenden  cylindrischen  Randdurchschnittes  F'  verschieden 
xin-,  ihre  Richtung  ist  aber  ringsum  parallel  der  ebenen  Fläche,  wenn, 
wie  hier  zunächst  vorausgesetzt  werden  soll,  die  Fläche  erheblich 
i^rösser  als  der  Querschnitt  des  Strahls  und  dieser  gegen  eine 
Giittlere  Stelle  0  derselben  hin  gerichtet  ist.  Unter  diesen  Um- 
runden und  mit  Rücksicht  auf  den  vorausgesetzten  Beharrungszustand  ist 
iie  Aenderung,  welche  die  im  Sinne  ON  genommene  relative  Bewegungs- 
rrOsse  der  von  der  festen  Fläche  BB  und  den  Schnitten  F^  F'  in  irgend 
^iiiem  Augenblicke  begrenzten  Wassermasse,  deren  Gewicht  =  O  sei,  im 
i^chstfolgeuden  Zeitelement  dt  erfährt,  =  dem  Entgegengesetzten  der  im 
inue  ON  genommenen  relativen  Bewegungsgrösse  des  im  Zeitelement  dt 
lurch  den  Querschnitt  F  strömenden  Wasserelementes  Mdt^  und  indem  jene 
Underung  dem  Antrieb  der  in  demselben  Sinne  ON  genommenen  äusseren 
iVafte  gleich  sein  muss,  welche  auf  jene  Wassermasse  wirken,  ergiebt  sich 

i«'  Gleichang: 

—  Mdt  (u  cosa  —  V cosß)  =  (G cosxp  —  R)dt , 

nter  R  den  Druck  verstanden,  den  die  feste  Fläche  auf  das  Wasser  im 

iime  NO^  also  das  Wasser  auf  die  Fläche  im  Sinne  ON  ausübt.  Letzterer 

>t  also: 

R  z=  Oeosip  +  M  (ueosa  —  vcosß) (2). 

p  kleiner  die  Dimension  AO^  Fig.  57,  und  insbesondere  ihre  Vorticalpro- 
rtion  im  Vergleich  mit  der  Geschwindigkeitshöhe  ist,  welche  der  relativen 

55* 
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Normalgeschwindigkeit  des  Wassers  gegen  die  Fläche  entspricht,  mit de^t> 
geringerem  (meistens  unerheblichem)  Fehler  kann  das  erste  Glied  des  Ao.^ 
drucks  von  R  vernachlässigt,  also 

R  =  M{u  coäa  —  veosß) 3 

gesetzt,  und  können  in  dieser  Gleichung  und  in  Gl.  (1)  die  Grössen  f.  ^ 
a,  9>  statt  auf  die  Stelle  A  auch  auf  die  Stelle  0  bezogen  werden^  woseIb>t 
der  Strahl  bei  fortgesetzt  freier  parabolischer  Bewegung  die  Fläche  tref^ 
würde.  Mit  analoger  Annäherung  gilt  GL  (3)  schliesslich  auch  bei  os- 
gleich  förmiger  Translationsbewegung  der  Fläche ,  sofern  nur  ihre  Be- 
schleunigung absolut  genommen  nicht  wesentlich  grosser  als  die  Bescblrc- 
nigung^  der  Schwere  ist,  sowie  endlich  bei  beliebiger  Bewegung,  leij: 
zugleich  das  Product  aus  ihrer  momentanen  Winkelgeschwindigkeit  tu 
der  relativen  Geschwindigkeit  tp  des  Wassers  eine  mit  y  vergleichbir 
Grösse  hat  und  unter  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  O  der  Fbcif 
verstanden  wird. 

Für  eine  ruhende  ebene  Fläche  ergiebt  sich: 

M  =  fiFu;     R  =  Mucosa  =  fiFu^eota 4 

Der  hier  zunächst  betrachtete  Fall  einer  verhältnissmässig  gro>!^c^ 
und  an  einer  mittleren  Stelle  vom  Strahl  getroffenen  ebenen  Fläche  i^' 
dadurch  ausgezeichnet  und  einfach,  dass  der  Normaldruck  R  sich  anii- 
hängig  von  der  relativen  Geschwindigkeit  w'  des  Wassers  am  FlächenrAB-i-* 
ergiebt  und  dass  er,  da  alle  Flächenelemente  normal,  hier  also  parallel  z*- 
drückt  werden,  die  Resultante  dieser  Elementardmcke  ist,  aus  welcher  y- 
mit  der  Druck  P  nach  irgend  einer  anderen  Richtung  durch  Mnitiphcat: 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  letzteren  mit  der  Richtung  OX  gefinKlf  • 
wird.    In  beiden  Beziehungen  anders  verhält  es  sich  bei  einer  krumm»  ^ 
Fläche,  wenn  sie  auch  einstweilen  nach  wie  vor  als  hinlänglich  sr^* 
vorausges(*tzt  wird,  um  dem  Wasserstrahl  der  sie  an  einer  mittleren  StrI  • 
0  trifft^  ringsum  am  Blande  eine  tangential  an  ihr  gerichtet»»  r- - 
lativo   Geschwindigkeit   ic    anzuweisen.     Ist  dann   wieder  f  •*• 
Durchschnitt  des  Wassorstronis  mit  dem  geometrischen  Ort  der  Flid«   - 
normalen  am  Raude^  und  bezeichnet  dM  die  Wassermasse.  welche  pro  ^~ 
cunde  durch   ein   Element  von  F'  mit  der   relativen  GeschwindigkfU 
hiudurchtiiosst«  (i  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  zwischen  ir'  und  '^ 
Richtung  OX,  nach  welcher  der  Druck  P  des  Wasserstrahb  auf  die  FU- 
jrofundeu  werden  soll,  so  ist  die  durch  den  Widerstand  der  festen  FUi 
im  Boharruuf^s/ustdude  bewirkte  elementare  Aendemng  der  relativ  fB  1- 
>\04;uuir>^'rös.<o  dos  Wassers  im  Sinne  OX^  wenn  übrigens  die  frtkhen^a  \>^ 
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zeidmnngen  (mit  dem  Unterschiede,  dass  ON  jetzt  eine  beliebige  Richtung 
ist)  beibehalten  werden  und  die  Schwere  des  vor  der  Fläche  aufgestauten 
Wassers  ausser  Acht  gelassen  wird: 

dt  j  dMwcosQ  —  Mdt  (ueosa  —  v  coaß)  =  —  Fdt , 

also  P  =  M(u€08a  —  veoaß)  —  jdMwcosQ (5). 

Die  Berechnung  des  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Integrals 
kann  aber  ohne  mehr  oder  weniger  zweifelhafte  Annahmen  im  Allgemeinen 
nicht  durchgeführt  werden.  Bezeichnet  h  die  Dicke  des  Waaserstroms  oder 
die  Breite  der  oben  mit  F'  bezeichneten  Schnittfläche  in  irgend  einem 
Punkte  B  des  Flächenrandes,  ds  ein  Bogenelement  des  letzteren,  zieht  man 
ferner  von  B  aus  die  Gerade  BS  senkrecht  zur  Fläche  F^  nach  aussen, 
BW  im  Sinne  von  w\  BN'  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  ON^  und  be- 
zeichnet mit  CO  den  Winkel  8BW\  mit  v  den  Winkel  SBN'  und  mit  8 
den  Winkel  der  Ebenen  SBW'  und  SBN*,  so  ist 

eoMQ  =  cos  W'BN'  =~-  eotcoeosp  +  sincosinpcosS 

dM  =  fihd*  vo  cosay . 

Dabei  ist  nur  v  durch  die  Gestalt  der  Fläche  und  die  angenommene  Rich- 
tung ON  bestimmt,  und  wenn  auch  w  ohne  wesentlichen  Fehler  ringsum 
irleich  und  mit  Rücksicht  auf  den  Reibungswiderstand  etwas  kleiner  als 
«lie  relative  Geschwindigkeit  w  gesetzt  werden  kann,  mit  welcher  der  Strahl 
hei  andauernd  freier  Bewegung  die  Fläche  im  Punkte  0  treffen  würde, 
^0  sind  doch  3,  co,  S  durch  die  einzige  ohne  Weiteres  angebbare  Re- 
if =  lijhwcosmds  =  fiivihcoscods 

nicht  bestimmt.  In  Betreff  der  Veränderlichkeit  von  b  ist  nur  so  viel  un- 
zweifelhaft, dass  diese  Dimension  um  so  grösser  ist,  unter  je  kleinerem 
Wiokel  die  betreffende  Geschwindigkeit  w'  gegen  w  geneigt  ist,  indem  sich 
erwarten  lässt,  dass  das  Wasser  vorwiegend  an  solchen  Randstellen  ab- 
tlipsst,  wo  dazu  die  kleinste  Richtungsänderung  der  relativen  Geschwindig- 
keit ausreicht. 

Sind  aber  die  Umstände  von  solcher  Art,  dass  ausser  w'  auch  q 
vegen  geringer  Veränderlichkeit  längs  dem  Flächenrande  durch 
'^^inen  Mittelwerth  ersetzt  werden  kann,  wie  es  insbesondere  (mit 
t<  =  v)  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Fläche  das  durch  einen  ParaN 
klkreis  begrenzte  Stück  einer  Umdrehungsfläche  mit  der  Axo 
ON  und  diese  unter  sehr  kleinen  Winkeln  a,  ß  gegen  die  Go- 
H-hwindigkeitsrichtungen  «,  v  geneigt  ist,  so  folgt  aus  G\.(b^ 

F  =  M(ueosa  —  vcosß  —  w'cosq) ^l>\ 
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während  M  stets  durch  GL(1)  bestimmt  ist  und  w'=  nw  gesetzt  werdet 
kann,  unter  n  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefficieaten  et^4> 
<1  1  verstanden.  Für  eine  ruhende  Fläche  (»  ==  0,  to ^ «) ergiebt  sirh. 
P  =  Mu{co8a  —  ncosQ)  =  fiFu^{eosa  —  ncosQ) 7 

Zwischen  dem  Drucke  P  nach  der  Richtung  ON  und  dem  Drucke  h 
nach  einer  anderen  Richtung  ON^  besteht  hier  im  Allgemeinen  nur  diLL 
eine  ohne  Weiteres  angebbare  einfache  Beziehung,  wenn  die  Fläche  nio::: 
grösser  als  nöthig  ist,  um  von  den  Bahnen  der  Wassertheilchen  am  Ran<i. 
berührt  zu  werden,  wenn  also  die  vor  der  Fläche  relativ  ruhende  weni^ 
stens  nicht  strömende)  Wassermasse  sich  ringsum  bis  zum  FlächenraDd- 
erstreckt.  Sofern  nämlich  in  dieser  Masse  eine  gleichförmige  Prefsnn: 
stattfindet,  ist  dann  auch  der  specif.  Normaldruck  in  der  ganzen  T\^\' 
gleich  gross,  und  verhalten  sich  P  und  P^  wie  die  Projectionen  der  FI^:.^ 
in  zwei  auf  den  Druckrichtungen  ON  und  ON^  senkrechten  Ebenen,  «<  '^ . 
sich  etwa  deckende  Projectionen  zweier  Flächenstücke  nicht  mit  zo  rechfi*- 
sind.  Wenn  aber  solche  Deckungen  nicht  stattfinden,  so  gilt  dieselbe  F«- 
ziehung  für  den  oben  hervorgehobenen  Fall  einer  im  Sinne  der  Axe  !»<.- 
wogten  und  vom  Strahl  getroffenen  Umdrehungsfläche  unabhängig  von  iiuvr 
Grösse,  weil  sie  dann  wenigstens  in  gleichförmig  gedrückte  Zonen  gethcL: 
werden  kann,  deren  Projectionen  immer  dieselben  Verhältnisse  zu  einaDi*  r 
haben. 

Wenn  die  vom  Strahl  getroffene  Fläche  nicht  gross  g«*it&J 
ist,  um  eine  solche  Richtungsänderung  der  relativen  Geschiii 
digkeit  zu  bewirken,  dass  das  Wasser  ringsum  tangential  i*' 
Fläche  dieselbe  verlässt,  so  wird  der  Druck  entsprechend  kleit ' 
seine  theoretische  Bestimmung  scheitert  aber  selbst  in  den  eiDfai'b<  • 
Fällen  an  der  Schwierigkeit,  die  sämmtlichen  Umstände  gehörig  in  Vic  .• 
nung  zu  ziehen,  welche  die  Bahnen  der  matenellcn  Punkte  and  somit  h^ 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  ic'am  Flächenrande  bedingen.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  der  im  Obigen  betrachtete  jt^T- 
manente  Druck  des  Wasserstrahls  auf  die  Fläche  von  dem  Anfan:*- 
druck  desselben,  d.  h.  von  demjenigen  wesentlich  nntersdiieden  vi-r'  • 
muss,  der  in  der  ersten  Zeit  des  Zusammentreffens  in  variabler  Gr>>*« 
stattfindet    Während  nämlich,  nachdem  in  dem  Staoranm  vor  der  FU<  1 
ein  Beharrungszustand  eingetreten  ist,  der  Druck  P  nur  dengeaigt^n  1  • 
trage  entspricht,  um  welchen  die  im  Sinne  von  P  genonunene  relative  1»^ 
wogungsgrösse  des  diesem  Raum  zufliessendon  Wassers  die  ebenso  <•• 
standene  Beweguugsgrusse  des  gleichzeitig  ^am  Flächenrande;  abflies^-ai  • 
Wassers  übertrifft^  ist  >orher  noch  die  entsprechende  BeweguugsgrifeSt 
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ganzen  in  jenem  Stauraum  befindlichen  Wassennasse  in  der  Abnahme  be- 
griffen. Sofern  aber  diese  Wassermasse  selbst  anfangs  zunimmt,  lässt  sich 
begreifen,  dass  jener  Anfangsdruck  zunächst  bis  zu  einem  Maximum  wachsen 
und  dann  wieder  bis  zum  permanenten  Druck  abnehmen  wird. 


§.  151.  Tersnehe  Aber  den  Druck  freier  Wasserstrahlen. 

Versuche  über  den  Druck  freier  Wasserstrahlen  sind  von  D.  Ber- 

noulli,  Bossut,  Michelotti  (Sohn),  Langsdorf,  Morosi,  namentlich 

von  Bidone  (1835,  1836)  und  von  Weisbach  (1856,  1859)  angestellt 

worden.    Sie  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  den  Fall  einer  unbewegten 

L'mdrehungsfläche  mit  kreisförmigem  Rande,  die  von  einem  Strahl  mit 

kreisf(>rmigem  Querschnitt  im  Sinne  der  Axe  getroffen  wird.    Bezeichnet 

dann  k  das  Yerhältniss  des  in  diesem  Sinne  thatsächlich  ausgeübten  Drucks 

P  zu  seinem  theoretischen  Werth  nach  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  (mit  a  =  0), 

so  ist 

F=  lMu{l  —  ncosQ)  =  kfiFu^[l  —  neosg). 

Wird  dabei  in  allen  Fällen,  auch  wenn  das  im  Folgenden  mit  m  bezeichnete 
Durehmesservcrhältniss  von  Fläche  und  Strahl  einen  kleineren  Werth  hat, 
Quter  Q  der  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  u  oder  P  mit  den 
auswärts  gerichteten  Tangenten  der  Meridianlinien  am  Flächenrande  bildet, 

so  können  die  Coefficienten  k  und  n  Functionen  von  p,  w  und  h  =    -- 

s<*in.  Der  Coefficient  n,  der  bei  grösseren  Werthen  von  m  das  Yerhältniss 
iK^entet,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  bis  zum  Flächenrande  abnimmt, 
bat  bei  kleineren  Werthen  von  m  eine  zusammengesetzte  Bedeutung,  indem 
rr  dann  zugleich  durch  den  Umstand  bedingt  wird,  dass  der  Ablonkungs- 
niakel  der  Geschwindigkeitsrichtung  bis  zum  Flächenrando  thatsächlich 
-\I  Q  ist;  durch  denselben  Umstand  kann  auch  der  Coefficient  h  iusboson- 
dfrc  dann  beeinflusst  werden,  wenn  mit  cosq  =  0  das  Glied  mit  n  aus 
der  Gleichung  verschwindet. 

Die  Versuche  wurden  im  Allgemeinen  so  angestellt,  dass  die  Platte, 
welche  vom  Wasserstrahl  getroffen  werden  sollte,  mit  dem  Arm  eines  um 
eine  horizontale  Axe  drehbaren,  durch  Gegengewichte  fUr  eine  bestimmte 
Gleichgewichtslage  abbalancirten  geraden  oder  Winkelhebels  fest  verbundett 
war^  and  dass  dann  durch  entsprechende  Belastung  einer  an  denselben 
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oder  an  einen  anderen  Arm  des  Hebels  gehängten  Waagschale  das  Krait- 
moment  ermittelt  wurde,  welches  auf  den  Hebel  wirken  mnsste,  am  ihn 
auch  unter  dem  Einflasse  des  Wasserdrucks  auf  die  Platte  in  jener  Gleich- 
gewichtslage zu  erhalten;  der  Quotient  aus  diesem  Kraftmomente  darcb 
den  Hebelarm  des  Druckes  P  ergab  die  Grösse  des  letzteren.  Meistths 
und  insbesondere  bei  den  Versuchen  von  Michelotti,  Langsdorf«  Mu- 
rosi  und  Bidone  wurde  die  von  einem  vertical  abwärts  gerichteten  Hebel- 
arm getragene  Platte  vom  Wasserstrahl  in  horizontaler  Richtung  getrofox 
wobei  es  dann  aber  kaum  vermeidlich  war,  dass  das  Wasser  nicht  gau 
gleichförmig  ringsum  an  der  Platte  sich  verbreitete,  sondern  vorwiegvii«. 
unten  abfloss,  entsprechend  einer  nicht  sicher  bestimmbaren  YergrösseniTL: 
des  Hebelarms  von  P\  vortheilhafter  in  dieser  Hinsicht  war  die  Disposit>'£ 
der  Versuche  von  Bossut  und  von  Weisbach,  wobei  der  Strahl  ^^ 
Bossut  von  oben,  bei  Weisbach  von  unten)  vertical  gegen  die  von  ei>^A 
horizontalen  Hebelarm  getragene  Platte  gerichtet  wurde. 

Für  den  Fall  einer  ebenen  Platte  {cosq  =  0»  ergab  sich  k  lw 
wenig  <C  1,  wenn  w  >  4  und  die  Entfernung  der  Platte  von  der  in- 
flussöffnung  des  Wasserstrahls  wenigstens  dem  5  fachen  DorchraesEier  Ar^ 
letzteren  gleich  war;  wenn  Langsdorf  und  Bidone  sogar  k  etwas  ^'  1 
fanden,  so  ist  es  wohl  dem  eben  erwähnten  Umstände  der  Vergröss4>ni:c 
des  Hebelarms  von  P  zuzuschreiben,  der  bei  der  Bestimmung  von  P  *3* 
den  Versuchen  nicht  gebührend  berücksichtigt  werden  konnte.  Durch  V»  r- 
kleinerung  von  m  bis  m  =  1  nahm  k  nach  Langsdorf  bis  0,5  aK  d.  ^ 

es  war  dann 

1  — hcosq'  nahe   =  0,5 

wenn  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  gemäss  unter  n  hier  das  Goscb»it- 
digkeitsverhältniss  des  ab-  und  zufliessenden  Wassers,  anter  q'  dBgecvn  «i" 
effective  Richtungsänderung  des  Wassers  durch  den  Einäuss  der   V**"- 
verstanden  wird.    Durch  die  Verkleinerung  des  Abstandes  der  Platt»«  \' 
der  Mündung  konnten  Bossut  und  Langsdorf  den  CoefKcieBten  k  ii- 
0,5,  Bidone  nur  bis  0,75  vermindern.    An  und  für  sich  ist  diese  Vf.-- 
minderung  ohne  Zweifel  dadurch  zu  erklären,  dass  bei  zu  kleiner  Gr»^* 
jenes  Abstandes  ein  cylindrischcr  Strahl  nicht  zu  Stande  kommoo  Urt 
dass  vielmehr  die  Bahnen  der  Wassertheilchen  vom  Austritt  ans  der  31  a> 
düng  an  nicht  nur  bis  zum  kleinsten  Querschnitt,  sondern  anch  dam^ ' 
hinaus  bis  zur  Fläche  einwärts  convex  gekrümmt  sind;  in  Folge  des5<*«  >' 
im  kleinsten  Querschnitte  die  Pressung  nur  am  Umfange  =  dem  .^ts  • 
Sphärendruck,  die  mittlere  Pressung  aber  grösser  und  somit  die  Aorfc-"* 
goschwindigkeit  entsprechend  kleiner. 
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Wenn  die  ebene  Platte  ringsam  mit  einem  rechtwinkelig 
hervorragenden,  dem  Strahle  zugekehrten  Rande  versehen  war, 
so  soDte  nach  der  Theorie  (cosq  =  —  1) 

P  =  kMu(l  +  w)  =  kfiFu*(l  +  n) 
sein,  und  es  wurde  k  {1  -^  n)  von  Morosi  nahe  =  2,  von  Bidono 
höchstens  =  1,7  und  zwar  in  solcher  Weise  abhängig  von  der  Höhe  des 
Randes  gefunden,  dass,  wenn  dieselbe  wächst,  der  Coefficient  nur  anfangs 
auch  wächst,  alsbald  aber  wieder  abnimmt,  wenn  die  Randhöhe  eine  gewisse 
verhältnissmässig  kleine  Grösse  überschreitet,  die  z.  B.  für  w  ==  3  nur 
etwa  =  0,1  des  Plättendurchmessers  gefunden  wurde.  Diese  Thatsache 
ht  dadurch  erklärlich,  dass,  unter  n  das  Verkleinerungsverhältniss  der 
Geschwindigkeit  und  unter  q'  den  effectiven  Ablenkungswinkel  verstanden, 
der  fragliche  Coefficient  eigentlich  die  Bedeutung 

k(l  —  ucosq') 
hat,  und  dass  mit  wachsender  Randhöhe  n  beständig  abnimmt,  während  q' 
sich  schnell  der  Grenze  q  =  180®  nähert. 

Bidone  untersuchte  auch  den  Anfangsdruck  und  fand  das  Maxi- 
mam  desselben  bei  der  ebenen  Platte  bis  doppelt  so  gross,  b^i  der  ge- 
ränderten Platte  dagegen  in  geringerem  Verhältnisse  grösser  als  den  per- 
manenten Druck.  — 

Bei  den  Versuchen  von  Weisbach*  war  die  von  dem  vertical  auf- 
steigenden Strahl  von  unten  getroffene  Platte  an  einem  horizontalen  Hebel 
hffestigt,  der  um  eine  schneidige  Axe  am  einen  Ende  sich  drehen  konnte, 
zwischen  dieser  und  der  Platte  eine  Waagschale  trug  und  jenseits  der 
Platte  in  einem  vertical  geschlitzten  Ständer  geführt  wurde.  Ein  durch 
letzteren  ttber  dem  Hebel  hindurch  gesteckter  Stift  verhinderte  den  Aus- 
^'hiag  nach  oben.  Indem  nun  das  mit  einem  Windkessel  in  Verbindoog 
<tphende  Ausflussgefites  während  des  Versuches  keinen  Zafla«  durch  die 
^nr  FflUnng  dienende  Druckpumpe  erhielt,  nahm  während  de^  Aosflnsses 
der  Druck  im  Inneren,  folglich  die  Ausflussgeschwindigkeit,  die  An«- 
rinssmenge  und  der  Druck  gegen  die  PlatU^  stetig  ab,  und  f^  mussti^ 
endlich,  frflher  oder  später  je  nach  der  gröflseren  oder  kleineren  Be- 
lastung der  Waagschale,  ein  Zustand  eintreten,  bei  welchem  der  gegen 
den  vorbemerkten  Stift  bis  dahin  angedrückte  Hebel  sich  abwärt»  bewegt«; 
iu  diesem  Augenblicke  gab  der  betreffende  Beobachter  ein^^m  ander<'n,  df^ 
nuterdessen  den  sinkenden  Stand  des  mit  dem  Ansünv^uefkvii:  TerbnDd^nM^o 
Manometers  im  Auge  bebalten  hatte,  ein  Zeichen  zom  Ablesen  drrftselben. 


•  ^Civiliogenievr^,  Bd.  VII,  Heft  5  oad  Bd.  VIU,  Heft  L 


874       VERSUCHE  ÜBEB  DEK  DRUCK  FREIER  WASSERSTRAHLEN.    §.  IM. 

wonach  durch  Yerminderang  der  Belastung  der  Waagschale  eine  neae  Al^ 
lesung  bei  kleinerer  Geschwindigkeit  vorbereitet  werden  konnte  n.  &  : 
Mit  Hülfe  der  bekannten  Constanten  (Flächeninhalt,  Contractions-  and  (ri^ 
schwindigkeitscoefficient)  der  verwendeten  Mundstücke  und  der  bekanntn 
Höhe  der  Platte  über  der  Mündung  (welche  immer  klein  genug  war,  aL> 
ihr  die  Abnahme  der  Geschwindigkeitshöhe  von  der  Mündung  bis  w 
Platte  einfach  gleich  setzen  zu  dürfen),  sowie  mit  Rücksicht  auf  den  ^r. 
des  Manometers,  die  Dimensionen  des  Hebels  etc.  konnten  dann  mit  gru<>v: 
Genauigkeit  Reihen  zusammengehöriger  Werthe  von  P,  i/^,  u  enuitt«': 
werden. 

Die  verwendeten  Mundstücke  waren  zwei  Kreismflndungen  in  i: 
dünnen  Wand  von  ungefähr  10  und  14  Millim.  Weite  und  ein  karzin  >.  • 
noidisches  Mundstück  von  10  Millim.  Durchmesser  an  der  Mündung.  I^' 
Platten  waren  zwei,  beide  von  100  Millim.  Durchmesser,  die  eine  t>- 
die  andere  nach  einem  Rotationshyperboloid  gestaltet,  welches  dem  Str*. 
seine  coucave  Fläche  von  34  Millim.  Tiefe  zukehrte,  entsprechend  q  = 
134®.  Aus  diesen  Versuchen  hat  der  Verf.  folgende  Werthe  von  i  and  * 
abgeleitet*  und  zwar  als  Mittelwerthe  aus  je  einer  grösseren  Zahl  ml 
Einzelversuchen. 


m 

h 

iL- 

m 

h 

n 

9  bis  12,5  I 

2,30 
8,63 

0,925 
(K946 

12,5 
9 

7.24 

t».6T4 

10 

1,91 

ü.K»I 

Die  Werthe  von  1  sind  aus  den  Versuchen  mit  der  ebenen  Platte  ,^ 
folgert,  und  os  ist  ihnen  entsprechend  i  angenommen  worden,  um  an?  .• 
Versuchen  mit  der  concaveu  Platte  die  Werthe  \on  n  abzuleiten.  Viiv  «•- 
sichtliolt,  nimmt  i  mit  der  Geschwindigkeitshöhe  A  des  Strahls  bei  hIü'.  ' 
ZusanmientreÖVii  mit  der  Platte  zu,  während  it  um  so  kleiner  ist,  je  pr-^-  ' 
m  und  A  sind.  Zum  Ausilruck  dieser  Beziehungen  durch  empirische  F«>nn*  'i 
sind  die  Versuche  nicht  ausreichend. 

Dass  selbst  bei  so  grossen  Werlhen  von  «,  bei  welchen  eiif  l:- 
strockuHij  des  ;in  der  Platte  relativ  ruhenden  Wasserconoids  BAB.Vhi-  -*' 
bis  /um  Platte iiraiule  nicht  anzunehmen  ist,  doch  k  merklich  <^  1  gefan«!- : 
^\ir\l,  deutet  darauf  hin,  dass  der  effcctive  Ablenkungswinkel  (/bis  i»- 
Kaiule  stets  et\K;i>  -^  q  lileibt,  nas  u.  A.  dadurch  erklärlich  ist  da<^  !"■ 
lan.j:^  der  Platte  ra.iial  nach  aussen  aliflie^sende  Wasserschiebt  mit  ihr 

•  ZcitMhritt  de»  Vereins  deuUcher  Ingemeure,  Bd.  Vll  \,18li3,  S  :!;*»—-*- 
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Aasbreitang  an  Dicke  abnimmt,  und  dass  somit  besonders  die  Bahnen  der 
am  schnellsten  fliessenden  Wassertheilchen  an  der  freien  Oberfläche  immer 
etwas  gegen  die  Fläche  convergiren  müssen.  Dass  n  abnimmt,  wenn  m 
wächst,  ist  ebenso  wenig  auffallend,  da  mit  wachsender  verhältnissmässiger 
Grösse  der  Fläche  natürlich  auch  der  Geschwindigkeitsverlast  durch  Rei- 
bong  zanimmt. 


§.  152.   Brack  eines  begrenzten  Wasserstroms  auf  einen  festen  Körper. 

In  einer  cylindrischcn  Röhre  vom  Querschnitte  F  sei  Wasser  in  per- 
manenter strömender  Bewegung  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  u.  An 
einer  gewissen  Stelle  befinde  sich  in  der  Röhre  ein  fester  Körper  in  un- 
veränderlicher Lage;  A  sei  der  Querschnitt  eines  der  Röhronaxe  parallelen 
Cylinders,  welcher  den  Körper  in  einer  geschlossenen  Linie  Z  berührt,  so 
dass  an  dieser  Stelle  der  Querschnitt  der  Röhre  bis  F  —  -4,  der  des 
Wasserstroms  weiterhin  vielleicht  noch  mehr  bis  zum  Betrage  a(F  —  A) 
verkleinert  wird.  Die  Linie  L  theilt  die  Oberfläche  des  Körpers  in  eine 
dem  Wasserstrom  zugewendete)  Yorderfläche  und  in  eine  Hinterfläche; 
letztere  sei  von  solcher  Gestalt,  dass  der  Wasserstrom  sich  hinter  der  Linie 
L  von  ihr  trennt  (was  nur  im  Falle  a  <i  1  selbstverständlich  geschehen 
muss),  and  dass  er  auch  weiterhin  nicht  wieder  mit  ihr  in  Berührung 
kommt  (was  auch  für  «  <C  1  geschehen  könnte),  dass  vielmehr  zwischen 
d(T  ganzen  Hinterfläche  des  Körpers  und  dem  Wasserstrom  sich  eine 
Wassennasse  befindet,  von  welcher  angenommen  werden  kann,  dass  sie  nur 
in  unregelmässig  wirbelnder  Bewegung  sich  befindet  und  eine  fast  gleich- 
förmige Pressung  hat.  Qq  bezeichne  einen  Querschnitt  der  Röhre  vor  dem 
Körper,  in  welchem  die  durch  den  Einfluss  des  letzteren  gekrümmton 
Bahnen  der  Wassertheilchen  noch  eben  geradlinig  und  die  Pressung  nahe 
doichförmig  =  pQ  ist;  in  dem  Querschnitte  Q  hinter  dem  Körper  seien 
die  Bahnen  wieder  hinlänglich  geradlinig  geworden,  um  die  Pressung  als 
dfAchfoTmig  =  p  voraussetzen  zu  dürfen;  h  (eventuell  negativ  oder  — -  Null) 
H*i  die  Höhe  des  Schwerpunktes  von  Qq  über  dem  Schwerpunkte  von  Q. 
In  dem  kleinsten  Querschnitte  =  a{F —  -4),  den  der  Wasserstrom  zwischen 
Qi^  und  Q  annimmt,  und  in  welchem  die  mittlere  Geschwindigkeit  =rT  u^ 
^l  sind  die  Bahnen  der  Wassertheilchen  zwar  parallel,  mögen  alter  dabei 

um  so  mehr  convex  nach  aussen  gekrümmt  sein,  je  grösser         ist,  ent- 

sprechend  einer  nach  aussen  zunehmenden  Prossang  in  diesem  Querschuitto, 
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Gemäss  den  Annahmen,  auf  denen  nach  §.76  der  erfahningsmtaig  be- 
währte Ausdruck 


^9 

der  Widerstandshöhe  beruht,  die  durch  die  plötzliche  Qnersehnittsver- 
grösserung  des  Wasserstroms  von  a{F — A)  bis  F  verursacht  wird.,  soll 
indessen  auch  hier  eine  gleichförmige  Pressung  =  p^  \m  kleinsten  Quer- 
schnitte  vorausgesetzt  werden,  der  dann  auch  die  Pressung  in  dem  olxc 
genannten  Wirbelraum  hinter  dem  Körper  gleich  ist 

Wegen  des  vorausgesetzten  Beharrungszustandes  und  wegen  Gleichheit 
der  Geschwindigkeiten  in  den  Querschnitten  Q^  und  Q  crfiLhrt  nun  ^ 
zwischen  diesen  augenblicklich  enthaltene  Wassermasse  keine  Aenderar: 
ihrer  Bewegungsgrösse  im  folgenden  Zeitelement,  und  muss  deshalb  die  aK 
gebraische  Summe  der  auf  diese  Wassermasse  wirkenden  äusseren  Knr- 
nach  jeder  Richtung  =  Null  sein.  Insbesondere  nach  der  Riditnng  •>: 
Röhrenaxe  sind  diese  Kräfte  unabhängig  von  dem  Druck  an  der  Röhrec- 
wand  und  bestehen  abgesehen  von  der  Reibung  nur  1)  aus  der  Componeiu 
der  Schwere,  die  im  Sinne  von  u  =  yFh  gesetzt  werden  kann,  sofern  di> 
Volumen  des  Körpers  ein  nur  kleiner  Thcil  des  Röhrenrannks  zwisch^-c 
Qq  und  Q  ist,  2)  auch  im  Sinne  von  u  aus  dem  Ueberschnss  des  Dmok*^ 
des  angrenzenden  Wassers  auf  die  hintere  Fläche  Q^  über  den  Gegendrook 
auf  die  vordere  Fläche  Q^  3)  aus  dem  Druck  P  des  Körpers  auf  das  Wa^ö^-r 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  u.  Letzterer,  welcher  dem  Druck  \\*- 
Wasserstroms  auf  den  Körper  im  Sinne  der  strömenden  B«-* 
wegung  gleich  ist,  ergiebt  sich  also: 

P  =  yFh  +  F{p,  -p)  =  rF(^  +  ^^0 

oder  nach  §.78,  Gl.  (4)  und  (5),  da  hier  wegen  Gleichheit  der  Geschn-.t- 
digkoiten  in  den  Querschnitten  Q^   und  Q  die  wirksame  Druckhöhv 

h  -f  ?o.:_^  £^J^  jiig  Rohrstrecke  Q^Q  der  Widerstandshöhe  B  gleich  i< 
7 

F  n        F  \« 

P=yFB=^rÄUmxi^  =  ^{-^y-_-^-l^     ...1. 

unter  //  die  Geschwindigkeitshöhe  ---  verstanden.    Zur  Berücksichti^iuL: 

^9 
untergeordneter  Bewegungswiderstände,  insbesondere  de^enigen^  veki«' 

schon  bei  der  Bewegung  von  Q^  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  durch  U 

innere  Reibung  verursacht  wird,  kann  a  etwas  kleiner,  als  der  bi^trofTo:} 

Contractionscoefficieut,    in    Uebereinstimmung   mit   Versuchen    ftbt^r   •> 

Widerstandscoefdcientcn  in  analogen  Fällen,  angenommen  werden. 
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P  ist  der  Ueberschass  des  Druckes  P^  auf  die  Yorderfläche  des 
Körpers  im  Sinne  von  u  über  den  Druck  P^  auf  die  Hinterfläche  im  um- 
gekehrten Sinne,  und  da  der  letztere  =  Äp^  ist,  so  bleibt  nur  p^  zu  er- 
mitteln, um  auch  Pq  und  P^  einzeln  zu  finden.  Zu  dem  Ende  hat  man 
nach  §.  78,  61.  (4)  und  (5),  wenn  h^  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des 
kleinsten  Querschnittes  a{F —  Ä)  über  dem  Schwerpunkte  Ton  Q  bedeutet, 

1       F 

also  mit  der  kürzeren  Bezeichnung:  k  =  —  - —  .  —  1 (2) 

a  F —  A 

Px  =p-7K+  yh'H-r  [{^y- 1]  s 


oder  wegen  (^^-)  -  1  =  Q  _^)-  1  =  ^(*  + 


2) 


p^  z=  p  —  yh^  —  2k  yff. 

Wenn  also  mit  E  der  Druck  bezeichnet  wird,  den  das  Wasser  im  Zustande 

der  Ruhe  nur  in  Folge  der  Pressung  p  im  Querschnitte  Q  und  der  Schwere 

des  Wassers  nach  der  Axrichtung  der  Röhre  auf  den  Körper  ausüben 

würde,  und  welcher  bei  Abstraction  von  der  betreffenden  Componente  der 

Schwere  des  vom  Körper  verdrängten  Wassers  in  beiderlei  Sinn  gleich 

iToss,  nämlich 

Jt  =  A(p-rh,) (3) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt 

Pi  =  R  —  2kyAH. 
Hiemach  ist  schliesslich: 

P^  =  R  +  ^^yAH',   P^=  R-^d^^yAR;   P  =  »yAR  i 

i^o  =  ^  —  ^1 ;    ^i  =2k',   »  =  ^k*  i ^*^- 

Bei  der  obigen  Berechnung  der  mittleren  Pressung  p^  im  kleinsten  Quer- 
schnitte sollte  zwar  unter  B  lediglich  diejenige  Widerstandshöhe  verstanden 
werden,  die  der  Bewegung  von  hier  bis  zum  Querschnitte  Q  entspricht; 
weil  aber,  wenn  Pj  =  Ap^  gesetzt  wird,  dieses  p^  die  Pressung  an  der 
Hinterfläche  des  Körpers  bedeutet,  die  wegen  Krümmung  der  Bahnen  im 
kleinsten  Querschnitte  thatsächlich  etwas  kleiner,  als  dessen  mittlere  Pressung 
"-ein  wird,  so  ist  es  auch  in  dieser  Hinsicht  angemessen,  wenn  a  etwas  kleiner, 
ils  der  Contractionscoefficient,  also  k  etwas  grösser  genommen  wird  in 
okhem  Grade,  dass  k*  dem  resultirenden  Widerstandsooefficienten  für  die 
Bewegung  des  Wassers  von  Q^  bis  Q  gleich  wird. 
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Es  sei  z.  B.  der  Körper  eine  kreisrnnde  ebene  dfinne  Platte 
^Radius  =  a)  ron  solcher  Lage  in  der  kr^'isformig  cylindrischen  Röfar«* 
^Radias  =  r),  dass  sie  von  deren  Axe  central  nnd  rechtwinkelig  geschnitten 
wird  nnd  somit  eine  ringförmige  Dnrchfinssolfiinng  von  gleichfTinniirfr 
Breite  h  =  r  —  a  dem  Wasserstrom  fi^i  lässt  Zieht  sich  dann  die^r 
nach  dem  Dnrchflass  noch  weiter  bis  znr  Breite  ßh  zusammen  beror  er 
sich  hinter  der  Platte  wieder  ausbreitet  -bis  zum  vollen  Rohrqaerschnitt 
so  ist  der  Contractionscoefficient 


('-¥)^' 


Befände  sich  in  der  Röhre  an  Stelle  der  Platte  eine  ebene  danne  Scheil- 
wand,  ringsum  bis  zur  Röbrenwand  reichend,  aber  in  der  Mitte  mit  eit-r 
kreisförmigen  Oeffuung  versehen,  deren  Radius  =  h  ist,   so  müsst^  > 
Bahn  eines  Wassertheilchens,  welches  von  der  Röhren  wand  herkomm^si 
am  Rande  dieser  Oeffnung  streifend  vorbei  fliosst,  ebenso  viel  seitlich  al- 
gelenkt werden  wie  die  eines  Wassertheilchens,  welches  von  der  Röhrei- 
axe  herkommend  den  Rand  der  Platte  streift,  und  wenn  man  deshalb  ir 
Falle  der  centralen  Oeffnung  in  der  ebenen  Scheidewand  den  Radius  «it^ 
contrahirten  Querschnitts  =  j^h^  den  ContractionscoefÜcienten  also  =^  X' 
setzt,  so  könnte  (zugleich  behufs  Berücksichtigung  untergeordneter  Wi«it-r- 
stände)  dieses  ^^  demjenigen  Werth  von  a  gleich  gesetzt  werden,  welolitT 
nach  den   in  §.  92   unter   1)  besprochenen   Weisbach'schen  Versnch-- 

w  ^r  ^     J  entspricht.     Auf  diese  Weise,  die  freilich  nur  ein  NothhiLri: 

in  Krnuuii^olung  unmittelbar  zutreffender  Erfahrungen  ist,  ergiebt  sich  z.  1> 


für       —   , 
a         2 

2 

2 

3 

also 

=0-: 

4 

25 
4 

9 

n 

-a-i 

1 
4 

9 
25 

4 

9 

J-  —  (U»25 

0,637 

0,652 

0,669 

a        (»24 

o.s:>2 

(».^73 

O.S92 

l  ^  1,184 

(»,5G5 

0.364 

0,261 

»,,  —  0.79 

0,11 

0.10 

0,09 

^,  —  2.37 

1,13 

o,73 

0,52 

(^  =^  XKi 

1,24 

0,S3 

0,61 
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Ohne  Zweifel  sind  diese  Zahlen  nm  so  unzuverlässiger  und  zwar  die 

T 

Werthe  von  d-  um  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  —  ist,  weil,  je  grösser  dieses 

a 

Verhältniss  ist,  desto  unwahrscheinlicher  die  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
setzung wird,  dass  die  durch  die  Platte  verursachte  Geschwindigkeits-  und 
Pressungsänderung  sich  gleichmässig  bis  zur  Röhrenwand  erstrecke;  wenn 

dieser  Einfluss  sich  nur  bis  zu  einer  Cylinderfläche  mit  dem  Radius  r  <Cr 

r  r 

erstreckte,  so  wären  die  Werthe  von  ^  richtiger  mit  —  statt  —  zu  be- 

a  a 

rechnen  gewesen  und  dann  grösser  gefunden  worden.  Immerhin  lässt  sich 
aber  der  Rechnung,  falls  ihre  Voraussetzungen  auch  nur  im  Wesentlichen 
richtig  sind,  das  bemerkenswerthe  Resultat  entnehmen,  dass  die  Ver- 
grösserung  des  mittleren  Druckes  an  der  Vorderfläche  weniger 
beträgt,  als  die  Verkleinerung  desselben  an  der  Hinterfläche.* 
Wenn  der  Körper  zwar  nach  wie  vor  einen  kreisförmigen  Querschnitt 
Ä  und  eine  centrale  Läge  in  der  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  hat,  da- 
bei aber  seine  Vorderfläche  gekrümmt  ist  der  Art,  dass  den  Bahnen 
'IfT  längs  ihr  hinfiicssenden  Wassertheilchen  schon  bis  zur  Grenzlinie 
/wischen  Vorder-  und  Hiuterfläche  eine  mehr  oder  weniger  vollkommen 
iiiale  Richtung  ertheilt  wird,  so  ist  die  Contraction  hinter  dieser  Grenz- 

liaie  entsprechend  geringer,  und  wenn  z.  B.  1  —  a  auf  -   des  Werthes  für 

3 

*iie  dünne   Platte    (für    welche    a  jetzt  mit  a    bezeichnet  sei)  reducirt 

irärde,  also 

1  —  «         2  +  a' 


3  3 


närc,  so  ergäbe  sich 


^     ^      ^ 

für    -        - 
a         2 

2 

5 
*2 

3 

a  —  0,941 

0,951 

0,958 

0,964 

h  —  0,913 

0,402 

0,243 

0,167 

*o        0,05 

—  0,16 

0,12 

—  0,08 

^1  —  1,83 

0,80 

0,49 

0,33 

(^  —  1,88 

0,64 

0,37 

0,25. 

r 
In  Betreff  der  mit  —  wachsenden  Unzuverlässigkoit  dieser  Zahlou  gilt 

a 

mch  hier  das  oben  Gesagte.    Indessen  ist  doch  zu  schliosscn«  dass  durch 


*  Wenn  Bresse  in  seinem  Cours  de  mcVaniquo  appHqiuV,  IL  |>iurtio 
\>^^\  p.  320  ans  denselben  allgemeinen  Formeln  eine  ontgt^ft^^nj^^soUto  Fol- 
fening  zieht,  so  beruht  das  auf  einem  Rechenfehler. 
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entsprechende  Krümmung  der  Vorderfläche  der  Druck  P  de« 
Wasserstrom.s   auf  den  Körper   erheblich   vermindert   werden 
kann  (bis  auf  etwa  die  Hälfte  des  Werthes  bei  ebener  Vorderfläche  oDd 
dass  besonders  der  specifische  Druck  an  der  Vorderfläche  da- 
durch vermindert  wird,  so  dass  sein  Mittelwerth  selbst  kleiner 
sein   kann,    als  der  hydrostatische  d.  h.  der  Druck   im  Raht- 
zustande.    Das  letztere  Resultat  ist  zwar  auffallend,  aber  doch  nicht  ui- 
erklärlich,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  specifische  Druck  an  einer  stoa: 
gekrümmten  Fläche  auch  nur  stetig  längs  derselben  variabel  sein  \ml. 
und  dass  die  Grenzlinie  zwischen  dem  Theil  der  Körperoberfläche,  wo  der 
hydraulische  Druck  den  hydrostatischen  übertrifft,  und  demjenigen,  wo  «U^ 
Umgekehrte  stattfindet,  sich  auf  der  Vorderfläche  des  Körpers  am  so  ntt 
von  der  Grenzlinie  L  zwischen  ihr  und  der  Hinterfläche  entfernen  virl 
je  früher  durch  entsprechende  Krümmung  der  Vorderfläche  die  &kt:c 
der  von  der  Axe  herkommenden  Wassertheilchen  zu  einer  einwärts  o 
caven  Krümmung  veranlasst  werden  bevor  sie  die  Linie  L  erreicht  haben.  — 
Wenn  entgegen  der  Annahme,  die  den  obigen  Entwickelangen  /£ 
Grunde  lag,  der  Wasserstrom  bei  seiner  Wiederausbreitung  vom  kleinsu^i^ 
Querschnitte  a  (F — A)  bis  zum  Rohrquerschnitte  F  mit  der  Oberflicfc- 
des  Körpers  in  Berührung  kommt,  so  können  dadurch  die  Pressungen  P... 
F^  und  F  =  Fq  —  Pj  wesentlich  andere  werden.    Das  einfachste  Beispi- 
dieses  Falles  gewährt  ein  cylindrischer  Körper  in  solcher  Lie^^ 
dass  seine  Axe  mit  der  Rohraxe  parallel  ist,  wenn  seine  Lic* 
gross  genug  ist,  um  den  Wasserstrom,  nachdem  er  nahe  dem  vorder  - 
Ende  des  Körpers  bis  zum  Querschnitte  a  (F — A)  sich  contrahirt  hav 
auf  einer  gewissen  Strecke  zur  vollen  Ausfüllung  des  Querschnittes  F  —  J 
des   cylindrischen  Canals  zwischen  Körper  und  Rohrwand  za   ndthij  ' 
Uebrigens  sei  nach  wie  vor  die  Körperlänge  nicht  so  gross,  dass  die  K-. 
bung  an  seiner  Oberfläche  sowie  auch  an  der  Röhrenwand  zwischen    :• . 
Querschnitten  Qq  und   Q  einen  wesentlichen  Einfluss  gewinnen   kOuat 
und  es  sei  die  hintere  Endfläche  des  Körpers  so  gestaltet,  dass  mit 
der  Wasserstrom  bei  seiner  Ausbreitung  vom  Querschnitte  F —  A  bis  :. 
Querschnitte  F  nicht  in  Berührung  kommt.    Unter  diesen  Umständtii  N^ 
steht  hier  die  gesamrato  Widerstandshöhe  B  für  die  Bewegung  des  >^  aw  "• 
von  Qq  bis  Q  im  Wesentlichen  aus  zwei  Theilen  B^  und  B^^  den  }*  *- 
liehen  Querschnittsänderungen  von  /'  —  Am  F  und  vorher  von  a  F--- 
zu  F  —  A  entsprechend,   und  zwar  ist,  wenn  mit  pj,  u^  and  Z/j  : 
die  Pressung,  Geschwindigkeit  und  Geschwindigkeitshöhe  im  V^ersch*.  ■ 
F — A  bezeichnet  werden. 
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also  B  =  Bi-{-  B^=  (Xj  ^  ^  x-^«)  jy 

Indem  nun  durch  dieselbe  Betrachtung  wie'  oben  sich  P  ==  yFB  ergiebt, 
ist  hier 

Die  Pressung  p^  ist*  auch  wie  im  vorigen  Falle  zu  berechnen,  indem 
Dar  l'^  für  k  gesetzt  wird,  nämlich  J9,  =  k^'^ff  für  B  =  k^ff,  wäh- 
rend auch 

(5)  -  1  =  {p^J-i  =  *i(*i  +  2)  statt  A(*  +  2) 

ist.    Somit  folgt  auch 

Pj  =  ^jPi  =  Ä    -  2>ti yAII, 

und  wenn  wieder  gesetzt  wird: 

P„=  E  -\-  ^^yAH-,    P,  =r  B  —  ^^yAlT;    P  =  ^yAH,  | 

F 

so  ist   ^^,  =  ^  —  />j ;    ^j  =  2Xi ;    ^  =    .  (>ti  *  -|-  il-j2; 

Aus  den  Ausdrücken  (5)  von  k^  und  ib^  ergiebt  sich 

ind  es  sind  also  d-  und  i>j  kleiner,  als  im  vorigen  Fall.  Dabei  ist  £^|, 
.  h.  die  Druckverminderung  an  der  Hinterfläche  unabhängig  von  o,  somit 
urh  von  der  Gestalt  der  vorderen  Endfläche. 

Ist  insbesondere  der  Körper  ein  Kreiscyliuder,  dessen  Axe  mit 
erjenigen  der  gleichfalls  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  zusammenfällt, 
nd  werden,  jenachdem  seine  vordere  Endfläche  eben  oder  gewölbt  ist, 
ieselben  Werthe  von  a  zu  Grunde  gelegt  wie  in  den  vorigen  Beispielen 

# 

r 
n  gleicher  Vorderfläche  und  für  gleiche  AVerthe  von  -,  so  findet  man: 

a 

Ebene  Yorderfläcfae. 

a  2 

^=^  4 

A  4 

a  =  0.824     0,852 

G  r  a  «*  kor,  theorct.  lf&«rkia#al«kr^.     I. 


(6). 


Gewölbte  Vorderfläche. 

3 

2 

2 

9 
4 

4 

0,941 

0,951 
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Ebene  Vorderfläche-  GewOlbtc  VorderAiAc 
itj  =  0,8            0,333  O.-^  0.333 

i,  =  0,384       0,232  0,113         0.069 

1^^=0,17    —0,01  —0,13      —0^1 
l^j  =  1,60         0,67  1.64>  0.67 

&  =  1,77         0,6^  1.47  0,46 

Nicht  nur  der  resnüirende  Druck  P  and  die  Dmckvermiiidrr^n^  = 
R  —  P|  an  der  Uinterfläche  sind  in  allen  dfesen  HÜIen  kleiner  f^v^ri':. 
sondern  auch  die  DmekTermehmn^  =  -''t  —  Ä  *n  der  Torder^i^be.  ^^J 
es  ist  dieselbe  in  eine  Dmckrermindenng  übergegangen,  die  aber  U'r- 
lieh  immer  weniger  beträgt  als  diejenige  an  der  Hinterfläche.  — 

Die  Untersochnngen  dieses  S-  sollen  haoptsächlich  ab  Uebercii:'^ 
einem  häufiger  vorkommenden,  aber  weniger  einfachen  Falle  dieneo.  i^> 
lieh  znr  Veranschanlichnng  der  Vorgänge  nnd  zur  prindpiellen  Benith^L.:. 
des  gegenseitigen  Druckes  bei  der  relativen  Bewegung  eines  festen  K'n»'* 
und  einer  Flüssigkeit,  die  so  wenig  in  ihrer  Bewegung  beschränkt  ist  ■l-^^ 
sie  als  unbegrenzt  betrachtet  werden  kann.  Indessen  haben  sie  aoch  *r 
selbständiges  Interesse,  wenn  nur  die  zu  Grunde  liegenden  VoranssetniL:' 
dahin  erweitert  werden,  dass  die  Flächeninhalte  der  Querschnitte  Q^  u^i  U 
des  Wasserstroms  im  Allgemeinen  verschieden,  etwa  =  F^  und  F  sini 

Wenn  z.  B.  der  Druck  Peines  Wasserstroms  auf  ein  erhoben'* 
tellerförmiges  Ventil  -Fig.  42,  S.  505,  ermittelt  werden  soIL  so  ist  f 
als  der  Querschnitt  des  Ventilgehäuses,  F^  als  die  kreisförmige  Oefaio: 
im  Ventilsitz  zu  betrachtea.  indem  das  Wasser«  nach  dem  Durchgang  don:* 
letztere  alsbald  sich  wieder  ausbreitend,  kaum  eine  merkliche  Contrurtio. 
vorher  erleiden  kann;  A  ist  die  vom  Ventilrande  begrenzte  Kreisä^cb* 
Wenn  hier  übrigens  die  früheren  Buchstabenbezeichnungen   beibehalt»-i 
werden  ^A  ist  dann  eine  negative  Grösse;  und  angenommen  wird,  dasb  r 
dem  äusseren  uud  unteren  ringförmigen  Winkelraum  des  Ventügebic^'^- 
woselbst  eine  regelmässige  Strömung  des  ihn  erfüllenden  Wassen  lui 
statt dudon  kana.  dieselbe  Pressung  =  p^  herrscht  wie  im  Querschnitt^  / 
so  ist  die  Gleichung,  welche  ausdrückt^  dass  die  Aenderung  der  in  aiii^- ' 
Richtung  genommenen  Bewegungsgrösse  des  zwischen  Q^  und  Q  befindlKh«  \ 
Wassers  in   irgend   einem  Zeitelement  dem  entsprechenden  Antrieb  J  ' 
äusseren  Kräfte  gleich  ist 

7 


Fm  ^u  —  u^    =  jFA  +  Fp^—p)  —  P 
9 


uuil  fo1i!t  daraus 
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P  =  yF 


*+^7-  +  K1'-')4 


7 

Ist  aber  ^  der  resultirende  Widerstandscoefficient,  d.  h.  C^H  die  gesammte 
Widerstandshöhe,  so  ist  die  wirksame  Druckhöhe: 

» +  ?i=£  =  Sir  +  ^  =  gir-  [(^)'- .] «, 

Nach  §.  92  anter  5)  kann  dabei  gesetzt  werden: 

wenn  die  Hubhöhe  des  Ventils  wenigstens  =  dem  Radius  von  Fq^  und 
»enn  F^  höchstens  =  F  —  A,  indessen  auch  nicht  viel  <C  -^ — -4  ist. 


i  158.  ]>raek  des  unbegrenzten  Wassers  auf  relati?  bewegte  feste  KSrper« 

Ein  fester  Körper,  der  im  Allgemeinen  eine  Translationsbewegung 
ait  der  Geschwindigkeit  v  habe,  befinde  sich  in  Wasser  an  einer  solchen 
^telle,  dass  die  Entfernung  der  Eörperoberfiäche  von  den  Begrenzungs- 
ächen  des  Wassers  nach  allen  Seiten  gross  im  Vergleich  mit  den  Körper- 
iniensionen  ist.  Das  Wasser  habe  an  der  betreffenden  Stelle  im  Allge- 
emeinen  eine  eigene  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  ti ;  die  Resultante 
erselben  und  der  entgegengesetzt  genommenen  Geschwindigkeit  v  ist  dann 
e  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  den  Körper  und  sei  mit 

bezeichnet  Denkt  man  sich  eine  den  Körper  ringsum  bertthrende 
i;  linderfläche,  deren  erzeugende  Gerade  parallel  w  ist,  so  theilt  die  Be- 
hrungslinle  L  die  (als  durchaus  convex  nach  aussen  vorausgesetzte)  Ober- 
tchc  des  Körpers  in  zwei  Theile,  von  denen  wieder  der  dem  Sinne  von 
entgegen  gekehrte  die  Vorderfläche,  der  andere  die  Hinterfläche  ge- 
lunt  werde. 

Wenn  man  unter  diesen  Umständen  allgemein  den  Druck  berechnen 
dlte^  den  das  Wasser  nach  irgend  einer  Richtung  auf  den  Körper  au»- 
t«  so  würde  dazu  die  Kenntniss  des  specifischen  Drucks  in  jedem  Punkt 
r  Körperoberfläche  erforderlich  sein.  Wenn  man  sich  aber  auch  auf  die 
[^iellere  Aufgabe  beschränkt,  den  Druck  P  im  Sinne  von  w  zu  ermitteln 

dem  Ueberschuss  des  Druckes  Pq  auf  die  Vorderfläche  im  Sinne  von 

Ö6» 
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tp  über  den  Druck  P^  auf  die  Hinterfläche  im  umgekehrten  Sinne,  so  stell»  i; 
sich  der  rationellen  Lösung  grosse  Schwierigkeiten  entgegen.  Zwar  v^nn 
man  von  dem  Gesichtspunkte  ausgehend,  dass  es  einerlei  sein  müsse,  li*- 
die  relative  Geschwindigkeit  w  aus  den  absoluten  Geschwindigkeiten  «. ' 
beider  Theile  hervorgeht,  den  Körper  in  Ruhe  und  das  Wasser  mit  «l-r 
Geschwindigkeit  w  bewegt  denkt,  so  würde  es  sich  lediglich  om  eic*-!] 
Grenzfall  der  im  vorigen  §.  behandelten  Aufgabe  handeln,  entsprecb«  3^. 
einem  unbegrenzt  wachsenden  Verhältnisse  des  Röhrenquerschnitts  F  7iil 
Querschnitte  A  des  den  Körper  im  Sinne  der  Axe  (der  Geschwiadi:- 
keit  to)  berührenden  Cylinders  bei  Voraussetzung  einer  mittleren  Liige  i^ 
Körpers  in  der  Röhre.  Indessen  ist  schon  im  vorigen  §.  herTor^ebi*^-: 
worden,  dass  die  jener  Entwickelung  zu  Grunde  liegende  Anschauung 


Zweifel  um  so  fehlerhafter  sein  werde,  je  mehr  das  Verhältniss 


'.- 


HifX 


und   es   lässt  sich  sogar  vermuthen,   dass  sie  schon  bei  massiger  Gr-«* 

F 

dieses  Verhältnisses,  etwa       =3  bis  4  wenigstens  ungenügend  wiri,  - 

A. 

da^s  für  den  hier  in  Rede  stehenden  Grenzfall  ein  brauchbares  Rr>u*.  * 
nicht  daraus  gewonnen  werden  kann. 

Eine  mehr  zutreffende  Vorstellung  des  ganzen  Vorganges  dürft*  1: 
folgende  Betrachtung  gewähren  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  5S,  worin  K  ' 

als  ruhend  gedachten  Körper,  AX  eine  dir . 
einen  mittleren  Punkt  desselben  in  derRi« 
tung  der  Strömungsgeschwindigkeit  «<r  -i  - 
Wassers  gezogene  Gerade  bedeutet  dir  ^  •' 
derfläche  des  Körpers  in  A^.  die  Hin-' 
fläche  in  X^  treffend.    Mit  der  Entf^rt-^ 
H  von  der  Geraden  AX  und  vom  Körper  aia 
die   durch    denselben   verursachte  Sti»ns** 
der  Wasserbewegung  und  die  entsprich  •- 
Druckünderung  allmählig  ab,  und  e<  ^• 
BY,  BY  die   geraden  Durchschnittsh:-' 
der  durch  AX  gehenden  Ebene  der  H. 
mit  einer  Cylinderflfiche,  ausserhalb  wcl*" 
jene  Störung  verschwindend  klein  t-t 
der  Figur  sind   einige   der  innerhalb  dieses  Cylinders  in  der  Nih^  •" 
Körpers  verlaufenden  Bahnen  der  Wassertheilchen  und  einige  der  «*••  5 
mal  schneidenden  Querschnitte  des  Wasserstroms  angedeutet:  die  Krtit»-  • 
sowohl  der  Bahnen  wie  der  Querschnitte,  und  mit  der  Bibnlinge  ancb 
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Geschwindigkeit  nimmt  von  innen  nach  aussen  (von  AX  nach  BT)  ab. 
Die  Bahnen  sind  zuerst,  etwa  bis  zum  Querschnitte  a^h^^  nach  innen  con- 
vei  gekrümmt,  und  nimmt  die  Pressung  in  den  entsprechenden  Quer- 
schnitten nach  innen  zu;  dann  werden  etwa  bis  ah  die  Bahnen  einwärts 
concav  gekrümmt,  eine  nach  innen  abnehmende  Pressung  der  Querschnitte 
zvrischen  a^  Iq  und  ah  bedingend ;  endlich  krümmen  sich  die  Bahnen  wieder 
convex  nach  innen,  entsprechend  einer  in  gleichem  Sinne  wachsenden 
Pressung  in  den  zugehörigen  Querschnitten.  Die  Grösse  der  letzteren 
nimmt  anfangs  etwa  bis  AqBq  zu,  dann  bis  a^h^^  ab,  endlich  wieder  zu. 
Im  grössten  Querschnitte  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  am  kleinsten,  die 
mittlere  Pressung  am  grössten,  und  da  hier  zugleich  wegen  einwärts  con- 
\exer  Bahnkrümmung  die  Pressung  nach  innen  zunimmt,  so  ist  begreiflich, 
dass  der  grösste  Druck  an  der  Oberfläche  des  Körpers  bei  Aq  in  der 
Mitte  der  Vorderfläche  stattfinden  muss.  Von  hier  aus  nimmt  der  hydrau- 
lische Ueberdruck  (Ueberschuss  des  hydraulischen  über  den  hydrostatischen 
Druck)  an  der  Körperoberfläche  stetig  ab  und  wird  =  Null  etwa  bei  Oq 
au  einer  solchen  Stelle,  wo  der  Querschnitt  a^h^  dem  ursprünglichen  AB 
wieder  nahe  gleich  geworden  ist  und  die  Bahnen  sehr  schwach  gekrümmt 
und,  indem  ihr  Krümmungssinn  ungefähr  an  dieser  Stelle  sich  umkehrt 
linseits  der  Linie  dieser  Punkte  aQ  ist  der  hydraulische  Ueberdruck  an 
kr  Oberfläche  des  Körpers  negativ,  und  zwar  ist  er  am  kleinsten  Cder  Ab- 
fulutwerth  des  negativen  Ueberdrucks  am  grössten)  bei  <i|  ungefähr  in 
Tösster  Entfernung  von  der  Axe  AX,  weil  hier  im  kleinsten  Querschnitte 
]^i  des  Wasserstroms  mit  stärkster  einwärts  concaver  Bahnkrünimung  zu 
Icicher  Zeit  die  mittlere  Pressung  am  kleinsten  ist  und  die  erheblichste 
^ressungsabnahme  nach  innen  stattfindet.  An  der  Hinterfläcbc  des  Körp(5rs 
iQss  nun  eine  Strömung  nach  der  Stelle  a^^  des  kleiasten  Druckes  bin  ein- 
oron;  indem  aber  das  hier  angekommene  mit  dem  im  Sinne  a^  a  strömenden 
KHser  von  überwiegender  Masse  zusammentrifft,  wird  es  von  dems^flf/en 
trch  innere  Reibung  in  gleichem  Sinne  mitgenommen  bis  es  infolge  der 
«icbidcnden  Pressung  besonders  zwischen  a  und  X  gegen  die  Mitt<*  Xj  der 
iuteriläche  hin  wieder  abgelenkt  wird.  Wenn  also  auch  das  WaMcr  in 
iit'm  gewissen  Raum  hinter  dem  Körper  an  der  regelrechti^n  Strömung 
cht  Theil  nimmt,  sondern  in  wirbelformiger  Bewegung  b^.'griffen  iftt.  Mi 
r  'Joch  'diese  nicht  der  Art  regellos,  dass  ihr  eine  fkst  gleicbfonnige 
>>ssang  in  dem  ganzen  fraglichen  Raum  entspräche,  wie  es  K'i  d^'U  Hut- 
«rkelangen  im  vorigen  §.  angenommen  wurde;  es  rnns^tn  viHm'fhr  die 
irbel  sich  vorwiegend  in  der  Weise  ausbilden  wie  e*  die  Pfeile  in  YinL.  hH 
douten,  entsprechend  einer  von  aX  gegen  X^  und  von  hier  gegen  Oj  ab- 
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nehmenden  Pressung.  Uebrigens  lässt  sich  erwarten,  dass  das  in  dtu 
Wirbelranm  befindliche  Wasser  beständig  eine  theilweise  Emeaerong  er- 
fahren, dass  insbesondere  längs  Oq  a^  und  längs  aX  strömendes  Wasser  ii 
diesen  Raum  eintreten  und  eine  gleiche  Wassermenge  längs  o^  a  aui  Im 
austretend  dem  Hauptstrom  einverleibt  werden  wird.  Nimmt  man  hiii;\ 
dass  auch  abgesehen  hiervon  besonders  da,  wo  die  Geschwindigkeit  luu: 
Grösse  und  Richtung  am  schnellsten  variabel  ist,  die  innere  Reibnng  \  i 
erheblichem  Einfluss  auf  den  ganzen  Vorgang  sein,  und  dass  dieser  ii 
seinen  Einzelheiten  sehr  wesentlich  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  \x- 
Körpers  abhängig  sein  muss,  so  ist  es  begreiflich,  dass  eine  theoretische  \*- 
rechnung  des  in  Rede  stehenden  Druckes  in  hinlängftch  zutreffender  asi 
doch  zugleich  technisch  brauchbarer  Weise  bisher  nicht  gelangen  ist 

Den  Entwickelungen  des  vorigen  §.  können  nur  die  allgemeinen  in- 
drücke: 

entnommen  werden,  in  denen 

H  =  ^  die  der  (durch  die  gegenseitige  Störung  noch  nicht  modifiditeb 

relativen  Geschwindigkeit  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe, 
A  den  Querschnitt  des  den  Körper  in  der  Richtung  von  w  berQhrecdt 

Cylinders, 
7  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  und'  \ 

R  den  hydrostatischen  Druck  auf  die  ebene  Fläche   A  am  Orte  «i  * 

Körpers 
bedeutet,  wogegen  die  Coefficienten  d-^^  d-^  und  ^  =  i^^  -j-  ^^  nur  dar.: 
Beobachtung  und  Messung  mit  einiger  Zuverlässigkeit  bestimmbar  sin«! 

Von  solchen  Beobachtungen,  welche  zugleich  durch  Messung  des  sf- 
cifischen  Druckes  an  verschiedenen  Stellen  der  Körperoberflädie  zur  a 
heren  Aufklärung  der  obwaltenden  Umstände  dienen  können,  sind  diejenit:* : 
bemerkenswerth,  welche  von  Berthon  zur  Begründung  der  EigenschatV : 
des  von  ihm  erfundenen  Logs,  d.  h.  Instrumentes  zur  Messung  der  in- 
schwindigkeit  eines  Schiffes,  vielfach  angestellt  wurden.   Der  HaoptbeüstAi»!- 
theil  dieses  Logs  ist  eine  oben  offene,  unten  geschlossene  cyliBdrivi« 
Röhre,  welche,  durch  eine  Stopfbüchse  gedichtet,  von  oben  her  dorrb  li*  t 
Schiffskiol  hindurch  gesteckt  ist,  so  dass  sie  um  etwa  15  bis  20  <Vu* 
unten  herv'orragt;  in  der  Wand  dieses  vorstehenden  RohrstQcks  K  i:- 
sich  eine  kleine  Seitenöffnung.  Wenn  diese  Ocffnung  gerade  voransgvk 
ist,  d.  h.  in  der  Mitte  der  Yorderfläche  des  Rohrstficks  sich    bet^: 
während  das  Schiff  in  ruhigem  Wasser  in  der  Richtung  des  Kiels  sich 
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wegt,  80  steigt  das  Wasser  in  der  Röhre  bis  za  einer  gewissen  der  Schiffs- 
geschwindigkeit entsprechenden  Höhe  h  über  der  äusseren  Wasserober- 
fläche; wird  aber  yon  dieser  Stellung  aus  die  Röhre  allmählig  gedreht,  so 
nimmt  die  Erhebung  des  Wassers  in  ihr  stetig  ab  und  wird  =  Null  bei 
einem  Drehungswinkel  von  41  bis  42^;  bei  weiterer  Drehung  geht  die 
Erhebung  des  Wassers  in  eine  Senkung  über,  welche  rasch  zunimmt  bis 
etwa  1,5  A  bei  einem  Drehungswinkel  von  ^ungefähr  90^  und  dann  lang- 
samer abnimmt  bis  etwa  0,5  h  bei  einem  Drehungswinkel  von  180^.  In 
der  Mitte  der  Hinterfläche  findet  also  eine  Druckverminderung  statt,  die 
halb  so  gross  ist  wie  die  Druckvermehrung  in  der  Mitte  der  Vorderfläche, 
aber  nur  ^\^  so  gross  wie  die  Druckverminderung  an  den  Seiten.*  Diese 
Beobachtungen  sind  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  obigen 
allgemeinen  Beschreibung  des  in  Rede  stehenden  Vorganges.  Nicht  ganz 
so  deutlich  ist  es  der  Fall  bezüglich  auf  die  schon  früher  von  Dubuat 
angestellten  ähnlichen  Beobachtungen.  Derselbe  benutzte  eine  rechtwinklig 
parallelepipedische  Blechbüchse  von  0,325  Mtr.  Seite  der  quadratischen 
Endflächen  bei  nur  9  Millimeter  Höhe  oder  Dicke;  an  einer  der  beiden 
qaadratischen  Endflächen  konnte  die  flache  Büchse,  die  an  und  für  sich 
eine  quadratische  Platte  vorstellte,  durch  Anfügung  eines  Holzprisma  von 
gleichem  Querschnitte  zu  einem  mehr  oder  weniger  langen  prismatischen 
Korper  ergänzt  werden,  wogegen  die  gegenüber  liegende  Fläche  mit  regel- 
mässig vertheilten  kleinen  Löchern  versehen  war.  Indem  dann  diese  bei 
Oeffnung  eines  einzelnen  Loches  oder  sämmtlicher  Löcher  zugleich  zur 
Vorder-  oder  Hinterfläche  des  Körpers  bezüglich  auf  einen  Wasserstrom 
gemacht  wurde,  konnte  durch  Beobachtung  des  Wasserstandes  in  einer 
mit  dem  Inneren  der  Blechbüchse  communicirenden  Röhre  entweder  der 
Druck  an  gewissen  Stellen  oder  der  mittlere  Druck  an  der  Vorder-  und 
Htntcrfläche,  somit  der  Gesammtdruck  auf  jede  einzeln  und  auf  den  ganzen 
Körper  ermittelt  werden.  Andere  Beobachter  haben  meistens  nur  diesen 
resultirenden  Druck  gemessen. 

Im  Allgemeinen  ergab  sich,  dass  i^o  ein  grösserer,  ^|  ein  kleinerer 
Thcil  des  resultirenden  Coefficienten  ^  ist,  als  durch  die  Rechnung  im 
vorigen  §.  gefunden  wurde,  ohne  Zweifel  eine  Folge  des  Umstandes,  dass 
mit  der  in  Fig.  58  angedeuteten  vorwaltenden  Richtung  der  Wirbelströme 
an  der  Hinterfläche  des  Körpers  eine  solche  mittlere  Pressung  daselbst 
verbanden  ist,  welche  nicht  nur  die  kleinste,  sondern  auch  die  mittlere 

*  Society  of  Engineers,  Transactions  for  1^9,  p.  215.  (Apparatus  for 
measuring  the  velocity  of  ships;  by  Vaoghan  Pendred.)  Das  Bert  hon 'sehe 
Log  selbst  wird  im  zweiten  Bande  dieses  W^kes  näher  besprochen  werden. 
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Pressang  im  kleinsten  Querschnitto  a^h^^  des  Haaptstroms  wesentlich  Ober- 
trifft.  Weniger  leicht  erklärlich,  vielmehr  weiterer  Prüfung  bedarflif?  er- 
scheint dagegen  die  Thatsache,  dass  d-  nicht  unerheblich  grösser  gefimd<>D 

/  n* 

wurde  für  den  P'all  eines  in  strömendem  Wasser  ruhenden  I  p  =  0,  JI=  —  , 

\  2f 

/  r* 

als  für  den  Fall  eines  in  ruhigem  Wasser  bewegten  Körpers  1 1*  =  0,  H^ 

Wenn  dieser  letztere  Fall  noch  insofern  modificirt  wird,  als  das  Was.^-r 
nicht  allseitig  unbegrenzt  ist,  indem  es  sich  namentlich  noch  um  d*;& 
Widerstand  gegen  die  Bewegung  eines  auf  dem  Wasser  schwim- 
menden Körpers  handelt,  so  kann  zwar  nach  Analogie  auch  für  ihn  dtr 
allgemeine  Ausdruck  (11  von  P  zu  Gruude  gelegt  werden,  jedoch  ist  tir 
Coefficient  d-  in  noch  höherem  Grade  auf  eine  nur  empirische  Bestinubcf 
angewiesen,  besonders  auch  deshalb,  weil  bei  der  oft  grossen  Länge  soki/: 
Körper  die  Reibung  ihrer  Oberfläche  am^  Wasser  als  ein  den  Widor^Uft^^ 
wesentlich  mit  bedingender,  vielleicht  gar  (z.  B.  bei  vorn  und  hinten  ^ 
mählig  veijüngt  zulaufenden  Schiffskörpern)  als  ein  ihn  vorwiegend  be- 
stimmender Umstand  in  Betracht  konmit  — 

Wenn  nun  aber  auch  Versuche  unerlässlich  sind,  um  den  Druck  P 
für  verschiedene  vorkommende  Fälle  zuvorlässig  zu  bestimmen,  so  kann  t^^ 
doch  oft  Bodürfniss  sein,  solche  Fälle,  für  welche  unmittelbar  zntrcfi  udt 
Versuche  nicht  vorliegen,  mit  anderen  einfacheren  Fällen  auf  Grand  p.- 
wisscr  näherungsweise  zulässiger  Annahmen  rechnungsmässig  zu  vergleich«-!: 
Denkt  man  sich  den  der  Vordorflächc  des  Körpers  mit  der  relativen  (I^ 
schwindigkeit  w  zufliesscudeu  Wasserstrom,  dessen  Querschnitt  =:  A  s. 
aus  elementaren  Wassorfädcn  mit  den  Querschnitten  dA  bestehend«  >«>  i«- 
man  zu  jenem  Zweck  besonders  von  der  Voraussetzung  ausgegangi*n,  tLn^ 
diese  Wasserfäden  ähnlich  wie  freie  Wasserstrahlen  auf  den  Körper  wirki^, 
und  dass  somit  der  Normaldruck  eines  solchen  Fadens  auf  das  in  skiiKr 
Verlängerung  liegende  Element  dF  der  Körperoberflächo  analog  GL   4 

in  §.  150:  ^jyr  =  fidAw^cosv  =  fi{weasr)*dF .' 

-gesetzt  werden  könne,  unter  (i  eine  der  specifischen  Masse  der  Flilssigk*-/- 
wenn  auch  nicht  gleiche,  so  doch  proportionale  Constante,  and  unter  r 
den  spitzen  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  w  mit  der  einmirt^ 
gerichteten  Normalen  des  Oberflächenelemcntes  dF  bildet.  Man  setzt  djirr. 
diesen  elementaren  Normaldruck  proportional  dem  Quadrat  d  - 
betreffenden  relativen  Normalgeschwindigkeit,  welche  anch 

wco&v  ==  ucosa  —  veoiß    '■ 

ist,  wenn  a  und  ß  die  Winkel  bedeuten,  unter  denen  die  GcsdiwiBd-x^ 
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kciten  u  und  v  des  Wassers  und  des  Körpers  gegen  die  einwärts  gerichtete 
Normale  von  dF  geneigt  sind.  Aus  Gl.  (2)  ergiebt  sich  für  ein  Element 
des  hydraalischen  Ueberdrncks  auf  die  Vorderfläche  des  Körpers  im  Sinne 
von  w  der  Ausdruck: 

rf(Po  —  E)  =  dNeo9V  =  iiw^  eos^vdA 

und  ist  daraus  zu  schliessen,  dass,  wenn  wieder 

Po-Ä  =  B'^r^H  mit   ff=  g- 
eesctzt  wird,  der  Coefficient  d-Q  im  Vorhältniss  des  Mittelwerthes 


dA 


\on  to%^v  kleiner  zu  schätzen  ist,  als  für  den  Fall  ein^  ebenen  Fläche 
=:  A^  die  von  der  relativen  Geschwindigkeit  w  normal  getroffen  wird. 
Wenn  man  nun  aber  dieses  Resultat  dahin  ausdehnt,  dass  man  in  dem- 
«»Iben  Verhältniss  auch  den  Coefficient  ^  im  Ausdrucke  F  =  dyAH  des 
re^altirenden  Drucks  verkleinert,  so  kann  dadurch  freilich  die  Fehler- 
bafligkeit  solcher  Schätzung  um  so  mehr  gesteigert  werden,  je  mehr 
dieses  P  zugleich  durch  den  negativen  hydraulischen  Uoberdrnck  an  der 
Hinterfiäche  und  durch  die  Reibung  an  der  Oberfläche  des  Körpers  be- 
ilingt  wird. 

Im  Fall  einer  ebenen  und  im  Allgemeinen  schräg  von  der 
relativen  Geschwindigkeit  w  getroffenen  ebenen  Platte  sind 
\  (u,  ß  constant,  und  erhielte  man 

kenn  d-  hier  den  erfahrungsmässigon  Coefficienten  fßr  die  normal  getrof- 
enc  Platte  {v  =  0)  bedeutet.  Ist  aber  F  die  Flächengrösse  der  Platte 
nd  N  der  Normaldruck  auf  dieselbe,  so  ist  (bei  Abstraction  von  der 

^^  °°^^  F  =  Neosv,  A  =  Feosr 

nd  deshalb  der  rosultirendc  Normaldruck,  aus  welchem  hier  auch  der 
)ruck  nach  einer  beliebigen  Richtung  durch  Multiplication  mit  dem  Co- 
iuus  ihres  Winkels  mit  der  Normale  erhalten  werden  kann, 

N  =  9yF  —  --^  =  djF , ^-^    (4). 

Für  einen  normalen  Kreiscylinder  vom  Radius  r  und  von  der 
«lugc  /,  dessen  Axe  rechtwinkelig  gegen  w  gerichtet  ist,  hat  man 

dA  =  d(2lr9inv)  =  Adsinv, 
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also  ^  /  €08^  V  dA  =  /  (1  —  x^  dx  =  — ; 


—  /  eos^v  dA  =  /  (; 


3 


fttr  eine  Kugel  vom  Radius  r: 

dA  =  d{pir^  sin^v)  =  Ad(sin*v)^ 

1  r  /j  1 

also  --  /  cos^v  dA  —  I  (i  —  x)dx  =    ~\ 

AJ  ./  2 

woraus  man  mit  freilich  nur  roher  Annäherung  schlicsst,  dass  der  Ctieft:- 
cient  &  im  ersteren  Falle  etwa  ^/j  so  gross  sein  werde  wie  ftir  ein  rwti- 
winkeliges  Parallelepipedum  mit  den  Kanten  2r,  2r  und  /,  wenn  u;  pvalt' 
dem  einen  System  der  Kanten  2r  ist,  und  im  zweiten  Falle  etwa  haft  ^• 
gross  wie  für  einen  normalen  Kreiscylinder  vom  Radius  r,  wenn  r  j> 
Richtung  seiner  Axe  =  2r  hat,  oder  auch  etwa  halb  so  gross  «ie  fr 
einen  Würfel,  wenn  w  mit  4  seiner  Kanten  =  2r  parallel  ist 


§.  154.  Erfahrungen  ttber  den  bydranllsehen  Dmek  iib4  WMentn4 

des  Wassers. 

1)  Der  Druck  eines  Wasserstroms  auf  einen  ganz  eingctAoc):* 
ten  ruhenden  festen  Körper,  und  zwar  auf  ein  normales  PriMa« 
dessen   quadratische   Endflächen    senkrecht   zur   Bewegungsrichtiuu:  C" 
Wassers  waren,  ist  von  Dubuat  und  von  Duchemin  gemessen  woni» 
Ihren  nahe  übereinstimmenden  Messuugsresultaten  ist  mit  Bezug  auf  Gl 
im  vorigen  §.,  wenn  /  die  Länge  des  Prisma  und  a  die  Seite  seines  quadra- 
tischen Querschnitts  bedeutet,  zu  entnehmen: 

für    -  =  0,03     12  3  6 

a 

»  =  1,86     1,46     1,35     1,33     1,46 
^0  =  1,19     1,19     1,19     1,19     1,19 
*i  =  ^  —  ^0  =^  0,67     0,27     0,16     0,14     0,27 
Die  Unabhängigkeit  des  Coefficienten  d-Q  von  der  verhältnissm&ssigCD  K  * 
porlänge  wurde  namentlich  von  Dubuat  (auf  die  im  vorigen  $.  angeiret«- 
Weise)  erkannt;  das  Aenderungsgesetz  des  entsprechenden  Coefficirst- 
0-1=  ^  ~  *o»  ^^^  zugleich  den  Einfluss  der  Dmckverminderong  an    ' 
Hinterfläche  und  der  Reibung  an  der  prismatischen  Umfläche  in  sich  " 
greift,  deutet  darauf  hin,  dass  jene  Druckverminderung  mit  wachse*! 
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Länge  sich  bald  einem  Mioimum  nähert,  während  natürlich  die  Reibung 
nahe  proportional  der  Länge  zunimmt.  Der  Querschnitt  ^  =  a*  des 
Prisma  war  bei  den  Versuchen  nahe  =  0,1  Quadratm.,  die  Geschwindig- 
keit w  des  Wassers  =  1  Mtr.  pro  Secunde. 

2)  In  Betreff  des  Widerstandes  gegen  die  Bewegung  ganz 
eingetauchter  Körper  in  unbewegtem  Wasser  sind  auch  zunächst 
die  Versuche  von  Dubuat  und  von  Duchemin  mit  normalen  und  in  der 
Langenrichtung  bewegten  Prismen  zu  erwähnen,  deren  Resultate  zwar 
darin  übereinstimmen,  dass  dieser  Widerstand  kleiner,  als  der  Druck  im 
Falle  unter  1)  gefunden  wurde,  übrigens  aber  insofern  in  Widerspruch 
sind,  als  der  Coefficient  ^  mit  wachsender  Länge  des  Prisma  von  Dubuat 
auch  hier  anfangs  abnehmend,  von  Duchemin  dagegen  nur  zunehmend 
gefunden  wurde.    Wenn  nämlich  a  und  /  die  oben  unter  1)  angegebenen 

Bedeutungen  haben,  so  wäre 

/ 
für    -  =  0,03     1  3 

a 

nach  Dubuat:    ^  =  1,43     1,17     1,10 

nach  Duchemin:    {^  =  1,25     1,28     1,33 

nnd  dabei  nach  Dubuat  beständig  ^^  =  1.  Wenn  auch  das  von  Letzte- 
rem gefundene  Aenderungsgesetz  des  Coefficienten  d-  wahrscheinlicher  und 
der  Wcrth  ö-  =  1,43  für  eine  normal  bewegte  ebene  Platte  mit  einem 
Versuche  Pambour's  in  üebereinstimmung  ist,  so  erscheinen  doch  immer- 
hin  jene    Zahlen  einstweilen   so   unsicher,    dass  mit  Poncelet  bis  auf 

Weiteres 

/  / 

^  =  1,3  für  —   oder  allgemeiner    -    -  <C  3 

a  yA 

jesetzt  werden  mag,  falls  A  nicht  erheblich  kleiner  oder  grösser  als  0,1 
(Quadratmeter  ist  Nach  sonstigen  Erfahrungen  scheint  nämlich  d-  mit  A 
m  wachsen,  wenn  auch  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  noch  nicht  sicher 
ingegeben  werden  kann.  — 

Für  eine  Kugel  wurde  von  Piobcrt  (Geschützkngeln  von  0,1  bis 
k2  Mir.  Durchm.)  &  =  0,47,  von  Borda  *  ^  0,56,  von  Hutton  ^  = 
».59  gefunden. 

Bei  anderen  Versuchen  mit  Körpern,  die  einerseits  eben  begrenzt, 
mdererseits  abgerundet,  zugespitzt  oder  zngeschärft  waren,  wurde  der 
Widerstand  nicht  seinem  Absolutwerth  nach,  sondern  nur  daa  Verhältniss 
h-s  Widerstandes  bei  voransgekehrter  Rundung,  Spitze  oder  Schneide  zum 
Widerstände  gegen  die  Bewegung  im  umgekehrten  Sinn  mit  Yorao»- 
gekehrter  ebener  Fläche  ermittelt.    Dieses  Yerhältaiss  ergab  sich: 
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für  eine  Halbkugel  in  naher  Uebereinstimmung  nachBorda,  Hnttt^ri 
und  Vince  =  0,41; 

für  einen  senkrecht-  zur  Axe  bewegten  Cylinder  mit  halbkrei^ 
förmigem  Querschnitt  nach  Borda  =  0,57; 

für.  einen  normalen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis 

=  0,69      0,54      0,43 
bei  einem  Oeffnungswinkel  =     90®       60®       5 IV,® 

nach  Borda        Hutton; 

für  einen  dreiseitigen  Keil  mit  ebenen  Seitenflächeo  nar!< 

Borda 

=  0,73      0,52 

bei  einem  Kcilwinkel  =     90®        60® ; 

für   einen   dreiseitigen' Keil   mit   gewölbten    Seiteuflät': 
(Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dessen  zwei  Seiten  durch  Kra- 
bögen,  aus  den  Gegenecken  beschrieben,  ersetzt  sind)  nach  Borda  =  i*.''- 

Da  für  die  Kugel  dem  Obigen  zufolge  im  Mittel  9-  =  0,54  gcfiiDi'  -i 
wurde  und  ebenso  gross  auch  d-  für  die  Halbkugel  bei  ihrer  Bcwegnn?;  :t 
der  Richtung  der  Axe  mit  vorausgekehrter  Rundung  zu  schätzen  t^t.  ^ 
würde  bei  ihrer  Bewegung  im  umgekehrten  Sinne 

_  0,54  _ 
*  -  Ml  -  *'^ 

zu  setzen  sein.    Daraus  und  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  angeführten  *' 
fahrungsmässigen  Widerstände  von  Prismen  ist  zu  schliessen,  das$  die  .^  - 
solutwerthe  von  d-  für  die  Bewegung  eines  halbkreisförmigen  Cjlir.'. 
mit  vorausgekehrter  Rundung,  eines  Kegels  mit  vorausgokehiter  "^i  '• 
oder  eines  Keils  mit  vorausgekehrter  Schneide  uähernngsweise  dorch  M . ' 
plication  der  betrefifenden  obigen  Yerhältnisszahlen  mit  1,3  erhalten  «tr:  > 
vorausgesetzt,  dass  die  Dimensionen  nicht  übermässig  klein  oder  gros^  -: 
3)    Ucber  den  Widerstand  gegen  die  Bewegung  theiU-^ 
eingetauchter  (schwimmender)  Körper  in  unbewegtem  Wasser,  « 
bei  in  dem  Ausdrucke 

desselben  der  Factor  A  dieselbe  Bedeutung  bezüglich  auf  den  untor  Wx«*. ' 
befindlichen  Körpertbeil  wie  in  den -vorigen  Fällen  unter  li  und  ^ 
züglich  auf  den  ganzen  Körper  hat,  sind  Versuche  von  Dubnat,  B« 
d'Alembert,  Condorcet  u.  A.  angestellt  worden.    Ihnen  xufolcr  k 


*•>: 
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wenn  der  emgetauchte  Körpertheil  die  Form  eines  normalen  Prisma  hat, 
dessen  Endflächen  senkrecht  zur  Bewegungsrichtnng  sind,  ^  =  1,1  gesetzt 
werden,  sofern  die  Länge 

/  =  (3  bis   6)  V2 

wt;  bei  kleinerer  und  grösserer  Länge  ist  ^  grösser.  Wird  der  Körper 
darch  zwei  Verticalebenen  vornzngeschärft,  so  wird  d-  erheblich  kleiner 
und  beträgt  ungefähr  bei  dem  Zuschärfungswinkel 

a  =  156®  132<>  108®  84®   60®   36®   12® 

^  =  1,06   0,93   0,84   0,59  0,48  0,45  0,44 

Eine  ähnliche  Zuschärf ung  des  Hinter theils  vermindert  ^  in  ge- 
ringerem Grade,  etwa 

bei  a  =  138®     96®      48®      24® 

bis  ^  =  1,03      0,98     0,95     0,92 

Noch  mehr  wird  ß-  vermindert  bei  gleichzeitiger  Zuschärfung  des 
Körpers  vom  und  hinten,  femer  bei  Combination  jener  Zuschärfung  des 
Vordertheils  durch  convergirende  Verticalebenen  mit  einer  Abschrägung 
iesselben  durch  eine  von  vom  nach  hinten  abwärts  geneigte  Ebene,  endlich 
adem  diese  Zuschärfungs-  und  Abschrägungsebenen  durch  stetig  gekrümmte 
''lachen  ersetzt  werden,  wie  bei  Schiffen,  wodurch  d-.  bis  unter  0,1  ver- 
riejnert  werden  kann.*  Je  mehr  übrigens  so  der  Einfluss  der  Druck- 
erraehrnng  am  Yordertheil  und  der  Druckverminderung  am  Hintertheil 
erabgezogen  wird,  desto  mehr  wird  die  Reibung  von  vorwiegender  Be- 
entung. 


b.  Druck  der  Luft  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 
§.  155.    Druck  eines  freien  Luftstrahls  auf  eine  feste  Fliehe. 

Die  aus  einer  Mündung  ausströmende  Luft  bildet  zwar  nicht  einen 
»enso  bestimmt  begrenzten  Strahl  wie  Wasser  bei  freiem  Ausflüsse,  weil 
e  Oberfläche  des  Luftstroms  alsbald  durch  Mischung  mit  der  umgebenden 
ift  mehr  und  mehr  verwischt  und  durch  eine  an  Dicke  zunehmende  Luft- 
lile  ersetzt  wird,  in  welcher  eine  stetig  nach  aussen  abnehmende  Strömungs- 
^hwindigkeit  stattfindet.   Bis  zu  massiger  Entfernung  von  der  Mündung 

*    Der  Widerstand    von  Schiffen   wird   in   einem  späteren  Theile  dieses 
erkes  eingehender  besprochen  werden. 
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kann  man  indessen  auch  hier  von  einem  Strahl  reden,  nnd  wenn  derselbe 
eine  feste  Fläche  trifft,  so  übt  er  einen  Druck  P  auf  dieselbe  ans,  der  im 
Wesentlichen  denselben  Gesetzen  unterworfen  sein  wird  wie  der  Drack 
eines  freien  Wasserstrahls.  Eine  Modification  dieser  Gesetze  kann  aber 
dadurch  verursacht  werden,  dass  die  in  ihrer  Bewegung  von  der  Fl&che  ge- 
hemmte Luft  zugleich  eine  Dichtigkeitsänderung  (Verdichtung)  erfthrt: 
die  Correction  des  theoretischen  Ausdrucks  von  P  durch  erfahmngsnässi^rr 
Bestimmung  gewisser  Coefficienten  wird  dadurch  in  erhöhtem  Grade  nothif. 

Versuche  in  dieser  Beziehung  sind  bisher,  so  viel  bekannt,  nur  \on 
Weisbach  angestellt  worden,  nämlich  1856  mit  demselben  Apparate  anJ 
in  Verbindung  mit  einem  Theil  seiner  in  §.  151  besprochenen  Versacli- 
über  den  Druck  von  Wasserstrahlen  *  Die  benutzten  Mundstücke  vai^a 
die  dort  angegebenen:  zwei  Kreismündungen  in  dünner  Wand  von  l'U 
und  14,08  Millim.  Durchmesser,  ein  kurzes  conoidisches  Mundstück  iLt 
cylindrischer  Ausmündung  von  10,02  Millim.  Mündungsdurchmesser  ^ 
ausserdem  noch  eine  kurze  cylindrische  Ansatzröhre  von  50  Millim.  Ung^ 
und  10,12  Millim.  Weite;  die  Luftstrahlen  wurden  ebenso  wie  die  Wasser- 
strahlen normal  und  centrisch  theils  gegen  eine  ebene,  thoils  gegen  ^vat 
hyperbolisch  concave  (Ablenkungswinkel  q  =  134^)  runde  Platte  von  hK* 
Millim.  Durchmesser  gerichtet,  deren  Entfernung  von  der  Mündung  ft«Ji 
60  Millim.  betrug. 

Wenn  man,  unter  k  und  n  erfahrungsmässig  zu  bestimmende  iVtih 
cienten  verstanden,  den  Druck  P  auch  hier  wie  in  §.151 

P  =  k(iFu^{l—ncosQ) 

setzt  oder,  wenn  A  den  Flächeninhalt  der  Mündung  bedeutet,  mit 

F  =  aÄ,  ^=  2g'  ^^  "^  ^ 
P  --=  2kaYAh  (1  —  «  eo8Q) 

und  wenn  man  dabei  unter  F  =  aA  den  Ausflussquerschnitt,  d.  h.  diL- 
jeuigen  Querschnitt  des  Luftstrahls  versteht,  in  welchem  zuerst  die  Pre*4ia£ 
=  der  äusseren  (atmosphärischen)  Pressung  geworden  ist  und  welcher  li" 
dann  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  (a  mit  dem  Contractionscoefticient*  = 


*  „Civilingeniear'S  Band  VIII.  Den  daselbst  aus  diesen  Versucbeo  $^' 
genen  Folgerungen  liegen  übrigens  erhebliche  Irrthümer  zu  Grande;  uah^  -■ 
dere  ist  der  Zustand  der  ausfliessenden  Luft  irrthOmlich  so  berechnet  von^l 
als  ob  das  Verhältnlss  der  speeifischen  Wärmen  bei  constanter  PremiDg  ?  ■ 

bei  constantem  Volumen  =    .,    wäre. 


' 
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identisch  ist,  wenn  das  Yerhältniss  -^  der  inneren  zur  äusseren  Pressung 

P 
eine  gewisse  Grenze 


m 


;*,?!  =  ''"  +  '>- 


=  {~t-)-'- 


P 

Hiebt  Qberschreitet,  ferner  unter  7  das  specifische  Gewicht  der  Luft  und 
unter  h  die  Geschwindigkeitshöhe  in  diesem  Querschnitte,  so  ist  nach 
flOl,  Gl.  (9)  mit  n  =  1,41  und 

PqVq  =  RTq  =  29,4.287,6 

entsprechend  der  zu  14,5  Grad  angegebenen  Temperatur  im  Windkessel: 

m  —  1 

und,  wenn  /©  das  specifische  Gewicht  der  Luft  im  Kessel  bedeutet, 

1  1  m  —  1 


h  =  29068 


^        ^'  \PoJ  RT,  \pj       .   ET,  \ 


_  JP^  fPo\ 


m 


RT,  \PJ 
oder,  da  der  Barometerstand  bei  den  Versuchen  0,7316  Mtr.  betrug, 

m  —  1  m  —  1 


p) 


_  0,7316.13596  /po\    "  —117««  fP 
^  -  -2974:287,5  "  (7)        "  ''''"'  Vt 
IHe  Einsetzung  dieser  Werthe  Ton  h  und  7  ergiebt: 

m—  1 

F=Q8U3kaA    (^\    "*   —  l\  (1  —  neosg) , 

Zur  Bestimmung  des  Coefficienten  k  sind  die  Versuche  mit  der  ebe- 
en  Platte  {cosq  =  0)  und  dem  kurzen  conoidischen  Mundstück  (A  = 
L0OO07885  Quadratm.)  am  geeignetsten,  indem  dabei  a  =  1  oder  nur 

« 

^enig  >>  1  gesetzt  werden  kann,  jenachdem     -  kleiner  oder  grösser,  als 

P 
er    obige  Grenzwerth  ist,  der  sich  mit  m  =  1,388  entsprechend  dem 

nderstandscoefficienten  g  =  0,04  (§.  103,  S.  585)  hier  =  1 : 0,53  = 

.887  ergiebt.   Der  Ausdruck  von  F  geht  dadurch  für  diese  Versuchsreihe 


i^r  in 


0,2795 


F  =  5,3944  ka  lf^\       —  1 

nd  liefert  entsprechend  den  Versuchswerthen 

?«-  =  1,508       1,675       1,862       2,056       2,252 
P 
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und  P=  0,6497  0,8402  1,0307  1,2212  1,4117 

ha  =  0,990   1,005   1,007   1,014   1,027 

Indem  die  massige  Zunahme  dieser  Zahlen  durch  das  Wachsen  von  a  ge- 
nügend erklärt  werden  kann,  ist  zu  schliessen,  dass  der  Coefficieot  h  hier 
nur  sehr  wenig  von  1  verschieden  ist. 

Die  meisten  Versuche  beziehen  sich  auf  den  Ansfluss  der  Luft  aa« 
den  zweierlei  Kreismündungen  in  dOnner  Wand,  und  wenn  dieselben  «egca 
des  unbekannten  und  in  höherem  Grade  verftnderlichen  Werthes  tob  c 
auch  weniger  zur  Prüfung  des  Goefficienten  k  geeignet  sind,  so  köoDen 
sie  doch  zur  Bestimmung  von  n  dienen,  da  bei  diesen  Versuchen  tbeils  di^ 
ebene,  theils  die  concav  gekrümmte  Platte  vom  Luftstrahl  getroffen  war4t 
Wenn  der  gemessene  Druck  auf  erstere  mit  P^^  auf  letztere  mit  P,  bt^ 
zeichnet  wird,  so  ergab  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  Kreismttndang  lon 
10,1  Millim.  Durchmesser: 

I  ^  =  1,670       1,880       2,074       2,276 
P 

Pj  =  0,6497     0^8402     1,0307     l,221ß 

^  =  1,413       1,541        1,667        1,806       1,951 
P 

Pg  =  0,6264     0,8169     1,0074     1,1979     1,3884 

Durch  Interpolation  findet  man  daraus  für  gleiche  Wertbe  von  — ,  nimlica 

P 

für  ?^-  =  1,6         1,8         2,0 
P 

Pj  =  0,686     0,767     0,957 
Pg  =  0,904     1,192     1,458 

-^  =r=  1,543     1,554     1,524 

und  daraus    n    =  0,782     0,798     0,754 
indem  sich  annehmen  lässt,  dass  bei  derselben  Mündung  und  demst^Ih-? 

Verhältniss  -—  auch  ha  denselben  Werth  hat  und  somit 


P 
;^  =  1-ncosQ  =  l-n«>,1340  =  1   +  -^^^^^ 


Pi  ^  n 


ist.   Die  Versuche  mit  der  Kreismflndung  von  14,08  Millim.  Weite  ergab« 

(  ^  =  1,349       1,558       1,776       1,984       2,236 
I  P^  =  0,6497     1,0307     1,4117     1,7927     2,1737 
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^^-  =  1,205       1,347        1,477        1,609        1,739 
P 

Pg  =  0,6264     1,0074     1,3884     1,7694     2,1504 

und  daraus  für  ^  =  1,4         1,6         1,8 

P 

Pj  =  0,742     1,100     1,457. 
Pjj  =  1,171     1,748     2,338 

^  =  1,578     1,589     1,605 

in  gleicher  Weise    n   =3  0,832     0,848     0,871. 

Eine  Beziehung  zwischen  n  und   ^-^  ist  hieraus  nicht  deutlich  er- 

P 
kennbar;  indem  aber  im  Mittel 

n  =  0,78  fttr  die  10  Millim.  weite, 

n  =  0,85     „     „    14        „  ,,      Mündung 

ist,  scheint  sich  auch  hier  die  in  §.  151  für  den  Wasserstrahl  gefundene 
Abnahme  von  n  mit  zunehmendem  Durchroesserverhältniss  von  Platte  und 
Strahl  zu  bestätigen,  ein  Verhalten,  welches  ebenso  wie  dort  erklärlich  ist 
Der  hier  grössere  Werth  von  k  ist  dem  Einflüsse  der  Luflverdichtung  vor 
der  Platte  zuzuschreiben. 


§.  156.  Bmek  unbegrenzter  Luft  auf  feste  Kttrper  bei  ihrer  relatlTen 

Bewegung. 

Wenn  man  den  Druck  im  Sinne  der  relativen  Oeschwindigkeit  w 
auch  hier 

8 

F  =  ihyAff  mit  ff  =^--  (§.  153,  Gl.  1) 

»etzt,  unter  7  das  specif.  Gewicht  der  Luft  und  unter  A  den  Querschnitt 
ies  den  Körper  in  der  Richtung  von  w  ringsum  berührenden  Cylinders 
verstanden,  so  Iflsst  sich  den  freilich  vielfach  widerspruchsvollen  betreffenden 
Erfahrungen  im  Ganzen  entnehmen,  dass  dem  Coefficienten  ^  dieselben 
^^erthe  beigelegt  werden  können  wie  unter  sonst  gleichen  Umständen  für 
^Vasser  (§.  154),  so  lange  A  und  w  gewisse  Grenzen  nicht  fiberschreiten, 
nsbesondere  w  <^  10  Mtr.  pro  See.  ist. 

Indem  sich  erwarten  lässt,  dass  F  durch  die  Verdichtung  der  Luft 
n  der  Yorderfläche  des  Körpers  vergrössert  wird,  diese  Verdichtung  aber, 

Ormahoff  thdoret.  HaBchinenlehre.    I.  57 
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vom  Jlande  gegen  die  Mitte  der  Fläche  znnehmend,  nur  bei  grOaseren  Di- 
mensionen  der  letzteren  in  merklichem  Grade  sich  geltend  madien  kann. 
ist  es  begreiflich,  dass  ^  mit  A  wachseod  gefunden  wurde.  So  setTtf 
d'Aubuisson,  besonders  auf  Versuche  Borda's  gestützt,  den  Druck  be- 
wegter Luft  auf  eine  normal  getroffene  ebene  Fläche  ^'and  v.j 
kleiner  Dicke)  =  A  Quadratm. 

P=  0,11  yA^'^  ««    Kgr., 

entsprechend  ^  =  0,11 . 2  .  9,81  A^'^  =  2,16  A^'\ 

Wenn  man  aber,  den  erfahrungsmässigen  Wferth  B-  =  1,86  für  -i  =  K^^ 
Quadratm.  nach  §.  154  unter  1)  zu  Grunde  legend, 

d-  =  2,34  A""'"^ 

setzt,  so  ist  f ttr  ^  =  0,25     0,5       12  4        Quadratm. 

»  =  2,04     2,18     2,34     2,51     2,69 

Bei  länglicher  Gestalt  der  Fläche  ist  zu  bedenken,  dass  f&r  das  mehr  ^^o^ ' 
weniger  leichte  seitliche  Abfliessen  der  durch  sie  in  ihrer  Bewegung  C'- 
störten  Luft  vorzugsweise  die  kleinere  Dimension  maassgebend  sein  wirl 
So  würde  z.  B.  fttr  den  Winddruck  auf  die  vom  Segeltuch  bedeckte  Hü^  li* 
eines  Windmühlenflügels  von  2  Mtr.  Breite  der  A  =  -i  Quadratm.  ^^i'- 
sprechende  Werth  ^  =  2,69  passend  erscheinen,  wenn  diese  Fläche  iir: 
eben  wäre;  sofern  aber  der  Wind  eine  ihm  zugekehrte  concave  Krümniui-' 
des  Segeltuchs  verursacht,  kann  dadurch  d-  in  einem  nur  durch  SfMvu- 
versuche  näher  festzustellenden  Maasse  weiter  vergrossert  werden. 

Wenn  der  Luftstrom  unter  einem  gewissen  Winkel  r  ^^c  '• 
die  Normale  der  ebenen  Fläche  geneigt  ist,  so  sollte  nach  $.1'* 
Gl.  (4)  der  Normaldruck  im  Yerhältniss  eoi^r  kleiner  sein,  als  für  r  =  * 
wogegennach  Hutton diesesVerhältniss  besser  =  i^cwi*)*'^*****  zn  aeueui-*. 

z.  B.  =  0,995     0,984     0,962     0,926     0,876     0.810     0,T3o 
für  V  =    10^         15^        20®         25^        30®        35®        40^ 
=  0,637     0,536     0,433     0,331     0,238     0,156     0,042 
für  r  =    45®         50®        55®        60®        65®        70®        K»* 

Der  Widerstand  gegen  die  Bewegung  ebener  plattonfOrmn:' ' 
Körper  nach  Richtung  der  Normalen  ist  gewöhnfich  ak  us  ^^*' 
Constanten  und  einem  mit  v^  wachsenden  Gliede   bestehend  dmesv 
worden;  indessen  sind  diese  Ausdröcke,  abgesehen  davon,  dass  ikr©  !<•»-' 
cienton  von  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verscliieden  geftodea  wurl 
sollist  in  ihrer  angenäherten  Zulässigkeit  anf  missig  grosse  G«schvi»i*> 
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keilen  beschränkt,  indem  die  ihnen  entsprechende  Abnahme  des  Coefficiontcn 
^  mit  wachsender  Geschwindigkeit  v  sich  mit  sonstigen  Erfahrungen  über 
den  Widerstand  fester  Körper  in  der  Luft  nur  bei  kleineren  Geschwindig- 
keiten in  Uebereinstimmung  befindet,  während  bei  grösseren  0'  mit  v  zunimmt. 
In  Betreff  des  Widerstandes  ebener  fester  Flächen  muss  übrigens  der  Fall 
ihrer  normalen  Translationsbewegung  von  dem  technisch  wichtigeren  und 
auch  bei  den  Versuchen  meistens  realisirten  Falle  ihrer  rotirenden  Be- 
wegung am  eine  in  der  Ausbreitung  ihrer  Ebene  gelegene  Axe  unter- 
schieden werden;  nach  Didion  z.  B.  wäre  im  ersten  bei  ^  =  1  Quadratm. 

»  =  .,3.8  +  »^, 

dagegen  im  zweiten  bei  A  =  0,2 . 0,2  =  0,04  Quadratm. 

0,681 


&  =  1,573  + 


v^ 


i  h.  etwa  1,2  mal  so  gross  trotz  der  viel  kleineren  Fläche.  Dieses  Ver- 
halten mag  dadurch  zu  erklären  sein,  dass  die  bei  der  Translationsbewegung 
eine  Zeit  lang  an  der  Vorderfläche  fast  relativ  ruhende  verdichtete  Luft 
gewissermaassen  eine  den  Widerstand  vermindernde  Zuspitzung  bildet, 
während  die  rotirende  Fläche  die  vor  ihr  befindliche  Luft  wie  ein  Venti- 
lator beständig  nach  aussen  treibt  und  so  überhaupt  eine  grössere  lebendige 
Kraft  ihr  mittheilt. 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  bei  beschleunigter  Bewegung  der 
Fläche  durch  ihre  Beschleunigung  9),  indem  dieselbe  auch  der  Luft  mit- 
nitheilen  ist,  der  Widerstand  vergrössert  So  ist  nach  Versuchen  von 
Didion  mit^  der  ebenen  Fläche  von  1  Quadratm.  bei  beschleunigter  nor- 
maler Translationsbewegung: 

«^=  1,318  +  ^'^«^-+/'^^^^. 

"^inen  Versuchen  mit  einem  Fallschirm  von  ^  =  1,2  Quadratmeter«  bei 
welchem  die  Tiefe  der  vorausgehenden  coneaven  Flädie  etwa  ' ,  des 
^>nrchmessers  betrug,  ist  dagegen 

♦  =  2,559  +  '''^'  +,-?^??^ 

^  entnehmen,  woraus  zugleich  der  erhebliche  Iner  den  Widerstand  Cut 
erdoppelnde^^  Elnfluss  einer  coneaven  Krfimmung  der  Vorderiläebe  er- 
ichtlich  ist  — 

Ausser  dem  Widerstände  plattenf5niiiger  Körper  bei  fläamen  G^- 
< hwindigkeiten  ist  oamentlicb  df-r  Widerstand  von  Kugeln  bei  fro««^n 

r^7* 
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Geschwindigkeiten  wiederholt  geprüft  (aus  den  Geschwindigkeitsrer- 
lasten  der  aus  verschiedenen  Entfernungen  auf  ein  ballistisches  PouJel 
abgeschossenen  Engeln  berechnet)  worden.  Solche  Versuche  worden  be- 
sonders im  Jahre  1742  von  Robins  mit  Flintenkugeln,  1788  und  11^[* 
von  Hutton  mit  Kanonenkugeln  kleinen  Kalibers,  endlich  1839  and  1&4(> 
zu  Metz  mit  Kanonenkugeln  grösseren  Kalibers  (zumeist  solchen  von  0.12 
und  0,15  Mtr.  Durchmesser)  angestellt.  Aus  diesen  letzteren  leitete  Didiuc 

den  Ausdruck  . 

F  =  0,027  (1  +  0,0023  fO^p*  Kgr. 

ab    bei  Voraussetzung    eines  mittleren  specifischen  Gewichtes  der  Luft 

Wird  dieses,  entsprechend  einem  Barometerstand  von  0,76  Mtr.  and  eiiit^r 

Temperatur  von  15®  C,  zu 

273 

^  =  '^'''  -288  ==  *'''" 
angenommen,  so  ergiebt  sich 

*  =  ^'"^!  'o!:^' -  (1  +  0,0023  V)  =  0,43  (1  -f  0.0023  r' 
1,225 

Die  Resultate  der  Hutton'schen  Versuche  weichen  davon  nar  weni;  il. 

und  lassen  überhaupt  die  Durchmesser  der  Geschosse  bis  zu  den  ver^fo- 

dcten  Grössen  derselben  keinen  erheblichen  Einfluss  auf  den  Widerstaini*- 

coefficienten  9"  erkennen. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 


Heizung. 


§.  157.  Uebersieht  der  Aufgraben. 

Unter  Heizung  wird  hier  allgemein  die  zweckmässig  geregelte  Wärme- 
roittheilung  an  einen  zu  erwärmenden  Körper  verstanden,  die  speciellere 
Ausführung  der  Aufgabe  jedoch  (insbesondere  unter  Ausschluss  metallurgi- 
scher und  anderer  chemisch -technologischer  Erhitzungszwecke)  auf  den 
Fall  beschränkt,  dass  der  zu  erwärmende  und  eventuell  in  seiner  Aggre- 
gatform zu  verändernde  Körper  eine  (tropfbare  oder  luftförmige)  Flüssig- 
keit ist,  sei  es,  dass  diese  Erwärmung  letzter  Zweck  ist  oder  in  der  Ab- 
sicht geschieht,  damit  die  Flüssigkeit  die  ihr  mitgetheilto  Wärme  weiterhin 
an  eine  andere  (z.6.'an  einem  für  die  unmittelbare  Erwärmung  unpassenden 
Orte  befindliche)  Flüssigkeit  übertrage,  oder  damit  sie  als  erwärmte  Arbeits- 
düssigkeit  einer  calorischen  Kraftmaschine  durch  ihre  Zustandsänderung 
die  Verwandlung  von  Wärme  in  mechanische  Arbeit  vermittle. 

Im  AUgemeinen  ist  die  zu  übertragende  Wärme  vorher  durch  den 
Verbrennungsprocess  eines  Brennstoffes  erst  zu  produciren.  Die  in  dem 
Verbrennungsraum  (auf  dem  Herde)  entwickelten  heissen  luftförmigen  Ver- 
brennungsproducte  können  dann  unter  Umständen  mit  dem  zu  erwärmen- 
den Körper  in  unmittelbare  Berührung  kommen;  in  den  hier  vorzugsweise 
vorausgesetzten  Fällen  von  zu  erwärmenden  und  eventuell  zu  verdampfen- 
den Flüssigkeiten  bleiben  sie  aber  gewöhnlich  von  diesen  durch  eine  feste 
Wand  (Heizwand)  getrennt,  deren  Fläche  die  Heizfläche  genannt  wird, 
indem  die  Heizgase,  d.  h.  die  luftförmigen  Verbrennungsproducte,  welche 
trotz  ihres  Gehaltes  an  Wasserdampf  doch  meist  ohne  wesentlichen  Fehler 
als  den  einfachen  Gasgesetzen  unterworfen  betrachtet  werden  können, 
einen  Canal  (Heizcanal)  oder  mehrfach  getheilt  ein  System  solcher  röhren- 
förmiger, d.  h.  ringsum  begrenzter  Canäle  durchströmen.  Am  Ende  der- 
dOlben  dürfen  die  Heizgase  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar  in  die  Atmo- 
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Sphäre  ontweichcn  theils  wegen  ihrer  schädlichen  oder  belästigenden  Eia- 
flüsse  auf  die  Umgebung,  theils  weil  auch  zur  Yermittelung  einer  daaenid 
ausreichenden  Strömung  trotz  den  unvermeidlichen  Widerständen  im  Horde 
und  im  Hcizcanal  und  zur  Sicherung  der  zur  Verbrennung  nöthigen  Zo- 
strömung  äusserer  Luft  zum  Herde  ihre  Sammlung  und  Aufwärtsleitang  in 
einem  weiteren  Canal,  der  Esse  (Schornstein,  Kamin)  erforderlich  ist 
Hiernach  zerfällt  die  folgende  Untersuchung  in  3  Theile,  betreffend 

1)  die  Verbrennung  der  technisch  verwendbaren  Brennstoffe  and  dit 
dadurch,  bedingte  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes, 

2)  die  Wärmetransmission  durch  feste  Wände  und  die  unter  gegebeotc 
Umständen  erforderliche  Grösse  einer  Heizfläche, 

3)  die  Bewegung  der  Heizgase  in  dem  gesammtcn  Canalsystem,  ins- 
besondere die  Zugwirkung  der  Esse. 

Hier  sollen  diese  Gesichtspunkte  einstweilen  nur  im  Allgemeinen  er- 
örtert werden  vorbehaltlich  der  weiteren  Ausführung  und  Anwendung  in 
besonderen  Fällen,  die  im  3*®"  und  4:^^  Bande  dieses  Werkes  zu  besprecbeu 
sein  werden.  Die  Gesetze  der  Verbrennung  gelten  übrigens  im  West  nt- 
lichen  gleicher  Welse  auch  in  solchen  Fällen,  deren  Besprechung  nicht  in 
Zweck  dieses  Werkes  liegt,  und  die  Gesetze  der  Wärmetransmission  sind 
ebenso  wie  behufs  der  Erwärmung  einer  Flüssigkeit,  natürlich  aach  zuil 
Zweck  ihrer  Abkühlung  oder  in  solchen  Fällen  anwendbar,  wo  es  sui 
umgekehrt  darum  handelt,  die  Erwärmung  oder  Abkühlung  einer  Flä5>k' 
keit  unter  gegebenen  Umständen  möglichst  zu  verzogern. 


A.  Verbrennung. 

§.158.  BreiiBstoffe. 

Die  technisch  verwendeten  Brennstoffe  stammen  fiist  ausschliossjci 
von  der  Holzfaser  (Cellulose,  einem  sogenannten  Kohlenhydrat,  d.  L  eiu- : 
solchen  Verbindung  von  Kohlenstoff  mit  Wasserstoff  und  Sauentoff^.  d^sr 
die  letzteren  in  demselben  Gewichtsverhältnisse  wie  im  Wasser  darin  vby- 
halten  sind).  Sie  sind  entweder  Holz  (mit  unveränderter  Holzfuer  a'.? 
wirksamem  Bostandtheile),  oder  natürliche  Vermoderongsproducte  der  Ho> 
fasor:  Torf,  Braunkohle,  Steinkohle  (fossile  Brennstoffe ,  oderkftn«^- 
liche  Verkohluugsproducte  insbesondere  von  Holz  nnd  Steinkohle:  Ho!: 
kohlo  und  Coks,  oder  endlich  gasförmige  Prodacte  der  Destillation  v* 
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QnvollkommenenYerbreDniing  jener  festen  Brennstoffe:  Leuchtgas,  Gicht- 
gase, Generatorgase. 

L  Die  festen  Brennstoffe  enthalten  ausser  den  der  Holzfaser 
entstammenden  organischen  Bestandtheilen,  nämlich  Kohlenstoff  (C),  Wasser- 
stoff {H)  und  Sauerstoff  (0),  in  der  Regel  noch  geringe  Mengen  Stickstoff 
(bei  den  Analysen  gewöhnlich  dem  Sauerstoff  zugerechnet)  und  Schwefel, 
ferner  wechselnde  Mengen  hygroskopischen,  d.  h.  solchen  Wassers  {W\ 
welches  durch  Erwärmung  etwas  über  100^  ohne  weitere  Zersetzung  des 
Brennstoffes  ausgetrieben  werden  kann,  und  von  erdigen  Bestandtheilen, 
in  der  Folge  als  Asche  {A)  bezeichnet,  indem  sie  als  solche  bei  der  Ver- 
brennung zurfickbleiben.  Die  hier  beigesetzten  Buchstaben  dienen  im 
Folgenden  zur  kürzeren  Bezeichnung  dieser  Bestandtheile  im  Allgemeinen, 
unbeschadet  der  specielleren  Bedeutungen  von  C7,  IT,  0  in  chemischen 
Formeln  als  zugleich  bestimmter  verhältnissmässiger  Gewichtsmengen  (Atom- 
gewichte:  (7=12,  J2'=l,  0=1 6)  der  betreffenden  Elemente. 

1.  Holz.  Der  Aschengehalt,  etwas  wachsend  mit  dem  Alter  und  im 
Zweigholze  grösser,  als  im  Stammholze,  beträgt  im  Mittel  etwa  1,5  Procent. 
Der  Gehalt  an  hygroskopischem  Wasser  variirt  mit  der  Art  und  dem  Alter 
des  Holzes,  mit  der  Feuchtigkeit  des  Bodens  und  mit  der  Jahreszeit;  bei 
im  Winter  Msch  gefälltem  Holze  beträgt  er  ungefähr  40  Procent,  nimmt 
aber  durch  Austrocknen  an  der  Luft  (etwa  in  Jahresfrist)  um  die  Hälfte 
ab.  Im  Durchschnitt  kann  die  Zusammensetzung  des  lufttrockenen 
Holzes  angenommen  werden  zu: 

0,39  C?;     0,40  JJgö;     0,015^;     0,195  JT, 
unter  H^O  den  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zusammen  genommen  verstanden, 
da  sie  im  Holze  in  demselben  Gewichtsverhältnisse  1  :  8  wie  im  Wasser 
enthalten  sind  und  zusammen  als  chemisches  Wasser  aufgefasst  und 
bezeichnet  werden  können.  — 

Die  allmählige  Zersetzung  des  Holzes  bei  beschränktem  Luftzutritte, 
durch  welche,  begflnstigt  darch  hohe  Temperatur  und  starken  Druck,  die 
fossilen  Brennstoffe,  nämlich  in  chronologischer  Folge  Torf,  Brann- 
kohle und  Steinkohle  entstanden  zu  denken  sind,  erfolgte  (und  erfolgt  in 
geringerem  Maasse  noch  jetzt;  unter  Entwickelnng  yerschiedener  zumeist 
gasförmiger  Verbindungen  der  organischen  Elementarbestandtheile,  und 
zwar  verhältnissmässig  am  meisten  des  SauecstofflB,  am  wenigsten  des 
Kohlenstoffs,  so  daas  die  fossilen  Brennstoffe  je  älter  desto  reicher  an 
Kohlenstoff  und  desto  ärmer  an  Sauerstoff  sind,  während  die  verhältnifl»- 
mäfisige  Menge  des  Wasserstoffs  sowohl  im  Ganzen  wie  insbesondere  auch 
des  freien  Wasserstoffs  zuerst  zunimmt  und  nur  gegen  die  letzten  Stadien 
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dos  Yermoderungsprocesses  hin  wieder  abnimmt.  Dabei  ist  anter  freien 
Wasserstoff  derjenige  verstanden,  welcher  mehr  in  dem  Brennstoffen- 
halten  ist,  als  seinem  Gewicht  nach  mit  dem  gleichzeitig  noch  vorhandesen 
Sauerstoff  zu  Wasser  verbunden  sein  könnte;  der  übrige  Theil  des  Wasser- 
stoffs wird  mit  dem  Sauerstoff  als  wirklich  zu  Wasser  verbunden  gedieht 
und  dieses  als  chemisches  Wasser  {H^O)  im  Gegensatze  zn  dem  hygro- 
skopischen Wasser  {W)  bezeichnet. 

2.  Torf.    Während  die  organische  Masse  des  Holzes  zu   nngefthr 

gleichen  Theilen   aus  Kohlenstoff   und  chemischem  Wasser  ohne  freies 

Wasserstoff  besteht,  ist  ihre  verhältnissm&ssige  Zusammensetzung  bei  Torf 

im  Mittel  etwa: 

CiH^OiE—  54:44,5:1,5. 

Die  Aschenmenge  ist  sehr  verschieden  (im  Allgemeinen  um  so  kleiner,  so« 
je  grösserer  Tiefe  der  Torf  gewonnen  wurde)  und  kann  bei  Qberfaaopt 
noch  verwerthbaren  Sorten  bis  30  Procent  betragen.  Frisch  gestochen 
kann  der  Torf  bis  80  Procent  hygroskopisches  Wasser  enthalten,  luft- 
trocken zwischen  15  und  35  Procent.  Im  Durchschnitt  kann  die  Za- 
sammensetzung  des  lufttrockenen  Torfis  zu 

0,35  C;     0,01  //;     0,29  iT^Ö;     0,10-4;     0,25  W 

angenommen  werden. 

3.  Die  Braunkohle  kommt  in  sehr  verschiedenen  Varietäten  vor. 
und  es  ist  die  verhältnissmässige  Zusammensetzung  der  organischen  lAuv: 

C:  H^O  :  H 
bei  fasriger  Braunkohle  etwa   60  :    39    :  1 
„    erdiger  „  „      70  :    28    :  2 

„    muschliger     „  ,,       75  :    22    :  3 

Der  Aschengehalt  beträgt  5 — 10  Procent,  der  Gehalt  an  hygroakopischix 
Wasser  im  frischen  Zustande  bis  50,  im  lufttrockenen  etwa  20  ProcenL 
Im  Mittel  mag  die  Zusammensetzung  der  lufttrockenen  Braunkohle  aa> 
genommen  werden  zu: 

0,50  C ;     0,01 5  //;     0,205  H^ 0 ;     0,08  A ;     0,20  »'. 

In  ihren  Eigenschaften  nähert  sich  die  kohlenstoffreichere  moschlige  Brani- 
kohle  (Pechkohle,  Glanzkohle)  zuweilen  so  sehr  der  Steinkohle,  dass  nr 
Unterscheidung  nur  das  geologische  Vorkommen  maassgebend  ist,  bezftgb.i 
auf  welches  eine  der  Tertiärformation  angehörige,  also  der  Kreidegnipf-: 
auflagernde  (jüngere)  Kohle  als  Braunkohle  bezeichnet  wird. 

4.  Die  Steinkohlen  können  zunächst  in  langflammige  and  kon- 
flanunige  unterschieden  werden;  die  ersteren,  mit  langer  Flamme  breuKiK 
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nnd  bei  der  Destillation  viel  Gas  entwickelnd,  sind  geologisch  jünger, 
ärmer  an  Kohlenstoff,  reicher  an  Wasser-  und  Sauerstoff,  als  die  letzteren. 
Femer  unterscheidet  man  backende,  sinternde  und  magere  Kohlen  hin- 
sichtlich des  Verhaltens  in  der  Hitze,  jenachdem  nämlich  dabei  die  einzel- 
nen Stücke  zu  einer  festen  Masse  zusammenbacken  oder  einen  loseren 
Zusammenhang  erhalten  oder  ganz  unverbunden  bleiben.  Diese  sämmt- 
lichen  Sorten  finden  sich  sowohl  bei  den  langflammigen  als  bei  den  kurz- 
flammigen  Steinkohlen  vertreten,  und  zwar  zeigt  sich,  dass  die  kohlenstoff- 
ärmsten jüngsten  langflammigen  und  die  kohlenstoffreichsten  ältesten  kurz- 
flammigen  Kohlen  mager  sind.  Für  das  Verhalten  der  Zwischenglieder  ist 
das  relative  Alter  und  die  chemische  Zusammensetzung  weniger  deutlich 
maassgebend;  im  Allgemeinen  aber  liegen  in  beiden  Hauptgruppen  (der 
lang-  und  kurzflammigen  Kohlen)  die  sinternden  Kohlen  dem  Alter  nach 
zwischen  den  mageren  und  den  backenden  Varietäten,  so  dass  letztere  den 
üebergang  aus  der  einen  in  die  andere  Gruppe  vermitteln.  Mit  Rücksicht 
auf  diese  Erwägungen  lässt  sich  nach  R.  Peters*  die  folgende  Classifi- 
cation aufstellen,  geordnet  nach  zunehmendem  Alter  mit  Beifügung  der 
französischen  Benennungen  nach  Regnault: 

1 )  Magere langflammige Steinkohlen,  magereFlammkohlen (houilles 
Seches  k  longue  flamme). 

2)  Sinternde  langflammige  Steinkohlen,  sinternde  Flammkohlen 
(houilles  fl^nu). 

3)  Backende  langflammige  Steinkohlen,  backende  Flammkohlen 
(houilles  grasses  dures  ou  k  longue  flamme). 

4)  Backende  kurzflammige  Steinkohlen,  Fettkohlen  (houilles  grasses 
mar^chales). 

5)  Sinternde  kurzflammige  Steinkohlen,  Esskohlen  (houilles  demi- 
grasses). 

6)  Magere  kurzflanunige  Steinkohlen,  Anthracitkohlen  (houilles 
maigres  ou  anthraciteuses). 

Diese  Uebersicht  der  Varietäten  eigentlicher  Steinkohle  wäre  noch 
zu  ergänzen  am  Anfange  durch  die  den  geologischen  Uebergaug  zur  Brauu- 
kohle  bildende  sogenannte  Schwarzkohle,  am  Ende  durch  den  kurzweg 
sogenannten  Anthracit  als  ältestes  und  kohlenstoffreichstes  Zersetzungs- 
product  der  Holzfaser.  Die  sinternden  Flammkohleu  sind  zur  Leuchtgas- 
gevrinnung,  die  backenden  Flammkohlen,  Fettkohlen  und  Esskohlen  zu 


*    Ueber   den  Heizcffect   der  Brennmaterialien.    Zeitschrift  des  Vereins 
deatscher  Ingenieure,  1859,  S.  68. 
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Dampfkessel-  uud  anderen  Feuerungen,  die  Fettkohlen  zugleich  als  Schmiede^ 
kohlen  und  zur  Coksbereitung  vorzugsweise  geeignet 

lU  Peters  hat  auf  Grund  vieler  Analysen  von  Baer,  Liebig. 
Marsilly,  Playfair,  Regnault,  Richardson,  Stein  und  Truran  die 
mittlere  Zusammensetzung  der  organischen  Substanz  obiger  6  Steinkohlen- 
Yarietäten  ermittelt  Wenn  die  von  ihm  angegebenen  Gewichtsmengen 
Sauerstoff  (incl.  Stickstoff)  im  Verhältnisse  9  :  8  auf  Kosten  der  Wasser- 
stoffmengen  vergrössert  als  chemisches  Wasser  und  die  restireuden  Wasser- 
stoffmengen als  freier  Wasserstoff  gerechnet  werden,  ergiebt  sich  folgende 
Zusammenstellung : 


Zahl  der 
Analysen. 


C 


U^O 


U 


»> 


»» 


Magere      Flammkoble 

Sinternde 

Backende 

Fettkohle 

Esskohle    ....... 

Anthracitkohle  .... 

Mittel : 


28 

80,9 

64 

83,4 

61 

84,8 

41 

89,0' 

38 

90,7 

23 

91,9 

86,8 

1 

15,6 
12J 
11,3 
6,6 
5,3 
4,6 
9,3 


3,5 
3,9 
3,9 
4,4 
4.0 
3,5 
3,9 


Die  Fettkohle  enthält  am  meisten  freien,  die  sinternde  FlammkoUe 
meisten  Wasserstoff  überhaupt.  Da  ausserdem  die  Steinkohle  zwischen 
2  und  6  Procent  Asche  und  etwa  3  Procent  hygroskopisches  Wasser  ze 
enthalten  pflegt,  so  mag  bei  Abstraction  von  ihrem  nur  etwa  1  Procent 
betragenden  Schwefelgehalt  den  weiteren  Rechnungen  die  folgende  durch- 
schnittliche Zusammensetzung  zu  Grunde  gelegt  werden: 

0,80  C ;     0,04  H,     0,09  H^  0 ;     0,04  A ;     0,03  W. 

5.  Die  Holzkohle  wird  durch  Yerkohlung  des  Holzes  in  Meilen 
zu  20  bis  25  Gewichtsprocenten  desselben  gewonnen,  so  dass  der  Aschen- 
gehalt des  Productes  entsprechend  grösser  sein  muss,  als  der  des  Holzri. 
Je  länger  die  Yerkohlung  dauert  und  bei  je  höherer  Temperatur  sie  sslatt- 
findet,  desto  vollständiger  werden  Wasser-  und  Sauerstoff  (theilweise  oit 
Kohlenstoff  insbesondere  zu  Holzessig  und  Theer  verbunden)  ausgetrieben. 
Auch  bei  der  Aufbewahrung  unter  Dach  kann  die  Holzkohle  bis  15  Procen: 
Wasser  aus  der  feuchten  Luft  aufnehmen;  in  massig  feuchtem  Zastaa-i^ 
ist  ihre  mittlere  Zusammensetzung  etwa: 

0,85  C,     0,01  H,     0,03  iSTjO;     0,05  Ä\     0,06  IT. 

6.  Die  Coks,  durch  unvollkommene  Verbrennung  bei  besehrinkt^s 
Luftzutritt  oder  durch  Destillation  ohne  Luftzutritt  aus  backender  od^r 
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sinternder  Steinkohle  zu  60 — 75  Gewichtsprocenten  derselben  gewonnen, 
bestehen  in  ihrer  organischen  Masse  aus  fast  reinem  Kohlenstoff;  auch  wird 
der  Schwefelgehalt  der  Steinkohle  theils  durch  den  Vercokungsprocess 
selbst,  theils  durch  das  Löschen  der  glühenden  Coks  mit  Wasser  in  der 
Hauptsache  ausgetrieben.  Ihre  durchschnittliche  Zusammensetzung  ist: 
0,87  Cy    0,005  E\     0,015  H^O,     0,06  A-,     OfibW. 

Auf  andere  als  die  besprochenen  vorzugsweise  gebräuchlichen  festen 
Brennstoffe,  die  Yorkohlungsproducte  von  Torf  und  Braunkohle  und  ver- 
schiedenartige, durch  Pressung  mit  oder  ohne  Bindemittel  aus  an  und  für 
sich  zu  den  betreffenden  Anwendungen  nicht  hinlänglich  compacten  brenn- 
baren Stoffen  hergestellte  Producte  sei  hier  nur  im  Allgemeinen  hingewiesen. 

IL  Die  gasförmigen  Brennstoffe  enthalten  in  der  Regel  freien 
Wasserstoff,  Sumpfgas  (Methylwasserstoff,  CH^\  ölbildendcs  Gas  (Aethylen, 
C^II^\  Kohlenoxydgas  ((70),  Kohlensäure  (CO^),  Stickstoffgas  {N),  eventuell 
auch  noch  andere  Kohlenwasserstoffverbindungen,  als  die  zwei  genannten, 
insbesondere  die  dem  Aethylen  polymeren:  Propylen  {C^H^)  und  Butylcn 
{C^H^\  endlich  kleine  Mengen  Schwefelwasserstoff  und  Schwefelkohlenstoff. 

1)  Die  Zusammensetzung  des  Steinkohlen -Leuchrtgases  ist  sehr 
schwankend  je  nach  der  verwendeten  Kohlensorte  und  der  Dauer  des  De- 
stillationsprocesses;  im  Durchschnitt  mag  sie  angenommen  werden  zu: 

0,05  IT;     0,54  CH^',     0,10  C^JI^\     0,08  C^Z/g-,     0,15  CO;     0,08  N, 

immer  in  Gewichtstheilen  pro  1  Kgr.  verstanden. 

2)  Die  Zusammensetzung  von  Hochofen-Gichtgasen  ergab  sich  (ab- 
gerundet nach  Sehe  er  er)  wie  folgt: 

E      CH^    C^H^     CO      CO^       N 


Gichtgase  von  Steinkohlen 

„     Holzkohlen 

Coks 


0,01     0,04     0,02     0,22     0,15     0,56 

—  0,01      -       0,30     0,06     0,63 

—  —        —      0,35     0,01     0,64 

3)  Generatorgase,  durch  unvollkommene  Verbrennung  fester  Brenn- 
stoffe (namentlich  solcher  von  geringer  Qualität)  in  besonderen  Oefen  (Ge- 
neratoren) bei  beschränktem  Luftzutritt  entstanden,  zeigten  sich  Cabgerundet 
nach  Ebelmen)  von  folgender  Zusammensetzung: 


H       CO 

OOj, 

N 

Generatorgase 

aus       Holz:      0,01     0,34 

0,12 

0,53 

„         Torf:       0,01     0,22 

0,14 

0,63 

„    Holzkohle:    -  -       0,34 

0,01 

0,65 

„        Coks:        —      0,34 

0,01 

0,65 
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§.  159.   Heizeffect  der  Brennstoffe. 

Die  Verbrennung  eines  Brennstoffes  heisst  y ollkommen,  wenndjibei 
seine  brennbaren  (mit  Sauerstoff  sich  verbindenden)  ErementarbcstandtbeiK 
Kohlenstoff  und  Wasserstoff  vollkommen  zu  Kohlensäure  und  Wasser  ver- 
brennen. Unter  dem  Heizeffect  K  eines  Brennstoffes  wird  die  Wärme- 
menge verstanden,  welche  bei  vollkommener  Verbrennung  von  1  Kgr.  dw- 
selben  frei  wird,  d.  h.  als  freie  Wärme  in  den  (mit  Ausnahme  der  Asche 
luftförmigen)  Verbrennungsproducten  enthalten  ist 

Zur  Prüfung  des  Heizeffects  sind  theils  technische  Versuche  in 
grossem,  theils  physikalische  in  kleinerem  Maassstabe  angestellt  worden. 
Erstere  haben  zwar  einen  hohen  wirthschaftlichen  und  technischen  M>rth. 
lehren  aber  doch  unmittelbar  nur  den  Theil  des  Heizeffects  kennen,  der 
durch  die  Verbrennung  eines  gewissen  Brennstoffes  in  einem  bestimmtes 
Heizapparat  unter  gewissen  Umständen  (insbesondere  z.  B.  zur  Verdampfanf 
von  Wasser  in  einer  Dampfkesselanlage  von  gewisser  Art)  technisch  nutz- 
bar gemacht  werden  kann.  Zur  Bestimmung  des  vollen  Heizeffects,  qd- 
vermindert  durch  die  von  den  Besonderheiten  der  Heizanlage  und  der 
Feuerungsmethode  abhängigen  Wärmeverluste,  dienen  Verbrennungsvtr- 
suche  in  einem  Calorimeter  verbunden  mit  Analysirung  der  Verbrennnsj^- 
producte,  wie  solche  namentlich  von  Favre  und  Silbermann  in  ausge- 
dehnter und  sorgfältiger  Weise  ausgeführt  wurden.  Weil  aber  durch  sokht 
Versuche  doch  nicht  die  Heizeffecte  der  vielen  Varietäten  zusammengesetzter 
Brennstoffe  von  variabler  Zusammensetzung  speciell  ermittelt  werden  können, 
so  haben  auch  sie  besonders  nur  insofern  technische  Wichtigkeit^  ak  ^e 
die  Heizeffecte  der  entfernteren  und  näheren  brennbaren  Bestandtheile  zu- 
sammengesetzter Brennstoffe  und  (in  Verbindung  mit  anderweitigen  Ver- 
suchen) die  Gesetze  kennen  lehren,  vermittels  welcher  jene  zur  Berechooiif 
des  Heizeffects  irgend  eines  Brennstoffes  dienen  können,  dessen  chemisrb' 
Zusammensetzung  bekannt  ist  oder  als  mittlere  für  eine  gewisse  Vtrittj' 
angenommen  wird.  Diese  erfahrungsmässig  constatirten  allgemeinen  Ot- 
setze  (bei  Voraussetzung  eines  beständig  gleichen  äusseren  Drucks  =  «i't 
atmosphärischen  Luftdruck)  sind  namentlich  folgende: 

1)  Die  Wärme,  welche  durch  die  chemische  Verbindung  verschiodec»-: 
Stoffe  entwickelt  wird,  bleibt  die  gleiche,  auf  welchem  Wege,  nämlich  dorci 
was  für  Zwischenprocesse  die  Verbindung  zu  Stande  kommen  mag. 
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2)  Bei  der  Zerlegung  einer  chemischen  Yerbindnng  wird  dieselbe 
Wärmemenge  gebunden,  welche  bei  ihrer  Bildung  frei  wird. 

3)  Die  bei  einer  chemischen  Verbindung  frei  werdende  Wärme  ist 
nicht  nur  durch  diese  Verbindung  an  und  für  sich,  sondern  auch  durch  die 
gleichzeitig  etwa  stattfindende  Aenderung  des  Aggregatzustandes,  insbeson- 
dere der  Dichtigkeit  und  der  Aggregatfono,  bedingt,  überhaupt  durch  die 
Disgregationsändcrung  (§.48),  welche  auch  bei  gegebener  chemischer  Zu- 
sammensetzung, d.  h.  bei  bestimmter  Gruppirung  der  Atome  in  den  Mole- 
külen mit  einer  veränderten  Gruppirung  der  letzteren  gegen  einander  ver- 
banden sein  kann. 

4)  Der  Heizeffect  eines  zusammengesetzten  Brennstoffes  ist  =  der 
Summe  der  Wärmemengen,  welche  durch  vollkommene  Verbrennung  seiner 
isolirt  gedachten  brennbaren  Bestandtheile  entwickelt  werden,  vermindert 
QD1  die  Wärme,  welche  zur  Zerlegung  der  Verbindungen  erfordert  wird, 
in  denen  sich  diese  Bestandtheile  mit  einander  und  mit  den  nicht  brenn- 
baren Bestandtheilen  im  Brennstoffe  befanden,  und  endlich  vermindert  um 
diejenige  Wärme,  welche  zu  etwaigen  Aenderungen  des  Aggregatzustandes 
verbraucht  wird. 

Favre  und  Silbermann  erhielten  u.  A.  durch  vollkommene  Ver- 
brennung von  je  1  Kgr.  der  folgenden  Substanzen  die  daneben  stehenden 

Wärmemengen: 

Kohlenstoff 8080 

Kohlenoxydgas  (CO) 2403 

Wasserstoffgas    34462 

Sumpfgas  (CJ3i), 13063 

Oelbildendes  Gas  (Cj7/J  .  .  11858 

Bei  Wasserstoff  und  den  Wasserstoffverbindungen  sind  diese  Zahlen  nicht 
die  Heizeffccte  im  oben  erklärten  Sinne,  weil  Favre  und  Silbcrmann 
die  im  Schlangenrohr  des  Calorimeters  entweichenden  Verbrennungsgase 
bis  zu  einer  so  geringen  Temperatur  sich  abkühlen  Hessen,  dass  ihr  Wasser- 
dampf fast  ganz  zu  Wasser  condensirt  wurde  und  somit  auch  die  ent- 
sprechende Verdampfungswärme  an  das  Wasser  im  Calorimeter  abgab. 
Letztere  ist  also  in  Abzug  zu  bringen,  und  zwar  pro  1  Kgr.  Wasser  ent- 
sprechend der  Formel 

r  =  607  —  0,708  t  (§.  27,  Gl.  6) 

für  diejenige  Temperatur  ^,  welche  die  verbrannten  Substanzen  und  der 
zu  ihrer  Verbrennung  (statt  atmosphärischer  Luft)  verwendete  ÜJauerstoff 
eventuell  als  Mischuugstemperatur  vor  der  Verbrennung  hatten,  sofern  der 
lieizeffect  näher  als  die  Wärme  definirt  wird,  welche  die  Vorbrennunga- 
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producte  verlören,  wenn  sie  bei  constanter  atmosphärischer  Pre^uDg  ond 
unveränderter  Aggregatform  (die  Möglichkeit  vorausgesetzt)  bis  zur  Anfangs- 
temperatur  abgekühlt  würden.  Mit  Kücksicht  auf  die  den  Versuchswerthen 
anhaftenden  wahrscheinlichen  Fehler  genügt  es,  für  eine  mittlere  Luft- 
temperatur t  in  runder  Zahl  r  =  GOO  zu  setzen,  und  da  1  Kgr.  H  bei 
der  Verbrennung  9  Kgr.  ff^O  liefert,  in  1  Kgr.  CH^  und  C^H^  aber  be- 
ziehungsweise ^/^  und  */7  Kgr.  R  enthalten  sind,  ergeben  sich  die  com- 
girten  Heizeffecte  JT 

des  Wasserstoffs  =  34462  —  9  .  600  =  29062 , 

9 
des  Sumpfgases  =  13063— -.600  =  11713, 

9 
des  ölbildenden  Gases  =  11858  — -.600  =  11087. 

7 

Für  die  Kohlenwasserstoffverbindung  C^^io  fanden  Favre  und  Silber- 
mann die  Zahl  11491,  entsprechend  dem  Heizwerth 

11491—^.600  =  10720. 

7 

Auch  für  andere  Verbindungen  der  Gruppe  C^lTin  Diit  noch  grösseren 
Werthen  von  n  ergaben  sich  mit  wachsendem  n  abnehmende  Heizeffect«. 
erklärlich  durch  den  mit  n  wachsenden  Wärmeaufwand  zur  Zerkirang 
dieser  Verbindungen,  und  es  lässt  sich  danach  annehmen,  dass  der  Uvu- 
effect  des  im  Leuchtgase  vorkommenden  Butylens  (C^R^),  zwischen  dt-a 
Heizeffecten  11087  von  C^E^  und  10720  von  CJ^i?io  liegend,  nicht  nel  ^«»n 

^.11087  +  1. 10720  =  10842 
3  3 

verschieden  sein  werde.  Den  weiteren  Rechnungen  sollen  als  Heizeffert- 

der  brennbaren  Bestandtheile  der  im  vorigen  §.  besprocbeoen 

Brennstoffe   (vorbehaltlich  einer  näheren  Bestimmung  über  den  H«/- 

effect    des  Kohlenstoffs)  folgende  etwas  abgerundete  Zahlen  zu  Grandt» 

gelegt  werden: 


Kohlenoxydgas  .  . 
Wasserstoffgas  .  . 

Sumpfgas 

Oelbildendes  Gas 
Butylen 


CO 
H 


240U 
29060 
11710 
11090 
10840 


In  Betreff  des  Kohlenstoffs  ist  es  noch  von  Interesse,  die  Wlr«e  =^  * 
zu  kennen,  welche  1  Kgr.  desselben  bei  der  Verbrennung  m  Kohknov  >- 
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gas  entwickelt;  in  Erwägung  aber,  dass  dabei  aus   1   Egr.  Kohlenstoff 

12  -f  16  7 

-' =  —  Kgr.  Kohlenoxyd  entstehen,  ergiebt  sich  aus  obigen  Zahlen 

mit  Rucksicht  auf  das  allgemeine  Gesetz  1): 

k  4-  |.2400  =  8080;    k  =  2480    (1). 

Uebrigens  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  diese  Wärmomengen 
K  =  8080  und  k  =  2480,  die  als  Resultat  der  Verbrennung  von  1  Kgr. 
Kohlenstoff  zu  Kohlensäure  resp.  zu  Kohlenoxydgas  gefunden  wurden,  fUr 
festen  Kohlenstoff  gelten  und  (nach  dem  3^®"  der  oben  angeführten  Gc- 
setze)  um  den  Betrag  der  zur  Verflüchtigung  desselben  nöthigen  Wärme  y 
kleiner  sind  als  diejenigen  Wärmemengen,  die  durch  die  chemische  Ver- 
bindung an  und  für  sich  entwickelt  werden.  Setzt  man  die  letzteren  = 
2x  und  =  j?,  da  1  Atom  C  sich  im  ersten  Falle  mit  zwei,  im  zweiten  nur 
mit  einem  Atom  0  verbindet,  so  hat  man 

8080  =  2a?  — y;     2480  =  x  —  y ^2) 

and  somit  x  =  5600,   2x  =  11200,  y  =  3120. 

Es  wäre  also  11200  der  Heizeffect  des  gasförmigen  Kohlenstoffs, 
und  da  derselbe  z.  B.  im  Sumpfgase  und  im  ölbildendcn  Gase  schon  gas- 
tVinnig  enthalten  ist,  inr  Gewichtsverhältnisse  3 : 1  resp.  6 : 1  mit  Wasser- 
stoff verbunden,  so  müssten,  wenn  mit  {CU^)  und  {C^IT^)  die  zur  Zerlegung 
\on  je  1  Kgr.  dieser  gasförmigen  Verbindungen  erforderlichen  Wärme- 
mengen bezeichnet  werden,  die  Heizeffecte  derselben 

=  -^.11200  +  ^ .  29060  —  rC^lTJ  =  15665  —  C'ZT/; 
4  4 

und  =|.  11200 -f  |.29060  — (C,/7^:=  13751 —  (C^/T^) 

sein.  Durch  Gleiehsetzung  derselben  mit  den  experimentellen  Zahlen  11710 
and  11090  ergiebt  sich: 

{CR;,  =  3955,  (C,/7^y  =  2661 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  das  Gesetz  2)  die  Wärmemenge,  welche 
durch  chemische  Verbindung  von  1  Kgr.  gasförmigen  Kohlenstoffs  mit 
Wasserstoff  za  CH^  resp.  C\II^  frei  wird: 

^.3955  =  5273    resp.    |.2661  =  3104. 
3  6 

I>ass  die  zweite  dieser  Zahlen  mehr,  als  die  HäUte  der  ent«n  betrStrt  ob- 
sclma  in  der  Verbindmig  C^/T^  je  ein  Atom  C  mr  mit  2  <rtatt  mit  I  At/mien 
//  verbanden  ist,  wird  dem  Umstände  zazaachreiipfii  vrin.  da*>  in  den 
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Molekül  C^H^  zwei  Atomgrnppeii  CH^  noch  weiter  anter  sich  Terhundefi 
sind  und  dass  dadnrch  eine  weitere  Wärmeentwickelung  bedingt  winL 
Diese  letztere  secundäre  Yerbindungsweise,  welche  in  der  theoretischen 
Chemie  als  durch  je  2  nnter  sich  zusammenhängende  Atome  C  vennittflt 
betrachtet  zu  werden  pflegt,  findet  in  den  Kohlenwasserstoffen  der  Gruppe 
C^^IIin  nm  so  vielfältiger  statt,  und  ist  also  der  Wärmeverbrauch  zur  Zer- 
legung einer  solchen  Verbindung  um  so  grösser,  ihr  Heizeffect  in  Uebt^r- 
einstimmung  mit  der  Erfahrung  um  so  kleiner,  je  grösser  n  ist;  die  ge- 
fundenen Differenzen  sind  indessen  nicht  gross  genug  im  Vergleich  mit 
den  diesen  calorimetrischen  Bestimmungen  anhaftenden  wahrscheinlichfo 
Fehlem,  als  dass  daraus  auch  in  quantitativer  Beziehung  zuverlässige  wei- 
tere Schlüsse  schon  jetzt  gezogen  werden  könnten. 

Schliesslich  ist  es  nöthig  hervorzuheben,  dass  die  hier  als  Heizeffect 
des  festen  Kohlenstoffs  bisher  gebrauchte  Zahl  K  =  8080  sich  auf  rem 
Holzkohle  bezieht,  dass  sie  aber  für  festen  Kohlenstoff  von  anderer  Be> 
schaffenheit  etwas  anders,  insbesondere  kleiner  bei  grösserer  Dichtigk^-it 
gefunden  wurde,  von  Favre  und  Silbermann  z.  B.  für 


Holzkohle =  8080 

Gasretortenkohle =  8047 

Zuckerkohle =^  8040 


natürlichen  Graphit.  .  .  .  =•  7i<n 
Graphit  vom  Hochofen  .  .  =rr  77**j 
Diamant =  77T<» 


Die  Differenzen  können  natürlich  nur  von  der  verschiedenen  Verfl&cbti- 
gungswärme  y  herrühren,  die  für  den  dichtesten  Kohlenstoff  am  grösstn 
ist.  Wenn  man  in  der  That  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  aUgemtm 
K  statt  8080  setzt,  so  ergiebt  sich 

k  =  Ä'— 1.2400  =  ^—5600 
«3 

K=  2x  —  y',     k=z  K  —  5600  =  x^y 

und  daraus  x  =  5600  wie  vorhin,  dagegen 

y  =  11200  — JT, 

z.  B.  für  Diamant  y  =  3430.  Da  es  ungewiss  ist,  in  welchem  Dirbtii;- 
keitszustande  sich  der  Kohlenstoff  in  irgend  einem  zusammengesetzt^'] 
festen  Brennstoffe  befindet,  so  mag,  um  sicherer  zu  gehen,  bei  den  folo't* 
den  approximativen  Rechnungen  der  Heizeffect  des  festen  Kohlen- 
stoffs mit  dem  mittleren  Werthe  JT  =  8000  stets  zu  Grunde  g**!*--" 
werden.  Die  durch  die  Verbrennung  von  1  Kgr.  desselben  ni  KohKi^ 
oxydgas  frei  werdende  Wärme  ist  dann:  Jk  =  2400  =  dem  Heii^ft^' 
des  Kohlenoxydgases  =  0,3  K^  und  die  Vergasungswärme  von  1  üc- 
festen  Kohlenstoffs:  y  =  3200  =  0,4  JT.  — 
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Die  Anwendung  des  Gesetzes  unter  4)  zur  Berechnung  des  HeizefFects 
eines  festen  Brennstoffes  von  gegebener  Elementarzusammensetzung  mit 
Hülfe  der  im  Vorhergebenden  festgestellten  Heizeffecte  der  brennbaren 
Bestandtheile  ist  nun  freilich  insofern  unsicher,  als  es  meistens  ungewiss 
ist,  auf  welche  Weise  die  chemischen  Elemente  mit  einander  verbunden 
in  dem  festen  Brennstoffe  vorkommen.    Die  ungünstigste  Annahme,  welche 
in  dieser  Beziehung  gemacht  werden  kann,  besteht  darin,  dass  aller  Sauer- 
stoff an  Wasserstoff  gebunden  sei  als   chemisches  Wasser  nach  der  Be- 
zeichnung im  vorigen  §.,  indem  dann  dieses  Wasser  in  Betreff  des  Heiz- 
effects  nicht  nur  ohne  Nutzen,  sondern  schädlich  ist,  nämlich  eine  gewisse 
Wärmemenge  zu  seiner  Verdampfung  in  Anspruch  nimmt,  und  zwar  nicht 
nur  in  runder  Zahl  600  Cal.  wie  das  flüssig  vorhandene  hygroskopische, 
andern  zugleich  die  Schmelzwärme  festen  Wassers,  also  im  Ganzen  etwa 
^80  Cal.  pro  1  Egr.  Weil  endlich  auch  nicht  anzunehmen  ist,  dass  der 
im  vorigen  §.  so  genannte  freie  Wasserstoff  sich  gasförmig  in  einem  festen 
Bronnstoffe  befindet,  müsste  streng  genommen  entweder  sein  Heizeffect 
mit  einer  kleineren  Zahl  in  Rechnung  gebracht  werden,  als  für  Wasser- 
>toffgas  (29060),  oder  eine  entsprechende  Vergasungswärme  in  Abzug  ge- 
bracht werden;  in  Ermangelung  der  dazu  nöthigen  Anhaltspunkte  ist  aber 
Ijiervon  um  so  eher  zu  abstrahiren,  als  dieser  freie  Wasserstoff  stets  nur 
in  geringer  Menge  vorhanden  und  in  dem  chemischen  Wasser  zu  Ungunsten 
des  Heizeffects  auch  die  kleine  Menge  des  Stickstoffs  gerade  so  einbegriffen 
ht  als  ob  sie  eine  gleiche  Gewichtsmenge  Sauerstoff  wäre.   Indem  schliess- 
lich noch  von  der  jedenfalls  geringfügigen  Wärmemenge  abgesehen  wird, 
die  durch  eine  chemische  Veränderung  der  Aschenbestandtheile  entwickelt 
oder  verbraucht  werden  kann,  mag  somit  der  Heizeffect  eines  festen 
Brennstoffes,  der  in  1  Kgr. 

C      Kgr.  Kohlenstoff, 

//       „     freien  Wasserstoff, 

II^O  „     chemisches  Wasser, 

T^^       „     hygroskopisches  Wasser 
ausser  A  Kgr,  Asche  enthält,  nach  der  Formel 

jT  =  8000  C  +  29060  R—  680  JTgO  —  600  TT (3) 

U-rechnet  werden.*    Auf  Grund  der  im  vorigen  §.  angegebenen  und  hier 


*  In  Ermangelung  wissenschaftlicher  Bestimmungen  von  K  für  technisch 
b<*nutzte  feste  Brennstoffe  von  bekannter  Zosammensetzung  mögen  zur  Prüfung 
iipser  Formel  die  calorimetrischen  Versuche  von  Favre  und  Silbermann 
oait  anderweitigen,  aus  C,  H  und  0  bestehenden  festen  brennbaren  Substanzen, 
nAmlich  mit  Wachs  (C,g  H^^  O)  und  Stearinsäure  (C„  flg«  Oj)  benutzt  werden. 

Grashof,  theotet.  Haschiaen lehre.     I.  58 
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reproducirten  durchsclmittlichen  Zosammensetzangen  der  wichtigstea  festri 
Brennstoffe  ergeben  sich  hiemach  beispielsweise  die  in  der  folgenden  Ta- 
belle enthaltenen  Werthe  von  JT. 


Brennstoff. 


Lufttrockenes  Holz  .  . 
Lufttrockener  Torf  .  . 
Ltifttrock.  Braunkohle 
Steinkohle    ........ 

Holzkohle 

Coks 


C 


0,39 
0,35 
0,50 
0,80 
0,86 
0,87 


H 


0,01 

0,015 

0,04 

0,01 

0,005 


H^O 


W 


0,40 

0,29 

0,205 

0,09 

0,03 

0,015 


I 


0,195 

0,25 

0,20 

0,03 

0,06 

0,05 


0,015 

0,10 

0,08 

0,04 

0.05 

0,06 


K 

2731 
2T43 
417b 

um 


Der  Heizeffect  eines  gasförmigen  Brennstoffs  kann  mit  gn-^^^ 

rer  Sicherheit  berechnet  werden,  wenn  seine  Zusammensetzung  nicht  j;r 

aus  den   elementaren  (entfernteren),  sondern  aus  den  näheren  Be^UIi: 

theilen  bekannt  ist  Enthält  er  in  1  Kgr.  /TKgr.  Wasserstoffgas,  Cff^  Ks 

Sumpfgas,  C^ff^  Kgr.  Ölbildendes  Gas,  C^ff^  ^^-  Butylea,  CO  Kgr.  Koh:»'i 

oxydgas  ausser  CO^  Kgr.  Kohlensäure   und  N  Kgr.  Stickstoffgas.  so  i-- 

sein  Heizeffect 

jr=  29060  I£-\-   11710  CR^    +  11090  C^JI^ 

+  10840  C^iTg  -f  2400  CO    4. 

und  ergeben  sich  hiemach  z.  B.  auf  Gmnd  der  im  vorigen  §.  angefahrt- : 
Analysen  die  folgenden  Resultate. 


'              Gasgemenge. 

H 

CH^ 

C,H, 

oao 

0,08 

CO 
0,15 

CO^ 

K 

o,t»s 

K 

Steinkohlen -Leuchtgas    .  . 

iXOb 

1011  . 

Gichtgase  von  Steinkohle  . 

O.Ol 

0,14 

0,02 

0,22 

0.1.> 

0J^\ 

i:-^' 

„            .,    Holzkohle    . 

— 

0,01 

0,30 

(UK> 

0,6;^ 

Sm 

«,                 „      ij>OKS      .... 

— 

— 



0,35 

0,01 

0,64 

>»• 

Generatorgase  von  Holz    .  . 

0,01 



0,34 

0,12 

0,53 

11^: 

,«              „   Torf    .  . 

O.Ol 

— 



0,22 

0.14 

0,6;^ 

>!:• 

„   Holzkohle 

— 



0,34 

0,01 

0,65 

>!' 

.,              „   Coks    .  . 

1 

— 



0,34 

0,01 

i^ri 

^h 

Wenn  man  auch  bei  ihnen  den  Sauerstoff  za  Torliegendem  Zweck  als  ^c^'' 
sches  Wasser^  mit  Wasserstoff  verbunden  betrachtet,  so  sind  ihre  ZusÄiar  : 
Setzungen  pro  1  Kgr.: 


Wachs:     C^^^,  F  =  ^,  H.0  = 


Moarin^iure: 


3 

46 
9 


ll  ll  il 


^4  Sl 

Ha  in  den  VerhronnHnirspnxhicton  von  je  1  Ker.  sich    ^.  resp.  ,.  Kgr.  ^» 

"  •  j  »  23  ll 
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§.  160.  Luftbedarf  und  Produete  der  Terbrennang:. 

Wenn  man,  wie  es  zu  yorliegendem  Zweck  unbedenklich  geschehen 
kann,  vom  Wassergehalt  und  von  den  noch  mehr  nebensächlichen  Be- 
standtheilen  der  atmosphärischen  Luft  absieht  und  dieselbe  somit  in  100 
Gewichtstheilen  als  aus  23  Theilen  Sauerstoff  und  77  Theilen  Stickstoff 
bestehend  annimmt,  so  ist  die  zu  vollkommener  Verbrennung  von 
1  Kgr.  eines  Brennstoffes  nöthige  Luftmenge  =  L  Kgr.  im  Ver- 
hältnisse 100  :  23  grösser,  als  die  dazu  nöthige  Sauerstoffmenge,  letztere 
aber  leicht  aus  der  bekannten  Zusammensetzung  des  Brennstoffes  und  aus 
deo  Atomgewichten  des  Kohlenstoffs  =  12,  des  Wasserstoffs  =  1  und 

des  Sauerstoffs  =  16  zu  berechnen,  indem  danach  1  Kgr.  Kohlenstoff  und 

g 

Wasserstoff  beziehungsweise  —  und  8   Kgr.  Sauerstoff  bedürfen,    um   zu 

3 

Kohlensäure  resp.  zu  Wasser  zu  verbrennen.  Ebenso  leicht  findet  man  die 
Menge  und  Zusammensetzung  der  gasförmigen  Verbrennungs- 
producte,  nämlich  die  Gewichtsmengen  Kohlensäure  =  Äc  Kgr.,  Wasser 
=  Aq  Kgr.  und  Stickstoff  =  N  Kgr.  (letzterer  hauptsächlich  von  der  ihres 
Sauerstoffs  beraubten  Luft  herrührend),  welche  pro  1  Kgr.  des  Brennstoffs 
resultiren. 

Insbesondere  für  einen  festen  Brennstoff,  der  in  1  Kgr.  aus  C  Kgr. 
A'ohlenstoff,  iSTKgr.  freiem  Wasserstoff,  H^O  Kgr.  chemischem  Wasser, 
W  Kgr.  hygroskopischem  Wasser  und  A  Kgr.  Asche  besteht,  ergiebt  sich: 

•  -=^a«+«-) <" 

r 

Ac='^^C',     Aq  =  9  11+  JT,0  +  Jr\ ^^^ 

N=  Z  -\-  l—A-'Ac  -Aq  .  ,    ( 

and  für  einen  gasförmigen  Brennstoff,  in  1  Kgr.  ausser  Stickstoff  enthaltend: 

//  Kgr.  Wasserstoffgas,  CII^  Kgr.  Sumpfgas,  C^Il^  Kgr.  ölbildendes  Gas, 

4  /Zg  Kgr.  Butylen,  CO  Kgr.  Kohlenoxydgas  und  CO^  Kgr.  Kohlensäure, 


»eünden,  ergeben  sich  aus  den  experimentell  gefundenen  Verbrennungswännen 
<>496  und  9716  die  redncirten  Heizeffecte: 

K  «  10496  —  ?^ .  600  =  9870  und   9716  —  f  ^  .  600  =«  9031 

iVht  sehr  verschieden  von  K  ^  9723  und  9273  nach  Gl.  (3). 

58* 


916  LUFTBEDABF  UND  PBODÜCTE  DBB  YBBBBENIOTNO.      §.  160. 

100 


L    = 


23 


8  5^  +  4  Ci^,  +  y  (0,J2,  +  ^4^g)  +  y  Co]  . . .  .  .3 


11  ^„     .    22  ,^  ^     ,     ^  „^    .     11  ^^    .    ^^ 

^(^  =  -  CJ3,  +  —  {fi^B^  +  c.^s)  +  —  CO  +  ca 

^y  =  9  JT  +  J  CiZ,  +  I  (C,5,  +  C^B^) 


1 


i)r  =  z  +  1  — ^c— uij 

Die  znr  Verbrennung  von  1  Kgr.  besonders  eines  festen  Brennstoffe» 
thatsächlich  verwendete  Lnftmenge  ist  in  der  Regel  ]>  Z  bis  =  2  X  sod 
darüber;  wird  sie  allgemein  =  mL  gesetzt,  so  ist  die  Gewichtsmencr 
der  gasförmigen  Yerbrennungsproducte  von  1  Kgr.  eines  festen 
oder  gasförmigen  Brennstoffes: 

Q  =  mL  +1  —  -^  resp.    G  =  mL  -{-  1 '» 

'  =  {m—1)  L  +  Ac  -{-  Aq  +  N. 

f  In  diesem  Gemenge  von  überschüssiger  Luft,  Kohlensäure,  Stickstuf- 

i  gas  und  Wasserdampf  pflegt  letzterer  nicht  in  solcher  Menge  vorhanden  .i 

[  sein,  dass  dadurch  der  Gascharakter,  also  die  Anwendbarkeit  der  dem  Mi- 

I  riotte'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  entsprechenden  Zustandsgleicbci: 

I  pv  =  RT  erheblich  beeinträchtigt  wtlrde.    Um  aber  auf  Grund  derselUa 

^  die  Zustandsänderungen  dieses  Heizgasgemenges  in  dem  gesammten  Ciuur 

System  zu  untersuchen,  ist  die  Kenntniss  der  Constanten  By  bedingt  dari: 
^  die  Dichtigkeit  6  (bezogen  auf  diejenige  von  atmosphärischer  Luft  bei  gleich*  r 

Pressung  p  und  Temperatur  T  als  Einheit),  sowie  die  Kenntniss  der  «i»- 
cifischen  ^yärme  des  Gemenges  erforderlich,  welche,  indem  sie  hier  >tt'« 
nur  für  constante  Pressung  verstanden  in  Betracht  kommt,  in  der  F^'-:- 
einfach  mit  o  ohne  Index  bezeichnet  werden  soll.  Die  Dichtigkeit  ^^r- 
i  giebt  sich  aus  den  Mengen  und  Dichtigkeiten  der  Bestandtheile: 

{m  —  1)  Z  Kgr.  überschüssige  Luft,  Dichtigkeit  =  1 

!  Ao  „      Kohlensäure,       Dichtigkeit       =  1,529 

Aq  „      Wasserdampf  „  =  0,623* 

i  N  „      Stickstoffgas,  „      '         =-  0,971 


*  Aus  den  Zustandsgieichungen  der  Luft  und  des  ungesättigten  W»^: 

dampfes  (§.  39) : 

pv,,  =  R^T  und  pv  ^  B  (T—P), 

worin  P  eine  Function  der  Pressung  p  ist,  ergiebt  sich  die   Dichtigkeit  «:' 
Dampfes  bezüglich  auf  Luft: 

V         E    T—P 
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'= ÄT—Ä-, ^.^^itE  =  ^   .(6), 

(m  —  1)  X  +  -— -   +  — ^  H — 

^  ^       ^  1,529  ^  0,623  ^  0,971 

DDter  Eq  die  mit  Rücksicht  aaf  ihren  Feuchtigkeitsgehalt  =  29,3  bis  29,4 
za  setzende  betreffende  Constante  für  atmosphärische  Luft  verstanden  (§.  17). 

Die  specifischo  Wärme  c  der  Heizgase  könnte  ebenso  leicht  aus 
den  specifischen  Wärmen  der  Gemengtheile  berechnet  werden,  wenn  diese 
für  die  hier  in  Betracht  kommenden  hohen  Temperaturen  zuverlässig  be- 
kannt wären.  Nun  kann  sie  zwar  mit  hinlänglicher  Sicherheit  für  Luft 
=  0,2375,  für  Stickstoffgas  =  0,244  gesetzt  werden;  allein  bei  der 
Kohlensäure  wächst  sie  erheblich  mit  der  Temperatur,  von  0,187  bei  0^ 
bis  0,240  bei  200®  (§.  37),  und  auch  von  der  specifischen  Wärme  des 
Wasserdampfes,  bei  massiger  Ueberhitzung  =  0,48,  ist  es  fraglich,  wie 
sie  etwa  bei  viel  höheren  Temperaturen  sich  ändern  mag.  Unter  diesen 
rmständen,  und  da  die  specifischen  Wärmen  von  Luft,  Stickstoffgas  und 
Kohlensäure  (bei  höherer  Temperatur)  sämmtlich  nicht  viel,  wenigstens 
nicht  mehr  vöh  0,24  verschieden  sind,  als  die  Unsicherheit  der  Ueber- 
tragung  dieser  Bestimmungen  auf  solche  Temperaturen  beträgt,  welche  die 
Versuchstemperaturen  erheblich  tibertreffen,  mag  einfach 

^  _  O^m^-^^Md?.  ^^  =  0,24  (l  +  ^-)    ...(7) 

gesetzt  werden,  wonach  es  nur  der  verhältnissmässige  Wassergehalt  der 
Eleizgase  ist,  der  ihre  specifische  Wärme  mehr  oder  weniger  >  0,24 
macht.  — 

Vermittels  dieser  Formeln  und  bei  Voraussetzung  der  in  den  beiden 
rabellen  zu  Ende  des  vorigen  §.  angegebenen  mittleren  Zusammensetzungen 
;iDd  die  folgenden  Resultate  berechnet  worden. 

Ij  Luftmengen  Z,  welche  zur  vollkommenen  Verbrennung  luft- 
rock euer  fester  Brennstoffe  pro  1  Kgr.  nothig  sind;  Menge  und 
v«schaffenheit  der  gasformigen  Verbrennungsproducte  für  m  =  1  und 
.  =  2. 


rreng  genommen  abhängig  von  p  und  T.  Indem  aber  im  Heizgasgemenge  der 
^'asserdampf  stark  überhitzt,  d.  h.  weit  von  seinem  Sättigungszustande  entfernt 
t,  wurde  nach  §.  19,  61.  (3)  seine  Dichtigkeit  hier  aas  dem  Molekulargewicht 
I  =    18  des  Wassers  berechnet: 

m 

6  =  0,0346  w  =  0,623. 
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§.1«" 


1 

Brennstoff. 

L 

Ac 

Aq 

N 

m  —  1                     1»  —  2 

1 

!     G 

•                   1 

6 

c         G         6        t 

Holz  .... 

4,52 

1,43 

0,60 

3,48 

5,50 

1,003 

0,266    10,02  1,002  Oi54 

Torf  .... 

4,41 

1,28 

0,63 

3,40 

5,31 

0,993 

0,268     9,72  0,996  t»,-25t 

1  Braunkohle 

6,32 

1,83 

0,54 

4,87 

7,24 

1,023 

0,258    13,56  1,012.0,^'.*' 

Steinkohle 

10,67 

2,93 

.0,48 

8,22 

11,63 

1,043 

0,250  22,30  i  1,022  a24:> 

'  Holzkohle  . 

10,20 

3,12 

0,18 

7,85 

11,15;  1,071 

0,244   21,35  '  1,036  0^42 

'  Coks  .... 

1. 

10,26 

3,19 

0,11 

7,90 

11,20 

1,077 

0,242  ;  21,46  1,(^9  0,241 

2)  Luftmengen  L  zur  vollkommenen  Verbrennung  gasförini:cr 
Brennstoffe  pro  1  Egr.  Menge  und  Beschaffenheit  der  Yerbrenniuif:- 
producte  für  m  =  1. 


( 

1              Gasgemenge. 

1 

L 

Ac 
2,29 

Aq 
1,90 

N        G     '      6         c 

1                       ■ 

Steinkohlen -Leuchtgas    .  . 

14,19 

11,00 

15,19  1  0,957  ^  0^7^ 

Gichtgase  von  Steinkohle  . 

1,89 

0,67 

0,21 

2,01 

2.89    1,016  (137 

„           „    Holzkohle   . 

0,92 

0,56 

0,02 

1,34 

1,92    1,080  0^>4i 

91                      9)        V^UA-D       •     •    ■     • 

0,87 

0,56 

1,31 

1,87    1,090  0^*' 

Generatorgase  von  Holz    .  . 

1,19 

0,65 

0,09 

1,45 

2,19    l,Ofö  0J5«' 

„             „   Torf    .  . 

0,89 

0,49 

0,09 

1,31 

1,89   1,042  0.äM 

,7             „    Holzkohle 

0,84 

0,54 

— 

1,30 

1,84   1,087  (t::4»» 

,,                           ,,       wUaO             . 

0,84 

0,54 

1,30 

1,84;  1,087   IC>4*' 

§.  161.   Yerbrennnngsteinperatar;  Einflass  der  SlnlilaB^  uii  4» 

Wirkungsgrades  der  Feaeranf . 

Die  durch  einen  Yerbrennungsprocess  hervorgebrachte  Tcmperatar- 
orhöhung  würde  nach  dem  Vorhergehenden  bei  gegebener  Art  des  BrtLi' 
Stoffs  und  bei  gegebener  verhältnissmässiger  Luftmenge  leicht  zu  berechntrt 
sein,  wenn  die  Verbrennung  eine  wirklich  vollkommene  wäre,  also  pn 
1  Kgr.  aufgewendeten  Brennstoffs  eine  dem  Heizeffect  K  desselben  gleicb 
Wärmemenge  thatsächlich  producirt  würde,  und  wenn  femer  diese  y**^ 
ständig  zur  Temperaturerhöhung  der  Verbrennungsproducte  diente.  !> 
den  technischen  Feuerungen  pflegt  aber  die  gewöhnlich  auf  einem  R<^*- 
stattfindende  Verbrennung  fester  Brennstoffe  hauptsächlich  ans  folgtoiiit: 
Gründen  mehr  oder  weniger  unvollkommen  zu  sein: 

1)   Mit  der  Asche  können  zugleich  brennbare  Theile  imTerbn»'- 
durch  die  Rostspalten  in  den  Aschenraom  herunter  fiillen  um  so  mehr 
mehr  der  Brennstoff  an  und  für  sich  eine  staubförmige  BeschaiTenbeit  h- 


/ 
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oder  im  Yerlaof  des  Yerbrennungsprocesses  dem  Zerfallen  iu  kleine  und 
nicht  sogleich  wieder  zusammenbackende  Stückchen  unterworfen  ist. 

2)  Bei  der  periodischen  Beschickung  des  Rostes  mit  neuem  Brenn- 
stoffe wird  theils  durch  die  niedere  Temperatur  des  letzteren  und  durch 
die  zunächst  stattfindende  Verdampfung  seines  hygroskopischen  Wassers, 
tlieils  durch  die  kalte  Luft,  welche  in  grossem  Ueberschuss  durch  die  ge- 
ülfnete  Heizthür  in  den  Feuerraum  eindringt,  eine  solche  Erniedrigung 
der  Temperatur  yerursacht,  dass  dieselbe  besonders  zur  Verbrennung  des 
in  Verbindung  mit  Wasserstoff  verflüchtigten  Kohlenstoffs  unzureichend 
sein  kann.  Indem  dieser  dann  in  fester  Form  sehr  fein  vertheilt  sich 
ausscheidet,  bildet  er,  eingehüllt  von  dem  verdampften  hygroskopischen 
Wasser,  den  dicken  schwarzen  Rauch,  der  einer  neuen  Beschickung  des 
Rostes  zu  folgen  pflegt 

3)  Auf  diese  gewöhnlich  nur  kurze  Periode  schwarzen  Rauches  folgt 
eine  Iftnger  dauernde,  in  welcher  ein  leicht  gefärbter  Rauch  entwickelt 
irird,  der  zwar  erhebliche  Mengen  festen  Kohlenstofb  nicht  mehr  enthält, 
irohl  aber  unvollkommen  verbrannte  Gase  (Kohlenoxyd,  Kohlenwasscrstoff- 
Terbindnngen  und  freien  Wasserstoff).  Die  Ursache  ist  in  einem  Mangel 
iifl  Luft  oder  wenigstens  an  hinlänglich  inniger  Mischung  derselben  mit 
den  sich  entwickelnden  brennbaren  Gasen  im  eigentlichen  Feuerranm,  wo 
jie  zu  ihrer  vollkommenen  Verbrennung  nöthige  Temperatur  herrscht,  zu 
lachen.  Ludern  nämlich  in  dieser  Periode  vorzugsweise  die  Verkohlnng 
\es  festen  Brennstoffes  unter  Entwickelnng  brennbarer  Gase  stattfindet, 
st  der  Luftbedarf  zur  Verbrennung  derselben  besonders  gross,  die  wirklieh 
orbandene  Lnftmenge  aber  um  so  eher  ungenügend,  als  ihr  Zutritt  dnreh 
lio  Brennstoffischicht  hindurch  infolge  der  noch  grösseren  Dicke  der  letz- 
ieren  kurz  nach  Beschickung  des  Rostes  erschwert  wird. 

Von  der  Wärme,  welche  durch  die  solcher  Weise  mehr  oder  weniger 
invoUkommene  Verbrennung  producirt  wird,  geht  nun  aber  noch  ein  An* 
beü  verloren  theils  durch  Strahlung  nach  unten  in  den  Asdienraanu  tfaeils 
lorch  Strahlung  nach  oben  gegen  die  Wand  des  Fenerram».  msofWeit  sie 
licht  etwa  als  Heizwand  (5^;heidewand  zwischen  den  Heizgasen  und  der 
:2  erwärmenden  Flüssigkeit)  dient,  theils  durch  BerOhnnig  dieser  Wand 
.it  dem  gifthenden  Brennstoff  und  den  HeizgaseiL  Ist  die  WärmeneBge, 
ie  mit  Rücksicht  auf  diese  Verhiste  nad  auf  die  UnvoIlkoouDeBbeit  der 
orbrennung  pro  1  Kgr.  Brennstoff  nutzbar  entwickelt  wird,  =:  a^^JT,  so 
r>U  r^i  der  Wirkungsgrad  der  Feaervng  beisaen. 

Wenn  die  Wand  des  FeaemaB  gua  oder  theüweise  Hcizwaad  k(L 
tTen  dem  Fenerrasme  zugekehrte  OberfläclM  d«n  directe  Heizfläche 
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genannt  wird  (im  Gegensatze  zu  der  nur  durch  Berührung  mit  den  Heiz- 
gasen Wärme  empfangenden  indirecten  Heizfläche),  so  wird  auch  ihr 
Wärme  zugestrahlt  und  zwar  ein  Theil  =  stj^K  jener  nutzbar  entwickeltem 
Wärme,  so  dass  nur  die  Wärme  (1  —  9)fi^K  zur  Temperatorerhöhing  i  der 
Verbrennungsproducte  von  1  Kgr.  des  Brennstoffs  übrig  bleibt,  deren  Gt> 
wicht  =  mX  -f-  1  ist,  wenn  mL  die  Gewichtsmenge  der  zutretenden  L8^ 
bedeutet.  Ist  also  e  die  mittlere  specifischo  Wärme  dieser  Produete.  '^ 
ergiebt  sich  s      zr 

{mL  -\-  l)e 

Im  Falle  eines  festen  Brennstoffes  gehört  auch  die  Asche  zu  den  Vff> 
brennungsproducten,  die  durch  die  frei  gewordene  Wärme  erhitzt  werdea 
ihre  yerhältnissmässige  Gewichtsmenge  ist  aber  so  unbedeutend  und  ikr* 
specifische  Wärme  (  =  0,2  bis  0,22)  von  der  im  vorigen  §.  berechfiev. 
der  gasförmigen  Verbrennungsproducte  so  wenig  verschieden,  dass  letzte: 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  für  e  gesetzt  werden  kann  am  -• 
mehr,  als  es  sich  bei  der  im  Verlauf  des  Verbrennungsprocesses  zwisckei 
zwei  Beschickungen  des  Rostes  streng  genommen  variablen  Menge  n-i 
Beschaffenheit  der  Producte  doch  nur  um  ungefiUir  zutreffende  Mittelvettk 
handeln  kann. 

Das  Verhältniss  s  der  einer  directen  Heizflache  durch  Strahlung  i..r- 
getheilten  zu  der  gleichzeitig  überhaupt  nutzbar  entwickelten  Wärme  häsr 
ab  von  der  Art  des  Brennstoffes  und  von  der  Beschaffenheit  der  bestrahlte 
Fläche,  von  dem  Grössenverhältnisse,  der  gegenseitigen  Lage  und  i-^ 
Temperaturdifferenz  der  (der  Rostfläche  gleichen)  ausstrahlenden  Ol**.' 
fläche  des  glühenden  Brennstoffes  und  der  bestrahlten  directen  Heizfliihf. 
endlich  von  der  Brennstofi&nenge,  die  in  der  Zeiteinheit  pro  Flftchenein^*  r 
dos  Rostes   verbrannt  wird;  und   zwar  ist  namentlich   «  um  so  gr'o^' 
1)  mit  je  weniger  Flamme  und  Rauch  die  Verbrennung  stattfindet«  2   : 
grösser  die  Temperaturdifferenz  des  glühenden  Brennstoflb  und  der  1-^ 
strahlten  Heizwand  ist,  3)  zu  einem  je  grösseren  Theil  die  Umfassung' 
wand  des  Feuerraums  als  Heizwand  dient,  was  vollständig  bei  sogenanati: 
Innenfeuerung,  dagegen  nur  theilweise  bei  Unterfeuerung  der  Fall  ^'•> 
4)  je  weniger  Brennstoff  (bei  kleiner  Schichthöhe  anf  dem  Roste  and  m^-^- 
gern  Zuge)  pro  Stunde  und  Quadratmeter  Rostlläche  (übrigens  in  ^  ' 
theilhaftor  Weise)  verbrannt  wird.   Behufs  einer  zuverlässigen  quantitativ  - 
Bestimmung  der  Abhängigkeitsgesetze  dieses  Strahlungscoefficienten  «  nitc' 
solchen  Umständen,   wie   sie  bei  technischen  Feuemngen  rorziikoiBS«' 
pflegen,  fehlt  es  an  brauchbaren  Versuchen.   Wenn  Fielet  die  \*  an» 


\ 
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die  eine  in  einem  Drahtnetz  brennende  und  dadurch  an  ihrer  ganzen  Ober- 
fläche zur  Ausstrahlung  geschickte  kleine  Brennstoffmenge  einer  in  einiger 
Entfernung  sie  rings  umgebenden  berussten  und  jenseits  von  Wasser  be- 
rührten Blech  wand  durch  diese  Strahlung  mittheilte,  für  Holz  und  Torf 
zu  etwa  V41  ^  Steinkohle,  Holzkohle  und  Goks  zu  etwa  V«  <lor  ganzen 
Verbrennungswärme  bestimmte,  so  waren  doch  die  Verhältnisse  bei  diesen 
Versuchen  allzu  sehr  yerschieden  Yon  denen  der  technischen  Praxis,  als 
dass  für  diese  von  jenen  Bestimmungen  viel  mehr  verwendbar  wäre,  als 
das  Kesultat)  dass  9  unter  ähnlichen  Umständen  fär  Holz  und  Torf  etwa 
halb  so  gross  ist  wie  für  Steinkohle,  Holzkohle  und  Goks.  Die  Beurthei- 
laug  des  Einflusses  der  Strahlung,  so  wichtig  sie  auch  für  die  Wirksamkeit 
einer  Heizfläche  sein  mag,  ist  somit  einstweilen  auf  eine  ziemlich  unsichere 
Schätzung  angewiesen,  als  welche  es  zu  betrachten  ist,  wenn  z.  B.  für  eine 
Dampfkesselfeuerung,  bei  welcher  stündlich  pro  Quadratmeter  Rostfläche 
etwa  50  Kgr.  Steinkohle  verbrannt  werden,  im  Falle  einer  Unterfeuerung 
«  =  0,2  bis  0,25,  im  Falle  einer  Innenfeuerung  a  =  0,3  bis  0,35  ge- 
setzt wird.  — 

Nach  61.(1)  und  mit  den  betreffenden  Werthen  von  K  {%.  159)  und 
X,  e  (§.  160)  ergiebt  sicff  die  dem  Grenzfalle 

w=l,    ^j=l,    8  ==  0 

entsprechende  grösstmögliche,  praktisch  allerdings  nicht  realisirbare  Tem- 
peraturerhöhung t  durch  Verbrennung  von 

lufttrockenem  Holz =  1 860*^ 

„  Torf    =  1892^ 

lufttrockener  Braunkohle =  2211^ 

Steinkohle =  2565<> 

Holzkohle    —  2574^ 

Coks =  2593® 

Steinkohlen-Leuchtgas =  2466® 

Gichtgasen  von  Steinkohle =  2032® 

„  „    Holzkohle ==  1801® 

„  „    Coks =  1872® 

Generatorgasen  von  Holz —  2022® 

„  „    Torf -    1726® 

„  „    Holzkohle  und  Coks  ...  -    1848®. 

Für  den  technisch  wichtigsten  Brennstoff,  die  Steinkohle,  kann  die 
si>e€i£  Wärme  der  Yerbrennungsproducto  stets  =  0,25  und  dann  mit 
IC  =  7483 
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_  29932(1  — g)gyi  _  /  1760(1  — «)»?i  für  m  =  1,5  | 

~"     10,67  m  +  1     ~  \  1340(1  — »)jyi  für  »*  =  2      ( " 

gesetzt  werden. 

Die  Temperatur,  welche  im  Feuerranm  herrschte»  ergiebt  sicL 
durch  Addition  jenes  Werthes  von  t  zu  der  Anfangstemperator,  die  lediglid 
in  Folge  der  BerOhrung  des  Brennstoffs  mit  der  zutretenden  Luft  j1^ 
Mischungstemperatur  hervorging  und  welche  bei  der  Verbrennaiig  feste* 
Brennstoffe  der  atmosphärisdien  Temperatur  gleich  zu  sein  pflegt,  br: 
Gasfeuerungen  aber  oft  erheblich  grösser  ist,  theils  in  Folge  bölierfr 
Anfangstemperatur  der  brennbaren  Gase  selbst,  theils  weil  die  Luft  ib  vor- 
gewärmtem Zustande  mit  ihnen  gemischt  wird.  Auf  solche  Weise  und  L 
diese  Mischung  hier  weit  Tollkommener,  als  bei  festen  Brennstoffen  sh 
schoben  und  deshalb  mit  m  kaum  ^  1  eine  fast  vollkommene  Verbra- 
nung  erreicht  werden  kann,  sind  Gasfeuerungen  bcsondera  zur  Henj* 
bringung  hoher  Temperaturen  geeignet  Uebrigens  finden  auch  sie,  8B9 
findet  überhaupt  die  Vollkommenheit  der  Verbrennung  auch  von  DOck  x- 
innig  mit  Sauerstoffgas  oder  Luft  gemischten  brennbaren  Gasen  in  des 
Umstände  ihre  Grenze,  dass  die  chemische  Verbindung  eine  gewisse  !&. 
erfordert  und  um  so  mehr  erschwert  wird,  je  mehr  die  noch  unverbnndem 
Moleküle  mit  dem  Fortgange  des  Verbrennungsprocesses  durch  dt>^ n 
Producte  getrennt  werden;  so  fand  Bunsen,  dass  bei  der  explosiven  Ver> 
brennung  eines  Gemisches  von  Wasserstoffgas  oder  Kohlenoxydgas  in  eioeiL 
abgeschlossenen  Räume  mit  Sauerstoffgas  nur  etwa  Vs*  °^i^  atmo6phäri<cbt  r 
Luft  nur  etwa  ^/^  des  brennbaren  Gases  wirklich  verbrannte,  wenn  an -: 
Sauerstoff  resp.  Luft  in  der  zu  vollständiger  Verbrennung  gerade  erfordtr- 
liehen  Menge  vorhanden  waren.  Hierdurch  ist  es  erklärlich,  dass  d:* 
Uenorbringung  einer  Temperaturerhöhung  von  über  3000*  selbst  bei  Voi^ 
Wendung  reinen  Sauerstoffs  zur  Verbrennung  bisher  in  keinem  Falle  n.:' 
Sicherheit  nachgewiesen  wurde,  obschon  sie  bei  vollkommener  Verbrenne: . 
z.B.  von  Wasserstoffgas  oder  Kohlenoxydgas  mit  Sauerstoffgas  im  Genicl:- 
verhältniss  1 : 8  resp.  7  : 4  der  Rechnung  zufolge  betragen  sollte  nngeft^ 

29060         ^.,,,„  2400  ^^^,^ 

9.0;48  =  ^^-^^^^«P    lT--  =  ^^"^-       ' 

y.0,24 


§.  162.  Beschaffenheit  und  Bediemuig  des  Herdes. 

Das  erste  Erfordemiss  einer  vortheilhaften  Vorbreanuag  ist  die  Act 
Umständen   entsprechende  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes*  u 
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welcher  Beziehung  bei  Yoraossetziuig  einer  üblichen  Roslfenemng  mit 
periodischer  Beschickung  durch  dieHeizthOr  von  oben  undLuft- 
zutritt  durch  die  Rostspalten  yon  unten  hauptsächlich  in  Betracht 
kommen:  die  Grösse  der  Rostfl&che«,  die  Breite  der  Roetstibe  und  ihrer 
Zwischenräume,  die  standlich  pro  Quadratmeter  Rostfläche  zu  verbrennende 
Brennstoffinenge,  die  Dicke  der  Brennstofi^hicht  auf  dem  Roste,  die  Pe- 
riode und  die  Art  der  Beschickung  des  Rostes,  die  Hohe  des  Yerbrennungs- 
raumes  und  die  Beschaffenheit  der  ihn  begrenzenden  Wände.  Die  Umstände 
aber,  von  denen  die  angemessene  Bestimmung  dieser  Verhältnisse  zum 
TheO  abhängt,  sind  namentlich:  die  Beschaffenheit  des  Brennstoffes,  die 
disponible  Zugwirkung  und  der  Umstand,  ob  es  im  Wesentlichen  nur  auf 
die  Production  einer  gewissen  Wärmemenge  oder  zugleich  auf  eine  mög* 
liehst  hohe  Verbrennungstemperatur  ankonmit  (z.  B.  bei  der  Feuerung  von 
Gafiretorten-Oefen,  sofern  die  Production,  d.  h.  die  Schnelligkeit  der  Ver- 
gasung einer  gewissen  Steinkohlenmenge  mit  der  Temperatur  wächst^,  ab- 
gesehen von  solchen  hier  ausgeschlossenen  Fällen,  in  denen  bei  unmittel- 
barer BerOhrung  der  zu  erhitzenden  und  chemisch  zu  verändernden  Körper 
nut  den  Verbrennungsproducten  zugleich  die  chemische,  oxydirende  oder 
desoxydirende  Beschaffenheit  der  letzteren  in  Betracht  kommen  würde. 

1)  Die  Grösse  eines  Rostes  ist  begrenzt  durch  die  Möglichkeit 
seiner  hinlänglich  leichten  und  guten  Bedienung  (Reinigung  von  Schlacken 
ofid  Beschickung  mit  Brennstoff  in  möglichst  gleichförmig  dicker  Schicht) 
ohne  die  Heizthür  zu  lange  offen  stehen  zu  lassen.  Als  Maximum  der  Länge 
i^t  1,5  Mtr.,  der  Breite  0,9  Mtr.  zu  betrachten.  Ergiebt  sich  gemäss  der 
stöndlich  aufzuwendenden  Brennstoffmenge  =  B  Kgr.  im  Ganzen  und 
=  B^  Kgr.  pro  Quadratm.  Rostfläche  die  im  Ganzen  erforderliche  Grösse 

der  letzteren: 

B 
R  =         ">  1,35   Quadratm., 

^  ist  ihre  Vertheilung  auf  zwei  oder  mehr  Roste  rathsam,  abgesehen  zu- 
Qächst  von  anderen  Grttuden,  die  für  eine  solche  Zerlegung  sprechen  können. 

2)  Die  Spaltweite  zwischen  den  Roststäben  soll  bei  hinlänglicher 
Grösse  für  den  Gebrauch  des  Schüreisens  so  klein  sein,  dass  sie  möglichst 
nur  4ie  Asche  und  nicht  zugleich  unverbrannte  Stückchen  des  Brennstoffs 
hindarch£allen  lässt,  ohne  jedoch  den  Widerstand  wesentlich  zu  vermehren, 
den  die  Brennstoffschicht  auf  dim  Roste  dem  Hindurchströmon  der  Luft 
darbietet  Die  (von  oben  nach  unten  abnehmende)  Dicke  der  Roststäbe 
^jW  bei  genügender  Sicherheit  gegen  Verbiegung  doch  möglichst  klein  sein, 
am  die  Kühlung  dieser  Stäbe  durch  die  von  unten  her  zuströmende  kalte 
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Luft,  nnd  am  den  allseitigen  Zutritt  der  letzteren  zn  den  auf  den  Sub^ 
liegenden  Brennstoiftheilen  zu  erleichtern.  In  der  Regel  ist  die  Spaltwfit<> 
je  nach  der  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  =  5  bis  10  Milliin^  die  oberv 
Dicke  der  Roststäbe  je  nach  ihrer  Länge  =^  20  bis  30  Millim.,  die  $02^- 
nannte  freie  Rostfläche,  d.  h.  die  Gesammtöffnnng  zwischen  den  B'^*- 
stäben  im  Durchschnitt  =  ^/^  der  ganzen  Rostfläche.  ^  Wenn  bei  st»*- 
förmigen  oder  solchen  Brennstoffen,  die  in  der  Hitze  zn   staabfonnii?^. 
Theilchen  zerspringen,  die  Spaltweite  eines  gewöhnlichen  Rostes  nicht  ki^i: 
genug  gemacht  werden  kann,  um  übermässige  Verluste  zu  Torhfiten,  so  i«t 
ein  Treppenrost  am  Platze,  d.  h.  ein  geneigter,  von  der  höchsten  Stdk 
aus  zu  beschickender  Rost,  der  durch  flach  liegende  und  mit  angemess^^t^i 
Zwischenräumen  sich  theilweise  überdeckende  Roststäbe  gebildet  wird.  « 
dass  die  Luft  in  horizontaler  Richtung  durch  jene  Zwischenräume  zustre* 
3)  Die  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  zu  verbrenneTs. 
Menge  =  B^  und  die  Schichtdicke  =  h  des  Brennstoffs  auf  d^-r 
Roste  stehen  insofern  in  Beziehung  zu  einander,  als  die  Zeit,  wikr*»t 
welcher  die  Brennstoffschicht  von  der  Luft  durchströmt  wird,  eine  gem^ 
vortheilhafteste  Grösse  hat.    Sie  soll  zwar  gross  genug  sein,  um  bei  ä?*- 
vielfach  wirbelnden  Mischnngsbewegung,  mit  welcher  die  Hohlräume  zviscb*^ 
den  Brennstoffstücken  von  der  Luft  durchströmt  werden,  den  Säueret»»'? 
derselben  in  die  zur  Verbrennung  nöthige  Berührung  mit  der  OberfiacLf 
des  glühenden  Brennstoffs  und  mit  den  der  Luft  sich  zugeseUenden  D>^tu- 
lationsproducten  kommen  zu  lassen,  dagegen  auch  nicht  grösser,  al<  r 
diesem  Zwecke  erforderlich  ist,  weil  ausser  der  dadurch  unnöthiger  Wf  is- 
bedingten  Vermehrung  des  Zugwiderstandes  ein  noch  grosserer  Nachth" 
insofern  zn  erwarten  wäre,  als  die  schon  gebildete  Kohlensäure  in  B^ 
rührung  mit  glühender  Kohle  unter  Bindung  von  Wärme  zu  Kohlenoi^i- 
gas  reducirt  würde  und  dieses  dann  später  mit  dem  noch  überschüssig  v««'- 
handenen  Sauerstoff  bei  zugleich  hinlänglich  hoher  Temperatur  nicht  m^ tr 
in  die  zur  vollständigen  Verbrennung  zu  Kohlensäure  nöthige  innige  F^ 
rührung  käme.    Sofern  aber  ein  lebhafter  Verbrennungsprocess  erst  ditr 
beginnen  kann,  wenn  die  Luft,  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  h^  in  die  ßrfic- 
Stoffschicht  eingedrungen,  eine  höhere  Temperatur  angencMnmea  h«t  n- 
der  Brennstoff  daselbst  dem  abkühlenden  Einflüsse  der  weniger  hetf?*^- 
Roststäbe  hinlänglich  entzogen  ist,  kommt  zur  Berflcksichtigung  der  «r^ 
führten  Verhältnisse  die  zum  Durchstnlmen  nicht  sowohl  der  ganzen  SchK**'- 
dicko  6,  als  vielmehr  des  Theils  =  ft  —  h^^  erforderliche  Zeit  i  in  Betiu'y 
Ist  nun  T  die  mittlere  absolute  Temperatur  der  Lufl  in  diesem  Thfil  dr- 
Schichtdicke,  und  /Ä,  unter  /  einen  ächten  Bruch  verslanden,  die  mttUr- 
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Grösse  der  Fläche,  in  welcher  die  Gesammtheit  der  Hohlräume  zwischen 
den  Brennstoffstacken  von  einer  mit  der  Rostfläche  parallelen  Ebene  ge- 
schnitten wird,  so  ist  die  mittlere  Greschwindigkeit,  mit  welcher  die  Schicht- 
dicke  =  b  —  ^0  ^^^  ^^^  ^^  durchströmt  wird,  direct  dem  Volumen  der- 
selben, also  der  Grösse  mLBT^  und  umgekehrt /£  proportional,  folglich 

h  —  h^  ,    mLBT        mLB.T 

— —  -  proportional  -  -  =         / 

t  JK  J 

oder  ^—  ^---  proportional  -  ^'. 
I  —  Iq^    ^  mLTt 

Da  Tum  so  kleiner  ist,  je  grösser  w,  und  deshalb  das  Product  mT\n  ver- 
schiedenen Fällen  nicht  sehr  verschieden  sein  wird,  so  kann 

^      =C    (1) 


h-h. 


gesetzt  werden,  unter  C  eine  Constante  verstanden,  die  ebenso  wie  h^  nur 

als  abhängig  von  der  Beschaffenheit  (Art  und  Stückgrösse)  des  Brennstoffs 

zu  betrachten  ist. 

Der  Natur  der  Sache  gemäss  lässt  sich  erwarten,  dass  h^  um  so 

;Tüsser  sein  wird,  je  grösser  die  Hohlräume  zwischen  den  ßrennstoffstücken 

«ind  und  je  besser  diese  die  Wärme  leiten;  ersteres  ist  besonders  bei 

Uolz-  und  Torf-,  letzteres  bei  Coksfeuerung  *  der  Fall,  und  kann  im 

Durchschnitt 

für  Steinkohle,    Holz  und  Tor^     Coks 

h^  =  0,04  0,08  0,1     Mtr. 

gesetzt  werden.  Der  einer  möglichst  vortheilhaften  Verbrennung  ent^ 
i^prechende  Werth  von  C  ist  in  aUen  Fällen  nahe  gleich,  im  Durchschnitt 
=  800,  wenn  B^  in  Kgr.  pro  Stunde  aosgedrflckt  wird;  ist  auch  L  für 
Holz  und  Torf  erheblich  kleiner,  als  für  Steinkohlen  und  Coks,  so  kann 


*  Die  verhältnlssmässig  grosse  Wärmeleitnngsfthigkeit  der  Coks  kann 
unter  ümstimden  sich  Tortheilhaft  erweisen,  z,  B.  bei  den  MeidiDi[;er*s«fa«n 
Fallöfen  zur  Zimmerheizung,  bei  denen  Coks  in  einem  verticaieD  eisenien 
Hohlcylinder  von  massiger  Weite  nur  in  einer  miteren  Schicht  durch  die  hier 
^intreteode  Loft  in  Yerbrenniing  begriffen  sind.  Die  ycid  dieser  Schiebt  aof- 
steigenden  mit  Kohlensäure  aDgereicherten  Oase  haben  dann  zvar  doe  ver* 
h^iltnlssmäasig  hohe  Coksschicht  za  darchstr6men«  welche  aber  darch  die  'voo 
ilff  entlang  strömenden  Zimmerloft  b^tändig  gekühlte  eiMme  Wand  v^rm/^e 
ihrer  eigenen  Leitangsftfaigkeit  lelbst  v>  weit  abgekühlt  ut.  da»  \if:  eib«  er* 
iif'bliche  Bedoction  der  Kohleasäare  za  Kohlenozjdga*  erCalmAg^mJLuig  mckt 
i'ewirken  kann,  wogegen  es  bei  Ansfättemng  de»  eiAenea  Sehaicbtes  mit  Tb^i« 
iü  hehr  merklicher  Weise  der  Fall  ist. 
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doch  die  verhältnissmässig  kleinere  Gesammtoberfläche  der  grösseren  Brf n&- 
stoffstücken  und  die  weniger  mannigfache  Mischnngsbewegang  der  Lcf 
in  den  grösseren  und  weniger  zahlreichen  Hohlräumen  eine  entq>recbeiK 
längere  Zeit  t  nöthig  machen,  um  ihre  Sauerstoffmolekftle  nach  und  lacl 
mit  dem  glühenden  Brennstoff  in  BerOhrung  kommen  zu  lassen. 

Die  Absolntwerthe  von  h  und  ^^  sind  von  der  Stärke  des  Zages  t^ 
hängig  und  können  bei  gleich  günstiger  Verbrennung  zwischen  weites 
Grenzen  variiren.  Bei  sogenanntem  natürlichem  Luftzuge  durch  eine  £«^ 
sind  sie  verhältnissmässig  klein  und  um  so  kleiner,  je  geringer  die  Zu- 
Wirkung  ist  wegen  nur  massig  hoher  Temperatur  der  in  die  Esse  iV 
ziehenden  Heizgase,  wie  z.  B.  bei  Dampfkesselfeuerungen ;  in  solchen  Fäü: 
kann  etwa  h  =  2,5  i^,  also 

für  Steinkohle,     Holz  und  Torf,     Coks 

b  =  0,1  '0,2  0,25  Mtr. 

gesetzt  werden,  entsprechend  nach  Gl.  (1)  mit  C  =  800  in  runden  ZiLl*:* 
^j  =  50,  100  und  120  Kgr.  pro  Quadratm.  Rostfläche  und  pro  Sn»ir 
Diese  Zahlen  sind  nur  Mittel werthe  und  nicht  nur  je  nach  der  Stärke  'it> 
Zuges,  sondern  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Stückgrösse  und  überhaupt  dir 
besondere  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  zu  modificiren,  z.  B.  für  backfL-.- 
oder  einigermaassen  staubförmige  Steinkohle  durch  etwa  b  =  0,<.k,  f.r 
magere  Steinkohle  von  mittlerer  Stückgrösse  durch  5  =  0,12  Mtr.  u> 
durch  die  entsprechenden  Werthe  von  B^  zu  ersetzen.    Wenn  durch  ni. 
Esse  von  beträchtlicher  Höhe  die  Heizgase  mit  sehr  hoher  Tempenti' 
entweichen  (wie  z.  B.  bei  Gasretortenöfen),  so  können  b  und  JB^  entsprecfa«o 
grösser  sein,  besonders  aber  bei  künstlicher,  durch  mechanische  Mittt^J  \>^ 
wirkter  sehr  intensiver  Anfachung,  wie  z.  B.  durch  die  BlasrohnorrichtftiiL 
der  Locomotiven,  wobei  b  bis  0,6  Mtr.  und  darüber  betragen  kann.   J* 
grösser  b  ist,  desto  kleiner  darf  m  sein  bis  etwa  m  =  1,5;  die  Temperan^ 
ist  dann  entsprechend  grösser. 

4)  Die  Beschickung  des  Rostes  soll  in  angemessenen  PerioJ- 
=  m  Minuten  wiederholt  worden.    Durch  zu  kurze  Perioden  werden  «i^ 
Gelegenheiten  zu  dem  schädlichen  Einströmen  grosser  Mengen  kalter  Lc/* 
durch  die  Thüröffnung  unnöthig  vervielfältigt,  bei  zu  langen  Perioden  »ir 

durch  die  zu  grosse  Beschickungsmenge  =        B  Kgr.  kalten  foeimslo^* 

60 

eine   übermässige  Abkühlung   und  Rauchbildung   verursacht    Soll  dir^ 

Menge  =    -  derjenigen  Brennstoffmenge  sein,  die  sich  im  Mittel  in  i" 
n 

teiisiver  Verbrennung  auf  dem  Roste  befindet,  und  welche,  unter  y  dt?  *- 
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wicht  von  1  Gubikm.  (incl.  Hohlränme)  verBtanden,  =  /^  (^  —  ^o)  gesetzt 
werden  kann,  so  ergicbt  sich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1): 

insbesondere  für  Steinkohlenfeuerung  mit  durchschnittlich  /  =  900  Egr. 
und  C  =  800: 

135 

m  == ,  z.  B.  ==  13,5  Minuten  für  «  =  5. 

2n 

Aach  ist  es  rathsam,  vorwiegend  die  vordere  Rosthälfte,  diese  aber 
möglichst  gieichmAssig  mit  dem  frischen  Brennstoff  zu  beschicken,  nachdem 
zuvor  die  rückständigen  glühenden  Kohlen  gegen  die  hintere  Hälfte  hin 
etwas  gehäuft  wurden,  ein  Verfahren,  das  durch  eine  massige  Neigung  des 
Rostes  von  der  Heizthür  an  abwärts  erleichtert  wird.  Indem  dann  die 
Prodncte  der  unvollkommenen  Verbrennung  auf  der  vorderen  Rosthälfte 
über  die  in  voller  Gluth  befindliche  dünnere  Schicht  auf  der  hinteren 
Hälfte  hinströmen,  finden  sie  hier  die  höhere  Temperatur  und  überschüssige 
Laft  als  Bedingungen  einer  vollkommenen  Verbrennung. 

5)  Die  Höhe  h  des  Verbrennungsraums  über  dem  Roste  muss 
am  so  grösser  sein,  mit  je  grösserer  Schichtdicke  b  der  Brennstoff  aufzu- 
geben ist  und  je  mehr  derselbe  mit  Flamme  verbrennt,  damit  diese  Raum 
zur  Entwickelung  habe  und  die  si^  bildenden  Gase  noch  im  eigentlichen 
Fenerraum  vollständig  zur  Verbrennung  gelangen  können.  Ausserdem  ist 
aber  die  Wahl  dieser  Höhe  h  davon  abhängig  zu  machen,  ob  es  sich  um 
^'ine  Innenfeuerung,  Unterfeuerung  oder  Vorfeuerung  handelt,  d.  h.  ob  der 
Fenerraum  ringsum,  oder  nur  oben,  oder  gar  nicht  von  einer  metallenen 
ileizwand  begrenzt  wird,  während  im  zweiten  Falle  an  den  Seiten,  im 
dritten  zugleich  oben  die  Begrenzung  durch  eine  Steinwand  gebildet  wird. 
Bei  der  Innen feuerung  ist  h  so  gross  wie  irgend  thunlich  zu  machen, 
um  Brennstoff  und  Flamme  dem  abkühlenden  Einflüsse  der  kälteren  Heiz- 
wand zu  entziehen.  Bei  der  Unter  feuerung  ist  zwar  dieselbe  Erwägung 
zutreffend,  die  Vergrösserung  von  h  jedoch  mit  Rücksicht  darauf  beschränkt, 
dass  mit  A  auch  die  Grösse  der  Seitenwand  wächst,  deren  Erwärmung  durch 
Leitung  nach  aussen  einen  Wärmeverlust  verursacht.  Bei  der  Vor- 
feuernng  spricht  diese  letztere  Rücksicht  ohne  Einschränkung  für  eine 
tbunlichst  kleine  Höhe  h. 

Für  den  mittleren  Fall  einer  Untcrfenernng  bei  Voraossetzang  einer 
Temperatur  von  100  bis  200^  jenseits  der  Heizwand  kann  im  Mittel 
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für     Coks,     Steinkohle,     Braunkohle,     Torf,     Holz 

Ä  — Ä  =  0,3  0,35  0,4  0,45      0,5     Mtr. 

gesetzt  werden. 

6)  Die  Wände  des  YerbrennangsraumB,  insoweit  sie  nicht  ab 
Heizwände  dienen,  sollen  möglichst  dick  aus  einem  Material  hergestrilT 
werden,  das  um  so  geeigneter  ist,  je  weniger  es  dnrch  die  Hitze  in  seis-r 
Beschaffenheit  verändert  wird,  je  schlechter  es  die  Wärme  leitet  and  / 
grösser  seine  Wärmecapacität  ist.  Der  durch  eine  solche  Wand  bedingT^ 
Wärmeverlust  kann  dann  mehr  als  aufgewogen  werden  durch  die  vortheC- 
hafte  regulirende  Wirkung  der  in  ihren  einwärts  gelegenen  heiss^^tt 
TheiC^n  aufgespeicherten  Wärme,  indem  dadurch  namentlich  die  Abkühiu«: 
des  Feuerraums  und  somit  die  Rauchbildung  nach  einer  Beschickan^  ^ 
Bestes  mit  frischem  Brennstoff  vermindert  wird.  In  einem  FenemoL. 
der  ganz  oder  grossen  Theils  von  directer  Heizfläche  begrenzt  «iic 
herrscht  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine  weniger  hohe  Temperatcr. 
als  im  entgegengesetzten  Falle,  und  geht  in  Folge  dessen  die  YerbrenBc&r 
besonders  im  ersten  Stadium  nach  einer  Neubeschickung  des  Rostes  weiiip*r 
günstig  von  Statten;  dagegen  wird  die  überhaupt  nutzbar  entwickelte  W^nik 
bei  gegebener  Grösse  der  ganzen  Heizfläche  vollständiger  verwerthet  oJt 
es  ist  zu  gleich  vollständiger  Verwerthung  eine  kleinere  Heizfläche  &ii^ 
reichend.  Die  Frage,  ob  eine  Innen-  resp.  Unterfeuerung  oder  eine  Vi.»r- 
feuerung  besser  sei,  kann  unter  diesen  Umständen  nur  bedingungsvcfi-^ 
beantwortet  werden.  Bei  Brennstoffen  von  grossem  Heizeffect  und  vi*- 
sprechend  hoher  Verbrennungstemperatur  und  bei  genügender  Grösse»  dt- 
Verbrennungsraums  ist  eine  Innen-  oder  Unterfeuerung  im  Allgemeint  r 
vorzuziehen,  wogegen  bei  einem  Brennstoffe  von  geringer  Qualität  no*. 
bei  beschränkter  Grösse  des  Feuerraums  eine  Vorfeuerung  vortheilhaftcr 
sein  kann. 


§.163.    Aossergewtthnliehe  Mittel  zur  Tervollkommmui;  einer  FeaeriMr. 

Bei  der  gewöhnlichen  Rostfeuerung  können  auch  dnrch  Bofolgn»? 
der  im  vorigen  §.  besprochenen  Constructions-  und  Bedienungsregehi  Ji^ 
Ursachen  der  Rauchbildung  und  der  unvollkommenen  Verbrennunir  öl*'' 
haupt  in  der  Regel  nicht  so  vollständig  beseitigt  oder  in  ihrer  schädlich  i 
Wirkung  abgeschwächt  werden,  wie  es  wünschenswcrth  ist  Von  den  baaf-t- 
sächlichsten  dieser  Ursachen,  der  durch  die  Beschickung  bedingten  Tftt- 
peraturabnahme  und  dem  Mangel  an  Luft  sowie  an  hinlänglich  inni^ 
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Mischnng  derselben  mit  den  gasförmigen  Destillationsproducten  des  zuletzt 
aufgegebenen  Brennstoffs  (§.  161)  sind  namentlicb  letztere  und  besonders 
bei  Steinkohlenfeuemng  von  nacbtbeiliger  Wirkung,  indem  ibr  Einfluss 
sich  in  abnehmendem  Grade  auf  eine  längere  Zeit  erstreckt,  die  erfah- 
ningsmfissig  auf  0,2  bis  0,4  der  ganzen  Periode  zwischen  zwei  Beschickungen 
veranschlagt  werden  kann.  Um  diesen  Uebelständen  wirksamer  zu  begegnen, 
sind  deshalb  vielfach  besondere  Herdeinrichtungen  und  Heizmethoden  er- 
sonnen worden,  die  zuweilen  allgemein  als  rauchlose  oder  rauchverzehrendo 
Feuerungen  bezeichnet  und  angepriesen  wurden,  obschon  bei  ihrer  Beur- 
tiieilung  wesentlich  unterschieden  werden  muss,  ob  sie  in  erster  Reihe  die 
Verhütung  von  Rauch  oder  die  Erhöhung  des  Wirkungsgrades  der  ganzen 
Heizanlage  zum  Zwecke  haben.  Beide  Ziele  bedingen  sich  nicht  noth- 
wendig  gegenseitig,  und  es  ist  namentlich  die  Rauchlosigkeit  nicht  selten 
durch  verminderte  Ausnutzung  der  wenn  auch  in  höherem  Grade  produ- 
cirten  Wärme  erkauft  worden,  nämlich  durch  Verminderung  des  später  zu 
besprechenden  Wirkungsgrades  tj^  der  Heizfläche,  dessen  Product  mit  dem 
Wirkungsgrade  fj^  der  Feuerung  (§.161)  erst  denjenigen  der  Hoizaulago 
ergiebt  Die  fraglichen  Einrichtungen  können  im  Wesentlichen  nach  fol- 
;?eoden  Gesichtspunkten  classificirt  werden. 

1)  Der  Temperaturemiedrigung  beim  Auj^eben  frischen  Brennstoffs 
kann  zwar  am  einfachsten  durch  Einschliessung  und  Ueberdeckung  den 
Herdes  mit  einem  dickwandigen  Gewölbe  aus  feuerfestem  Stein  entgegen- 
gewirkt werden;  um  aber  den  Yortheil  einer  directen  Heizfläche  für  den 
Wirkungsgrad  ij^  nicht  preiszugeben,  kann  man  bis  zu  gewissem  Grade  den 
Zweck  auch  durch  Verdickung  und  Oberflächenvergrössemng  der  Feuer- 
brücke,  d.  h.  der  Steinwand  erreichen,  über  welche  hinweg  mit  etwa«  ver- 
^-Dgtem  Querschnitt  (zur  Beförderung  einer  innigen  Mischung;  die  Heizgase 
aus  dem  Feuerraum  in  den  Heizcanal  entweichen;  je  grösser  die  Masse 
and  die  von  den  Heizgasen  berührte  Oberfläche  dieser  Feaerbrficke  ist, 
liesto  mehr  ist  sie  im  Stande,  eine  erhebliche  Wärmemenge  von  den  beissen 
Producten  des  letzten  Verbrennungsstadiums  vor  der  Beschickong  aufm- 
nehmen  und  an  die  Prodncte  des  ersten  Verbrennangsstadioms  oacb  der 
iit'ueu  Beschickung  zurückzugeben.  Bei  Locomotivfeaemogeii.  deinen  eine 
iVentliche  Feuerbrücke  fehlt,  kann  sie  durch  ein  besonderes  Gewölbe  ans 
'enerfestem  Stein  ersetzt  werden,  das  von  der  Röhrenwand  des  Feuer- 
lastens  ans  unterhalb  der  Rohrmflndangen  in  den  veiiiältnisaniässig  hohen 
V^rbrennungsraom  hineinragt 

2}  Dem  Umstände,  dass  die  zur  Verbrennong  ndthig^  Laflneng^  im 
rstf^n  Stadium  des  Verbrenunngsproces^^es  am  grdssten  ist.  mikreud  die 
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durch  den  Rost  zuströmende  Lnftmenge  gerade  umgekehrt  anfimgs  ic 
kleinsten  ist  und  erst  mit  fortschreitender  Yerhrennung,  also  abnehmefi^kr 
Dicke  der  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste  zunimmt,  kann  dadnrdi  mit 
y ortheil  Rechnung  getragen  werden,  dass  ausser  durch  die  Rostq^lt^t 
auch  noch  durch  andere  Oeffnungen  oberhalb  des  Rostes  Luft  in  den  Fe»:- 
räum  oder  in  den  Heizcanal  bei  der  Feuerbrücke  eingeleitet  und  dvv 
Luftzufuhrung  so  regulirt  wird,  dass  sie  mit  fortschreitender  Yerbremo: 
des  zuletzt  aufgegebenen  Brennstoffs  abnimmt.   Eine  vortheilhafle  VTirkras 
ist  von  diesem  Mittel  namentlich  dann  zu  erwarten,  wenn  die  fncbcih 
Luft  genügend  erwärmt  zugeführt  wird,  z.  B.  durch  enge  Can&le,  dif  i 
der  heissen  Feuerbrücke  ausgespart  sind,  widrigenfalls  der  Gewinn  diK 
Vermeidung  des  Luftmangels  mit  einem  ihn  theilweise  aufhebendeB  Vrr- 
lust  durch  gesteigerte  Abkühlung  verbunden  wäre.    Auch  soll,  wena  ts  i: 
erster  Reihe  nicht  sowohl  auf  Rauchverhütung,  als  auf  Erhöhung  d^  :^ 
sultirenden  Wirkungsgrades  ankommt,  die  aussergewöhnüche  LuflxoflkrcL. 
nicht  mehr  betragen,  als  zur  Vermeidung  des  Luftmangels  in  dem  je«r  .- 
ligen  Stadium  des  Verbrennungsprocesses  nöthig  ist,  eine  Forderung,  dem 
Erfüllung  freilich  einen  ungewöhnlich  geschickten  und  soi^g&Itigen  Heir»  r 
erfordert. 

3)  Die  vortheilhafte  Mischung  der  noch  wesentlich  brennbaren  Gx^\ 
die  sich  aus  dem  frisch  aufgegebenen  Brennstoff,  insbesondere  ans  SlrT  - 
kohlen  entwickeln,  mit  einem  hinlänglich  heissen  und  sauerstoffreichea  f  «;«- 
gemenge,  ist  ausser  der  im  vorigen  §.  unter  4)  angedeuteten  BoschkkHCjc- 
weise  eines  einfachen  Rostes  auch  durch   einen  sogenannten  Doppelr  •> 
d.  h.  durch  ein  System  von  zwei  nebeneinander  liegenden  Rosten  m   •- 
zielen,  indem  dieselben  abwechselungsweise  in  gleichen  ZeitintervaJlt*!!  ■•- 
schickt  werden,  so  dass  die  von  ihnen  sich  entwickelnden  und  sieh  miscis»  • 
den  Producte  stets  von  verschiedenen  Verbrennungsstadien  herruhr«»    tsr 
somit  Mangel  und  Ueberschuss  an  Temperatur  und  freiem  Sanerstoif  ^> 
möglichst  ausgleichen.    Die  Mischung  erfolgt  entweder  in  einem  ober  *»• 
hinter  den  Rosten  gelegenen  Räume,  oder  noch  wirksamer,  wean   at- 
weniger  einfach  (indem  durch  periodisch  umgestellte  Schieber  dk^   >rr  - 
mung  der  Gase  entsprechend  geleitet  wird)  stets  unmittelbar  flbt-r   4--  - 
jenigen  Roste,  der  nicht  zuletzt  beschickt  wurde.  Wenn  es  auf  hial^a^'-  - 
praktische  Weise  ausführbar  wäre,  würde  dasselbe  Princip  am  wirfcsjun*'-  : 
dadurch  zu  verwerthen  sein,  dass  die  Producte  der  unvollkommeaea  \  -    ■ 
brennung  auf  dem  zuletzt  beschickten  Roste  nicht  über  den  glAl»«-Dc«  i 
Brennstoff  des  anderen  hinweg,  sondern  mit  Luft  gemischt  ton  oute«  .•   ■ 
durch  ihn  hindurch  geleitet  werden.  — 
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Die  genannten  Einrichtungen  haben  mit  der  gewöhnlichen  Bostfeue- 
rang  die  sie  charakterisirenden  Eigenschaften  (periodische  Beschickung 
darcli  die  Heizthür  von  oben  mit  Luftzutritt  durch  die  Kostspaltcn  von 
anten)  im  Wesentlichen  gemein,  bis  auf  die  unter  2)  besprochene  secun- 
däre  Loftzuführung.  Indem  man  aber  auch  jene  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  dadurch  bedingten  Uebelstände  wegen  in  ihr  Gegentheil  um- 
zukehren versuchte,  ist  zunächst 

4)  die  periodische  Beschickung  durch  eine  continuirliche  ersetzt 
worden.  Der  Brennstoff  fällt  aus  der  unteren  Mündung  eines  hinlänglich 
voll  erhaltenen  Trichters  stetig  in  kleinen  Mengen  entweder  auf  einen 
festen  Rost  nieder,  wobei  durch  eine  passende  Neigung  des  letzteren  von 
der  TrichtermOndung  aus  abwärts  die  gleichmässige  Ausbreitung  auf  dem- 
selben unterstützt  werden  kann,  oder  auf  einen  durch  mechanische  Hülfs- 
iDitte]  bewegten  Kost,  der  dann  stets  andere  neu  zu  beschickende  Stellen 
der  Mündung  des  Fülltrichters  darbietet.  So  sehr  indessen  auch  das  Prin- 
cip  solcher  Einrichtungen  richtig  ist  und  das  Uebel  dadurch  an  der  Wurzel 
iBgegriffen  wird,  so  sehr  sind  sie  in  der  Ausführung  mit  Schwierigkeiten 
und  Mängeln  verbunden.  Bei  der  variablen  Stückgrösse  und  sonstigen  Be- 
schaffenheit der  technisch  verwendeten  festen  Brennstoffe  ist  ihre  Ver- 
brennung weder  zu  verschiedenen  Zeiten,  noch  gleichzeitig  an  verschiede- 
nen Stellen  des  Rostes  ganz  gleichförmig,  und  ist  es  in  dieser  Hinsicht 
unmöglich,  die  intelligente  Nachhülfe  eines  Heizers  durch  automatisch 
wirkende,  hinlänglich  einfache,  zuverlässige  und  dauerhafte  Vorrichtungen 
zu  ersetzen. 

5)  Denselben  Erfolg,  der  durch  die  oben  unter  3)  erwähnten  Ein- 
richtnngen  erstrebt  wird,  hat  man  noch  vollkommener  durch  eine  solche 
Beschickungsweise  des  Rostes  zu  erreichen  gesucht,  bei  welcher  zwischen 
ihm  und  der  ihn  bedeckenden  Schicht  die  frischen  Kohlen  hineingeschoben 
und  so  die  aus  diesen  sich  entwickelnden  Destillationsproducto  genöthigt 
«erden,  mit  Luft  gemischt  die  schon  abdestillirte  von  früheren  Beschickungen 
übrige  glühende  Schicht  zu  durchströmen.  Ausser  dem  Lange  naschen 
Etagenroste,  wodurch  dieser  Gedanke  in  zwar  nicht  vollkommener,  aber 
praktisch  brauchbarer  Weise  realisirt  wurde,  sind  die  meisten  darauf  ab- 
seienden Vorschläge  Project  geblieben. 

6)  Einfacher  würde  derselbe  Zweck  dadurch  zu  erreichen  sein,  dass 
die  Luft  genöthigt  wird,  in  der  umgekehrten  Richtung,  nämlich  von  oben 
^^\^  xinten  die  in  gewöhnlicher  Weise  von  oben  periodisch  ergänzte  Brenn- 
stoffschicht auf  dem  Rost  zu  durchströmen,  wenn  dieser  dadurch  nicht  einer 
^^oben  Temperatur  ausgesetzt  würde,  dass  ihr  die  Roststäbe  nicht  lange 

Ö9* 
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widerstehen  können,  abgesehen  davon,  dass  anch  diese  der  natfirlicben 
Tendenz  des  Anfsteigens  erhitzter  Gase  entgegengesetzte  Strömung  eino 
wesentlich  verstärkte  Zugwirknng  erfordert.  Mit  Vortheil  wird  indessen 
diese  Yerbrennnngsweise  bei  Holzfeuerongen  ohne  Rost,  insbesondere  bei 
den  Oefen  zum  Brennen  von  Thonwaaren  und  Porzellan  verwendet^  unter- 
stützt durch  die  kräftige  Zugwirkung  der  mit  sehr  hoher  Temperatur  durch 
die  Esse  entweichenden  Heizgase.  — 

Bei  vielen  Feuerungen,  wie  sie  in  der  Glas-  und  Thonwaaren-Industri^, 
bei  der  Bearbeitung  von  Metallen,  bei  der  Leuchtgasfabrikation  ond  tl 
anderen  technologischen  Zwecken  Verwendung  finden,  besteht  der  Zwe^^k 
nicht  sowohl  in  möglichst  ökonomischer  Production  und  Mittbeilun?  eint-r 
gewissen  Wärmemenge,  als  vielmehr  wenigstens  vorzugsweise  in  der  Wr- 
vorbringung  und  Erhaltung  einer  gewissen  und  zwar  besonders  einer  m'.- 
lichst  hohen  Temperatur;  es  handelt  sich,  wie  man  sich  auszudrücken  pf\*^ir 
in   erster  Reihe  um  möglichste  Verwerthung  nicht  des  calorimetrischHa. 
sondern    des   pyrometrischen  Effects    der  Brennstoffe.     Die    nähert*    l>- 
sprechung  solcher  Feuerungen,  deren  rationelle  Anlage  Aufgabe  der  P}t- 
techuik  ist  und  in  erhöhtem  Grade  praktische  Erfahrung  sowie  speciel' 
Kenntniss  der  betreffenden  Fabrikationsbedingungen  erfordert,  liegt  /«ir 
nicht  im  Zwecke  dieses  Buches,  doch  mögen  einige  Andeutungen  aorh  .' 
Betreff  der  Mittel  zur  Vervollkommnung  solcher  Feuerungen  hier  PU*- 
finden.    Die  Nachtheile,  um  deren  Verminderung  es  sich  dabei  vormgs»«-!^ 
handelt,  bestehen  theils  in  den  Wärmeverlusten  besonders  durch  dw  u  : 
sehr  hoher  Temperatur  entweichenden  gasförmigen  Verbrennungsprodot-t* 
theils  in  dem  Umstände,  dass  die  Hcr\'orbringung  einer  hohen  Temp^^r&t'. 
vor  Allem   eine  Verbrennung  mit  möglichst  kleinem  LuftQberscfaass  er- 
fordert und  dadurch  die  Erzielung  einer  genügend  vollkommenen  V.  r- 
brennung  erschwert  wird. 

7}  Die  Wärme,  mit  der  die  heissen  gasförmigen  VerbrennihigspnHiui  t 
den  Ofenraum  verlassen,  kann  entweder  zu  anderweitigen  Heizzweck*. 
verwendet  werden,  bei  denen  es  nur  auf  die  Mittheilung  von  Wärmt»  ri  • 
massig  hoher  Temperatur  ankommt,  z.  B.  zur  Heizung  von  Dampfkesst^l* 
überhaupt  zur  Verdampfung  von  Flüssigkeiten,  zur  Heizung  von  Trock*i. 
kammern  u.  s.  w.,  oder  zur  Vorwärmung  der  Verbrennungsluft  des  \^k%i  •- 
fcnden  Ofens  selbst.    Letzteres  geschieht  am  vollkommensten  dorvh  ^- 
genannte  Regeneratoren,   bestehend  nach  Siemens  in  Kimmem,  *i 
mit  feuerfesten  Steinen  in  mehrfach  versetzten  Lagen  so  angofÜOl   rät. 
dass  diese  ein  zusammenhängendes  System  gebrochener  Canäle  nrtsci* 
sich   frei  lassen.     Indem  dann  ein  Ofen  mit  zwei  solchen  Regeneriti-r« 
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ersehen  ist,  kann  es  durch  periodische  Umstellung  einer  Klappe  erreicht 
ierdea,  dass  abwechseluugsweise  der  eine  von  der  Yerbrennungsluft  auf 
!em  Wege  zur  Feuerung,  der  andere  von  den  gasförmigen  Verbrennungs- 
rodacten  auf  dem  Wege  vom  Ofenraum  zur  Esse  durchströmt  wird,  und 
0  die  Luft  von  den  Steinen  des  betreffenden  Regenerators  die  Wärme 
QfDimmt,  die  sie  selbst  vorher  von  den  hindurch  ziehenden  heissen  Gasen 
ufj^enommen  hatten.  Sofern  die  Verbrennung  mit  warmer  Luft  wenigstens 
beuso  vollkommen  wie  mit  kalter  stattfindet,  wird  die  resultirende  Tem- 
eratur  im  Ofenraum  ungefähr  ebenso  viel  erhöht  wie  die  der  zuströmenden 
■uft  und  indem  damit  auch  wieder  die  Temperatur  des  von  den  Heizgasen 
orchzogenen  Regenerators  sowie  die  Erwärmung  der  ihn  demnächst  durch- 
iehenden  Luft  gesteigert  wird,  so  findet  nach  Inbetriebsetzung  des  Ofens 
unächst  eine  successive  Steigerung  auch  der  resultirenden  Temperatur  im 
(fenraum  statt  bis  durch  die  gleichzeitig  wachsende  Wärmeleitung  der 
mfassungswände  ein  Beharrungszustand  eintritt.  Die  Verwendung  vor- 
ewännter  Luft  bei  Rostfeuerungen  ist  Übrigens  mit  der  Schwierigkeit 
»^rbunden,  dass  dadurch  die  für  die  Haltbarkeit  der  Roststäbe  so  wesent- 
che  Kühlung  derselben  durch  die  zuströmende  Luft  preisgegeben  oder 
>euigstens  erheblich  vermindert  wird;  sie  wird  deshalb  vorzugsweise  prak- 
k'h  erst  in  Verbindung  mit  der  eines  Rostes  nicht  bedürfenden  Gas- 
?u^*rung. 

8)  Wie  schon  früher  (§.161)  erwähnt  wurde,  ist  zur  Verwerthung 
^<  pyrometrischen  unbeschadet  des  calorimetrischen  Effects  eines  Brenn- 
toffs  besonders  die  Gasfeuerung  geeignet,  wobei  in  einem  ersten  Ver- 
rennungsraum  (dem  Generator)  bei  hoher  Schichtung  des  Brennstoffs  und 
lässiger  Laftzuführung  eine  absichtlich  unvollkommene  Verbrennung  unter- 
aitcn  wird  (charakterisirt  durch  eine  Reduction  der  in  der  untersten 
reimenden  Schicht  entwickelten  Kohlensäure  durch  die  darauf  folgende 
bore  zwar  glühende,  aber  nicht  brennende  Schicht  zu  Kohlenoxyd),  um 
inn  die  gasformigen  Producto  dieser  unvollkommenen  Verbrennung  (Ge- 
^ratorgase)  erst  in  einem  zweiten  Verbrennungsraume  durch  beigemischte 
^mosphärische  Luft  vollkommen  zu  verbrennen.  Nach  dem  Fundamental- 
'•%<itz  in  §.  159  unter  1)  kann  zwar  durch  eine  solche  Zerlegung  des  Ver- 
rennungsprocesses  in  zwei  gesonderte  chemische  Processe  keine  grössere 
Urmcroenge  gewonnen  werden,  im  Gegentheil  verursachen  die  Generator- 
ände  und  die  Leitung  der  Generatorgase  weitere  Verluste,  die  höchstens 
'irch  eine  mehr  vollkommene  endgültige  Verbrennung  aufgewogen  werden 
loKMi;  indem  aber  letztere  in  Folge  der  Möglichkeit  einer  innigen  mole- 
ularcn  Durchdringung  von  Generatorgasen  und  Luft  (im  Gegensatze  zu 
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der  nnr  oberflächlichen  BerOhrnng  fester  Breimstoffe  mit  der  Veibreniiiinss- 
laft)  hier  mit  einer  viel  kleineren,  die  principiell  erforderliche  kaum  Aber- 
treifenden  Luftmenge  erreicht  werden  kann,  ist  dadnrch  die  Möglidikeit 
einer  wesentlich  höheren  Verbrennangstemperatar  gegeben.  Um  die  er- 
wähnten Wärmeverluste  möglichst  herabzuziehen,  soll  die  Wärmeentwicke- 
lung im  Generator  nicht  grösser  sein,  als  der  Yergasungszweck  des  festen 
Brennstoffs  erfordert,  und  wird  zum  Theil  aus  diesem  Grunde  die  Ter- 
brennungsluft  mit  Wasserdampf  gemischt  dem  Generator  zugefUrt  Wenn 
dio  Annahme  richtig  ist,  dass  dieser  Wasserdampf  in  seine  Elementar- 
bostandtheile  zerÜiUt,  der  Sauerstoff  Kohlenoxydgas  bildet,  während  der 
Wasserstoff  entweder  frei  oder  als  Kohlenwasserstoff  den  Generatorgasen 
sich  zugesellt  (eine  Annahme,  deren  Bestätigung  durch  Analysen  wfinschens- 
wcrth  ist),  so  wird  dadurch  eine  Wärmemenge  gebunden,  die  den  Heizeffect 
der  Generatorgase  um  ebenso  viel  erhöht  und  demnächst  wiedergewönne. 
werden  kann.  Indem  aber  ferner  statt  des  atmosphärischen  (mit  einf-r 
überwiegenden  Menge  Stickstoff  gemischten)  Sauerstoffs  zum  Theil  der 
Sauerstoff  des  zersetzten  Wassers  inr  Vergasung  des  Kohlenstoffs  ver- 
wendet wird,  vermindert  sich  der  Stickstoffgehalt  der  Generatorgase  und 
erhöht  sich  dadurch  ihr  pyrometrischer  Effect,  weil  nun  ihre  Verbrennansv 
wärme  eine  kleinere  Masse  indifferenter  Gemengtheile  mit  zu  erhitzen  hat. 

Dass  die  Gasfeuerung  eine  besonders  exacte  Regulirung  der  mohr 
oder  weniger  oxydircnden  oder  desoxydirenden  Eigenschaft  der  Flamm- 
gestattet,  einem  Ucberschuss  oder  Mangel  an  zugelassener  Verbrennang«»- 
luft  entsprechend,  ist  ein  hier  nur  nebenbei  zu  erwähnender,  bei  manchen 
Verwendungen  aber  wichtiger  Umstand. 

9)  Die  höchsten  Hitzegrade  bei  zugleich  möglichst  vollkommeufr 
Verbrennung  sind  endlich  durch  Combination  der  beiden  unter  7;  and  > 
besprochenen  Principien  zu  erreichen,  wie  es  bei  den  Siemens*scb«c 
Rogonorativgasöfen  der  Fall  ist.  Ein  solcher  enthält  4  Regner»- 
torcu,  von  denen  zwei  abwechselnngsweiso  von  den  zuströmenden  Gene- 
ratorgasen und  von  den  zur  Esse  entweichenden  Heizgasen,  die  beid^'t 
anderen  abwochselungsweise  von  der  zuströmenden  Luft  und  von  den  eo*- 
weichcnden  Heizgasen  durchzogen  werden,  so  dass  beide  Theile,  die  G^c»- 
ratorgasc  und  die  Verbrennungsluft,  schon  erheblich  vorgewärmt 
treffen.* 


*  Eine  eingehende  wissenschaftliche  und  zugleich  auf  praktischfr  l> 
fahrung  beruhende  Besprechung  dieser  Oefen  von  R.  Ziebarth  eatkäh  i- 
ZeitBchrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1864,  S.  658. 
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B.  Wärmetransmission  durch  feste 


§.  164.    Fundamentalgresetz  des    permaneuten   Wärmedurchganges   durch 

eine  Wand. 

Eine  feste  Wand  von  gleichförmiger  Dicke  =  e  trenne  zwei  tropf- 
bare oder  luftförmigc  Flüssigkeiten,  deren  Temperaturen  =  t  und  ^' seien; 
F  und  F'  seien  die  Grössen  der  von  diesen  Flüssigkeiten  berührten  Wand- 
oberflächen, y  die  Grösse  einer  mit  ihnen  parallelen  Schnittfläche  der 
Wand  in  der  Entfernung  x  von  der  Oberfläche  F.  Die  Temperaturen 
t  uud  t'  seien  constant,  t  gleich  gross  längs  der  ganzen  Oberfläche  F^  i 
desgleichen  längs  F\  und  es  sei  bezüglich  auf  den  Wärmedurchgang  im 
Sinne  von  F  gegen  F'  {t  ]>  i  vorausgesetzt)  ein  Beharrungszustand 
eingetreten,  so  dass  die  Wärmemengen,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  F^  y 
und  F'  hindurchgehen,  gleich  gross  =  Q  sind.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Beschaffenheiten  der  Wandoberflächen  F  und  F'  gleichförmig, 
uenu  auch  unter  sich  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  haben  die  von 
ihnen  begrenzten  unendlich  dünnen  Wandschichten  gleichförmige  constantc 
Tt^mperatnren  r  resp.  r',  und  zwar  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Widerstände, 
die  sich  dem  Eintritt  der  Wärme  durch  F^  ihrer  Leitung  durch  die  Wand 
selbst  und  ihrem  Austritt  aus  ^'.entgegensetzen, 

t>  T>  x>  t\ 

Unter  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  auch  im  Inneren  die  Wand  von 
gleichförmiger  Beschaffenheit  ist,  herrscht  in  der  Schnittfläche  y,  d.  h. 
überall  in  der  Entfernung  x  von  F  dieselbe  Temperatur  z  (<<  r  und  >  t'), 
nud  wenn  d%  die  der  Aenderung  dx  von  x  entsprechende  Aenderung  der- 
^^Iben  und  X  den  Wärmeleitungscoefficienten  des  Materials  der  Wand  im 
Sinne  der  Wärmeströmung  bedeutet,  so  ist  (§.9,  Gl.  1): 

Q  .d%      ^  .  Q  dx 

—  =  —  /  —   oder  —  d%  ^= 

y  dx  jL    y 


Q  fdx 


m- 


0 

Wenn  ferner  mit  a  und  a  gewisse  Coefficienten  bezeichnet  werden,  die 
sich  ;analog  dem  in  §.  9,  Gl.  3  mit  ^  bezeichneten  Wärmeübergangscoeffi- 
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cienten)  auf  den  Eintritt  der  Wärme  in  die  Wand  an  der  Oberfläche  F 
und  auf  ihren  Austritt  aus  derselben  an  der  Oberfläche  F*  beziehen,  so  mi 

^  =  a  \t-     X)  \mA  y  —  a  {x  —t') 
Aus  Gl.(l)  und  (2)  folgt 


€ 


^  /  1      ,        1    \         Q   Cdx 

0 

und    somit    die    in    der    Zeiteinheit   die    Wand   darcbdringeE-i 

Wärme:  , 

t  —  t 
Q= 


a'F  +  a'F'  "*"  X  j 


« 

dx 


y 

0 

Im  Falle  einer  ebenen  Wand  ist  y  =  F'  ^^  F^  also 

F{t  —  t'j 


Q  = 


1  a-   1-  -u  /- 
a         a  jL 

Für  eine  cylindrische  Röhre  von  der  Länge  =  1,  deren  Wand  il 
der  Richtung  von  innen  nach  aussen  von  der  Wärme  durchdrungen  wird, 
ist  im  Falle  eines  kreisförmigen  Querschnitts,  wenn  d  den  innen c. 
J)  den  äusseren  Durchmesser  bedeutet, 

F  ---  Jid,  F-  =  JcD,  y  ^  x(rf  +  2«);    Ty  =  -^-  h  ^ 

0 

Q  =  ^^ o . 

ad  ^  dB  ^11        d 

und  im  Falle  eines  quadratischen  Querschnitts,  wenn  d  und  />  ^^t 
Quadratsciten  innen  und  aussen  bedeuten, 

/'  =  4rf,  F'  =  42),  y  =  4(rf  +  2x;;     /  "^  =  \  *•  V 

\i  —  f^ 

'^=  i     .     1  in    


ad  +  a'L  +  2Ä  '"  d 
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Geht  die  Wärme  Ton  aussen  nach  innen  durch  die  Rohrenwand  hindurch, 
so  sind  nur  a  und  a  in  GL  (5)  und  (6)  zu  vertauschen. 

Gl.  (4)  kann  allgemein  fttr  eine  Wand  gelten,  deren  Dicke  klein  im 
Vergleich  mit  dem  Krümmungsradius  jedes  Normalschnitts  ihrer  beiden 
Oberflächen  ist.    Setzt  man  dann  einfacher 

Q  =  hF{t  —  t'),  so  ist  ^  =  -   -f  -  +  4 C7) 

k         a         a  X 

nnd  heisstit  der  Wärmetransmissions-Coefficient  der. Wand.  Hieraus 

and  aus  Gl.  (2)  folgt 

k  ^         .         {a-  k)  t  -\~  ki 


t it—i)^^- 


a  a 


r'  =  ^'  +  A(,._0^*'  +  («'-*^*' 


(8). 


a  a 

Allgemein  kann 

Q  ^  kF{t  —  t')  =  k'F'  {t  -  i) 

gesetzt  werden,  wenn  die  Ausdrücke  der  auf  die  £in-  oder  Austrittsfläche 
F  resp.  F'  bezogenen  Transmissionscoefficienten  k^  k'  der  Gl.  (3)  resp. 
den  besonderen  Formen  dieser  Gleichung  in  Special^llen  entnommen 
werden.  —  > 

Von  besonderen  solchen  Fällen,  in  denen  Gl.  (7)  Anwendung  finden 
kauu,  sind  folgende  bemerkenswerth : 

1)  Wenn  die  Wand  dick  und  nicht  gut  leitend,  d.  h.  X  klein  ist, 
oder  wenn  a,  a  gross  sind,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die 
Wand  von  stark  bewegten  tropfbaren  Flüssigkeiten  berührt  wird,  so  kann 

X 

k  =        ;      T  =  ^,    T    =  i' (9) 

c  ^ 

gesetzt  werden. 

2)  Für  eine  dünne  und  gut  leitende  Wand,  insbesondere  für 
iünne  Metallwände  ist 


» .* 


1         1,1,  aa  ,        at  -\-  ai  ,^  ^^ 

-,  =       +     . ;     Ä  =      -  - — , ;     T  =  T=---        ,      ..  (10) 
k         a         a  a  -\-  a  «  -j"  « 

m  setzen,  und  wenn  insbesondere 

3)  zugleich  d  verhältnissmässig  gross  ist,  indem  z.  B.  die  Wand  an 
[er  Austrittsseitc  der  Wärme  von  stark  bewegter  tropfbarer  Flüssigkeit 
berührt  wird, 

k  =  a\     r  =  r'  =    \  t  -\-  i  wenig  ^-  ( (^11). 

Jicser  Fall  einer  stark  bewegten  und  somit  die  aufgenommcno  Wärme 
ehr  schnell  von  der  Wand  wegführenden  Flüssigkeit  findet  uaniontlich  dann 
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statt,  wenu  dieselbe,  wie  z.  B.  das  Wasser  eines  Dampfkessels,  durch  dit 
(insbesondere  von  unten  her)  aufgenommene  Wärme  verdampft  wird,  {zt 
gekehrt  kann  a  besonders  gross  sein,  wenn  die  wärmere  Flüssigkeit  Ihi^'^i 
ist,  der  durch  Wärmeabgabe  an  der  Wand  condensirt  wird.  — 

Vermittels  dieser  Grundsätze  ist  nun  auch  leicht  der  Wärmetraia- 
missions-Coefficient  einer  zusammengesetzten  Wand  ^  bestimi. . 
Eine  solche  bestehe  aus  n  einzelnen  an  einander  grenzenden  Wändet  u 
den  Dicken  e^^  e^  *  -  ^n  von  verschiedenen  Stoffen  mit  den  Leituagstvi:' 
cienten  Ij,  ilj  .  .  .  A,,;  gewisse  dieser  Wände  können  auch  beideneits  ^^ i 
festen  Theilwändcn  eingeschlossene  (tropfbare  oder  luftförmigc'  Flüssigli/- 
schichten  sein.  Die  Temperaturen  der  durch  die  zusauimengcsctzte  Vi. . 
geschiedenen  flüssigen  Medien  seien  wieder  t  und  ^,  diejenigen  der  • . 
Kinströmungsflächen  zunächst  liegenden  Oberflächenschiehten  der  n  T:  i- 
wände  seien  r^,  r^  ...  r,«.  Dann  ist  die  im  Bcharrungszustande  darr 
die  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  transmittirte  Wärmemenge 

(2  =  « (^  —  rj  =  ^1  (Ti  —  T^)  =  ^2  (^2  —  ^3)  •  •  •  =  *H  (r^  -  '' 


mit      -  j~     \    —  5   "7  V*     r    ~^  •  •  •  *  /T  3       »     ~/* 


unter  «,  a    die  Wänneübergaugscoefficienten  für  die  Eiutrittsfläcbt  4-r 
ersten  und  die  Austrittsfläche  der  letzten,  und  unter  c,^  den  Coefäcitf 
des  Wärmeüberganges  aus  der  m^^^  in   die   {m   -\-   1)**  Theilwand  >»:- 
standen.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

«  ==  Ti  4-      ;  Ti  =  Tg   +  j-,  r^  =  r^   +  r       *  ''••  ~  ^  "^  ; 

(i  A|  4k«  ^a 

und  daraus  durch  Addition: 

«     -    l  M 

Q  =  k{t~-  0   mit   y  -=  -  +    ^  4 -JS  "     +2?  '"       •  •  •    '• 


§.  165.   Erfahrangrswerthe. 

Die  Wärmeleitungs-Coefficienten  l  der  SubsUnzen  siid  »* 
verschiedenen  Beobachtern  theilweise  sehr  abweichend  gefanden  woni»». 
auch  sind  sie  bei  einerlei  Substanzen  vcrmuthlich  sehr  variirenrf  mit  iL'  ■ 
besonderen  Beschaffenheiten  (Bearbeitung,    Boimischangcn,  Zerüici*«»^ 
grad  etc.).  Die  folgenden  Zahlen  sind  verschiedenen  Angaben  ab 
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Darchschnittswerthc  entnommen;  besonders  liegen  ihnen  die  Angaben  von 
Peel  et  zu  Grunde.  Sie  bezichen  sich  auf  das  Meter  als  Längeneinheit 
(das  Quadratmeter  als  Flächeneinheit)  und  die  Stunde  als  Zeiteinheit 


X 

Kupfer 69 

Eisen  und  Zink I        28 

Zinn 23 

Blei !        14 

Coks 5 

Marmor i  2,8  —  3,4 

Kalkstein 1,2  —  1,8 

Glas 0,8 

Gebrannter  Thon 0,6 

Eichenholz i       0,21 


Tannenholz  parallel  zu  den 

Fasern 

Desgl.  senkr.  zu  den  Fasern 

Sand 

Zerstossene  Coks 

n  Ziegel 

Kreidepulver 

Holzasche 

Wolle,  Baumwolle,  Flaum . 
Stagnirende  Luft 


0,17 
0,10 
0,27 
0,26 
0,15 
0,09 
0,06 
0,04 
0,04 


In  Betreff  der  Wärmeübergangs-Cocfficienten  a,  a  findet  noch  . 
grössere  Unsicherheit  statt  wegen  grösserer  Mannichfaltigkoit  der  sie  be- 
dingenden Umstände,  deren  Einfluss  bisher  nur  in  ungenügender  Weise 
ermittelt  wurde.  Vor  Allem  ist  zu  bemerken,  dass  sowohl  der  Eintritt  der 
Wärme  in  die  Wand  wie  ihr  Austritt  aus  derselben  theiis  durch  Berührung, 
theils  durch  Strahlung  vermittelt  werden  kann;  die  entsprechenden  zwei 
Theile  der  übergehenden  Wärme  hängen  beide  von  der  Art  der  die  Wand 
berührenden  Flüssigkeit  ab,  ausserdem  aber  der  erste  besonders  von  der 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  d.  h.  von  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  die 
Flässigkeitstheilcheu,'  nachdem  sie  Wärme  an  die  Wand  abgegeben  oder 
von  ihr  aufgenommen  haben,  durch  andere  Theilchen  zur  Wiederholung 
desselben  Vorganges  an  der  Wandfiäche  ersetzt  werden,  wogegen  der  durch 
Strahlung  übergehende  zweite  Antheil  Wärme  wesentlich  durch  die  Ober- 
dächenbeschaffenheit  der  W^and  bedingt  wird.  Als  Flüssigkeiten  sind  hier 
besonders  Wasser,  gesättigter  Wasserdampf  und  Luft  von  technischem  In- 
teresse; doch  ist  einstweilen  nur  für  die  letztere  eine  g.esonderte  Bestimmiuig 
der  durch  Berührung  und  durch  Strahlung  übergebenden  Wftnnemesgen 
auf  Grund  der  bekannten  Erfahrungen  möglich. 

1)  Besonders  gross  ist  a  resp.  a  für  den  Uebergang  der  Wärme 
von  gesättigtem  Wasserdampf  an  eine  Metallwand  und  ron  einer 
solchen  an  siedendes  Wasser,  vermuthlich  in  Folge  des  Umstände«, 
dass  durch  die  mit  der  Wärmeabgabe  an  die  Wand  verbundene  Condensa- 
tion  resp.  durch  die  mit  der  Wärmeaufnahme  von  derselben  verbondeiie 
Verdampfung  eine  besonders  schnelle  Emenening  der  die  Wand  berttfareo- 
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'  den,  zur  wiederholten  Abgabe  resp.  Aufnahme  von  Wärme  geschickten 
Flüssigkeitstheilchen  vermittelt  wird.  Im  Mittel  nach  zwei  Beobacfatuose'j 
von  Thomas*  wurden  durch  gesättigten  Wasserdampf  von  135®  r»-*]- 
121^,  der  durch  eine  Wand  aus  dünnem  Kupferblech  von  (odUt  atr - 
sphärischem  Druck)  siedendem  Wasser  getrennt  war,  pro  Qnadratm.  W.-:  j- 
fläche  und  fttr  jeden  Grad  der  Teraperaturdifferenz  (36®  resp.  21**  ^  ■ 
Dampf  und  Wasser  stündlich  4,5  Kgr.  des  letzteren  verdampft,  woraus  u.; 
Rücksicht  auf  die  Verdampfungswärme  des  Wassers  nach  §.27,  GL  (6 

k  =  4,5  (607  —  70,8)  =  2413 

folgen  würde,   also   nach  Gl.  (10)   im  vorigen  §.,   wenn  in  Ermang»^!*:* : 
anderweitiger  Anhaltspunkte  a  =  «'gesetzt  wird, 

a  =  a  =  2k  =  4826. 

Weil  indessen  hier  trotz  der  kleinen  Wanddicke  e  und  des  grossen  Ur 

g 

tungscoefficienten  X  von  Kupfer  das  Glied  -    in  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  mm: 

1  1 

verschwindend  klein  gegen  die  selbst  sehr  kleinen  Brüche       und    .  y-in 

,  (t  a 

konnte,  so  sind  letztere  in  der  That  noch  etwas  kleiner,  «  und  a  n  •  h 
etwas  grösser,  und  mag  bis  auf  Weiteres 

a  =  a  =  5000 : 

in  runder  Zahl  geschätzt  werden  können,  bezogen  immer  auf  QaadraL!!. 
und  Stunde  als  Einheiten. 

2)  Erheblich  kleiner  sind  die  Coefficienten  a  und  «'für  den  VvIk  r- 
gang  der  Wärme  zwischen  einer  Metallwand  und  nicht  siedet- 
dem  Wasser.  So  fand  Thomas,  dass  die  eben  erwähnte  dünnwandig 
kupferne  Röhre  von  F  =  8,97  Quadratm.  Wandfläche,  wenn  sie,  v-". 
Wasser  umgeben,  von  Wasserdampf  durchströmt  wurde,  dessen  Pressu  .^ 
3  AtuL,  dessen  Temperatur  also  t  =  134®  betrug,  in  4  Minuten  «Ki.-r 

z  =  —  Stunde  G  =  400  Kgr.  Wasser  von  t'=:  8«  bis  ^'=  IIK»'  ^^ 
15 

erwärmen  im  Stande  war.**  Ist  nun  t'  die  variable  Tempcratar  des  Wasst  r 
in  irgend  einem  Augenblick,  dt'  ihre  Zunahme  im  Zeitelement  ^  so  ist  d:* 


*  H.  Yal^riuB,  les  applications  de  la  chaleur,  Bruxelles,  1867.  p  >^ 
Der  Verfasser  setzt  die  Wandfläche  der  von  Thomas  gebrauchten  kvpfert^ 
Röhre  =  4,45  Quadratm.,  giebt  aber  später  an,  dass  sie  34  Millini.  R*^'-* 
und  42  Meter  Länge  gehabt  habe.  Indem  danach  ihre  Wandflache  \^'i  V-* 
dratm.  betragen  hätte,  sind  mit  Rücksicht  hierauf  die  a.  a.  0  mitgrtieil:' ' 
Rechnungsresultate  corrigirt  worden. 
♦•    H.  Valörius  a.  a.  0.  p.  166. 


kFdz  =  G    -      ,;     k=:  ^    In     '      ^  =  87G 
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während  des  letzteren  die  Wand  durchdringende  Wärmemenge  bei  Voraus- 
setzung eines  constanten  Transmissionscoefficienten  h  (die  specif.  Wärme 
des  Wassers  beständig  =  1  gesetzt): 

dQ  =  kF{t—t')dz  =  Gdt' 
und  folgt  daraus: 

dt'         ,  G  ,    t  —  t 

-      / ;     k  ^  -      In 
t  —  t'  Fz       t  —  t^ 

und  daraus  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  mit  «  =  5000: 

a  =  1060. 

üebrigens  wird  die  Voraussetzung  eines  constanten  Werthes  von  a\  also 
Ton  k^  durch  anderweitige  Erfahrungen  nicht  bestätigt,  vielmehr  scheint 
dieser  Uebergangscoefficient  ausser  mit  der  Bewegung  des  Wassers  auch 
mit  der  Temperaturdifferenz  A  (hier  =  r  —  ^')  desselben  und  der  an- 
;:renzenden  Wandschicht  erheblich  zu  wachsen,  vermuthlich  auch  mit  der 
seine  innere  Beweglichkeit  bedingenden  Temperatur  t'  dos  Wassers  allein. 
Letztere  war  bei  obigem  Versuch  im  Mittel  t'  =  54°  und  nach  Gl.  (10) 
im  vorigen  §.  die  Temperatur  der  Wand: 

5000.134  +  1060.54         ,  ,^n      ,        ^ 

r  =  T  =  — --J-- =  120^  also  A  =  66°. 

6060  ' 

Eine  Erfahrung  in  Betreff  des  Falles,  dass  zwei  wässerige,  nicht  sie- 
dende Flüssigkeiten  von  verschiedenen  Temperaturen  durch  eine  dUnne 
Metallwand  hindurch  sich  gegenseitig  Wärme  mittheilen,  führt  H.  Valerius 
fa.  a.  0.  p.  167)  an.  Indem  nämlich  längs  einer  solchen  Wand  von  F  ---■  8 
Quadratm.  Oberfläche  auf  der  einen  Seite  Bierwürze  behufs  ihrer  Kühlung 
niid  auf  der  anderen  Seite  im  entgegengesetzten  Sinn  das  dazu  dienende 
Kühlwasser  entlang  strömte,  wurde  von  Lacombe  beobachtet,  dass  stünd- 
lich 600  Liter  Würze  von  t^  =  100°  bis  ^^  =  22°  abgekühlt  werden 
konnten  durch  1000  Liter  Wasser,  das  sich  dabei  von  <o'=  ^^^  ^*^  ^i  = 
Gri°  erwärmte.*    Indem  hiemach  das  Kühlwasser  stündlich 

Q  =  1000  (65  —  18)  =  47000  Cal. 
aufnahm,  und  die  Würze 

600  (100  —  22)  c  =r  46800  c  Cal. 

d.  h.  ebenso  viel  abgab,  wenn  ihre  specif.  Wärme  c  -=3  1,004  gesetzt  wird, 
würde  aus  Gl.  (5)  in  §.166  der  wieder  constant  vorausgesetzte  Transmis- 
>ionscoefücient 


•  Die  Angaben  von  Valerius:  6000  resp.  10000  Liter  sind  offenbar  un- 
richtig und  mussten  in  obiger  Weise  modificirt  werden,  um  mit  Val^riub* 
eigener  Folgeroog  zu  stimmen. 
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und  aus  Gl.  (10)  im  vorigen  §.: 

a  =  a  =  2k  =  820 
folgen.    Dabei  war  im  Mittel: 

Nach  P6clet  wäre  a  resp.  a  für  so  kleine  TemperaturdiffereazeE  J 
weniger  gross,  nämlich  für  den  durch  eine  dünne  Metall  wand  vennitleltfs 
Wärmeaustausch  zwischen  Wasser  und  Wasser 

k  =  100  bis   300  für  t—^=  10  bis   24^ 

also   a  =  a  =  200  bis   600  für  J  =  5  bis    12« 

zu  setzen.    Der  Gesammtheit  der  vorliegenden  Erfahrungen  gemi»  bk 

einstweilen  *        .^^    ,    -^  ^ 

a  =  a  =  400  +  10  J r 

gesetzt  werden,  vorbehaltlich  einer  Vergrösserung  oder  Yerkleinerung  difte* 
Werthes  nach  Schätzung,  jenachdem  das  Wasser  mehr  oder  weniger  hffti^ 
bewegt  ist. 

3)  Das  Gesetz  des  Wärmeaustritts  aus  einer  von  Lnft  ud 
anderen  Gasen,  die  hier  nicht  weiter  interessiren)  berührten  ffsifi» 
Wand  ist  namentlich  von  Duloug  und  Petit  näher  untersucht  vordTru. 
freilich  unter  solchen  Umständen,  dass  die  gefundenen  Resultate  nur  loi' 
Vorsicht  auf  die  in  der  technischen  Praxis  vorkommenden  Fälle  anwendb^ 
erscheinen.  Ein  grösseres  zuvor  erhitztes  Quecksilberthermometer  »un; 
in  einen  innen  borussten,  aussen  durch  Wasser  von  constanter  Temperatur 
berührten  und  somit  selbst  sehr  nahe  auf  dieser  Temperatur  erh*Jt«»tt^-n 
Ballon  von  Kupferblech  eingehängt  und  am  sinkenden  Stande  des  Tbem*.- 
meters  bei  verschiedenen  Oberflächenbeschaffenheiten  der  Thermumet^-r- 
kugel  die  Abnahme  ihrer  Temperatur  im  Verlauf  der  Zeit  beobaclit»! 
während  der  Ballon  zuerst  mit  Luft  (oder  einem  anderen  Gase)  ton  eiiK-* 
gewissen  Pressung  erfüllt  war  und  dann  der  Versuch  mit  luftleer  ^- 
machtem  Ballon  wiederholt  wurde,  um  so  den  in  beiden  Fällen  glekbf  n^ 
im  letzteren  Falle  aber  allein  wirksamen  Einfluss  der  Strahlung  gesoodrt-t 
zu  bestimmen  und  endlich  durch  Subtraction  vom  Gesamratresnltit  A'^ 
ersten  Falles  auch  den  Einfluss  der  Luftberührung  getrennt  von  dem  d?  » 
Strahlung  zu  finden.  Diesen  Versuchen  zufolge  kann  die  Wämiemfa»  v 
die  ein  fester  Körper  stündlich  pro  Quadratmeter  seiner  ObertAcli^  »^-^ 
der  Temperatur  t  verliert,  wenn  er  von  einem  luftförraig^n  Medi«»    ^- 
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räbrt  wird,  dessen  Temperatur  t'  <C  t  ist,  und  wenn  er  zugleich  an  dem 
betreffenden  Theil  seiner  Oberfläche  sich  in  Wärmeaustausch  durch  Strah- 
lung mit  einer  das  luftföi'mige  Medium  einschliessenden  Wand  von  der 
Oberflächentemperatur  i'<i  t  befindet,  ausgedrückt  werden  durch 

Q  =  0,55  h  {t'-ij'^+  125  «  (\fi011—  1,0077*  )  .  .  .  (3). 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  mit  dem  von  der  Art,  Dichtigkeit  und 
Bewegung  des  luftförmigen  Mediums  abhängigen  Coefficienten  h  betrifft 
den  Wärmeverlust  durch  Berührung,  der  zweite  mit  dem  von  der  Ober- 
Üächenbeschaffenheit  des  Körpers  abhängigen  Coefficienten  s  den  Einfluss 

der  Strahlung,  und  zwar  das  positive  Glied  mit  dem  Factor  1,0077    die 

r 
vom  Körper  ausgestrahlte,  das  negative  Glied  mit  dem  Factor  1,0077    die 

von  der  äusseren  Wand  zurückgestrahlte  Wärme.  Wenn  das  luftförmige 
Medium  nicht  in  gleichartiger  Weise  ringsum  begrenzt  wäre,  so  müsste 
unter  t"  eine  zugleich  mit  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Strahlungs- 
vermögen  der  Bestandthcile  abzuschätzende  mittlere  Temperatur  der  Be- 
grenzung verstanden  werden  5  insbesondere  für  die  Strahlung  in  den  Welt- 

i" 
ranm  könnte  1,0077   als  verhältnissmässig  kloin  vernachlässigt  werden. 

Die  Versuche  von  Dulong  und  Petit  um'fassten  Temperaturdifferenzen 
t-~  (  resp.  t  f  bis  260^  Für  Temperaturen  bis  200°  wird  die  Be- 
nutzung ihrer  Formel  durch  folgende  Tabelle  erleichtert. 


i  1,0077'.  ^''-"i  M  1,007/:  f^-^^  i  .  1,0077' :  t^''"^ I  i  li^mi'ir'' 


10.   1,080   ,1,710,(30      1,584     2,5%.,110  ,   2,;32r) 
20'    1,165 


:34)  1,259 
AO  1,359 
50    1,467 


2,010 '70  1,711  ]2,G9ri20l  2,510 

2,209   80  '  1,847  2,776*' i;^0  '  2,711 

2,a62:90i  1,994  i  2,853 1|  140  '  2,927 

2,488  100  2,153  '2,924;!  150  3,160 


2,990,160  3,412  |3,263J 

3,051 '  170  '  3,684  3,309 

3,108-180'  3,978  ,3,353' 

3,163 '190  4,295  «3,3961 

3,214||200  4,637  '3,437j 


Für  Temperaturdifferenzen  bis  etwa  60®  kann  nach  Fielet  gesetzt 

werden : 

Q  =  ß(t-t')  +  ö{t  —  t") f4) 

mit  li  =  h  [1  +  0,0075  (t  —  t')] (5) 

nnd   6  =  8  (0,9556  +  0,0037  T)  [1  +  0,0056  (^  — Ol  l 

oder  noch  einfacher   ö  ^-^  «[1  -|-  0,0056  {t  — 1")\  f     

riowöhnlich  sind  die  Umstände  von  solcher  Art,  dass  t''  entweder  =  t 
(ider  =  t'  gesetzt  werden  kann.  Bezeichnet  dann  «'  den  resultirenden 
Wärmeübergangscoefficieuten  der  Formeln  des  vorigen  §.,  entsprechend  der 
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Gleichung  Q  =  aA,  unter  A  die  Temperaturdifferenz  des  Körpen  und 
der  Luft  an  ihrer  Berührungsfläche  verstanden,  so  ist 

für  t"  =  t:a  =  ß  =  b{l  +  0,0075  J) ■.: . 

für   r  =  t':a   =ß  ^c  =  h  +  n  +  — ?-+  --'  J    .  .   v 

'    ~  ^      ^        10000 

Die  Erwärmung  der  Luft  durch  Berührung  mit  einer  wärmeren  Wizr . 
verursacht  einen  längs  derselben  aufsteigenden  Luftstrom,  f&r  welchen  ; 
von  unten  nach  oben  zunimmt,  also  A  abnimmt.  Dadurch  ist  es  erkMrhrL 
dass'Peclct  den  Coefficienten  h  von  der  Gestalt  und  den  DimeasiuLt :. 
der  die  Wärme  abgebenden  Wand  abhängig  fand.  Für  atmosphärischt  Ll*? 
von  gewöhnlicher  Dichtigkeit  drückte  er  h  durch  verschiedene  eiujiino 
Formeln  aus  für  eine  verticale  ebene,  eine  horizontale  oder  verticale  r^xir 
drische   und  eine  kugelförmige  Wand,  denen  zufolge  h   im   AllgemÄB  i 
zwischen  den  Grenzen  2  und  4  liegen  würde,  abnehmend  mit  wacksendpr 
Grösse,  insbesondere  mit  wachsender  Höhe  der  Wand,  wenn  unt<^r  (  di» 
Temperatur  an  der  tiefsten  Stelle  der  Wand  verstanden   wird.    Iiide^- 
ist  es  doch  hauptsächlich  die  stärkere  oder  schwächere  Bewegung  'sttHie** 
Erneuerung)  der  Luft  an  der  Körperoberfläche,   die  den  Coeflicientctt  * 
beeinflusst  und  die  auch  voü  anderen  Umständen,  als  von  der  GcsUit  nr  \ 
den  Dimensionen  der  Wand  abhängt,  z.  B.  in  freier  atmosphärischer  Lq:* 
in  höherem  Grade  stattfindet,   als  in  eingeschlossener  Zimmerlnft    Ab«'T 
ist  zu  bemerken,  dass  nach  Fielet 's  Versuchsmethode  seine  Ueberganr* 
coefflcicnten  et    eigentlich   zusammengesetzte  Transmissionscoefficienten 
sind,  betreffend  den  Uebergang  der  Wärme  aus  beständig  bewegtem  Wm&>r- 
durch  eine  dünne  Metallwaud  in  Luft,  und  wenn  hier  auch  der  Widerstac 
gegen  den  Eintritt  der  Wärme  aus  dem  Wasser  in  die  Wand  and  jrtfjr-'- 
ihre  Leitung  durch  die  Wand  verhältnissmässig  klein  waren,  so  masstt*  d^n 
immerhin  die  Temperatur  der  Wand  an  ihrer  die  Luft  berührenden  <  W>i  r- 
fläche  etwas  kleiner,  als  die  von  Fielet  dafür  gesetzte  Wassertemperutu* 
sein,  und  somit  a   etwas  zu  klein  gefunden  werden.    In  der  Tbat  ist   tui.- 
anderweitigen  Angaben*  &  =  3  bis  6  zu  setzen,  und  zwar  im  Darrh^cbm:: 

J  — -  4   für  eingeschlossene,   h  =^  5   für  freie  Lutt    .  .  .  . 

wenn  unter  t'  die  Lufttemperatur  in  massiger  Entfernung  vom  Körp^-r  ^  er- 
standen wird. 

*  IT.  Val Drills  (1  es  applications  de  la  chaleur)  nach  Ser  (<'<mft  «I«*   • 
äique  industrielle  de  TKcole  des  arts  et  manufaciares  &  Paris 
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Die  Art  der. Oberfläche  bedingt  den  Coefficienten  h  nicht  merklich, 
sehr  wesentHch  dagegen  den  Strahlungscoefficienten  «,  dessen  Werthe  nach 
Fielet  der  folgenden  Tabelle  zu  entnehmen  sind. 


8 


Kupfer     

Zinn 

Zink 

Blankes  Messing 

Polirtes  Eisenblech    .  .  . 
Gewöhnliches  Eisenblech 

Glas 

Neues  Gasseisen 


0,16 
0,22 
0,24 
0,26 
0,45 
2,77 
2,91 
3,17 


Oxydirtes  Eisen 

Kohlenstaub    

Holz,  Gyps,  Bausteine    

Baumwollenzeug 

Wollen-  u.  Seidenstoff,  Oelanstrich 

Papier 

Russ 

Wasser    


3,36 

3,42 

3,60 

3,65 

3,7 

3,8 

4.0 

5,3 


Was  endlich  den  umgekehrten  Fall  des  Wärmeeintritts  in  einen 
von  Luft  berührten  festen  Körper  betrifft,  so  ist  die  übergehende 
Wärme  in  Ermangelung  specieller  Erfahrungßn  deijenigen  gleich  zu  setzen, 
welche  aus  der  Körperoberfläche  austräte,  wenn  ihre  Temperatur  mit  der- 
jenigen der  Luft  resp.  (in  Betreff  der  Strahlung)  mit  der  mittleren  Ober- 
ilächentemperatur  der  diese  Luft  begrenzenden  Wände  vertauscht  würde, 
fine  Regel,  die  von  Fielet  wenigstens  bei  massigen  Temperaturdifferenzen 
als  hinlänglich  zutreffend  erkannt  wurde.  Im  Widerspruch  damit  scheint 
«ich  freilich  die  besonders  durch  Versuche  von  Noeggerath*  constatirte 
Thatsache  zu  befinden,  dass,  während  der  Wärmeübergang  von  einer  festen 
Wand  an  Luft  durch  Berührung  erfahrungsmässig  nicht  merklich  durch 
die  Oberflächenbeschaffenheit  der  Wand  beeinflnsst  wird,  die  Wärmetrans- 
ifiission  aller  deijenigen  Theile  einer  von  den  Heizgasen  einer  Feuerung 
berührten  Metallwand,  die  dem  Einflüsse  der  Wärmestrahlung  des  Feuers 
nicht  unmittelbar  ausgesetzt  sind  (indirecte  HeizflächeX  durch  Berussang 
<lieser  Wand  an  ihrer  den  Heizgasen  zugekehrten  Oberfläche  sehr  erheb- 
lich vermindert  wird,  dass  insbesondere  Heizgase  von  weniger  als  400^ 
Temperatur  kaum  nennenswerthe  Wärmemengen  durch  berusste  Metall- 
väude  transmittiren.  Indessen  mag  diese  Thatsache  hauptsächlich  in  der 
"^hr  geringen  W^ärmeleitungsiähigkeit  der  lockeren  Russschicht  ihren  Grund 
haben.  — 

Zar  Anwendung  der  hier  mitgetheilten  Erfahrungen  auf  die  Ikf«tim- 
niung  der  Wärmetransmission  dorch  einfache  und  zusammengesetzte  Wände 


*   „Ueber  den  Einfiiisi  der  Berassnog  der  Damp/keMel  und  fned^ptumea 
auf  den  Heizeffect*^.    Zeitschrift  des  Tereuis  deotscher  Ingeoieare,  1866«  H  tS^ 


^  rankof.  l]MM*t.  JUackiA«'«!*^'».    L 


*>i 
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von  besonderer  Beschaffenheit  werden  spätere  Theile  dieses  Werkes  Ge- 
legenheit bieten. 


§.166.   Heizfliehen. 

Unter  einer  Heizfläche  soll  hier  allgemein  die  Scheidewand  von  zwei 
ungleich  warmen  (tropfbaren  oder  luftförmigen)  Flüssigkeiten  verstanden 
werden,  welche  den  Wärmeübergang  von  der  einen  zur  anderen  dieeer 
beiden  ("lüssigkeiten  vermittelt,  einerlei  ob  die  Abkühlung  resp.  Conden- 
sation  der  ersten  oder  die  Erwärmung  resp.  Verdampfung  der  zweiten  da- 
durch bezweckt  wird.  Es  ist  dann  die  Aufgabe,  die  Grösse  =  /"der 
Heizfläche  zu  berechnen,  die  nöthig  ist,  um  in  der  ZeiteinhtMt 
eine  gegebene  Wärmemenge  =  Q  durchzulassen  bei  Yoranssetxnn? 
eines  Beharrungszustandes  der  Art,  dass  an  jeder  Stelle  der  Heizfläche 
die  Temperaturen  t  und  t' (  t  ^  t')  der  beiderseits  angrenzenden  FlOsäc* 
keiten  unveränderlich  sind.  Wenn  dabei,  wie  es  hier  immer  gescbebeB 
soll,  der  Wärmetransmissions-Coefficient  k  für  alle  Elemente 
der  Heizfläche  gleich  gesetzt  resp.  näherungsweise  für  die  ganze 
Heizfläche  mit  demselben  Mittelwerth  in  Rechnung  gebracht  wird,  so  er- 
giebt  sich  nach  §.  1 64,  Gl.  (7)  sofort 

^  —  k{t  —  t') " 

falls  t  und  t'  nicht  nur  an  jeder  einzelnen  Stelle  der  Heizfläche  anver- 
änderlich,  sondern  auch  an  allen  Stellen  gleich  gross  sind. 

Wenn  aber  die  Temperaturen  t  und  ^  an  verschiedenen  Stellen  d«r 
Heizfläche  verschieden  sind,  so  ist  eine  besondere  Rechnung  nOthig,  dit 
natürlich  voraussetzt,  dass  jene  Verschiedenheit  ein  mathematisch  wos^ 
drückbares  Gesetz  befolgt,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  di«^ 
Flüssigkeiten  nach  parallelen  Richtungen  längs  der  lang  gr- 
streckten  Heizfläche  hin  fliessen.  Unter  dieser  Voraussetzung  nehn« 
längs  der  ganzen  Heizfläche  und  für  jede  Flüssigkeit  im  Sinne  ihrer  str:»- 
menden  Bewegung  die  Temperatur 

der  wärmeren  von  ^q  bis  t^  ab, 

der  anderen     von  ^^'bis  ^'zn. 

Beide  Flüssigkeiten  seien  von  solcher  Art,  dass  ihre  specifischen  Wäm«*! 
c,  c\  die  hier  stets  als  solche  für  constante  Pressang  zu  ventehen  üni, 
als  unabhängig  von  ihren  variablen  Wärmezaständen  betrachtet  weni*. 
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konneiL  Denkt  man  sich  die  beiden  Flüssigkeitsströme  durch  correspon- 
dirende  (denselben  Durchschnittslinien  mit  der  Heizfläche  entsprechende) 
unendlich  nahe  Querschnitte  geschnitten,  so  theilen  dieselben  die  Heiz- 
(iäche  in  unendlich  schmale  Elemente  dF  und  die  Wandflächen  der  Canäle, 
in  denen  die  beiden  Flüssigkeiten  strömend  zu  denken  sind,  in  Elemente 
dW  und  dW'\  von  diesen  zwischen  denselben  zwei  Schnittflächen  ent- 
haltenen Wandflächenelementen  d  W  und  d  W*  ist  dF  im  Allgemeinen  nur 
ein  Theil,  nämlich  der  beiden  gemeinschaftliche  Theil.  An  den  übrigen 
Theilen  =  dW—  dF  und  dW—  dF  können  die  Flüssigkeiten  Wärme- 
Verluste  nach  aussen  erleiden,  von  denen  dann  aber  vorausgesetzt  werden 
ioll  dass  sie,  in  der  Zeiteinheit  beziehungsweise  =  wdQ  und  =  w'dQ^ 
als  überall  gleiche  Theile  der  durch  dF  in  der  Zeiteinheit  übertrageneu 
nel  grösseren  Wärme  dQ  betrachtet  werden  können,  dass  also  w  und  w' 
kleine  constante  Brüche  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nun,  wenn  t  und  t'  die  Temperaturen 
der  zwei  Flüssigkeiten  beiderseits  von  dF  sind,  und  wenn  —  dt  die  Tem- 
peraturabnahme jder  wärmeren  Flüssigkeit  längs  dF  ist, 

dQ  =  MF  {t  —  t')  und      *  =  -    -   -, 

hl  t^  —  Cj 

—  Qdt 

Um  in  dieser  Gleichung  behnfis  ihrer  Integration  t'  durch  t  auszu- 
(irücken,  werde  zunächst  angenommen,  dass  sich  beide  Flüssigkeiten 
in  gleichem  Sinn  an  der  Heizfläche  entlang  bewegen.  An  dem- 
selben Theil  der  letzteren  entsprechen  sich  dann  die  Temperaturabnahme 
=  <g  —  t  der  einen  und  die  Temperaturzunahme  =  t' —  t^'  der  anderen 
Flüssigkeit;  beide  haben  gemäss  den  oben  erklärten  Voraussetzungen  für 
jt^en  Theil  der  Heizfläche  dasselbe  Verhältniss  zu  einander: 

*'  77_^o    H  —  ^0 

to  —  t  +  ^—to         <o-<i+<i'-V 


(3j. 


f'araas  folgt: 


*o  —  '  *o  —  'i 


^^ler  mit  J,  =  t^-t^'  and  J,  =  t^-t^':  *      ^  ^o  ^  ^o      4 
nud  die  Substitution  des  hieraus  folgenden  Ausdrucks  von 

=  ^Aq  —  A^)  t  -f  /j,^^    -  A^t^ 


*ii* 


(H) 
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in  Gl.  (2)  ergiebt  durch  Integration: 

m 


In 


'0  *'0 


oder    2?*  =  ? .  ..^     ./ — —  =  Fab U  , 


Q  h  —  h 

^  (to-t,')  —  it,  —  t,') 

indem  zur  Unterscheidung  und  Vergleichung  verschiedener  Fälle  diese 
demselben  Strömungssinne  beider  Flüssigkeiten  entsprechende  Heizfläche 
mit  Fah  bezeichnet  werden  soll. 

Im  Falle  entgegengesetzten  Strömungssinnes  der  beiden 
Flüssigkeiten  sei  sie  mit  F^a  bezeichnet.  Indem  sich  dann  an  dem- 
selben Theile  der  Heizfläche  die  Temperaturabnahme  ==  ^o  —  ^  ^^^  einen 
und  die  Temperaturzunahme  =  h' —  ^  der  anderen  Flüssigkeit  ent- 
sprechen und  somit  /  '      /        4  '      *  ' 

ist,  eine  Gleichung,  die  aus  GL  (3)  durch  Yertauschung  von  i^'und  ^j' her- 
vorgeht, ergiebt  sich  durch  dieselbe  Yertauschung  aus  Gl.  (4): 

^  -  k  (t,-t,')-(t,-t,')  -  '» ^^' 

Wenn  nur  die  Wärme  abgebende  Flüssigkeit  in  strömender 
Bewegung  längs  der  Heizfläche  begriffen,  die  Temperatur  f  der 
anderen  aber  constant  und  überall  gleich  ist,  indem  sie  eine  stetige  Er- 
neuerung durch  Abfluss  erwärmter  {^  Grad  warmer)  und  Zuflnss  kälterer 
Flüssigkeit  erfährt,  die  sich  mit  der  übrigen  mischt,  so  ergiebt  sich  ans 
Gl.  (4)  oder  (5)  mit  t^' =  h' =  t'i 

Q        L  —  t 

^=k    -t^T,--^' ^- 

Wenn  endlich  nur  die  Wärme  empfangende  Flüssigkeit 
eine  strömende  Bewegung  längs  der  Heizfläche  hat,  die  Tez> 
peratur  t  der  anderen  dagegen  in  Folge  stetiger  Fmeuerung  durch  Abdo« 
abgekühlter  {t  Grad  warmer)  und  Zufluss  wärmerer,  mit  der  übrigen  sick 
mischender  Flüssigkeit  constant  und  überall  gleich  ist,  so  folgt  ans  Gl.  4 

oder  (5)  mit  t^=z  t^z=  u 

t  —  ^/ 
In  ^ 


Q       t—t 


F=~  -.-5— .  ?-  =  /» 
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Schliesslich  kann  Gl.  (1)  aus  Gl.  (6)  mit  t^  =  t^=:  t  oder  aus  Gl,  (7)  mit 
V^  ^' =  ^'erhalten  werden,  wenn  nur  das  bekannte  VerfWiren  an- 
gewendet wird,  um  den  zunächst  in  unbestimmter  Form: 

k  0 

erscheinenden  Ausdruck  seiner  Bedeutung  nach  zu  bestimmen. 

Wenn  M  Egr.  die  Gewichtsmengo  der  Wärme  abgebenden  Flüssigkeit 
ist^  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Temperatur  t^  zufiiosst  und  mit  t^{=  t 
in  den  Fällen  von  Gl.  1  und  7)  abfliesst,  ferner  M*  Kgr.  die  Gowichtsmonge 
der  Wärme  empfangenden  Flüssigkeit,  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Tem- 
peratur ^o'zufliesst  und  mit  ^i'(=  t'  in  den  Fällen  von  Gl.  1  und  6)  ab- 
Hiesst,  so  ist  mit  Bücksicht  auf  die  oben  erklärten  Bedeutungen  von  o^  o 
und  t^.  tc :  #  ,      #         , 

Würde  die  erste  Flüssigkeit  bei  ihrer  Abkühlung  bis  t^  condcnsirt,  so  wäre 
im  Zähler  des  ersten  Ausdrucks  von  Q  die  betreffende  (>ondenHationswärmo 
hinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  Condensation  bliebe  i  constant  -~  /], 
und  wäre  dann  die  Heizfläche  —  ausser  in  den  Fällen  von  Gl.  (1)  und  (7)  — 
in  zwei  besonders  zu  berechnende  Thcile  von  verschiedenen  Wirkungswoisen 
za  zerlegen.  Würde  die  zweite  Flüssigkeit  bei  der  Erwärmung  bis  t^ '  ver- 
<iampft,  so  wäre  im  Zähler  des  zweiten  Ausdrucks  (8)  von  Q  dio  botroffeude 
Verdampfungswärme  hinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  Vc^rdampfung 
bliebe  ^'constant  =  t^\  und  wäre  dann  —  ausser  in  den  Fällen  von  ü\A\) 
nud  (6)  —  wieder  eine  entsprechende  Zerlegung  der  Heizfläche  nOthig' 
Ein  Beispiel  mag  die  Verschiedenheit  der  Grösse  erkennen  latson^ 
die  zur  Erreichung  desselben  Heizzweckes  den  betrachteten  5  Arten  von 
Heizflächen  zu  geben  ist,  nämlich  den  Heizflächen  JP,  Ff^^  Ft,^  F^h  und  /"V^m 
unter  F  ohne  Index  hier  die  Heizfläche  nach  Gl.(l)  entsprechend  dem 
Fälle  verstanden,  dass  aof  der  einen  Seite  überall  und  iK^ständig  die 
Minimaltemperatar  der  Wärme  abgebenden,  auf  der  anderen  flfierall  und 
beständig  die  Maximaltemperatar  der  Wärme  aufnehmenden  Flüssigkeit 
stattfindet  Es  sei  z.  B.  der  Gebläsewind  eines  Hochofens  von  i^*  -  20^ 
bis  t^'  =  300^  zu  enrärmen  durch  die  einer  Mie  Heizfläche  nicht  dinget 
Strahlenden)  Feaerang  eDtstammenden  Heizgase,  die  sich  dabei  von  t^ 
UJOO^  bis  resp.  /j  =  300*,  400%  öOO*,  6^X)*  abkühlen   mßlU^tL    Mit 

,  =  100000  ergeben  siefa  dma  folgende  relative  Grossen  der  t/etreffendeu 

Heizflächen. 
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F 

Fa 

n  , 

F«*  ' 

F^ 

— r 
1 

1 

ti   —  300« 

oo 

oo 

oc 

218 

t^   =  400« 

1000 

324 

477 

259 

191 

1   *i  —  500« 

500 

251 

313 

204 

171 

1 

*,  =  600" 

333 

212 

1 

235 

174 

157 

Da  ein  Element  der  Heizfläche  in  einer  gewissen  Zeit  am  so  nri- 
Wärme  darchlässt,  je  höher  die  Temperatur  auf  der  einen  Seite  lad  j^ 
niedriger  sie  auf  der  anderen  Seite  ist,  so  muss  es  zur  Verkleineniiu:  i'-' 
nöthigen  Heizflächengrösse  beitragen,  wenn  die  Wärme  abgebende  Fltssi:' 
keit  schon  mit  ihrer  Maximaltemperatur  ^q,  die  andere  schon  mit  üirr 
Minimaltemperatur  t^'  die  Heizfläche  berührt,  d.  h.  wenn  längs  iu^niS:^ 
sowohl  die  eine  wie  die  andere  Flüssigkeit  in  strömender  Bewegnc  >* 
griffen  ist.  Jedenfalls  sind  deshalb  unter  übrigens  gleichen  Umständfi  x 
Heizflächen  Fat  nnd  Fta  kleiner  als  Fa  und  F^,  letztere  kleiner  ab  / 
und  es  kann  nur  noch  die  Yergleichung  von  Fah  mit  F^^  sowie  tca  /. 
mit  Fb  in  Frage  kommen.  Was  erstere  betrifft,  so  ist  nach  GL  <  4^  mit 

wo  <,  d^  i\  i  und  %  —  i  positive  Grössen  sind, 


oder  wegen     Inx  =  2 

M 

tfi  tt 


mit    X  = 


0 


Fab  = 


<i-'i 

2Q 


'  1 


also 


x—1 

'x~+  1 


-i  +  Kf?TM(f?i^ 


.1   \  #  —  s    I  5   \  «  —  *   / 


h  \%  —  «  ) 

Indem  hierans  Fi^a  durch  Vertauschung  von  i^  mit  <i',  also  von  /  mit  —  • 
hervorgeht,  ergiebt  sich  F^a  <C  -^o*-    Was  aber  /'a  und  fV  betriift  **•  • 
nicht  immer,  wie  bei  obigen  Beispielen,  Z*«  <1  -^6;  es  kann  auch  F^  ""  * 
sein,  wenn  (/*=  /j' —  t^  verhältnissmässig  gross  ist  Wenn  z.  B.  der  «'• 
bläsewind  von  i^  =  20®  bis  <i'=  500^  zu  erwärmen  wäre  durch  H« - 
gase,  die  sich  bei  von  t^  =  1000**  bis  i^  =  600®  abkühlen,  so  w4n 


mit 


=  100000  :  Fa  —  402,   F^  =  366. 


Allgemein  ist  also  nur 


F  >  ( J")  >  K»  >  Fia 
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nnd  zwar  wachsen  die  Unterschiede  dieser  Heizflfichengrtesen  mit  den 
TemperatnrdüTerenzen  t^  —  t^  and  t^' — t^'.  — 

Wenn  es  die  gasförmigen  Yerbrennungsprodacte  einer 
Fcuernng  (Heizgase)  sind,  die  als  Wärme  abgebende  Flflssigkeit 
mit  der  Heizfläche  in  Berflhrnng  kommen,  so  kann  es  der  Fall  sein, 
dass  letztere  wenigstens  theilweise  als  sogenannte  directe  Heizfläche 
der  Bestrahlung  dnrch  den  gl&henden  Brennstoff  nnd  die  Flamme  aasge- 
setzt ist.  Ausser  der  in  obigen  Formeln  vorkommenden  Wärmemenge  Q, 
die  hier  anf  die  Stande  als  Zeiteinheit  bezogen  werde,  fiberträgt  dann  in 
Folge  jener  Strahlung  die  Heizfläche  stündlich  noch  die  Wärmemenge  stj^KB^ 
unter  «  einen  erfahrungsmässigen  Coefficienten  (§.161^,  tj^  den  Wirkongs- 
l^rad  der  Feuerong,  K  den  Heizeffect  des  Brennstoffes  und  B  die  stand- 
lieh  verbrannte  Gewichtsmenge  desselben  verstanden,  nnd  ist  also  die 
ständlich  im  Ganzen  durch  die  Heizfläche  übertragene  Wärme: 

W  =  Q  -^  srj^KB, 

Das  Yerfaältniss  derselben  zu  der  in  der  Feaemng  stündlich  nntzhar  eiär 
wickelten  Wärme  kann  der  Wirkungsgrad  der  Heizfläche,  «id  ihr 
Verhältniss  zum  Heizeffect  des  stflndlich  verbraiinten  Brennstoffi  der  retiil* 
tjrende  Wirkungsgrad  der  Heizanlage  genannt  werden.  Wird  ersterer 
mit  rj^^  letzterer  mit  r^  bezeichnet,  so  ist  also 

W  W 

*  =  ^kb''  ^^=  kb=  '«'^^   '^^^ ' 

Ist  W  gegeben,  so  ist  in  den  Gki^nngen  (\j  bis  ^i^y  zu  setzen: 

Q  =  W—$n.  KB  =  (\—  '    \  W 'U,, 

Die  Anfangstemperalur  /^  der  Heizgase  ist  die  Summe  Attr  durdi  den 
Verbrennungsprooess  herrorgeibraehten  T^'mp^'raturf'rh^ihuDg  und  \0tx  allein 
aus  der  Mischnng  des  Brennst/^ff*  mit  der  hinzutretenden  Verbrennung^ 
luft  resaltirenden  Temperatur  r.  Wird  also  mit  O  die  Gewicbt«»n'fng'r  A*:t 
?a«^fonn.igen  Terbrennunir^producte  pro  1  Kgr.  VtX^tuuAfM  \M*z^kitutd.  Aut 
lach  im  Falle  eines  fe^te-u  hr^un^Mi  ohne  in  B'^tnurbt  k^/umeoden  Fehler 
=  mX  -f-  1  =  d^T  Gffwidrtsniien^e  aller  V#frf/rettn«n;f«fir<i4o',i^;  jr^'M^tzt 
Verden  kann,  so  ist  nach  {u  ICl.  GL  '1  : 

I  -    *  ruK 
i    r  —  ''  'VI 

iiermit  und  mit  M  =  BG  ergiebt  «db  ttjurb  Oi,  "  /. 
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und  somit  für  den  Wirkungsgrad  der  Heizfl&che  der  Ausdruck: 

^    _   Q  +  *^iÄ'^  _   1~*   to  -h    ,  ,, 

Ihm  zufolge  ist  tj^  um  so  grösser,  je  kleiner  w  (d.  h.  der  vcrfadltnissmiss^- 
Wärmeverlust  durch  solche  Wandthoile  dos  Heizcanals,  die  nicht  als  H'^- 
iläche  dienen),  ferner  je  kleiner  t^  und,  sofern  x  <i  t^^  \q  grösser  t^  z.. 
je  grösser  a  ist.  Die  Vortheilhaftigkeit  der  Vergrösserung  von  «  winl  l^ 
dessen  durch  den  Umstand  vermindert,  dass  damit  t^  abnimmt,  vieUeicht 
auch  7]^  (bei  übermässiger  Verkleinerung  von  t^  im  Falle  eines  Brenn«?",  f- 
von  geringer  Qualität).  Die  Vortheilhaftigkeit  der  Verkleinerung  tol  i 
wird  begrenzt  und  vermindert  theils  durch  die  Rücksicht  auf  die  Zi^il^- 
kung  der  Esse,  theils  durch  den  Umstand,  dass  mit  abnehmender  Yiix-x,- 
peratur  t^  der  Heizgase  die  erforderliche  Heizfläche  grosser  (die  A£ii.> 
somit  theuerer)  wird,  und  zAvar  in  höherem  Grade,  als  t^  abnimmt  di  n- 
Transmission  gleicher  Wärmemengen  um  so  grossere  Heizfiichenth\;* 
nöthig  werden,  je  mehr  die  Heizgase  schon  abgekühlt  sind. 

Meistens,  insbesondere  bei  Dampfkesselanlagen  im  BeharrungsziL<ita&^. 
wenn  das  Kesselmauerwerk  eine  constante  Temperatur  angenommen  U:. 

sind  10  und         klein  genug,  um  ohne  erheblichen  Fehler 

^0 


(1  +  «.)  ( 1  -  M  =  1 


setzen  zu  können.    Dann  ist  nach  Gl.  (13): 

und  somit  nach  Gl.  (11): 

^  =  1_   '    =      ^o~V  r 


§.  167.   Bereohnungsmethode  eimer  Heixula^« 

Für  die  Berechnung  einer  zu  entwerfenden  Heizanlage  ist  die  dun  r 
die  Heizfläche  stündlich  zu  übertragende  Wärmemenge  IT  als  gegeben  r><: 
durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  vorausmsetien,  desgl.  •*! 
Anfangstemperatur  t^'  und  Endtemperatur  </  der  dadurch  zn  crwÄnDe»i 
und  cvcnt.  zu  verdampfenden  Flüssigkeit.    Durch  dio  ferner  gegebene  V- 
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Brennstoffs  sind  dessen  Heizeffect  K  (§.  159),  sowie  nach  §.  160  die 
za  vollkommener  Verbrennung  von  1  Kgr.  desselben  nöthige  Lnffanenge 
=  L  Kgr.  and  die  spedfische  Wärme  e  der  Yerbrennnngsprodncte  be- 
stimmt, wenn  für  den  Factor  m  der  thatsächlich  fftr  1  Kgr.  Brennstoff  ver- 
vrendeten  Lnftmenge  =  m  L  Kgr.  ein  crfahrnngsmässiger  Werth  ange- 
nommen wird.  Angaben  in  dieser  Beziehung  sowie  in  Betreff  des  gleichfalls  er- 
tabrnngsmässig  anzunehmenden  Strahlungscoefficienten  s  nnd  des  Wirkungs- 
grades j}i  der  Feuerung  mflssen  der  Besprechung  besonderer  Arten  tou 
Feaernngsanlagen  Torbehalten  werden.  Das  Verhältniss  w  des  stündlichen 
Wärmeverlustes  der  Heizgase  zu  der  durch  die  Heizfläche  (ausser  durch 
die  Wärmestrahlung  der  Feuerung)  stündlich  übertragenen  Wärmemenge  Q» 
sowie  der  Transmissionscoefficient  i  der  Heizfläche  sind  mit  Rücksicht  auf 
§.  164  und  165  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  bestimmen  resp.  auf  Grund  tou 
Specialerfahrungen  in  Betreff  analoger  Fälle  anzunehmen. 

Am  meisten  Ueberlegung  erfordert  die  angemessene  Wahl  der  Tem- 
peratur /|,  mit  der  die  Heizgase  die  Heizfläche  verlassen  sollen.  Je  kleiner 
^].  desto  grösser  jy,,  also  j;  =  ]/|j^  und  desto  kleiner  der  Bedarf  an 
Brennstoff;  je  grösser  aber  /|,  desto  kleiner  die  erforderliche  Heizfläche 
Qod  die  Elsse  (behufs  einer  ansreichenden  Zngwirkung),  desto  billiger  also 
die  Anlage.  Hiemach  giebt  es  einen  gewissen  Werth  tou  t^^  durch  welchen 
<üe  Summe  des  jährlichen  Geldanfwandes  für  Brennstoff  sowie  für  Ter- 
msang  und  Amortisation  des  CapitaJs  zur  Herstellung  der  Anlage  ein  Ifi- 
nimom  wird;  die  möglichst  angenäherte  Bestimmung  dieses  TortheilhafiesieB 
Werthes  von  i^  ist  aber  wegen  der  nöthigen  Rücksichtnahme  anf  die  ob- 
waltenden Umstände  natürlich  nnr  für  gewisse  Arten  Ton  Heiffinhgpn  ge- 
sondert ausführbar.  Im  Allgemeinen  läast  sich  nur  sagen,  daas  ^  un  so 
grösser  angenommen  werden  muas,  je  billiger  der  Brennstoff,  je 
lüdauemd  der  Bebi^  je  theurer  die  Anlage  und  je  mAt  die 
Crosse  der  Heizfläche  (wie  z.  B.  bei  LocomoCiTen  dsrdi  die  Roi^aickt  aaf 
Raum  nnd  Gewicht  beschränkt  ist,  ferner  je  näher  die  Art  der  btUtftadea 
Heizfläche  am  Anfiuig  der  Reihe  ^9)  stdit  mmi  je  cruser  die  gc«cke*e 
Ludtemperator  i^'  der  zn  erwärmenden  Ftiwggkfit  ^ikcrteapt  die  Mitsi.U 
Temperatur  in  dem  Raum  jenseits  der  HeiiwaBi  isL  Ami  in  Falie 
^iuer  sogenannten  Gegenstromheizfiäche  'F^  ms  JFifcnfilii  i^  7^  t^'scn. 
lü  für  /j  =  ^'  ^^  erfbrderiicfae  Heilfläche  aebea  wif  iHrh  gnas  wtrie^ 
und  ist  djuach  eine  Gegenstromheizfläche  bewinäw^-  Vn  ijwmi  Wetthex 
(on  t^'  Tcm  erhebticbem  YortheiL  Inwiellpm  &  Za^mirisng  <mr  Easie 
iorcb  die  Temperatur  t^  der  in  sie  abziebesden  Hetease  VeiÜMt  isa.  «-iri 
:l  Folg^^Miea  erörtert. 


tQ  =t  + J  '^      nach  §.166,  Gl.(12)  mit  G  =  mZ  -^\ 
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Mit  einem  angenommenen  Werth  von  ^  und  sofern  auch  die  nrspräoe 
liebe  Hischongstemperatur  r  von  Brennstoff  nnd  Verbrennongslnlt  al«  ^^ 
geben  vorauszusetzen  ist  (bei  gewöhnlichen  Rostfenerungen  fQr  feste  Bress- 
stoffe  =  einer  mittleren  atmosphärischen  Lufttemperatur^  findet  man  boe 
die  Temperatur  im  Feuerraum: 

(1  —s)fi,K 
Oe 

und  den  Wirkungsgrad  der  Heizfläche: 

w.  =  ^^—  ^iZlA  4.  ,  nach  §.  166,  GL  (13). 

Ist  ferner  B^  Kgr.  die  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  zu  verbras^s^^ 
Brennstoffmengo  (§.  162),  so  ergiebt  sich  die  stündlich  im  Ganzen  erf^i*^'- 
liche  Menge  desselben  =  B  Kgr.  und  die  dazu  nöthige  Grosse  der  Rr»- 
flächc  =  R  Quadratm. 

mit  iy  =  ViVt'^  =    -^  ^^^  ^  =  ~ß 

und  sind  dann  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  162  erörterten  Gesicht^aA^«^ 
auch  die  übrigen  Dimensionen  des  Herdes  festzusetzen.  Die  der  k^ip^ 
entsprechende  Heizflächengrösse  ist  endlich  durch  die  betreffende  der  (^\f^ 
chungen  (1)  resp.  (4)  bis  (7)  des  vorigen  §.  bestimmt,  wenn  daria  c^ 
Gl.  (11)  daselbst 

gesetzt  wird.    Diese  Wärme  Q  wird  zwar  unabhängig  von  der  Strahlnng  ^^ 
Feuers,  aber  doch  nicht  nur  durch  Berührung  mit  den  Heizgasen  von  4« ' 
Heizfläche  übertragen,  falls  letztere  nur  einen  Theil  der  Wand  des  llbrii>t- 
von  einer  Steinwand  begrenzten  Heizcanals  ausmacht;  die  von  d^r  h««^' 
Oberfläche  dieser  Steinwand  aus  durch  den  (jasstrom  hindurch  der  Heizfii^^ 
zugestrahlte  Wärme  kann  dann  vielmehr  einen  erheblichen  Theil  toi»  *. 
botragen,  besonders  wenn  die  zu  einer  wirksamen  Wännettbertrsfr«Bg  dnn 
Berührung  nöthige  beständige  Mischung  der  an  der  Heizfläche  abfrek^bh* 
mit  den  übrigen  heisseren  Theilen  des  Gasstroms  durch  einen  weiten  VJ«'" 
schnitt  und  eine  glatte  Oberfläche  des  Heizcanals  erschwert  ist»    Zur  !•- 
f5rderung  eines  schnellen  Ersatzes  der  an  der  Heizfläche  abgekfthlten  dtr  " 
hcissere  Gastheile  ohne  erhebliche  Vergrösserung  des  Zugwiderslmwi»-*  ■  • 
scheint  der  Vorschlag  v.  Reiche's*  zweckmässig,  die  Mauerfliche  de*  Hn 

*  ^»Anlage  und  Betrieb  der  Dampfkessel",  S.  65. 
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canals  mit  yorspringenden  Schraubengängen  auszastatten.  Wenn,  wie  bei 
Mrenkosseln,  die  ganze  Wand  des  Heizcanals  resp.  des  Ganalsystems  als 
fleizfl&che  wirkt,  so  fällt  die  hier  in  Rede  stehende  Strahlung  fort;  die 
diulurch  bedingte  Yerkleinerang  des  Transmissionacoefficienten  k  kann  aber 
darch  die  vollkommenere  Temperatarausgleichung  der  einzelnen  Gasströme 
in  den  engeren  Heizröhren,  also  durch  Erhöhung  der  Contactwirkung  auf- 
gewogen werden.  — 

Wenn  endlich  die  Flüssigkeit,  an  welche  die  Wärme  fF  durch  die 
Heizfläche  übertragen  wurde,  selbst  wieder  als  Wärme  abgebende  Flüssig- 
keit an  einem  anderen  Orte  verwendet  werden  soll,  wie  z.  B.  bei  Wasser- 
oder Dampfbeizungen  von  Gebäuden,  so  sind  die  dazu  dienenden  ander- 
weitigen Heizflächengrössen  wiederum  nach  den  betreffenden  Formeln  des 
vorigen  §.  zu  berechnen  mit  Rücksicht  auf  die  nach  §.  164  und  165  zu  be- 
stimmenden (wenn  nicht  unmittelbar  erfahrungsmässig  bekannten)  betref- 
fenden Transmissionscoefficienten  ^,  sowie  mit  Rücksicht  auf  die  sonstigen 
Umstände  und  vorgesetzten  Zwecke. 


C.   Zugwirkung  der  Esse. 

§.  168.  Allgemeine  Gleiohungen. 

Die  Zugwirkung  einer  Esse,  d.  h.  des  röhrenförmigen  Canals,  durch 
welchen  die  Heizgase  nach  Ausübung  ihrer  Heizwirkung  aufwärts  strömen, 
am  an  einer  höheren  Stelle  in  die  Atmosphäre  zu  entweichen,  beruht  auf 
dem  Umstände,  dass  die  Gassäule  in  der  Esse  ihrer  höheren  Temperatur 
wegen  ein  kleineres  specifisches  Gewicht  als  die  äussere  Luft  hat,  und  dass 
lieshalb  der  Druck  dieses  Gases,  der  oben  in  der  Essenmüodung  dem 
atmosphärischen  Luftdruck  daselbst  gleich  ist,  unten  in  der  Esse  von  dem 
nasseren  Luftdruck  gleichen  Niveau's  übertroffen  wird.  Dieser  Drucküber- 
schuss  bewirkt  eine  Luftströmung  durch  den  Herd  (die  Brennstoffischicht 
iof  dem  Roste),  durch  den  Heizcanal  längs  der  Heizfläche  und  in  der  Esse 
änfwärts,  deren  Beharrungszustand  an  eine  solche  Geschwindigkeit  ge- 
bunden ist,  bei  welcher  die  mit  ihr  wachsenden  Bewegungswiderstände  mit 
der  jenem  Ueberdruck  entsprechenden  bewegenden  Kraft  im  Gleichgewicht 
sind.  Bei  Voraussetzung  dieses  Beharrnngszustandes  handelt  es  sich  um 
die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Widerständen  des  Herdes 
and  des  Heizcanals,   der  stündlich  abzuführenden  Gasmenge, 
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den  Dimensionen  der  £s8e,  der  Temperatur  der  insieerntTu- 
menden  Heizgase  und  der  Ausflassgeschwindigkeit  in  der  Essen- 
mündung stattfinden. 

Den  Querschnitt  der  Esse  lässt  man  zwar  in  der  Regel  tod  raüa 
nach  oben  etwas  abnehmen,  theils  um  ohne  erhebliche  Vermehnug  ^ 
Bewegungswiderstandes  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  vergröasern  und  i- 
durch  die  Wirksamkeit  der  Esse  von  dem  störenden  Einflüsse  des  WiiHh 
möglichst  unabhängig  zu  machen,  theils  um  der  frei  stehenden  Essi>  eifr 
grössere  Stabilität  zu  geben;  indessen  soll  der  Einfachheit  wegen  hier  $• 
gerechnet  werden,  als  ob  der  Essenquerschnitt  constant  ( =  seinem  Mitt-l 
werth)  wäre  und  erst  oben  an  der  Mündung  eine  plötzliche  Yereif^L' 
erführe.    Es  sei  dann: 

F  dieser  mittlere  Querschnitt  (im  Lichten), 
P  sein  Umfang, 

4:F 

d  =  —  der  entsprechende  mittlere  Durchmesser, 

A  =  aF  die  Grösse  der  Mündung  (event.  des  kleinsten  Quencto- 

des  nach  dem  Ausflusse  aus  der  Mündung  contrahirten  Gasstroob. 
h  die  Essenhöhe,  gerechnet  von  der  Feuerung  (dem  Roste  bis  lu 
Mündung,  indem  eine  etwaige  Ansteigung  des  Heizcanals  klein  genfi: 
im  Vergleich  mit  der  Essenhöhe  zu  sein  pflegt,  um  sie  dieser  r.- 
rechnen  zu  können. 

Auch  die  Wanddickc  der  Esse  nimmt  nach  oben  gewöhnlich  ah.  ^ 
der  Wärmetransmissions- Coefficicnt  dieser  Wand  zu;  doch  soll  aocb  '* 
mit  einem  constanten  Mittelwerth  k  (bezogen  auf  die  Stunde  al>  Z'J' 
einheit)  in  die  Rechnung  eingeführt  werden.    Femer  sei: 

M  Kgr.  die  durch  die  Esse  stündlich  abzuführende  Heizgasmenge, 
c  ihre  specifische  Wärme,  und  zur  Abkürzung 

a  =  ~—  entsprechend  GL  (6),  §.  109,  in  der  es  gleichgültig  ist.  -  ■ 
kP 

welche,  wenn  nur  auf  dieselbe,  Zeiteinheit  h  und  M  bwogen  »enki 
Weiter  seien: 

u^,  «2,  u  die  Geschwindigkeiten  des  Gasstroms, 
//j,  J?2,  Ä'die  entsprechenden  Geschwindigkeitshöhen, 
2\,   T,   T  die  absoluten  Temperaturen  beziehungsweise  unten  in  ^:" 
•  fangsquerschnitte,  oben  im  Endquerschnitte  der  Esse  und  im  Aß-d» - 
quorschnitte  A,    Bei  der  geringen  Verschiedenheit  der  Presüt:' 
können  die  Geschwindigkeiten  den  absoluten  Temperaturen  onJ  3t 
gekehrt  den  Querschnitten  proportional  gesetzt  werden: 
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T 

,  a 

Der  atmosphärische  Luftdruck  (Kgr.  pro  Qaadratm.)  sei  ==  p'  und 

=;)i)eziehangsweise  im  Niveau  der  Feuerung  (des  Bestes)  und  der  Essen- 
mündong,  die  absolute  Temperatur  der  dazwischen  liegenden  Luftschicht 
=  f ,  ihr  mittleres  specifisches  Gewicht  also  mit  hinlänglicher  Annäherung 

=  r^,  unter  B  (=  29,4  bei  mittlerer  Feuchtigkeit)  die  Gonstante  der 

Zustandsgleichung  (§.17)  verstanden,  indem  der  verhältnissmässige  Unter- 
schied von  p  and  p  viel  weniger  beträgt,  als  die  Veränderlichkeit  von  T' 
osd  die  Unsicherheit  der  meisten  bei  der  folgenden  Rechnung  zu  be- 
Qatzenden  Erfahrungscoefficienten.    Es  ist  dann  also 

Ist  ferner  die  Pressung  im  Feuerraume  =  Pq^  die  Pressung  der  Heizgase 
Inder  Esse  am  unteren  Ende  =  j?i,  am  oberen  vor  dem  Ausfluss  aus  der 
Mündung  =  p^,  und  setzt  man 

J=  l_tf„  ?i  =  1-6,,  J«  =  1-<J.,  ^  =  1-  rf. 
P  Po  Pi  P% 

»ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  c^q,  d^,  6^  und  6  sehr  kleine  Brüche 

äai  aach 

^'  =  1  —  cfo—  dl—  ^2  —  ^1    al80    — ,  ==  (J^  +  rfi  +  dg  -f  d 

^=^0  +^1  +  ^2  mit  Äo  =  ÄT'do,  K  =  ^T'6^,  Ä2  =  ^^(da  +  d). 
wfse  Höli(9n  ^^,  Ä^  und  A,  sind  die  Bestandtheile  der  Essenhöhe  A,  welche 
waehungsweise  dazu  dienen,  die  Bewegung  der  Yerbrennungsluft  (durch 
^  ^rennstoffschicht  auf  dem  Roste)  in  den  Feuerraum,  sowie  der  Heiz- 
^  im  Heizcanal  und  in  der  Esse  mit  Rücksicht  auf  die  betreffenden 
•Hderstände  zu  unterhalten. 

Die  Dichtigkeit  der  Heizgase  ist  zwar  von  derjenigen  der  atmosphäri- 
<ieii  Luft  verschieden,  in  der  Regel  etwas  grösser  (§.  160),  jedoch  nicht 
c  ^üichem  Grade,  dass  mit  Rücksicht  auf  den  variablen  Zustand  der  atmo- 
puarischen  Luft  selbst  und  auf  den  Genauigkeitsgrad,  den  die  vorliegende 
■^^^raachung  überhaupt  in  Anspruch  nehmen  kann,  die  Rücksichtnahme 
^^^  hier  Bedürfniss  wäre.    Wird  dann  also  andi  die  (der  Dichtigkeit 
^«kehrt  proportionale)  Constante  R  der  Zustandsgleichung  für  die  Heiz- 
ebenso  wie  für  die  äussere  Luft  angenommen,  so  ist  nach  i  109, 
/  Dei  Voraussetzung  einer  verticalen  Esse  mit  »»^  =  —  1  und 
totsprechenden  Buchstabenänderungen: 
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§.  ISv 


''  =  nr;  ['  r,  7  +  (^"^  J  "  "^  J  +  et'  (*  +  "-  r. 

und  nach  §.  108,  Gl.  (9)  bei  Abstraction  von  einem  besonderen  WidersUnd^ 
in  Betreff  des  Ausströmens  aas  der  Essenmündung  A: 

1 


—  1 


«' 


6  =  — 

RT       2 


-^3  (^A_i\ 

~  MTW         /' 


Ä 


« 


8 


RT  2 

da   ^^    im  Vergleich  mit  — ^  eine  grosse  Zahl   (Ä  <"   1   Mtr.)  ist.  wirf 

auch  wegen 


11^  :  JT^  =  u^^  :  u^^  =  T^  :  T^ 


6  .-= 


H^T 


R 


T;«  V«'         /        RT^^  \a}         ) 


T 

r 


Hiernach  ergiebt  sich: 
H^T'  r.  h 


a\   T—T^ 


^      .      ^  JLT    [h     ^     f  ^   a\ 

und  somit  h^  =  RT' {6^  +  <^)i  wenn  noch  mit 


+ (.;.  -  ■)  f\ 

+  äf  (*  +  •'•  r 


^  =  ^'UV  =  2],l//j'     "'  =  3600     ' 


A,  =  iT' 


'J +(':--;.)'■■?'+(„'.-)  ^: 


die  Geschwindigkeitshöhe  bezeichnet  wird,  mit  der  die  Heizgase  (m  Kr 
pro  Secuude)  den  Querschnitt  F  durchströmen  würden,  wenn  ihre  abs^»'  .* 
Temperatur  :=  T^  und  ihr  specifisches  Gewicht  entsprechend  ^=  j  war» 

T^—T   ^    (  \        ^\  r, 

r 

'\ 
In  dieser  Gleichung  ist  T  von  h  abhängig,  nämlich  nach  §.  109«  GL  \*  : 

_  *-  _  * 

r  =  r'+ (Ti— r')^  *»  =  Ti— (7i— r')(i  — 1»  •'^. 

oder  1  =  T;—  (7^—  T')f(h)  mit  /(Ä)  =  1  —  #    • J 

wodurch  nun  die  Gleichung:   A^  -|-  ^  4~  ^  =  ^  ^^^  Form  erlitt: 

*•  +  *■  +  ^  H  +  ('  -J-.  --•.)5p?A».  +  (A  _  .•; ;: 
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Endlieh  ist  die  Ansflassgeschwindigkeit: 


(3). 


u  =  — -  mit  y  =  y  -=r ,  also  t<  =  -j—  -^    (4). 

Der  Rechnungsgang  bei  Benutzung  dieser  Gleichungen  ist  natürlich 
von  der  besonderen  Form  der  Aufgabe  abhängig,  d.  h.  verschieden  jenach- 
dem  diese  oder  jene  der  verschiedenen  Elemente  gegeben  sind  oder  ge- 
sucht werden.  Wären  z.  B.  ausser  ilf  =3600  «»,  ^o  ^^^  \  ^^^  ^  u^<^  ^9 
ferner  die  Gestaltung  und  Wandbeschaffenheit  der  £sse  (Querschnittsform, 
Verjüngsverhältniss  innen  und  aussen,  Herstellungsmaterial)  insoweit  ge- 
geben, dass  durch  A  und  A  auch  jP,  P  und  h  bestimmt  sind,  und  würden 
dann  A  und  T^  gesucht,  so  fände  man  mit  den  Umständen  gemäss  ange- 
nommenen Werthen  von  c,  T',  /,  X  und  mit  einem  versuchsweise  ange- 
nommenen Werth  von  A  zunächst  F^  a,  P,  1^,  h  und  0,  dann  B^  nach  Gl.  (1), 
Tj  aus  Gl.  (3),  T  aus  Gl.  (2)  und  u  aus  Gl.  (4).  Wäre  dieser  Werth  von  u 
zu  klein  oder  zu  gross,  so  wäre  mit  einem  entsprechend  kleineren  oder 
grösseren  A  die  Rechnung  zu  wiederholen  bis  die  resultirende  Ausfluss- 
geschwindigkeit u  von  der  verlangten  sich  hinlänglich  wenig  verschieden 
ergiebt.  Ergiebt  sich  indessen  u  nur  massig  zu  klein,  so  genügt  es,  die 
Esse  sich  nur  an  ihrem  oberen  Ende  bis  zu  einem  entsprechend  kleineren 
Mündungsquerschnitte  verengen  zu  lassen  ohne  im  Uebrigen  die  zuletzt 
gefundenen  Elemente  zu  ändern.  — 

Von  den  Grössen  h^  und  \  ist  erstere  im  Falle  einer  mit  festem 
Brennstoff  beschickten  Rostfeuerung  natürlich  um  so  grösser,  je  grösser 
die  Schichtdicke  des  Brennstoffs  auf  dem  Roste  und  je  kleiner,  auch  je 
ungleichartiger  seine  Stückgrösse  ist;  der  dieser  Grösse  h^  in  einem  ge- 
gebenen Falle  zukommende,  offenbar  auch  sehr  wesentlich  vom  Verhalten 
des  Brennstoffs  in  der  Hitze,  insbesondere  z.  B.  von  der  Backfähigkeit 
einer  Steinkohle  abhängige  Werth  ist  indessen  nur  sehr  unsicher  anzu- 
geben, und  wird  dadurch  vorzugsweise  eine  zuverlässige  Yorausbestimmung 
der  Zugwirkung  unter  gegebenen  Umständen  beeinträchtigt. 

Was  die  Höhe  \  betrifft,  so  seien  T^  und  T^  die  absoluten  Tem- 
peraturen, JETq  und  K^  die  Geschwindigkeitshöhen  des  Gasstroms  be- 
ziehnngsweise  am  Anfang  und  Ende  des  Heizcanals  von  der  Länge  /,  und 
es  mögen  in  Beziehung  auf  denselben  F^^  d^^  a^  und  X^  dieselben  Be- 
deutungen haben  wie  F^  d,  a  und  X  in  Botreff  der  Esse.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  jenseits  der  Heizfläche  eine  constante  absolute  Tem- 
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peratnr  =  T^  stattfindet  (oder  wenn  diese  nftheningsweise  mit  ezsem 
Mittelwerth  =  T^'  in  die  Yorliegende  Rechnung  eingeführt  wird),  wiiv 
dann  nach  §.  109,  GL  (13)  mit  fM^  =  0  and  abgesehen  znnftchst  toZi 
besonderen  Widerständen: 

Besondere  Widerstände,  verursacht  durch  plötzliche  Querschnitts-  un^i 
Bichtungsänderungen,  können  besonders  am  Anfang  und  Ende  des  Heiz- 
canals  (bei  der  Fenerbrücke  und  an  der  SteUe  des  Zugschiebers  im  FacL? 
Yorkommen;  andere  können  mit  einer  hier  meistens  genttgenden  Annähe- 
rung wenigstens  so  in  Rechnung  gebracht  werden,  als  ob  sie  am  Ab£u:z 
oder  Ende  stattfänden.  Beim  Uebergang  der  Heizgase  aus  dem  Feaerraur. 
in  den  Heizcanal  findet  zugleich  eine  dauernde  Querschnittsrennindeiiin^. 
also  Geschwindigkeitszunahme  statt,  in  Betreff  welcher  so  gerechnet  werdr:. 
als  ob  die  Geschwindigkeit  im  Feuerraum  =  Null  wäre.  Sind  dins 
go  und  g^  die  resultirenden  Widerstandscoefificienten  am  Anfang  und  Ead* 
des  Heizcanals,  so  ist  nach  §.  108,  Gl.  (9)  dem  obigen  Ausdruck  tob  * 
hinzuzufügen: 

(i  +  So)^^  und  &:^^=e.5,  S 

und  wird  dann 

~  j    =     —     f    ->  ) 

=  der  Geschwindigkeitshöhe,  mit  der  das  Gasgemenge  denselben  Quer- 
schnitt F^  durchströmen  würde,  wenn  seine  Temperatur  =  T  wäre. 

Wenn  die  Heizgase  mehrerer  Feuerungen  durch  eine  gr> 
meinschaftliche  Esse  abgeführt  werden  sollen,  haben  m  in  des 
Gleichungen  (1)  und  (4),  T^  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  nicht  di*** 
selben  Bedeutungen  wie  in  Gl.  (5);  vielmehr  ist  dann  m  dort  die  Snniini 
der  einzelnen  m  von  Gl.  (5)  und  T^  dort  die  Mischungstemperator  dtr 
von  den  einzelnen  Feuerungen  mit  vielleicht  verschiedenen  Temperatorva 
in  der  Esse  zusammenströmenden  Gasgemenge.  Wenn  in  solchem  Falle 
\  -\-  h^  für  die  verschiedenen  Feuerungen  nicht  gleich  ist,  so  ist  daAr 
in  Gl.  (3)  der  grösste  dieser  verschiedenen  Werthe  zu  setzen;  die  Zu/- 
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Schieber  der  übrigen  Fcoemugen  müssten  dann  so  eng  gestellt  werden, 
dass  (durch  die  hierdurch  bedingte  Yergrösserung  des  Widerstandscoef- 
ficienten  g^,  also  der  Höhe  h^)  jenes  Maximum  von  ^o  ~4~  ^  ^^^  b^i 
ihnen  erreicht  würde.  Um  das  Bedürfniss  solch'  unerwünschter  theilweiser 
Vermehrung  des  Zugwiderstandes  zu  vermeiden,  sollten  nur  solche  Feue- 
rungen mit  einer  gemeinschaftlichen  Esse  verbunden  werden,  bei  denen 
^0  '^  ^1  anter  normalen  Umständen  bei  ganz  geöffneten  Zugschiebem 
nahe  gleich  gross  ist. 


§.  169.   Erffthrungswerthe. 

Die  Anwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  §.  erfordert 
die  erfahrungsmässige  Annahme  einiger  Elemente  in  Betreff  der  Bewe- 
gungswiderstände des  Gasstroms  und  der  Wärmetransmission  durch  die 
Essenwand. 

1)  Für  den  Coefficienten  2.  (resp.  Aj)  des  Leitungswiderstandes 
sind  die  Erfahrungen  in  Betreff  der  Bewegung  kalter  Luft  in  ziemlich 
glattwandigen  cylindrischen  Röhren  bei  grösseren  Geschwindigkeiten  (über 
20  Mtr.  pro  Secunde),  denen  zufolge  im  Durchschnitt  etwa  X  =  0,025 
gesetzt  werden  kann,  wachsend  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  (§.  106), 
Wer  nicht  ohne  Weiteres  maassgebend.  Die  Geschwindigkeit  ist  hier  viel 
kleiner,  höchstens  etwa  4  Mtr.  pro  Secunde,  die  mehr  oder  weniger  mit 
Russ  bedeckten  Wände  sind  rauher,  und  durch  die  erhebliche  Wärmetrans- 
mission der  Wände  werden  in  weit  höherem  Grade  mannigfach  unregel- 
mässige, die  Temperaturausgleichung  vermittelnde  und  mit  inneren  Rei- 
bungen verbundene  Mischungsbewegungen  verursacht.  Alle  diese  Umstände 
bedingen  eine  Vergrösserung  von  A,  und  es  mag  mit  Peel  et  zunächst  für 
gemauerte  Wände  X  =  0,08  gesetzt  werden,  ein  Werth,  den  auch  andere 
Autoren*  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  einstweilen  an- 
genommen haben.  Für  Metallwände  (Essen  von  Eisenblech,  Heizrohren 
bei  Röhrenkesseln)  mag  X  resp.  X^  etwas  kleiner  zu  setzen  sein,  doch  ist 
die  Beschaffenheit  der  Wand  an  sich  um  so  weniger  von  Einfluss,  je  mehr 
sie  mit  Russ  bedeckt  ist. 

Was  den  Einfluss  besonderer  Widerstände  betrifft,  so  kann 
(§•108)  der  betreffende  Widerstandscoefficient  für  eine  plötzliche  Rich- 


*  Morin,  ^tudes  sur  la  Ventilation,  Paris  1863  und  H.  Val^rius,  les 
appllcatioDB  de  la  chaleur,  Bmxelles  1867. 
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tangsänderang  des  Gasstroms  um  einen  rechten  Winkel  zn  g  =  0,8  bis  1 
veranschlagt,  für  eine  plötzliche  Querschnittsänderung  nach  §.92,  GL(1, 
ebenso  wie  bei  Wasser  benrtheilt  werden. 

2)  Den  Widerstand,  den  die  Brennstoffschicht  aaf  dem 
Roste  dem  Durchgang  der  Luft  entgegensetzt,  suchte  Fielet  dt- 
durch  zu  bestimmen,  dass  er  durch  Yergleichung  der  vermittels  eines  Ane- 
mometers gemessenen  Strömungsgeschwindigkeit  mit  seiner  theoretischeji 
Formel  für  dieselbe  den  Gesammtwiderstand  eirmittelte  und  davon  die  mit 
Hülfe  angenommener  Coefficienten  berechneten  übrigen  Widerstände  iii 
Abzug  brachte.  Eine  befriedigende  Zuverlässigkeit  lässt  indessen  dieses 
indirecte  Verfahren,  wobei  zudem  die  Temperaturänderungen  des  Gas- 
stroms nur  sehr  unvollkommen  veranschlagt  wurden,  kaum  erwarten.  Ut- 
mittelbarer  und  sicherer  ist  der  in  Rede  stehende  Widerstand  durch  Mt- 
sung  der  Druckdifferenz  p — f^  (§*168)  bei  geschlossener  HeizthQr  cü* 
Hülfe  eines  Wassermanometers  zu  bestimmen,  von  welchem  der  m 
(eiserne)  Schenkel,  die  Herdwand  oberhalb  des  Rostes  luftdicht  dordh 
dringend,  mit  dem  Feuerraum,  der  andere  ausserhalb  mit  der  Atmosphiri 
coromunicirt.  In  Wünschenswerther  Zuverlässigkeit  und  zur  Ableitung  hb- 
pirischer  Gesetze  ausreichender  Mannigfaltigkeit  sind  derartige  Hessongfü 
bisher  nicht  bekannt  geworden.  Nach  Ser*  soll  die  Druckdifferenz  f—h 
bei  Rostfeuerungen  zu  technischen  Zwecken  (insbesondere  vermuthlich  bei 
Steinkohlenfeuerungen  fQr  Dampfkessel,  Siedepfannen  etc.)  mit  sogenanc- 
tem  natürlichem,  d.  h.  durch  eine  Esse  vermitteltem  Luftzuge  einer  Wasser- 
säule von  J  =  6  bis  20  Millim.  entsprechen,  bei  LocomotivfeueniDgeL 
aber  (mit  viel  grösserer  Schichthöhe  und  intensiverem  Luftzüge  don- 
Vermittelung  des  Blasrohrs)  einer  bis  A  =  100  Millim.  betragend'! 
Wassersäule.    Bei  dieser  Bedeutung  von  /l  ist  auch 

P—Po  =^  ^  Kgr., 

also      ^?  =  1-d,  =  1— '!;    h^=  Rröo  =  ^S  J  =  "*. 
P  P  P  7 

und  wenn  das  specifische  Gewicht  /'  der  äusseren  Luft  zu  darchschmtthii 

1,25  Kgr.  pro  Cubikm.  angenommen  wird, 

4 
Aq  =      J  =  4  bis  16  Mtr.  bei  natürlichem  Luftzüge, 
5 

resp.  bis  80  Mtr.  bei  LocomotivfeaeniiigeD. 
Die  Strömung  der  Luft  durch  die  BrennstolEBciiicht  kana  der  Br 


^    »fCoors   de   phyrique   industrielle   de  T^cole  centrale  4  Fuis^  Uf 
U.  Val^rius,  les  appUcations  de  la  cbaleur,  BmxeUes  1867,  p.  99l 
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wegung  des  Wassers  durch  Sandfilter  verglicheu,  und  deshalb  analog  Gl.  (2) 
in  §.  98  vermuthlich  ziemlich  zutreffend 

gesetzt  werden,  unter  M  die  Gewichtsmenge  der  stündlich  entwickelten 
Heizgase  (nicht  sehr  verschieden  von  der  stündlich  zuströmenden  Luft- 
menge), R  die  Grösse  der  Bostfläche,  l  die  Dicke  der  Brennstoifschicht, 
und  unter  x^  y  von  der  Art  und  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  abhängige 
Coefficienten  verstanden,  von  denen  y  erheblich  <!  x  ist.  Bei  Weglassung 
des  Gliedes  mit  y,  und  wenn  mit  Q  Egr.  die  Gasmenge  pro  1  Kgr.  Brenn- 
stoff, mit  B<^  die  von  letzterem  pro  Quadratm.  Rostflächc  stündlich  ver- 
brannte Menge  bezeichnet  wird,  wäre  also 

M 
\  proportional     -   i  =  QB^h 

zu  setzen,  und  wenn  bei  gleich  guter  Verbrennung  B^  proportional  h  —  h^ 
(§.  1 62,  Gl.  1),  hier  aber  einfacher  B^  proportional  h  gesetzt  wird, 

Äq  proportional  (?5*, 

nach  den  obigen  Angaben  für  Steinkohlenfeuerungen  im  Durchschnitt  etwa: 

Äo  =  26  Oh^,  (entsprechend  Ao  =    4  für  5  =  0,08   und  G^  =  25 

Äo  =  80    „    h  =  0,45     ,,     G  =  16. 

Für  eine  bei  natürlichem  Luftzuge  im  Mittel  zu  5  =  0,1  anzunehmende 
Schichthöhe  der  Steinkohle  und  mit  G^  =  22  (entsprechend  w  =  2, 
§.160)  wäre  h^  =  5,5  Mtr. 

3)  Was  endlich  den  Wärmetransmissions-Coefficienten  *  be- 

Mc 
trifft,  von  dem  die  Constante  a  =  ~-  abhängt,  so  sind  die  beiden  Fälle 

einer  gemauerten  und  einer  Esse  von  Eisenblech  zu  unterscheiden.  In 
beiden  hängt  Ic  ausser  von  den  Dimensionen  streng  genommen  auch  von 
der  Temperatur  in  der  Esse  ab,  in  welcher  Hinsicht  hier  jedoch  mittlere 
Verhältnisse  vorausgesetzt  werden  vorbehaltlich  einer  schätzungsweisen 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  von  h^  jenachdem  die  Temperatur  in 
der  Esse  ungewöhnlich  hoch  oder  niedrig  ist. 

Wenn  im  Falle  einer  gemauerten  Esse  von  kreisförmigem  oder 
quadratischem  Querschnitt  d  und  B  beziehungsweise  (im  Mittel)  den  inne- 
ren und  äusseren  Durchmesser  oder  die  innere  und  äussere  Quadratseite 
bedeuten,  wo  dann  in  beiden  Fällen  d  auch  der  sogenannte  mittlere  Durch- 

messer  =  —  ist,  so  kann  nach  §.  164,  Gl.  (5)  und  (6) 

61* 
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jr  resp.  4 


hP  = 


ad  ^  dB  ^22        d 


gesetzt  werden.  Was  die  darin  den  Coefficienten  o,  d  und  1  im  Dnrclh 
schnitt  beizulegenden  Werthe  betrifft,  so  sei  an  irgend  einer  Stelle  der 
Esse:  t  die  Temperatur  der  Heizgase,  r  die  innere,  x  die  äussere  Ober- 
flächcntemperatur  der  Wand,  i  die  ausser^  Lufttemperatur,  J  =^  (  — r. 
J'  =  X  —  i\  es  verhält  sich  dann: 

ad  aD    2/        d 

Indem  nun  der  Wärmeübergang  an  der  iuueren  Wandfläcfre  nur  durch  Dc^ 
rührang  mit  den  Heizgasen  vermittelt  wird,  da  die  Strahlung  hier  zwisch' . 
Wänden  von  gleicher  Oberflächentemperatur  x  stattfindet  und  deshalb  v:- 
kmigslos  ist,  kann  nach  §.165,  Gl.  (7) 

a  =  l  {1  +  0,0075  A)  etwa  =  7 

gesetzt  werden,  entsprechend  &  =  5  und  A  =  53®.    (Durch  Ansatz  ^^'^ 

Russ  wird  zwar  h  verkleinert;  in  Folge  der  intensiven  Bewegung  an  d^: 

inneren  Essenwaud  mag  aber  gleiehwohl  diesem  Coefficienten  ein  verfailt* 

nissmässig  grosser  Werth  beizulegen  sein.)    Der  Wärmeaustritt  aus  der 

Essenwand  erfolgt  durch  Leitung  und  Strahlung  unter  solchen  Umständen 

dass  nach  §.165,  Gl.  (8) 

,    755  +  56*    ^         • 

in  runder  Zahl  gesetzt  werden  kann.    Indem  nämlich 

J'  =   "^  ^  =  16<>  mit  a  r=  7,  «'  =  9,  J  =  53«  und   t  =  ^ 
aD  '  '  D        h 

(als  ungefährem  Mittelwcrth  dieses  letzteren  Verhältnisses)  sich  ergiebt  u^^ 
s  z=  3,6  (nach  den  Angaben  in  §.  165)  zu  setzen  ist,  entspricht  der  Ad- 
nähme  a'  =  9  der  verpauthlich  nahe  zutreffende  Werth  h  =  4,5. 

Den  grössten  Einfluss  auf  den  Transmissionscoefficienten  i  hat  U. 
gemauerten  Essen  der  Leitungscoefficient  X  der  dicken  Wand.  Besteht  die- 
selbe aus  Ziegelstein,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  die  Angabe  i  =  <•' 
für  gebrannten  Thon  (§.  165)  auch  hier  nahe  zutreffend  sein  werde;  dixi- 
mag  die  Beschaffenheit  der  Ziegel  von  erheblichem  Einflüsse,  inabesomlt' 
für  sehr  hartgebrannte  glasige  Ziegel  X  grösser  sein.  Ans  einer  Beobacfaui- 
von  Brix  in  Betreff  der  Temperaturabnahme  von  unten  bis  oben  in  eit«' 
aus  Ziegelstein  gemauerten  quadratischen  Esse  liess  sich  (fk^eilich  bei  L: 
gäuzung  der  unvollständigen  Angaben  durch  einige  mehr  oder  wtfou- 
unsichere  Annahmen) 
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ifcP  =  4,8  für  d  =  0,54  und  2)  =  3  rf  =  1,62  Mtr. 
folgern*  und  würde  dann  mit  a  =  7,  a  =  9  aus  der  Gleichung 

4 


+  ^    '    o  +  ~v  ^n  3 


=  4,8  sich  ergeben:  X  =  1,1. 


7.0,54    '    9.1,62    '     2X 

Ein  fiberwiegendes  Gewicht  kommt  indessen  dieser  vereinzelten  und  theil- 
weise  unsicheren  Bestimmung  nicht  zu,  und  mag  bis  auf  Weiteres  ffir  Essen 
aus  Ziegelmauerwerk  X  =  0,8  geschätzt  werden.  Sie  sind  solchen  aus 
Bruchstein  deshalb  vorzuziehen,  weil  für  diese  X  noch  grösser,  also  die 
Schwächung  dps  Zuges  durch  Abkühlung  der  Heizgase  beträchtlicher  ist 
Noch  grösser  ist  die  Abkühlung  in  Essen  von  Eisenblech.  Für 
solche  kann  nach  §.  164,  Gl.  (10): 

1  =  1  +  1 
und  dabei  nach  §.  165,  Gl.  (3): 

a  =  0,55i(<— r) 

r..r  T  r  '       ^vÖ'233    ,     ^^^       1,0077    —  1,0077 

a  =  0,55  ft  (t  —  0        +  125  s  — -, -r 

z  —  t 

gesetzt  werden  mit  J  =  5,  »  =  2,8  und  unter  <,  t,  t',  ^'wieder  die  oben 

erklärten  Temperaturen  verstanden,  die  hier  in  den  Beziehungen  stehen: 

a(t  —  r)  =  «'(t' —  <')  und  r  =  t. 

Hieraus  findet  man  z.  B.  mit  t'  =  20^: 

k  =  5,2  für  t  —  t'=  250^  k  =  5,6  für  t  —  t'=  330«. 

Nach  anderen  Angaben  ist  in  diesem  Falle  k  noch  grösser  zu  schätzen, 
insbesondere  nach  Redtenbacher  k  =  7  (freilich  ohne  Nachweis  der 
Herleitung  dieses  Worthes);  im  Folgenden  mag  durchschnittlich  ^  =  6 
angenommen  werden. 


§.  170.  Beispiele  und  NUiemngsformeln. 

Das  in  §.  168  erklärte  Verfahren  zur  Berechnung  von  t^{  =  T^^  273) 
und  A  bei  gegebenen  Werthen  von  if,  A^  -j-  ^,  A  und  u  ist  infolge 
der  Unmöglichkeit,  die  gesuchten  Grössen  aus  den  zu  benutzenden  Glei- 

*  Siehe  des  Verfassers  Aufsatz  Ober  ,,die  Zugerzeugung  durch  Schorn- 
steine" in  der  Zeitsclmft  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1866,  S.  456. 
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chungen  (1)  bis  (4)  daselbst  explicite  za  entwickeln,  sehr  zeitranbend. 
Zur  Erleicbterong  des  technischen  Gebrauchs  ist  deshalb  die  Ansfiüirang 
der  Rechnung  für  eine  Reihe  von  Beispielen  dienlich,  um  die  Resultate 
dann  entweder  unmittelbar  (durch  geeignete  Interpolation)  zur  Beurthei- 
lung  anderweitiger  specieller  Fälle  oder  zur  Ableitung  von  technisch  brauch- 
baren Näherungsformeln  zu  verwerthen. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  in  §.  168  erklärte  Bedeutung  der  Buch- 
staben und  mit  Rücksicht  auf  die  Angaben  im  vorigen  §.  ist  bei  den  fol- 
genden Rechnungen 

11  =  4  Mtr.  pro  See,  ^(=  t—  273)  =  20®, 

(757  '^73\ 
=  ^''»^2  76Ö  ^93) '   ^  =  ^'''*' 
angenommen  worden,  femer  für  quadratische  gemauerte  Essen: 

d  —yi  +  0,007  Ä;    D  =  rf  +  0,36  +  0,016  A 

'     XP         4  \ld  ^  9i>  ^  1,6         d) 
und  für  runde  eiserne  Essen: 

1^=1/^^^  4- 0,006  Ä;    F=^,  F  =  jtd',    it  =  6...2. 

f       31  4 

Zur  Ableitung  vorläufiger  Näherungswerthe  von  i^  resp.  7\  und  Ä 
in  irgend  einem  speciellen  Fall  wurde  zunächst 

il  =  0  und  F  =  A,  also   «  =  1 ,  a  ^  00,  /(Ä)  =  0,   7*  =  7, 
angenommen.    In  Gl.  (3),  §.168,  war  dann  nach   den   Gleichungen     1 
und  (4)  daselbst  ferner 

und      a  f(h)  =  00.0  =  a  (\—e    "j  =  ff(l— 1-|-    -)  =  ^ 
zu  setzen,  wodurch  sie  die  Form  erhält: 

A     _L  A    -1.  «*  C^S^'d  *  4-1  *    T,-'t\_T,-r 

**  ^     ^  ^    2^   7i       d  r, 

Hieraus  ergiebt  sich,  da  nach  §.168,  GI.f4)  mit  F  ^  A.  T  =  T^ 

1       1      «7'  r' 

bei  quadratischem  Querschnitt  - ;,  =    ^  =  _, 

d'         A  m    7, 

1  JT  JtttY     1 

bei  kreisförmigem  Querschnitt    ,_  ---=::       '       ■ 

^       ^  d^        4tA  Am    7; 


T  *('  +  . 7  ^)=n*('  +  |/i^|)  =  *-*•-*■• 
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ist^  mit  der  abgekürzten  Bezeichnung 

C  =  (^-  X\\  3600  uy    resp.    (j-  x)\  3600.^  uy 

r 

Mit  «  ==  4,  A  =  0,08,  /  =  1,2  und  g  =  9,81  findet  man 

C  =  73,5  bei  quadratischem,   C  =  57,8  bei  kreisförmigem  Querschnitt, 

und  da  bei  den  folgenden  Beispielen  M  wenigstens  =  1000  angenommen 

wurde,  war 

1  /  /^  

höchstens  =  y5i0735  =  0,27 

—  —  ein  hinlänglich  kleiner  Brach,  um  darin  der 

obigen  Gleichung  zufolge 

T'  _  h  —  h^  —  h^ 

t;-  h 

setzen  zu  können,  besonders  wenn  der  Fehler  dieses  etwas  zu  grossen 
Werthes  durch  eine  kleine  Verminderung  von  C  etwa  auf 

C7  =  72   resp.  56 

theilweise  ausgeglichen  wird.    Hiernach  ergiebt  sich  dann 


VI 


\^  f    M  h  —  \  — 


^^^  '  '     —  (3) 


und  damit  nach  §.  168,  Gl.  (4)  mit  T=  7\  und  m  =  4,  7'=  1,2: 

uy    f         l'7280   't ^  ^' 

Die  durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  bestimmten  Näherungswerthe 
von  T^  und  A  sind  ausreichend  genau,  um  damit  nach  vorgängiger  Be- 
recluiiing  der  entsprechenden  Wcrthe  von 

A  Mc 

jP,   a  =  ~,  d  und  tf  =  -   -    gemäss  Gl.(l)  resp.  (2) 
If  kP 

k 
sowie  von  f(h)  =1  —  e    **  =  — - — 

a 

e 

das  die  Bewegung  in  der  Esse  betreffende  Glied  von  Gl.  (3)  in  §.  168: 
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endgültig  za  berechnen,  da  der  Fehler  dieser  Rechniingsweifle  gegen  die 
Unsicherheit  der  Coefficienten  X  und  k  verschwindet.  Mit  der  kürzeren 
Bezeichnung 


n 


_K±A  +  ^' 


a 


ist  dann  der  genannten  Gleichung  zufolge: 


—  » ^ 


Tx 


/(*)  =  ' 


r 


/(Ä) 


a 
a 


+  ^  /W 


e   — 1 


—  •• 


a 


'6.. 


\     / 


—  M 


e       —  e  e  — i 

Mit  dem  hierdurch  bestimmten  corrigirten  Werth  von  T^  folgt  nun  wb 

GL  (2),  §.168:  _A 

^  =   ^  ^  +  /(Ä)  =  Y  ^  « 

und  damit  endlich  nach  §.  168,  Gl.  (4)  der  corrigirte  Werth 

_   m     r  _      M      7 

~  üy    f  ~  17280  T 

Auf  diese  Weise  sind  für  gemauerte  quadratische  Essen  und  ftr 

\  +  Äj=  6, 9, 12 ;  Ä  =  10, 15, 20,  25, 30 ;  U=  1000,  2000, 4000,  80^>» 

die  in  der  folgenden  TabeUe  enthaltenen  Werthe  von  i<^  und  A  berechnet. 

T 

unter  Beifügung  der  entsprechenden  Werthe  von  V,  -X  und  /. 


T 


<A- 


10 


1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 


0,316 
0,296 
0,257 
0,212 

0,557 
0,578 
0,549 
0,485 

0,644 
0,718 
0,728 
0,681 

0,343 
0,348 
0,323 
0,279 


2,884- 
2,805 
2,736 
2,689 

1,880 
1,844 
1,815 
1,786 

1,585 
1,557 
1,538 
1,523 

2,902 
2,804 
2,783 
2,680 


480 


0,148  ' 

561 

0,149 

0,302  II 

534 

O^Oi' 

0,604     515 

0.602 

1,208, 

aas 

133S 

0,097 

272 

0,097 

0,200 

261 

0,1» 

0,403 

252 

0,4in 

0,806  1 

247 

o,do>; 

0,082  ' 

192 

0,085 

0,169 

183 

0,171» 

0342 

177 

0344 

0,688 

173 

0,G92 

0.141  ; 

582 

.  0,14:i 

0,292 

547 

0Ät4 

0,591 

525 

03^2 

1,189 

509 

L191 
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i!  K  +  Ä, 


M 


h' 


II 

n 

j» 
>j 

1f 
»» 
H 
)9 


20 

»> 

j» 

I» 

25 

»» 

20 

7> 
»» 
»> 

25 

?» 

»> 
30 

»I 
i> 
»> 


1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 

1000 
2000 
4000 
8000 


0,340 
0,404 
0,424 
0,404 

0,552 
0,645 
0,682 
0,661 

0,341 
0,370 
0,363 
0,328 

0,439 
0,511 
0,534 
0,510 

0,481 
0,584 
0,641 
0,642 


Tr 
f 


h 


(^i) 


M) 


2,042 
1,985 
1,951 
1,922 

1,763 
1,712 
1,681 
1,661 

2,946 
2,816 
2,737 
2,679 

2,236 
2,142 
2,089 
2,053 

1,923 
1,841 
1,798 
1,768 


325 
309 
299 
290 

244 
229 
220 
214 

590 
552 
529 
512 

382 
355 
339 
329 

290 
266 
254 
245 


236 

0,101  1 

254 

0,208 

265 

0,425 

269 

0,857 

166 

0,087 

183 

0,180 

192 

0,367 

197 

0,742 

411 

0,135 

444 

0,283 

462 

0,581 

470 

1,174 

252 

0,104 

277 

0,217 

292 

0,446 

299 

0,904 

180 

0,089 

201 

0,187 

215 

0,385 

221 

0,781 

334 

0,102 

317 

0,211 

305 

0,429 

297 

0,868 

245 

0.087 

232 

0,180 

223 

0,368 

217 

*  0,746 

612 

0,138 

567 

0,285 

538 

0,581 

518 

1,175 

389 

0,103 

363 

0,216 

346 

0,444 

335 

0,903 

294 

0,088 

275 

0,186 

262 

0,383 

254 

0,782 

Mit  genügender  Annäherung  können  diese  und  deshalb  auch  solche 
Werthe  von  ty^  und  -4,  welche  Werthen  von  ä^  +  ^i»  *  und  M  ent- 
sprechen, die  nicht  viel  kleiner  oder  grösser,  als  die  hier  beispielsweise 
an^renommenen  sind,  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt  werden: 


0,95  —  0,93 


K  +  ^1  _  1,07  +  0,006  (Aq  4-  \)^ 


I  17280 


3450 


-13,8  + 


3280  — 6,9  (Äo  +  Ai) 


.  (9) 


(10). 


Zur  Nachweisung  ihres  Annäherungsgrades  sind  die  nach  ihnen  berechneten 
Werthe  von  ^^  und  A  in  den  mit  (t^)  und  (A)  überschriebenen  Columnen 
der  Tabelle  beigefügt  worden. 

Folgende  Tabelle  enthält  noch  die  Rechnungsresultate  für  einige  Bei- 
spiele von  runden  eisernen  Essen.    Dabei  sind  die  Werthe  von  A  der 
vorhergehenden  Tabelle  als  Näherungswerthe  statt  61.  (4)  benutzt,  und  sind 
auch  die  Werthe  von  h\  anstatt  sie  nach  Gl.  (5)  neu  zu  berechnen,  denen 
gleich  gesetzt  worden,  welche  denselben  Werthen  von  A^  +  A^,  A  und  M 
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bei  der  gemanerten  Esse  entsprechen,  da  sich  gezeigt  hat,  dass  diese  die 
Bewegung  in  der  Esse  selbst  betreffende  Grösse  1i  von  untergeordneter 
Bedeutung  im  Vergleich  mit  der  analogen  Grösse  =  A^  +  *i  ist,  die  sich 
auf  die  Bewegung  in  der  BrennstofTschicht  und  im  Heizcanal  bezieht 


K  -f  K 


6 


15 


20 
20 


»t 


'» 


»» 


»I 


25 


^1 


M 

«1 

t 

A 

^1 

1000  1  312 

197 

0,093 

1,062 

2000 

290 

213 

0,192 

1,043 

4000 

275 

223 

0,392 

1,030 

1000 

222 

124 

0,078 

1,067 

2000 

204 

139 

0,163 

1,046 

4000 

192 

148 

0,333 

1,032 

1000 

387 

199 

0,093 

1,104 

2000 

350 

225 

0,196 

1,071 

4000 

327 

242 

0,407 

1,049 

1000 

303 

134 

0,080 

1,115 

2000 

267 

157 

0,170 

1,076 

4000 

245 

172 

0,352 

1,052  1 

(^,) 


0,952 
0,962 
0,971 

0,952 
0,963 
0,973 

0,927 
0,943 
0,957 

0,927 
0,943  ! 
0,958  ■ 


1,067 
1,049 
1,032 

1,067 
1,049 
1,032 

1,100 
1,073 
1,047 

1,100 
1,073 
1,047 


(* 


0,9^ 
0,962 
0,972 

0,953 
0,9b^2 
U,97i> 

0,92^^ 
0,943 
0,959 

0.943 
O.ÄW 


Mit  ^1  ist  hier  das  Verhältniss  bezeichnet,  in  welchem  T^  innus^fr. 
mit  d-  das  Verhältniss,  in  welchem  T  und  somit  A  kleiner  Ist,  als  bei  «if»r 
gemauerten  Esse  für  gleiche  Werthe  von  ä^j  -|-  Aj,  ä,  Jf  und  für  die  stet- 
vorausgesetzte Ausströmungsgeschwindigkeit  ti  =  4  Mtr.  pro  See,  Die^ 
Verhältnisse  können  näherungsweise  gesetzt  werden: 

30  (Äo  +Äi) 
M  +1700     

33^(Ao  +  Ä,) 
M  +  3200    

wie  die  danach  berechneten  Zahlen  in  den  mit  ({h^)  und  (9-)  Qberschri**> 
benen  Columnen  der  Tabelle  erkennen  lassen.  — 

Die  Annahme:  hg  -\-  h^  =  9  entspricht  den  durchschnittlicbea  Vrr- 
hältnissen  bei  Dampfkesselfeuerungen,  die  im  dritten  Bande  dieses  W^rk^ 
einer  specielleren  Besprechung  unterzogen  werden  sollen. 


^1=1  + 


^  =  1  — 


11 


V2. 


Druck  TOD  PAaeh«!  k  Trepte  ia  Laipxi^. 


Berichtigungen. 


S.  29.    Bin«  Borklitigang  sn  $.  6  findet  sieh  in  d«r  Aaiiierlning,  8.  281. 

S.  41,  Z.    1  T.  Q.  liat:  X  statt  y. 

8.  42,  Z.  13  ▼.  n.  ist  hinzoxnsetxaii :  b«i  VorAusgetxniig  eioM  cotutAaten  Wertlies  Ton  X' 

8.  61,  Z.  13  T.  u.    „  „  :  wenn  U  nicht  nls  wfrkliebe  Arbeit,  ttondern  nie  der  Arbeite- 

werth  Ton  Wärme  (KArperw&rrae)  betrachtet  wird. 

S.  65,  Z.  7—9  T.  o.  lies:  .  .  .  liegt,  und  wenn  anch  dS  =  0  geeetst,  d.  h.  von  der  Wirmeent- 

wickelnng  durch  die  inneren  BewegungewiderstAnde  vorltafig  und  rorbehaltlich 
nachträglicher  Correction  der  Bechnungaresnltate  abetrahirt  wird,  was  in  Be- 
treff der  auch  in  den  Gleichungen  (1)  nicht  Torkommenden,  auf  discontinuir- 
ff  liehen  Oeschwindigkeitsänderungen  bernhenden  inneren  Bewegungswidentftnde 
schon  deshalb  nAthig  ist,  weil  sie  .  .  . 

S.  TU,  Z.    4  r.  u.  lies:  .  .  ftusaerer  und  innerer  Reibung  und  .  . 

S.  72,  Z.  17  r.  u.  lies:  .  .  .  hinsichtlich  der  unmittelbaren  Wirmemittheilung  .  .  . 

,,    ,,    Z.  14  T.  n.  lies:  ...  Besiehung  steht,   indem  dann  die  W&rmemittheilung  nur  mittelbar 

stattfindet,   nämlich  durch  Uebergaug  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregat- 
form  und  entsprechende  Expansionsarbeit  rermittelt  wird;  tur  .  .  . 
S.  119,  Z.  10  T.  o.  ist  die  betreffende  Gleichung  an  die  einschränkende  Bedingung  geknüpft,  dass 

mit  der  Ausdehnung  im  Sinne  der  Fortpflanzung  keine  Contraction  im  Sinne 
der  Wellenfläche  verbunden  ist,  wie  es  bei  Flttssigkeiten  zwar  stets,  bei  festen 
Körpern  aber  nur  dann  der  Fall  ist,  wonn  die  Wellenflächen  unbegrenzte  resp. 
geschlossene  Flächen  sind.  Dieselbe  Einschränkung  erfordert  der  Satz,  S.  120, 
Z.  7  und  8  T.  u. :  „welche  in  dieser  Form  allgemein  gftltig  isf . 
S.  137,  Z.  12  T.  u.  Hier,  nämlich  bei  den  Gleichungen  (10)  ist  der   Umstand  flbersehen  worden, 

dass  Gl.  (6)  in  §.21  auf  der  Voraussetzung  beruht,  es  sei  mit  der  Ausdehnung 
im  Sinne  der  Fortpflanzung  keine  Contraction  im  Sinne  der  Wellenfläche  Ter- 

bunden,  während  thatsächlieh  eine  solche  hier  stattfindet,  welche  —  so  gross 

m 

2        «11  —  2 

wie  jene  Ausdehnung  ist.    Es  ist  also  hier  dv  nur  1 —  —  "-  so  gross 

m  ifi 

wie  dort,  oder  dv  dort mal  so  gross  wie  hier,  so  dass  in  der  That  für  -J- 

m  —  2  dv 

in  Gl.  (6),  8.  21  genetzt  werden  muss:    -    ''''»—  =  ^^^^  ''/'^  =  -  -*'  -?.  Da- 

*-•*_  d,  m       dt  1-    c» 

m       2 

durch  wird  w  =  i/  gKv  -       =   i/  ff  .7  ~-  • 
'  Cr         '        Y  Ct 

S.  153.  Z.  14  T.  o.   lies:  m  sUtt  b. 

S.  -255,  Z.    1  T.  0.  lies:  einzelnen  statt  einzigen. 

S.  317,  Z.    5  ▼.  u.  lies    . . .  durch  einen  verticalen  Stoss  .  .  . 

S.  399,  Z.    6  T.  u.  lies:  .  .  .  gesetzt  werden ;  indem  dann  aber  die  unendlich  kleinen  Fehler  dritter 

Ordnung,  die  bei  dieser  Berechnung  der  einzelnen  Flächen  begangen  werden, 
fttr  je  zwei  gegenüber  liegende  Flächen  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
aäohst  höherer,  also  vierter  Ordnung  verschieden  sind,  werden  auch  die  Dif- 
ferei^zen  =  J/g,,rf/y,  d/g^  welche  unendlich  klein  dritter  Ordnung  sind,  bis 
auf  unendlich  kleine  Fehler  vierter  Ordnung  genau  gefunden.  Die  um  A  lie- 
.  genden  Flächen  sind  also  .  .  . 
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S.  4<>3,  Z.  12  bis  15  r.  o.  Im«:    Bei  «botteii  (juerschiiitteB  «ind  die  Bahaen  iqvidistomt«  d&rr^r. 

deren  Krümmangsmittelpunkte    in    den    gendlinigen    DorebockmittaliBi«»    «i»r 
Qaenchnitte    liegen;     die    Krammangii-    nnd    NormAlcnrren    sind    d&na    zwe 
Systeme    sich    rechtwinkelig    schneidender    Geraden,   eivtere    noranl    a«    d*B 
Dnrchsehnittslinien  der  Qaerschnitte,   letztere  parallel  mit  denselban,  aIm/  .  . 

S.  417,  Z.  11  T.  0.  lies:  ^  +  M  statt  Jf. 

M<  9a 

8.  467,  Z.    2  ▼.  u.  lies:  —  sUtt  -^. 

S.  48:2,  Z.  11  T.  n.  nnd  S.  483,  Z.  15  r.  n.  lies:  Ganckler  statt  Ganehler. 

S.  503.  Z.    9  V.  u.  lies:  (fj  statt  ^i  und  Si*  statt  Ci'. 

S.  522,  Z.    3  V.  0.  lies:  p'  statt  pj. 

S.  527,  Z.  10  V.  o.  lies:  .  .  .  dessen  Wasseroberfl&che  Aber  dem  Schwerpnnkte  der  M4ad«.ms  «*^* 

Höhe  hat,  welche  der  in  der  Köhre  dicht  rot  der  MOndnng  stattAad««!}-« 
Ueberdraekhöhe  gleich,  insbesondere  aliM)  =  Null  ist,  wenn  die  lUUira  d.' 
Tollem  iinerschnitte  &ei  ansmündet. 

8.  534,  Z.  13  V.  0.  lies:  OoYq  —  K,,  otFj  —  Fj  .  .  .  statt  F,  —  ooF«,  Ff  —  «tFi  . . . 

8.  660,  Z.  12  T.  n.  lies:  willkürlicher  statt  weniger  willkftrlich. 

8.' 572,  Z.  12  T.  o.  liea:  •  statt  a. 

8.  638,  Z.    9  T.  n.  lies:  —  statt  — . 

•o  • 

8.  666,  Z.    5  T.  0.  lies:  Qg  statt  0,  ^ 

8.  730,  Z.  14  T.  0.  ]ies:  „der  mittleren  hydranlisehen  Tiefe'*   statt  „des  benetxt«n  Qt&arpr»!!- 

rdw 

8.  748,  Z.  10  T.  0.   lies:  dx  =     , ._     -  . 
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S.  405,  Z.  12  bis  15  T.  o.  lie«:    Bei  ebenen  Querschnitten  «find  die  Bahnen  iquditftnnte  Curren. 

deren  KrUrnnrnngsmittelpunkte  in  den  geradlinigen  DarchMbaittAliniem  d«tr 
Querschnitte  liegen;  die  KrOmmungn-  und  Normaleurren  sind  dama  x««i 
Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  erstere  normal  sa  den 
Durchschnittslinien  der  Querschnitte,   letztere  parallel  mit  denselbem,  nlw  . 

8.  417,  Z.  11  T.  o.  lies:  ^  +  if  eUtt  Jf. 

8.  467,  Z.    2  ▼.  u.  lies:  —  sUtt  -^. 

S.  482,  Z.  11  V.  u.  und  S.  483,  Z.  1&  t.  u.  lies:  Gauckler  statt  (rauchler. 

S.  503,  Z.    9  T.  u.  lies:  «fi  statt  ^i  und  S\   statt  Ci'. 

S.  Ö22,  Z.    3  T.  0.  lies:  p*  statt  p]. 

8.  Ö27,  Z.  10  y.  u.  lies:  .  . .  desKen  Wasseroberfläche  Qber  dem  Schwerpunkte  der  Mftndung  »i^ 

Höhe  hat,  welche  der  in  der  Köhre  dicht  Tor  der  MOndunc  stattfindeai«« 
Ueberdruckhöhe  gleich,  insbesondere  aUo  =  Mull  ist,  wenn  die  Eöhi«  et 
ToUem  Querschnitte  frei  ansmftndet. 

S.  534,  Z.  13  V.  o.   lies:  aoF«  —  *^i.  «t'^i  —  F2  .  .  .  sUtt  Fi  —  «oVo,  Fj  —  «tFi  .  .  . 

8.  &60,  Z.  li  ▼.  u.  lies:  willkürlicher  statt  weniger  willkftrlich. 

8. '572,  Z.  12  ▼.  o.  lies:  •  statt  a. 

8.  638,  Z.    9  T.  u.  lies:  —  statt  — . 

8.  666,  Z.    b  T.  0.  lies:  G^  statt  (7.  ^ 

8.  730,  Z.  14  V.  0.   lies:  „der  mittleren  bydraulisehen  Tiefe**   statt  „des  benetzten  Quev?r»iN" 

8.  718,  Z.  10  V.  0.   lies:  dx  =     /__^  -  . 


